Aula 3

Parametrizacao de algumas curvas planas

Nesta aula veremos como obter equacgdes paramétricas de algumas curvas planas, usando
relagdes trigopnométricas basicas e observando as condicbes que um ponto deve satisfazer para
pertencer a uma curva dada.

l. A Bruxa de Agnesi.

Seja C um circulo de raio r tangente a duas retas paralelas s; e s,. Sejam O e A 0s pontos
de tangéncia de C com s; e s;, respectivamente. Do ponto O tracemos uma semi-reta em
direcdo a reta s,. Denotemos R e Q 0s pontos de intersecdo desta semi-reta com o C e s;,
respectivamente. Tracemos o0 segmento QD perpendicular a sq, € areta s paralela a s; passando
por R (veja a Figura 1).

Seja P o ponto de intersecao da reta s com o seg-
mento QD. Os pontos P assim obtidos, tragando to- s, : y=2r A Q
das as semi-retas que partem de O e intersectam /

C, descrevem a curva denominada bruxa de Agnesi.
Para obtermos as equagbes paramétricas da bruxa

de Agnesi, admitamos que s; seja o eixo—0X, s, :

y = 2r, O seja a origem do sistema de coordenadas

e A = (0,2r) (Figura 1).

S1

O nosso problema consiste em determinar as co- 0
. B D X
ordenadas dos pontos P = (x,y) da bruxa de Agnesi
em funcao de apenas um parametro. Fig. 1: Construgao da bruxa de Agnesi.
Denotando t a medida do angulo D/O\Q obtemos:
x = |OD| =10Q|cost e y = |RB| = |OR|sent, (1)

onde B é a projecao de R sobre o eixo—OX.
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Note que os triangulos ORA (inscrito em um semicirculo de C) e ODQ sao retangulos. No

primeiro, ORA é 0 angulo reto, a medida de OAR é t e, portanto, |OR| = 2r sent. No triangulo

0DQ, temos |QD]| = 2r. Logo |0Q|sent = 2r, ou seja, |0Q| = Sj;t.
Substituindo essas relagdes em (1), obtemos:
x = 0D = Zggsstt —2rcolgt e  y=|RB|=2rsen’t. 2)

Ou seja, as equacdes paramétricas da bruxa de Agnesi sao:

x =21 cotgt
te (0,m),
y =27rsen’t

e seu traco é mostrado na figura 2:

So1y=2r

Fig. 2: Bruxa de Agnesi.

Il. Cicloides e Trocoides.

Definicao 1
Sejam C um circulo de raio v, s uma reta e P um ponto de C. Denominamos cicléide a curva
descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem deslizar.

Para obtermos as equacdes paramétricas da cicldide, admitamos que:

e areta s € 0 eixo—0OX;

e 0 circulo C inicia o0 movimento com centro no ponto (0, );

e 0 ponto P coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do movimento.

Tracemos dois circulos: C;, representando C em sua posigao inicial, e C,, representando C
apos ter rolado alguns instantes.

Veja, na Figura 3, a designacao dos seguintes elementos:
e sejam O; e O, os centros de C; e C,, respectivamente;
e P = (x,y) o ponto da cicléide em C;

e A 0 ponto em que C, toca o eixo—0OX;
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e Q=(x,0)eT=(0,y) as projecdes ortogonais de P sobre os eixos OX e QY, respectivamente;

e M e N as projecoes ortogonais de P sobre 0,0, € O,A.

e t a medida do angulo m tomada em radianos.

Fig. 3: Desenvolvimento da cicléide.

Note que o segmento OA tem o mesmo comprimento que o arco de A a P sobre o circulo C,
que consiste dos pontos que ja fizeram contato com a reta s.

Como t € a medida de A/O?D o comprimento do arco de C, de A a P que ja fez contato com
s é rt. Logo |OA| = rt.

Analisando o sinal de sent e cos t nos intervalos [0, 31, [Z, 7], [r, %] e [2F, 2n1], vemos que as

coordenadas x e y de P sdo determinadas por meio das seguintes relagdes:
x =|0Q| = |0A| —|QA| = |0A| —|O;M| =1t —Trsent,
y =|0OT|=|004| = [TO7] =r—|O,N|=r—rcost.

Obtemos, assim, as seguintes equacdes paramétricas da cicloide:

x=rt—rsent
{ teR

Yy=71—71C0SsSt ’

Observacao 1
e para t = 0, o ponto P esta na sua posicao inicial;
e para t = m, P dista 2r do eixo—OX;

e para t = 2, o circulo d4 um giro completo e o ponto P volta a tocar o eixo—OX.

Veja como é feito o0 movimento na seqliiéncia de figuras abaixo.

CYA YA
1 Co Ci '
(K (7N
01 t 02 Olj \02
- S -
0] A X O A X
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Yi YA
Cl C2 Cl C2
0/ Q2 P O] O
[0 A X 0] A=P X
Fig. 6: t = 3. Fig. 7: t = 27t.
Y
P
!
0] A X
Fig. 8: Cicloide.

A cicloide pertence a uma classe mais ampla de curvas rolantes, denominadas frocoides.

Definicao 2
Seja C um circulo de centro C e raio r, e seja s uma reta. Consideremos uma semi-reta radial
CB e um ponto P nessa semi-reta.

Uma trocdide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola sobre a reta s sem
deslizar.

A trocoide é denominada:

e cicloide longa quando P é exterior aC (isto é, R = d(P,C) > ),

B

Fig. 9: CasoR > .

e cicloide quando P pertence aC (isto é, R = d(P,C) =),

B

Fig. 10: CasoR = .
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e cicloide curta quando P é interior aC (isto é, R = d(P,C) < r).

B

Fig. 11: CasoR < .

O procedimento para obter equacbes paramétricas da cicléide curta e da cicléide longa é
analogo ao caso da cicléide que analisamos anteriormente.

Vamos supor que o circulo C tem centro C = (0, ), raio r e rola sobre a reta s = eixo — OX.
Acompanhe nas Figuras 12 e 13 a designacdo dos seguintes elementos: C; e C, circulos de
centros O; = C e O, representando C no inicio do movimento e apds transcorrido um instante
t, respectivamente; P = (x,y) o ponto rolante que descreve a trocoide partindo da posicao
(0,r—R), no instante t = 0; A 0 ponto de contato do circulo C; com areta s; Q e T as projecdes
de P sobre os eixos OX e OY; M a projecéo de P sobre a reta y = r que contém os centros O;
e Oy, e N a projecao de P sobre a reta O,A.

(0,7 — R)

Fig. 12: Cicléide curta. Fig. 13: Cicléide longa.

Como no caso da cicloide, temos:

x =[0Q[ =|0A| £ [QA[ =rt £ |O:M],
Yy =|OT[ =|00:] £ [TO4| = v £ |O2NJ,

onde |O;M| = R|sent|, |O;N| = R|cost| e o sinal é escolhido segundo a posicdo de P em
relagdo a O,. Isto depende em qual dos intervalos [0, 31, [Z, 7], [, 2] ou [3F, 27 estd o valor t.
Em qualquer caso, vocé pode verificar que as curvas trocdides tém equacgdes paramétricas:

x =1t—Rsent
,teR
y=71—Rcost
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sendo a trocoide uma cicldide curta, uma cicléide ou uma cicloide longa segundo seja R < ,
R =rou R > r, respectivamente.

Fig. 14: Cicléide curta.
Fig. 15: Cicléide longa.

Nas Figuras 14 e 15, mostramos a cicldide curta e a cicldide longa tracadas em intervalos
maiores. Na Figura 16, vemos os trés tipos de trocoides.

Fig. 16: Trocoides.

lll. A Epicicloide e a Hipociclodide.

Definicao 3

Consideremos dois circulos, T' e C, de raios R e r, respectivamente,tais que:
e I e C se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de C, diferentes de P, estdo no exterior deT.

Denominamos epicicldide o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando C rola sobre T, sem
deslizar.

Para obtermos as equacgdes paramétricas da epicicléide, admitamos I' com centro na origem,
C com centro no ponto (R + r,0) e que a posi¢ao inicial de P seja P; = (R, 0).

Nas Figuras 17 e 18, mostramos o circulo C apds ter rolado alguns instantes sobre o circulo
. Acompanhe, nessas figuras, a designacao dos seguintes elementos: P = (x,y) o ponto
da epicicldide que, estando inicialmente na posi¢cao P,, descreve o arco PP quando C rola um
angulo de medida 0 sobre I'; A o ponto de contato entre os circulos; O, o centrode C; B e D as
projecdes de O, sobre os eixos OX e OY, respectivamente; Q = (x,0) e T = (0,y) as projecdes

de P sobre OX e OY; M e N, as projecdes de P sobre as retas O,D e O;,B, e t 0 angulo @9
descrito pelo ponto P com respeito a semi-reta radial OO,.
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Y Yh
C
D“_ ________________ M 02
7 i
70 S o
Fig. 17: P descreve uma epicicloéide. Fig. 18: P continuando o movimento.

O nosso problema consiste em descrever as coordenadas do ponto P em termos de um
parametro.

Nas figuras acima, vemos que as posi¢des entre Q e B variam de acordo com a posi¢ao do
ponto P. Isto é, de acordo com a medida t do angulo A/O?D
No caso em que Q esta entre O e B, temos:
x =|0Q| =[0B| —[QB| =[0B| — [0:M],

(3)
y =|OT| =|OD| —[TD| = [OD[ — |O2NJ.

Note que, enquanto C rola sobre T', seu centro descreve um circulo centrado em O e de raio
R+ r. Sendo 0 a medida do angulo do semi-eixo OX positivo para a semi-reta OO, (medido no
sentido anti-horario), obtemos:

|OB| = (R+ 1)cosb e |OD| = (R+1)send. (4)

Sendo t a medida do angulo de O,A para O,P, no sentido anti-horéario, vemos que:
NO,P = 00,B—A0P = (2—0)—t=2—(0+1).

Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:

0,M| = rsen(NO,P) =rsen(Z — (6 +1t)) = rcos( +t),

|0,N| = rcos(NO,P) = rcos(Z — (8 +t)) = rsen(6 +t).

Substituindo as identidades (4) e (5) em (3), obtemos:

x =(R+71)cos® —rcos(6 +1), )
y=(R+r)send—rsen(0+1t).

Mas ainda resta um problema: as expressdes das coordenadas x e y estdo dadas em funcao
de duas variaveis 0 e t. Vamos resolver isto.
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Observe que o comprimento do arco de A a P, ao longo de C, € igual ao comprimento do arco
de P; a A sobre o circulo " (lembre que C rola sobre I'). Como a medida do primeiro arco é rt e

a medida do segundo é R0, entdo rt = R0, isto &, t = X2,

Logo, substituindo t = ? em (6), obtemos as seguintes equacdes paramétricas da epici-
cléide, em funcao apenas do parametro 0:

x = (R+71)cos® —rcos(0 + 2) = (R+r)cos6 — rcos((X1)0),

y=(R+71)sen6 —rsen(6 + %) = (R+r)send — rsen((2)0).

Resta verificar o caso em que B estd entre O e Q (Figura 18).

No tridangulo NPO,, (Figura 18), temos l@ =t—(5—0)=(6+1)— 3. Portanto:
|O:M| =rsen((0 +t) —F) =—rcos(0 + 1),
|O2N[=7rcos((6+t)—5) =rsen(0+1t).

Sendo que:

x =|0Q[ =|0B| + [QB| = |OB| 4 |0:M[,
y =|OT| =|0OD|—[TD| = [OD| — |O2N],

obtemos as mesmas equacdes paramétricas do caso anterior.

Assim, quando C rola sobre T, as coordenadas do ponto P satisfazem as equagdes (7), inde-
pendentemente da posicao de P.

Conclusao: as equagoes paramétricas da epicicloide sao:

x = (R+1)cos 0 — rcos((X)9)
! , PeR
y=(R+71)send —rsen((R)9)

T

Observe que, quando C percorre um arco de I' de compri-
mento igual a 27tr, 0 ponto P volta a tocar T.

Portanto, se £ =n, onde n € N, entdo o ponto P toca I' n
vezes e a n-ésima vez coincide com sua posic¢ao inicial.
Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I’

contém n vezes o comprimento de C, pois 2aR = 2xw(nr) =
n(2nr).

A Cardioide é a epicicléide com r = R e, portanto, 6 = t:

x = 2rcos 0 — rcos(20)
y =2rsen0 —rsen(20)

Fig. 19: r = R: Cardidide .

Nas figuras abaixo, mostramos varias epiciclbides, indicando os valores de r e R, assim como
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suas equagodes paramétricas.

\

9
P X
8

~Y

Fig.20:r =1, R=3. Fig.21: =32, R=3. Fig. 22: 1 =5, R = 8.
x = 2c0s 0 — J C0os(46) x =2cos 0 — £ cos(30) x = 13cos @ —5cos(20)
y =2send — J sen(40) y =2sen 6 — 2 sen(30) y=13sen0—5sen('20)

YA
YA

P X
Fig.23: T —2, R—1. Fig. 24: r —v/2, R = 2. Fig. 25: r — 3, R — 2.
x =3C0s 0 — 2¢0s(3 0) x:(2+\/§)cosa—\/icos(ztf\z/za) x =5c0s @ —3cos(30)
y =3sen 0 —2sen(30) y:(2+\ﬁ)sen9—ﬁsen(2tﬁ‘zﬁe) y =5sen6—3sen(30)

Outra classe de curvas rolantes analoga a epicicléide é a seguinte.

Definicao 4

Consideremos dois circulos T e C de raios R e r, respectivamente, tais que:
e <R,

e I e C se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de C, diferentes de P, estdo no interior deT.

Denominamos hipocicldide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola sobre T,
sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiédo limitada porT .

Para obtermos as equagbes paramétricas da hipocicléide, vamos admitir I' com centro na
origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R—r,0) e P com posigao inicial Py = (R, 0).

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF



Geometria Analitica Il - Aula 3 40

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro, quando C
rola sobre I' sem deslizar.

Fig. 26: P descrevendo uma hipocicléide. Fig. 27: P continuando o movimento.

Acompanhe, nas Figuras 26 e 27, a designacao dos seguintes elementos: A € o ponto de C
que toca T'; O, o centro de C; B e D as projegdes de O, sobre os eixos OX e OY; Q = (x,0)

e T = (0,y) as projecdes de P sobre OX e OY; M e N as projecdes de P sobre O,D e OB,
respectivamente.

Com essas notagoes, considerando o caso em que B esta entre O e Q, mostrado na Figura
26, temos:

x =[0Q| =|0B| +|QB| =[OB| + |O2M], (8)
y =|OT| =|OD| —[TD| = [OD[ — |O2NJ.

Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R — r, e sendo 6 a medida do angulo
do semi-eixo OX positivo para O0,, no sentido anti-horario, obtemos:
|OB| = (R — 1) cos 6 e |OD| = (R—1)seno.
Denotando t a medida do angulo de O,A para O,P, no sentido horario, temos:
O0P—n—t e OOP—NOP-Z_0.
Logo,
NOP =—Z+0+00P=—2+0+(m—t)=(0—1t)+%.
Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:
0o.M| = rsen(l@) =rsen((6—t)+35) =rcos(6—t) =rcos(t—0),

2
|O2N| =1Cc0s(NO,P) =rcos((0 —t) + F) = —rsen(0 —t) =rsen(t —0).

Substituindo essas identidades nas relacbes (8) e usando o fato de que t = RTG , Obtemos as
seguintes equagdes paramétricas da hipocicldide:

x = (R—1)cos 0 + rcos((X1)9)

T

(R—71)sen® —rsen((XF)0)

T

teR

Y

Procure verificar que as mesmas equacgdes paramétricas sdo obtidas quando P esta em ou-
tras posi¢cdes com respeito ao centro O, .
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Hipocicloide degenerada. O segmento que liga os pontos (R,0) e (—R,0) é também uma
hipocicléide. De fato, a hipocicldide tal que r = ¥, tem equagdes paramétricas:

X = 2rcos 0
7 0ER,
y=0
e o0 seu lugar geométrico é mostrado na figura 28.
17 Y
A A
c
u c
1 6 3
0 P X 0 X
r
r
Fig. 28: v =&, Fig. 29: Astréide.

A astroide, também chamada tetracuspide, cubocicldide ou paraciclo, é a hipocicléide obtida
quando v = X. Suas equagdes paramétricas sdo:

x = 3rcos 0 + rcos(30
(39) 0eR,

y =3rsen0 —rsen(30)

e seu lugar geométrico é mostrado na figura 29

Nas figuras abaixo, mostramos algumas hipocildides, indicando os valores de r e R e suas
equacoes paramétricas:

YA Y Yk
A c A
P
C
0 P
| 0 |
o X (0] X
T
T
Fig. 80: v =32, R =3. Fig.81: 1 =32, R=3. Fig. 32: Deltéide: r =1, R=3

x =12 cos 0 + 2 cos(60) x =12 cos 8 + 2 cos(40) x = 2¢c0s 0 4 cos(20)
y=18sen0— 2 sen(60) y=12sen0— 2 sen(40) y =2sen 6 —sen(20)
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r
0
X
Fig.33:1=2,R=3. Fig.34: v =2 R=3. Fig. 35: r = &%, R =3.
x = £ cos0+ 2 cos(30) x = 5 cos 0 + %7 cos(30) x = 13227 cos 0 + 2% cos(12-27 9)
y=2sen0—Zsen(20) y=5send— 21 sen(30) y =1222% sen 0 — 2% sen( 1227 9)

e Podemos também obter uma equacao paramétrica de uma curva a partir de sua equacao
cartesiana, ou vice-versa. Mas, como no caso das curvas definidas geometricamente, nao
existe uma regra geral para obter a equacao paramétrica.

IV. O Folium de Descartes.

A curva chamada Folium de Descartes é a curva cuja equacao cartesiana é:
C:x>+y>=3axy, ondea>0. (9)

Para fazermos um esboco detalhado desta curva, vamos primeiro parametriza-la. Para isso,
introduzimos o parametro:
t=2,
X

Observe que:
ese (x,y)el,entdiox =0y =0;

eset=—1,istoé,y=—x,e(x,y) €C,entdo x>+ (—x)?=3ax(—x) = 0= -3ax? =x=0e
y=0.
Substituindo y = tx na equagéo x> + y* = 3axy e supondo que (x,y) # (0,0), obtemos:
x>+ (tx)3 = 3ax(tx) &= (1 + t3)x3 = 3atx?.

3at 3at
Portanto, para t # —1, temos x T e, como y = tx, obtemos y T
Assim,
x(t) = ]SatS
C: 3+tt2 ;o tée (—oo,—1)U(—1,400),
a
v =13

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



43 Geometria Analitica Il - Aula 3

€ uma parametrizacéo da Folium de Descartes.

Vamos agora verificar algumas propriedades relativas a esta curva:

1. A curva intersecta a reta r : y = x nos pontos (0,0) e (3;, %a)
~ YA o
De fato, fazendo y = x na equacéo (9), obtemos: TiYy=2

x3+x3:3axx<:>2x3:3ax2<:>x:00ux:37(1.

2. Acurva é simétricaemrelagcao aretar:y = x.
Para verificar isso, basta mostrar que (x,y) € C se,

e sO se, (y,x) € C, 0 que é evidente pela equacao pr
cartesiana de C.

!
De fato, seja P = (xo,yo) um ponto do plano e P’ o X
simétrico de P emralagdo aretar:x —y =0.

Seja v’ a reta perpendicular a reta r que passa pelo  Fig. 36: v/ L re P’ simétrico de P em relagéo a r
ponto P. Entdo, v’ || (1,—1) e

T’ Xx=stxo seR
|l y=-s+vyo’ ’

€ uma equacao paramétrica da reta r'.

O ponto Q = (s + xo, —s + yo) de intersecéo da reta r’ com a reta r é dado por:

s+xo=—s+yo/ﬁ>s:yogxo.
Logo,
~ (Yo—X%o _Yo—Xo _ (Yo —Xo X0 — Yo _ (Yo+Xo Xo+yo>
Q = (M0 g, — B0 ) = (MO R0 g OO ) — (MR X0,
e,portanto,

P’ =2Q — P = (x0 + Yo, X0 + Yo) — (X0, Yo) = (Yo, X0)

como foi afirmado anteriormente.

3. Vamos analizar agora o comportamento da curva em fungdo do pardmetro t nos intervalos
(—o0,—1), (—1,0), [0,1] e [1,+4o00).

(A) Parat € (—oo,—1): 14+ 13 <0;x(t) >0ey(t) <O0;

lim (x(t),y(t)) = lim ( 3a 3 )z(o,o);

t——00 1/t+12°1/t2+t
lim (x(t),y(t)) = (+o00,—00).

t——1-

(B) Parate (—1,0): 1+t3>0,x(t) <0ey(t) >0;
lim (x(t),y(t)) = (—o0, +0).

t——1t
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(D) Parate (1,+00): 1+1t3>0;y(t) > x(t) > 0;

lim (x(t),y(t) = lim < 3a__3a ):(0,0).

t—+00 to+oo \ 1/t +127 1/t2 + ¢

4. A curva esta contida no semi-plano x +y + a > 0 e d((x(t),y(t)),r) — 0 quando t — —1%,
onderéaretax+y+ a=0,isto & r € uma assintota da curva.

De fato:

3at 3at? 3at + 3at? + a + at3 343243t +1
ex(t)+ylt)+a = tTryetes 143 IR S

143
(t+1)(t2+2t+1)_at2+2t+1_a(t+1)2>o (10)
t+D(t2—t+1)  t2—t+1  t2—t+]1 ’

pois (t+1)? > 0 paratodo c R —{—1}et?—t+1>0paratodot € R.

. e X +y(t) +
o lim d((x(t)y(t)),r) = lim 2
a(t+1)? 0

a.
tﬁr—nﬁ\fz(tz—tﬂ)_ﬁ&_o' (1)

Usando as informagdes acima, podemos tragar a curva:

Fig. 37: Folium de Descartes obtido com a =1

(V) A Lemniscata de Bernoulli.

A Lemniscata de Bernoulli é a curva dada pelas equacgdes paramétricas:
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t

x(t) = ——

C: 1"":(4; teR.
(t)—i
YW=

Faremos um esboc¢o desta curva, indicando o sentido em que ela é percorrida, e determina-
remos a sua equacgao cartesiana.

Vamos achar primeiro os pontos onde a curva intersecta a reta r : x —y = 0. Para que isso
ocorra devemos ter:

t 3
T+t* 1+4+t4
—= tt’—1)=0&=t=0out=1out=-1.

cor={001. (1) (3D}

= -t=0
Logo,

Além disso, temos que:

A. parat € (—oo,—1)U(0,1), x(t) >y(t), poist > t3, e

im (x(0),ute) = i (s ) =000

t——00 1/t+137 1/t3+t

B. parat c (—1,0) U (1,+00), x(t) < y(t), poist < t3, e
tﬂTw(X(t),y(t)) = (0,0).

Com estas informacgdes, podemos tragar a curva:
Yi

Fig. 38: Lemniscata de Bernoulli

3
v et
T+t4 T+t4
sinal ao longo da curva.

Sendoy = = t?x, obtemos que t? = %

. Em particular, y e x tém o0 mesmo
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t
Como x = 4,t—\/gsex>Oet:—\/gsex<0,vemosque:
1+t X X

12
VU/x X2 2,2 12,12 2., .2
Ty TN T TV S e Xy = VA, sex > 0;
5lyl172
—X
—/y/x x|1/2 | |]/ \/ly
X TR ST Sy S = =K = /Xllyl = vxy, sex <0;

ja que x e y tém o mesmo sinal ao longo da curva.

Assim,

x*+y?=(xy)? = (x*+y?)?=xy

€ a equacao cartesiana da Lemniscata de Bernoulli.

Observe, pela equacao acima, que a Lemniscata de Bernoulli € simétrica em relacao a reta
r:x—y=0.
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