Aula 4

Coordenadas polares

Nesta aula veremos que ha outra maneira de expressar a posicao de um ponto no plano, dis-
tinta da forma cartesiana. Embora os sistemas cartesianos sejam muito utilizados, ha curvas no
plano cuja equacao toma um aspecto muito simples em relacdo a um referencial ndo-cartesiano.

Definicao 1
Um sistema de coordenadas polares O p6 no plano consiste de um

ponto O, denominado polo ou origem, de uma semi-reta OA, com ori-
gem em O, denominada eixo-polar, e de uma unidade de comprimento
utilizada para medir a distancia de O a um ponto qualquer do plano.

Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse sistema sdo dois
valores p e 0, sendo p a distancia de P a O e © a medida do angulo do
eixo-polar para a semi-reta OP. Escrevemos entéo (Figura 1):

P={(p,0)

Fig. 1: Coordenadas polares.

Convencionamos que a medida do angulo tomada de OA para OP no sentido anti-horario é

positiva, e negativa no sentido horario.

Observacao 1
I. A primeira coordenada polar p, de um ponto distinto do pdlo,

€ sempre maior que zero, pois representa a distancia do ponto
ao podlo. Mas podemos tomar também valores negativos para p,
convencionando-se, neste caso, marcar a distancia |p| na semi-
reta oposta, ou seja, o ponto P = (p,0), com p < 0, corresponde
ao ponto P = (—p, 0 + ).

Il. Se a primeira coordenada polar de um ponto é zero entao esse
ponto é o polo. O angulo do pélo ndo esta definido.

lll. Podemos também usar a medida radianos para os angulos. Por
exemplo, o ponto P = (2,30°) pode ser escrito P = (2, 71/6).
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IV. O par (p,0) determina, de maneira Unica, um ponto do plano. No entanto, um ponto no
plano pode ser determinado por meio de varias coordenadas polares distintas, pois, de acordo
com a construcdo acima, as medidas 0 e 0 + 27ntk, onde k € Z, estdo associadas ao mesmo
angulo e, portanto, (p,0) e (p, 0 + 27tk) representam o mesmo ponto do plano. Além disto, pela
observacao (I), como (p,0) = (—p,0 + 71) se p < 0, entdo (—p,0 + 1) = (p,0 4+ 271) = (p,0) se
p > 0.

Assim, (p,0) = (—p, 0 + (2k + 1)7t) quaisquer que sejamk € Z e p € R.

Exemplo 1

No sistema de coordenadas polares Op6 mostrado abaixo,

o® A"

Fig. 3: Sistema Op6

localize os sequintes pontos e determine outras coordenadas polares que os representem:

(a). Py = (1,0°).

[ @ e
0 P, A

Fig. 4: Ponto Py no sistema Op®

Representamos também P, das seguintes maneiras: P; = (—1,180°) = (1,360°k), k € Z.

(b). P, = (4, —mt/4).

]

w3

P

Fig. 5: Ponto P, no sistema Op0

Outras maneiras de representar o ponto Py s&o, por exemplo, Py = (—4,—n/4 + 1) =
(4,—m/4 + 21k), ke Z.

(c). Pz =(—1,0°).

Fig. 6: Ponto P3 no sistema Op@

Neste caso, como p = —1, temos que: Pz = (1,0°+180°) = (1,180°) = (1, n) = (1, m+27mk),
k € Z.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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(d). Py =(—2,7/3).

Fig. 7: Ponto P4 no sistema Op0

Sendo p < 0, temos que: P; = (2,7t/3 + ) = (2,471t/3 + 271k) , k € Z.

Exemplo 2
Seja Op6 um sistema de coordenadas polares no plano. Determine os pontos P = (p,0) do
plano que satisfazem a equacgéao p = 3.

Solucao.

Como na equacéo s6 figura a variavel p, a outra, 6, é arbi-
traria.

Isto significa que a equacao sé estabelece condi¢do sobre a
distancia do ponto ao eixo-polar, ndo importando a medida do
angulo.

Portanto, os pontos do plano que satisfazem a equagéo séo
aqueles cuja distancia ao pélo O é igual a 3.

O conjunto solugao é o circulo de centro O e raio 3 (Figura 8).
0 Fig. 8: Pontos com p = 3.

Observacao 2
Pela Observacao 1.1, p = —3 também é uma equacao polar do circulo acima. Em geral, p =a é
a equacao polar de um circulo de raio |a| centrado na origem.

Equacao polar de uma reta

Exemplo 3

Seja Opb um sistema de coordenadas polares no plano. Determinemos o conjunto r dos pontos

P = (p,0) do plano que satisfazem a equacgéo 6 = %[.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Solucao.
Novamente, como na equagéao sé figura
uma variavel, a outra é arbitraria.

Logo,
s
r=1{p,0)|0=7 e pcRj, -
ou seja, r é a reta que passa pelo polo

n
4
a semi-reta OA (Figura 9).

O e tem inclinagao 0, = — com respeito

Fig. 9: Pontos Py, ..., P4 nareta .

Observacao 3
Qualquer reta que passa pelo polo O tem equagao polar da forma 6 = 0,, onde 6, é uma
constante. Além disso, 0 = 0, + 27k, k € Z, representa a mesma reta no plano.

Vejamos como obter a equacao polar de uma reta r que ndo passa pelo polo.

Proposicao 1
Seja OpO um sistema de coordenadas polares no plano. Sejam r uma reta que néao passa pelo

polo O, A\ a distancia de r ao pdlo e x o0 dngulo que o eixo-polar forma com a semi-reta de origem
no pdlo que é perpendicular a v (Figura 10). Entdo um ponto P de coordenadas polares (p, 0)
pertence ar se, e somente se:

pCcos(@—a) =A (1)

P=(p,0)
p=d(0O,P)
O=a+ 3

Fig. 10: Reta r no sistema Op6.

Fig.11: Pere R¢gr.

Prova.
Seja Q o ponto de intersecao de r com a perpendicular a r contendo o pélo. Sabemos que:

. _ -
P = (p,0) pertence a reta r se, e somente se, a projecado ortogonal do vetor OP sobre o vetor

0Q , coincide com OQ , isto é:
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-
Per@pr@OP =0Q .

Sejap = lf)b Note que = 6 — x independente da posi¢cao do ponto P (Figuras 12).
r r
P

—0—a
B=0—a el ©

e

\ﬁ’
| 4 A i ’4
0] \ I

Fig. 12: Nas figuras acima, a medida do angulo 3 é tomada de OQ para OP, a medida do angulo « é tomada de OA para OQ e a medida do
angulo 0 é tomada de OA para OP, no sentido anti-horario.

Como
IOP'| = p, cos p = cos(6 — ),
e:
— —
— {(OP.0Q) 5P| 0] cosp <=+ 1, -
progOP = —=5—-0Q = 0Q = -||OP [|(cosB)OQ ,
oQ 10Q’|12 10Q’|12 A
concluimos:
per—P_):OQ %H_O—P_>||COSBOQ =0Q <:>%HC7P_)|1003B:1

—
@!O—P_)lcosﬁzh(@pcos(e—oc):?\,

como queriamos. g

Exemplo 4
Seja Op0 um sistema de coordenadas polares no plano. A equagao polar da reta r cuja distancia
ao polo é igual a 2 e tal que o angulo que a semi-reta perpendicular a r, com origem no polo,

. . T L
forma com o eixo-polar tem medida 3 é:

r:pcos(e—%[):Z.

Observacao 4
Note que a equacao polar de uma reta no plano depende da escolha do sistema polar (pélo

e eixo-polar). Isto é, a equacgao (1) representa retas distintas com respeito a sistemas polares
diferentes.
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Relacoes entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas.

Seja OpO um sistema de coordenadas polares no plano. Consideremos o sistema cartesiano
ortogonal OXY, tal que o eixo-polar seja 0 semi-eixo positivo OX e 0 eixo—QY seja obtido rota-
cionando o eixo—OX de 920° no sentido anti-horario. Admitamos a mesma unidade de medida
nos dois sistemas (Figura 13).

Seja P # O um ponto no plano com coordenadas p € 0 no sistema Op6, e coordenadas x e y
no sistema OXY. As relacdes entre essas coordenadas sao assim obtidas:

Tragamos por P as retas r e s perpendiculares aos eixos i
coordenados OX e OY, respectivamente. Sejam P; = (x,0) Pp-=mmmmm - 1.”
o ponto onde r intersecta OX, e seja P, o ponto onde s in- P '
tersecta OY. Entdo, no tridngulo retangulo OP;P, a medida E
|OP4| = |x| é o comprimento do lado adjacente ao angulo 6 \H ! P
e |OP;| = |y| = |PP4] é o comprimento do lado oposto ao an- © A4 X

gulo 6. Segundo a Trigonometria, para qualquer quadrante

. . Fig. 13: Sistemas polar Op# e cartesiano OXY.
em que esteja 0 ponto P, temos:

x=pCcosSO® e y=psend (2)

Dessas relacdes, obtemos:

seno
X2 = p*cos?0, y?=p’sen’d, cosf=2, seno=Y e Y_ —tgo,
p p X coso
de onde concluimos:
p=vxI+y?, cos@=-——— sen0=-——2— e tgO=-> (3)
/X2+y2 /X2+y2 X

De fato, para obter a primeira relacao basta observar que:
x* 4 y? = p%(cos? 0 + sen? @) = p?,

0 que implica p = |p| = /x?+y?, pois p > 0. As duas relagbes seguintes sao substituicoes
diretas da expressao de p.

Pela observagcdo 1, podemos tomar p < 0. Neste caso, teremos p’ = —/x2+ y? e, por-
. N X Y
tanto, devemos considerar o angulo 0’ tal que cos6’ = ————— e sen®’ = ————— para
/X2+y2 /X2+y2

continuarem validas as igualdades x = p’cos0’ ey = p’seno’.

Como cos0’ = —cos0O esend’ = —senb, vemos que 6’ = 0 + 7, 0 que justifica a convencao
feita anteriormente que (p,0) e (—p,0 + 7) representam 0 mesmo ponto em coordenadas
polares.
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Convencao: Daqui em diante, sempre que fizermos referéncia a um sistema polar Opb e a
um sistema cartesiano OXY, no mesmo contexto, admitiremos que o semi-eixo OX positivo é o
eixo-polar, caso este ultimo nao tenha sido definido explicitamente.

Exemplo 5

Determine as coordenadas cartesianas ou polares dos seguintes pontos:

(@) P =(p,0) = (2,7/2). Y

Solucao. p
Como p=2e 60 =m/2, temos que

x =pcosO =2cosmt/2=0 0)

<Y

y=psend =2senm/2=2

Fig. 14: P = (2,7t/2) em coordena-

sdo as coordenadas cartesianas de P. das polares e P = (0, 2) em coorde-

(b) P=(x,y)=(1,1).
Solucao.
Sendox = 1ey =1, temos que p = \/x2+y? = VI2+12 = V2,

coso = 1 e senf = 1 e, portanto, 6 = /4 ou 0 = 7/4 + 27k,

V2 V2
k € Z. Entao,
Fig. 15: P = (1,1) em coordenadas
P= (pa 9) - (\/Z 7[/4) - (\/za 7'(/4 + Zﬂk) cartesianas e P = (v/2,7t/4) em co-
ordenadas polares
€ o ponto P dado em coordenadas polares.
Também (—v/2, /4 + m) é outra representacéo de P em coordenadas
polares.
Y
Solucao. O X
Como P = (—3,7t/2) = (3, /2 4+ m) = (3,37/2), vemos que:
X =pCOSO = —3003% = 30033’77T =0
Po-3
y=pseno = —3sen§ :3sen377T =-3
Fig. 16: P = (—3,7t/2) em coorde-
sdo as coordenadas cartesianas de P. nadas polares e P = (0, —3) em co-
ordenadas cartesianas
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(d) P = (p,0) = (—v2,5m/4).
Solucao.

Sendo P = (—v/2,5m/4) = (V2,5m/4 + ) = (V2,97/4) = (V2,7/4),

temos que

x = —/2c0s5m/4 = /2cosm/4 =1

—V2sen5n/4 =+/2senm/4 =1 Fig. 17: Ponto P = (—/2, 57/4) em
coordenadas polares e P = (1,1)
em coordenadas cartesianas

s&o as coordenadas cartesianas do ponto P.
(€) P =(xy) = (4,5).
Solucao.

Comox=4ey=>5,p=+42+52 =16+ 25 = 41, cos 0, =

eseno >
00— /==
VAT
Portanto,
Fig. 18: P = (4,5) em coordenadas
9) - ( V41 » 90) = (—V 41 y 90 + 7T) cartesianas e P = (v/41,0,) em co-
ordenadas polares

é o ponto P dado em coordenadas polares.

(f) P = (x,y) = (0, —4). ;i\
Solucao. =l >

=Y

Como x =0 ey = —4, temos que: i
= /02 + (—4) :\/ﬁ:él,cose:%:Oesene:;‘:—L ) =
Logo, .
Fig. 19: P = (0,—4) em co-
(p,0) = (4,3n/2) = (—4,3n/2 + 1) = (—4,5m/2) = (—4,7/2) ordenadas cartesianas e P =
(—4,7t/2) em coordenadas po-
€ o ponto P dado em coordenadas polares. lares
Y
Exemplo 6

Determine a equacdo, no sistema ortogonal de coordenadas car-

tesianas OXY, do lugar geomeétrico definido pela equagéo polar
p=3.

Solucao.

Substituindo a relagédo p = \/x2 + y2, temos:

p=3= /x2+yr=3=x>+y?=9.
Fig. 20: Circulo p = 3.
Portanto, a equacéo p = 3 corresponde a equacéao cartesiana do circulo centrado na origem e
de raio 3 (Figura 20).
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Exemplo 7

Determine a equacao, no sistema ortogonal de coordenadas cartesianas OXY, do lugar geomé-

trico definido pela equagao polar 0 = %TT[ .

Solucao.
Substituindo a relacao % = tg 0 na equacéo dada, obte-

mos: :

3 sen((3m)/4)  V2/2

4 cos((3m)/4)  —v2/2

_ 3m v _
0=""=1tg

Pi = (Ph %)Opﬂ
=(zi,¥i)oxy
1=1,2.3
3

Portanto, a equacéao correspondente no sistema cartesiano
Y-

de coordenadas é M

Isto €, y = —x (Figura 21), que é a equacao da reta bisse-
triz do segundo e quarto quadrantes.

Exemplo 8

Sejar a reta de equacao polar p cos(60 —mt/3) =2.

Determine a equagéao correspondente no sistema cartesiano OXY.

Fig. 21: Reta 6 = 37

YA

3
r:$+y\/_—4:0

Fig. 22: Reta r : pcos(6 — 7t/3) = 2, ou seja,

Solucao. -
Usando a identidade cos(a — b) = cosacosb + senasenb, \ N ripcos(f — T)=2
temos:
7T 7T 7T
p COS (e—§> =2 &= pcosO cos <§) + p seno sen <§> =2.
Das relacoes:
X =p COSO, y=pseno,
T 1 T V3
cos(3) =5 sen(3)=7%
obtemos:
1 V3
x(3)+y (z) =2
ou seja (Figura 22):
x+yv3—4=0.
O
Exemplo 9

rix+yv/3—4=0.

Seja a > 0. Determine os pontos do plano que satisfazem a equacdo p = 2 acos 6.

K. Frensel - J. Delgado
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Solucao.
Utilizando as relacdes (3) para obter a equagao correspon-

y=psenfft———
dente no sistema cartesiano, temos (Figura 23):
+x
=2ac080 & £ /x2+y:=2a———
P Y /x2 + y2 A
—= x> +y?=2ax. X
Completando os quadrados na ultima equacéao, obtemos:
(x —a)? +y? = a?, f<3

que é a equagéo do circulo de centro (a,0) e raio a. Fig. 23: p =2 acos®.

O circulo em coordenadas polares.

Em geral, o circulo no plano é caracterizado em termos de coordenadas polares, de acordo
com a seguinte proposicao.

Proposicao 2
Sejam Op6 um sistema de coordenadas polares no plano, Py = (po,00)ope UM ponto desse
plano e r um numero real positivo.

Ent&o o conjunto dos pontos P = (p,0)op0 que pertencem ao circulo de centro P, e raio r
satisfazem a seqguinte equagcdo em coordenadas polares:

p? + p3 —2pop cOS(0 — By) =12

Demonstracao. Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas OXY, tal que o semi-eixo
OX positivo coincida com o eixo-polar e o eixo—OY seja obtido rotacionando o eixo—OX de 920°
no sentido anti-horario.

No sistema OXY, temos:
Po = (poCOS By, poSENBp)oxy € P = (pcosB,psend)oxy.

Sabemos que o circulo de centro Py e raio r é o conjunto que consiste dos pontos do plano cuja
distancia a P, é igual a r. Entdo:

d(P,Py) =7 <= +/(pcos6 —pycosBy)2+ (psend — posenBy)2 =r
& p?cos?0 + p3c0s?0y — 2po pCOS 0y Ccos O + p?sen? O
+p3sen?0, — 2popsendysend = r?
& p?(cos?0 + sen?0) + p3(cos? B, + sen? )
—2pop (cosBycosO +senfysend) =12

& p>+p3—2popcos(0—0) =12. W
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Note que...

No desenvolvimento acima, calculamos a expressao da distancia entre dois pontos em termos
de coordenadas polares. Isto é, se Py = (po,00) € P1 = (p1,01), entdo:

d(Po, P1) = \/P% + p% — 2pop1cOS(6p — 61)

Exemplo 10
Considere o circulo abaixo:
C:(x—2)2+y?=2.

Determine a equagdo polar do arco C, do circulo C contido no semi-plano x < 1 e a equacao
polar do arco C — Cy = C,.

Solucao.
Substituindo as relagdes p? = x> +y?, x = pcos® e y = p send na equacgio cartesiana
do circulo:

(x =22 +y?=2=x*+y?—4x+2=0,

obtemos que:

p? —4pcosf +2=0 (4)
€ a equacao que relaciona as coordenadas polares de um ponto de C. Nesse circulo, (po, 6o) =
(2,0) é o centro dado em coordenadas polares.

Logo,

4cos0++/16cos?0—38 4cosO+\/—16sen20+16—38

2
& p=2c0s0++2—4sen?0.

Observe que o discriminante da equacao (4) é zero se, e sb se,

1 1 V2 m
20 — - = - = —
sene_zﬁsene iﬁ 12@9 i4,
e que a equagéao (4) tem duas solugdes se, e sb se,
2—4sen26>0<=)senze<;<=>sene|<\zﬁ(=>ee<—z,g>.

Note também que as retas r1 : y = x e r, : y = —x, que passam pela origem e fazem um angulo
Tt T
1°77
Py =(1,1)e P, = (1,—1), pois:
(x,y) €CNT] &= x=ye x—2P+x*=2&x=ye2x?—4x+2=0
&= x=yex—1)VP=0&=x=ley=1 (x,y)=(1,1)=P;.
(x,y) €CNry &= x=-vye (x—2P+(xP’?=2=x=—ye(x—172=0
& x=ley=-1 (x,y)=(1,—-1)=P,.

, respectivamente, com o semi-eixo positivo OX, sdo tangentes ao circulo C nos pontos
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YA

~< Y

y=-u

Fig. 24: Circulo C e arcos Cy e C;

Assim, p =2cos0—+/2—4sen?0,0 € [—%,ﬂ , € a equacgao polardo arcoC;, e p =2c0s0 +

7T

V2 —4sen?p, 0 e (—g, Z)’ € aequacéo polarde C; =C —Cy

Equacao polar das conicas.

Para determinar as equacoes polares das cbnicas, lembre-se que:

Uma secdo coénica é o lugar geométrico dos pontos que se movimentam no plano de forma
que a sua distancia a um ponto dado (chamado foco) é um multiplo positivo fixo da sua distancia
a uma reta dada (denominada diretriz associada ao foco). Isto €, um ponto F, uma reta £ e uma
constante e > 0 (denominada excentricidade) determinam a conica:

C={P|d(P,F)=e-d(P,0)}

ple T=p0) P=(00)| Hipérbote: e>1
Q Pardbola: e=1 P
P ple o)
P Elipse: (-z/(l P
f 9 _ 0 ple P={(p,6) F L0 _
0 R A O R A
14 / 14

Fig. 27: Hipérbole

Fig. 26: Elipse

Fig. 25: Parabola

Segundo a excentricidade e, a cnica C é:
e Uma parabola < e =1;
e uma elipse < e < 1;
e uma hipérbole <= e > 1.
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Seja C uma cdnica de excentricidade e > 0. Consideremos um sistema de coordenadas
polares em que um foco F da conica é a origem O e o eixo-polar é paralelo a reta-focal da
cbnica, como vemos nas figuras acima.

Designamos por { a diretriz associada ao foco F e seja h = d(F, ¢).

Segundo a caracterizacao de C dada acima, temos:
P=(p,0)eC & d(P,F) =ed(P,{) & p=-¢ed(P,{).

Das figuras acima, vocé pode ver que temos dois casos a considerar:
Caso A. Se £ nao intersecta o eixo-polar, entdo d(P,{) = h + pcos6.

Neste caso, temos que P = (p,0) € C se, e somente se:
eh

p=e(h+pcoso),istoe, p = —— .

Caso B. Se { intersecta o eixo-polar, entdo d(P,{) = h — pcos6.

Neste caso, temos que P = (p,0) € C se, e somente se:

. ) eh
=e(h—pcos0),i =
p=¢e pcoso),isto é: p T ecos o
Nessas equagOes vemos que, se 0 = 5 ou 8 = —7, entdo p = eh. Esse valorde p é a

metade do comprimento da corda da cbnica que é paralela a diretriz e contém o foco F. Tal
corda é chamada /atus rectum da cbnica. ConseqUentemente, o valor eh que aparece nas
equacoes anteriores corresponde a metade do comprimento do latus rectum da conica, isto €,
ao comprimento do semi-latus rectum.

Resumindo as conclusdes anteriores, temos:

Equacao polar das cénicas. \ P=(p.0)

. At .. P=1"ccosd
Seja C uma cénica com excentricidade e > 0, um foco no ponto  y oo

F e semi-latus rectum de comprimento A. Com respeito ao sistema

polar de coordenadas Op6 com o eixo-polar contido na reta-focal

de Ce O =F, aequacgao de C é:

U

A=comprimento do
semi-latus rectum

o
|

A
C'p_1iecose ) %P-
A e =excentricidade
A distancia do foco F & sua diretriz associada ¢ é - (Figura 28). P, Py =latus rectum

. ~ . iy i . o — A
No denominador da equagéo polar (5), tomamos o sinal positivo Fig. 28:C P = 7<cas0-
(+) se a diretriz { intersecta o eixo-polar, e o sinal negativo (—) se {
nao intersecta o eixo-polar.

Note que se o eixo-polar for escolhido de modo a estar paralelo a diretriz, ou seja, quando o
eixo-polar tem origem em F e € perpendicular a reta-focal, entdo a equagéo polar da cdnica é
dada por:
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- eh B A
 1+esen® 1+esend

P (Verifique!)

H

Fig. 29: Eixo-polar OA paralelo a diretriz ¢

Exemplo 11

Identificar a coni Z] larp = ————.
dentificar a cénica C de equacéo polar p 3" cosb

Determinar também as coordenadas polares do centro e dos vértices, assim como 0os compri-
mentos dos eixos e do latus rectum.

Solucao.
Comecamos por escrever a equacgao de C na forma (5), multiplicando o numerador e o de-

i 5 1.
nominador da equagao polar por s:

WIN

Cip=—->—.
P 1—1cos®

A partir dessa equacao, obtemos que o comprimento do semi-latus rectum é A = % e que a
excentricidade de C é e = 1. Como e < 1, C é uma elipse.

Em particular, o comprimento do latus rectum é 2A =2 2 = 3.

Como o eixo-polar esta sobre a reta-focal, vamos determinar os vértices, o centro e o outro foco
de C (lembre que um foco € a origem do sistema de coordenadas polares). Como o sinal que
aparece no denominador da equacao € negativo, a diretriz correspondente ao foco O (origem
do sistema polar Op0) nao intersecta o eixo-polar. Portanto, estamos na situagao da Figura 30.

A=2 e=
/ A=2 T 0=R

Fig. 30: Posigao dos focos, latus rectum e diretriz na cénica C : ﬁ .

Fazendo 6 = 0 na equagéo de C, obtemos p = 1. Logo, segundo o esquema ilustrado na Figura
30, o ponto V, = (1,0) 000 € um vertice da elipse.
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Para obter o outro vértice, fazemos 6 = m na equacgao de C e obtemos p = %
Assim, Vi = (3, 7) 0,0 € outro vértice de C.

Agora podemos calcular a distancia entre os vértices: 2a = d(V;,V2) = 1+ 5 = % de onde

1
2
concluimos que a = 3 é a medida do semi-eixo maior da elipse.

C
Comoe:—,obtemosc=ea=%-%z}l.
a

Portanto, o centro C da elipse C tem coordenadas polares C = (c,0)op0 = (}1, 0)opo -

Conhecendo o centro C e a distancia do centro aos focos d(C,F,) = d(C,F;) = d(C,0) = }1,
obtemos as coordenadas polares do outro foco:
Fo=1(3+3,0)000 = (3,0)0p0 -
Finalmente, conhecendo a medida do semi-eixo maior a = ;% e a distancia do centro aos focos
¢ = 1, calculamos a medida do semi-eixo menor b, usando a relacdo b? = a? — ¢?:
bova- = 2R (=3 =2 vh
Logo, a medida do eixo-menor da elipse é P B

2b = /2.

Consideremos agora o sistema ortogonalde - _ | — — _ _
coordenadas cartesianas OXY, onde O é a
origem do sistema polar Op6, 0 semi-eixo po-

. . . . . % - P 3 _cos@
sitivo OX coincide com o0 eixo-polar e o semi- 14 P By
eixo positivo OY € obtido girando de 90°, no
sentido anti-horario, o semi-eixo positivo OX. Fig. 31: Elipse C no sistema Op0.
1 1 3 V2
Sendo C = (—,O) = (—,0) o centro de C nas coordenadas xey, a=-> e b= —- as
4"/ ope 4" ) oxy 4 2

medidas dos semi-eixos, obtemos a equacgao de C com no sistema OXY:

C: <X‘;)2+ L
@ ()

e as coordenadas cartesianas e polares dos vértices sobre a reta ndo-focal:
Bi = (1/4,v2/2)oxy = (3/4,00)0p0 © B2 = (1/4,—v2/2)oxy = (3/4,—00)0p6 ;

onde tgfy =2v2 e 6, € (O,%). 0

Iremos obter agora as equacoes polares de algumas curvas planas dadas geometricamente
para depois esboc¢a-las e determinar suas equagdes cartesianas.
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YA
Exemplo 12 B
Considere o circulo da Figura 32. Sejam OA o diametro

sobre o eixo—OX, AB um segmento tangente ao circulo P
em A e C o ponto em que o segmento OB intersecta o 0
circulo. 0

Seja P o ponto sobre o segmento OB tal que |OP| =
|CB|. O lugar geométrico descrito por tais pontos P é
denominado Cissoide de Diocles. Fig. 32: Ponto P descrevendo a Cissoéide de Diocles

Determine a equacio da Cissoide em coordenadas po-
lares e em coordenadas cartesianas.

Solucao.
Seja 0 o angulo que o segmento OB faz com o eixo—OX. Como AB =2atg6 e p = 0P =
CB = AB sen9, temos que:
T T
- 0e(-33):

p=AB senf =2atg0seno

€ a equacao polar da curva.
Substituindo

p=+vx*+y?, g0 =y/x e send =y/\/x*+y?

na equagao acima, obtemos que:

Y

2a

2 2
Viatuyi=2a? L e 24y2= ‘;y

X /X2+y2

=

= x> +y* =2ay?

= x3=vy*(2a—x)

€ a equacdao cartesiana da Cissdide de Diocles. 0

A curva é, portanto, simétrica em relagdo ao eixo—OX, e sendo

x3

2 m lim y = +o0.
Za—x’XE[O’ a), te osqueHZwy 00

y==

Ou seja, x = 2a € uma assintota vertical da curva e o seu esboco
€ mostrado na figura 33. Fig. 33: Cissoide de Diocles

Observe que, sendo

1 X2

y'(x) =+5

3 7(2a_x)3/2(6a—2x),

entdo y'(0) = 0, ou seja, y = 0 € a reta tangente a curva no ponto (0,0).
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Exemplo 13

Na aula 3, vimos que as equacgées paramétricas da cardidide, ou seja, da epicicloide obtida com
dois circulos de raios iguais a a, sdo:

teR.

x = 2acost—acos2t
y = 2asent—asen2t’

Deduzir a equacgao da cardidide em coordenadas polares e em coordenadas cartesianas.

Solucao.
Para obter uma expressao mais simples, transladamos a origem a unidades para a direita ao
longo do eixo—OX

Neste sistema, as equagdes paramétricas da cardidide séo:

x = 2acost—acos2t—a
; telR.
y = 2asent—asen2t

onde t é o0 angulo entre o segmento 00, e 0 eixo—OX que,
neste caso, é igual ao angulo entre os segmentos 0,0, e
O,P, onde O; e O; sao, respectivamente, os centros do cir-
culo fixo e do circulo mével.

Além disso, como |O;0| = |PO;| = a, temos que o angulo
entre o segmento OP e o eixo—OX é igual a t, ou seja, 0
angulo t é igual ao angulo polar 8. Logo, em fungao do angulo Fig. 34: Cardidide
polar 0, as equagdes paramétricas da cardidide sao:

- 2 _ 20 —
X acosf —acos20 a; 0cR. (6)
y = 2asenf—asen2o

Utilizando as identidades trigonométricas,
c0s20 = cos’0 —sen?0 = cos’0 — (1 —cos?0) =2cos?0 — 1
sen20 = 2seno coso,

podemos transformar as equacodes (6) em:

{x = 2ac0s0 —a(2cos?0—1+1)=2acosd(1 —cos0)

i 0EeR.
y = 2asend(1—cosH)

Elevando estas equacgdes ao quadrado, obtemos:

{ x* = 4a’cos?8(1 —cosh)?

. 0eR.
y?> = 4a’sen?0(1 —cos0)?

que somadas dao:
x? 4+ y? =4a*(1 —cos9)?.

Como p? = x? + y?, temos que:
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p? =4a*(1—cos0)?,

ou melhor,
p =2a(l —cos0) ‘ (7)
€ a equacao polar da cardidide.
Substituindo p = /x2+y2 e cosd = - naequagso (7 , obtemos:
p=vx*+y Ny quagao (7)
VX2 + 222(1(1—X )<:>x2+ 2=2a(\/x*+y?—x
Y Neay: Y ( y )
a equagio cartesiana da cardioide
Y,
Exemplo 14 !
Determine as equacées cartesianas das curvas abaixo dadas em P c
coordenadas polares e faca um esboco 0
(@)C:pcosb =3. e 3"—5
Solucao.
Como x = pcoso, temos que C : x = 3 é a reta vertical que in-
tersecta o eixo—OX no ponto (3,0). Fig. 35: Curva C : p6os 0 — 3
(b)C:p=2bsend, b>0. YA
Solucao.
C
Sendo p = +£/x2+y2esend = i#, obtemos:
P Y o
VT2 Zby 2429 7
tVx+yr=t—= — x"+y =2>
Y o Y Y
— x*+y?—2by=0 -
0

— x*+(y—b)?=0b?, X

a equacéo cartesiana da curva C, que representa um circulo Fig. 36: Curva C : p — 2bsen . b > 0.

de raio b e centro (0,b).

(c)C:p=2—cosH.

Solucao.
Observe que, para esta curva, a variavel p é sempre positiva, pois cos0 € [—1,1] para todo
0 eR.

Assim, p = \/x?+y2ecosb = % Substituindo p e 6 na equacao polar acima, obtemos:
x-+y

= X +y’+x=2yx2+y? (8)
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a equacao cartesiana da curva.

Uma curva C € simétrica em relacao ao eixo—OX quando (x,y) € C se, e sO se, (x,—y) € C
(verifique!).

YA ° YA
(2, y) o °
-
(_$> y) (xa y)
[ . -
(0] X (0] X
(.’I}, _y).
Fig. 37: Simetria em relacdo ao eixo—OX. Fig. 38: Simetria em relagéo ao eixo—OY.

Analogamente, uma curva C é simétrica em relacao ao eixo—OY quando (x,y) € C se, e sO se,
(—x,y) € C (verifique!).

Pela equacéao (8), é facil ver que esta curva é simétrica em relacdo ao eixo—OX, mas nao é
simétrica em relagédo ao eixo—O0Y.

Entao, para esbocéa-la, vamos variar o angulo 6 apenas no intervalo [0, 7.

Primeiro observe que nao existe 0 tal que p = 0, pois, neste caso, teriamos cos0 = 2, o que é
uma contradicao.

Observe que como cos 0 decresce no intervalo [0, 7], p cresce neste intervalo.
V2w m
Tomando os pontos em coordenadas polares P; = (1,0), P, = |2— o) P; = (2,5),

24
no semi-plano y > 0.

Py = (2 + \f (L 7[) e Ps = (3, 1) pertencentes a curva, podemos esbocgar seu traco situado

YA
2
Y C
2
=3 o 1 X
-3 @ 1 X
Fig. 39: Parte da curva C naregidoy > 0 —2

Fig. 40: Curva C

Usando a simetria da curva em relagédo ao eixo—OX, podemos finalmente obter seu traco (ver
Fig. 40).
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(d)C:p=1+2cos0.

Solucao.

Neste exemplo, p pode assumir valores negativos e positivos.
+x

Vx2+y?

ey S PR,

VxZ+y?

Logo p=++/x?+y? € cosO = . Substituindo p e 0 na equacao dada, obtemos que:

= Pyt =+ Fy2+ 2
€ a equacao cartesiana da curva.

E facil verificar que esta curva é simétrica em relagéo ao eixo—OX, mas n&do é simétrica em
relacdo ao eixo—QY.

Portanto, para esboc¢a-la, basta variar o parametro 6 no intervalo [0, 7t].

Temos, para 0 € [0, 7], que:

. 1 . . 2
e p=14+2cos0 =0 se, eso se, cosez—i,ouseja, p=0 se, esose, 90271—%[:?71;
. 1 . . 2
e p>0 se,esdse, —= <cosO <1,o0useja, se, e so se, O§9<—7T;

2 3

. 1 . . 27
e p<O0 se, esose, —1gcose<—§,ouseja,se,esose, ?<9§7r.

Tomando os pontos em coordenadas polares P; = (3,0), P, = (2,/3), P; = (1,7/2), Py =
(0,2/3) e Ps = (—1,7) da curva, podemos esbocar a parte da curva correspondente ao
intervalo [0, 7] (ver Fig. 41).

5
w
=

)
w
>y

Fig. 41: Curva C descrita variando 6 em [0, 71
Fig. 42: Curva C

Sendo a curva simétrica em relagéo ao eixo—0OX, obtemos o esbog¢o completo da curva C (ver
Fig. 42).

(e)C:p?>=coso.

Solucao.
+x ~ .
Sendo p = +y/x?+y2 e cos® = ————, obtemos a equacao cartesiana da curva:
Vx2+y?
X2 4y? = +x — (x2+y2)3/2:ix¢> (x2 +y2)3 =x2.
V22
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Como esta curva é simétrica em relagéo aos eixos OX e OY, basta analiza-la no intervalo [0, g} .
Temos que p =0 se, e sd se, cosd =0,ouseja,p=0se,esbdse 0= g para 0 € [O, g]

Considerando os pontos da curva em coordenadas polares P; = (1,0), P, = (L E) e P; =
(0, g) podemos esbocgar seu trago situado no primeiro quadrante (ver Fig. 43).

Yi Y

O 1 X

Fig. 43: Curva C no primeiro quadrante Fig. 44: Curva C

Usando as simetrias em relagao aos eixos OX e OY, podemos esbogar a curva C (ver Fig. 44).

[

0 Y
()C:p=2sen’-.

2

» C 1
Solucao.
Usando a relacao trigpnométrica:
23en22:1—cose, .
) @ X
obtemos que:
p=1—cos0.

Logo, pelo exemplo 13, a curva é a cardidide, cuja equacao -1
cartesiana é

X +y?+x = /x2+y2.

Fig. 45: Curva C, a cardidide
0

(@ C:ptgb=1.
Solucao.

Sendo p=+4y/x?+y?2etgb = % obtemos que:
+ x2+y2%:1 — dyyxP+yr=x
= Y +y?)=x, (9)

€ a equacao cartesiana da curva.
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Como, pela equacéo (9), a curva € simétrica com respeito aos eixos OX e OY, basta analiza-la

para 0 no intervalo [O, 72—1

Temos:
coso . i e
p= sen© —Ose,esose,e—z, para 0 € [O’Z]’

.p:1parae:%‘;

. ., cosf
lim p(68) = lim = ;
.eao+ p(6) —0+ seno too
2
e lim x(8) = lim p(6)cosd = lim 9% — 1
-0+ -0+ -0+ seno

cos 0 send = lim cos@ =1.
0 00+

lim y(0) = lim p(0 noe = lim
.9—>O+y( ) 06— 0t p( )Se 0—0*+ Sen

Pelo obtido acima, vemos que:
YA

1

)
=Y

Fig. 46: Curva C no primeiro quadrante

€ 0 esbocgo do trago da curva que se situa no primeiro quadrante.

Entéo, pela simetria da curva em relagdo aos eixos OX e OY, temos que o trago da curva € o

mostrado abaixo. Yi

%
<Y

-1

Fig. 47: CurvaC:ptgo =1 O

(h)C:p=-cos20.

Solucao.
x2 —y2
Como p = ++/x2 +y2 e cos20 =cos’0 —sen’0 = SR obtemos que:
) Xz_yz 2 2\3/2 2 2
+v/x*+y =i & +(x"+ Y)Y =x"—y

= (x*+y?)3=(x*—y?)?,

€ a equacao cartesiana da curva, que € simétrica em relagdo aos eixos OX e OY e as retas

IM-UFF
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y=x € y=—x.
Entao basta analisar a curva no intervalo [O, Zﬂ .
Temos que:
Tt
ep>0parabc [O’Z>;

op:coszezcos%[:Oparae:;l;

ep=00S20=cos0=1parad =0.

Logo,
Yi

INE

>Y

@) 1

Fig. 48: Curva C variando 6 no intervalo [0, F]

, . . s
€ um esboc¢o da curva para 0 variando no intervalo [O, Z]'

Usando as simetrias em relacado aos eixos OX e OY e em relacdo a reta y = x, obtemos o
esbogo completo da curva (figura abaixo).

-1
Fig. 49: Curva C 0
. cos 20
i)C:p= :
( ) ¢ P cos o
Solucao.
Sendo cos20 = cos?0 — sen? O, obtemos, substituindo p = ++/x2+y2, cosd = \/% e
x“+y

+ -
seno = \/% na equacgao polar p cos © = cos 20 = cos?0 — sen? 0, que:

x“+vy
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X:@ <:>X(X2+y2) :X27y2
x? +y?

€ a equacao cartesiana da curva.
Logo, como a curva é simétrica em relacao ao eixo—OX, basta analisar a curva em coordenadas

cos 20
polares p = c

no intervalo [0
556 o intervalo [0, 7|

Temos:
ep=1para®=0;

ep=0parad =

&3

ep>0parabd e |0,

);

| —
N———

n
4

ep<Oparaf e

/N

N1 A

T
4)

e |lim p(e)z—oo;

oo
=7

e lim x(0) = lim pcos® = lim cos20 =—1;

05" 05" -3
. . . seno
e lim y(0) = lim psen® = lim ——c0s20 = —o0;
03" -3 0—=3 cos o

e x(0) >y(0) para 0 € [O,%) U G,g);

op>0paraee<§,3—ﬂ>;
op:Oparaez%ﬂ;

° Iim+ p(0) = 4o0;

s
6—7

e |lim x(08) = lim cos20 =—1;

02" 02"
. . seno
e |lim y(0) = Ilim C0S 20 = +o0;
o2t 62+ COSO

Fig. 50: Curva C no intervalo [0, 71]

ep<(Oparafc (%,n);
ep=—1parad=m;

T 37 31
e —x(0) <y(0) parad e (E’T) U (T,n}.
Na figura 50 mostramos o0 esbog¢o da curva no intervalo [0, 7.
Como o esbogo ja € simétrico com respeito ao eixo—OX, este € o trago da curva completa.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



71 Geometria Analitica Il - Aula 4

(C:p=1+sen20.

Solucao.
Pela relagéo trigonométrica,
sen20 =2senBdcosH,

obtemos que
p=1+2senbcoso.

Além disso, como p > 0 para todo 6 € R, temos que

2
Vxityl=1+ XZ—T—yyZ =y =3y’ Iy = (x+Hy)? (10)

€ a equacao cartesiana da curva.

Y
Por (10), é facil verificar que a curva C € simétrica em relacao 1
aretay=x(istoé, (x,y) eC << (y,x) €eC)earetay = —x
(isto e, (x,y) € C & (—y,—x) € C) Logo, basta analisar a
Cb

curva p = 1+ sen 20 para 0 no intervalo [—%, ﬂ
Temos:p:0para9:—§;p:1paraG:O;p:Zpara z N

m o O 1 X
9_1, e p>0parab c <_1’1]'

Fig. 51: Curva C no intervalo [—Z, T]

Na figura 51 mostramos o esbog¢o da curva no intervalo [—g, ;] .

Pelas simetrias da curva, é facil ver que o esboco de C é o mostrado na figura 52.
¥y=4

Fig. 52: CurvaC : p =1 +sen20 0

(k)C:pzseng.

Solucao.

Sendo 2 senzg =1—cos 0, temos que 2p? =1 —cos 6.
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Substituindo p? = x* + y? e cos 0 = nessa equacao, obtemos que:

+x
Vx2+y?
X

Vx2+y2

26 +yH) =1F &= 2y = V2 Yyl Fx

S 20y () = (11)

€ a equacao cartesiana da curva.

L ~ . Y
Logo a curva é simétrica em relacdo aos eixos OX e OY. )
~ 0 oy ,
Mas, como a funcdo 6 —— sen 5 € periodica de periodo
: 0 .
47, devemos analisar a curva p = sen 5 o intervalo [0, 7t]. z
-1 @ X

2
Temos: p=0para® =0;p > 0em (0,7]; p = £ para
2 Fig. 53: Curva C no intervalo [0, 71]
Tt

0= 2;p:1 para 6 = .
Na figura 53 mostramos o esboco da curva no intervalo
[0, 7.
Usando as simetrias, obtemos o trago da curva, mostrado na figura abaixo.
Y
C
T T X
Fig. 54: Curva C

(NC:p=sen3o.
Solucao.
Sendo
sen30 = sen(0+20) =senOcos20 + cosOsen20
= senB(cos’0 —sen?B) +2senOcos’O =3senBcos’O —sen3o
= senB(3cos?0 —sen?0),

obtemos que:

V2 +y2 \ 2 +y?

€ a equacao cartesiana da curva.

) s (2422 = yB3x =)
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Portanto, ela é simétrica em relagdo ao eixo—0Y, mas ndo é simétrica em relagdo ao eixo—OX.

Em vez de usar as simetrias da curva, vamos analisa-la num ciclo completo, isto €, variando 0
no intervalo [0, 27.

.p:o<:>sen3e:o<:>3e:o,n,zn,sn,4n,5n,6m:>e:o,g,%“,n,‘%‘,sg,zm
cp=1c=sen3d0=1c=30="2n+ " dn4Fespg=" 72" T,
2 2 666
3n 31 3n 7t 117

s 271 41t 5m\ |
cp>0em (0,5)U(Fm)u(F.5):

° <Oem(Zt 2—“)U(rc4—n)u(5—ﬂ 27:)
P 373 '3 307

Usando as informagdes acima, vemos que o trago da curva € o mostrado na figura 55.
Y

Fig. 55: Curva C

Agora, vamos apresentar alguns exemplos que nos mostram como podemos determinar re-
gides do plano usando coordenadas polares, considerando sempre p > 0.

Exemplo 15
Faca um esbogo da regido R do plano dada pelos seguintes sistemas de desigualdades:
ogpgi Zsen@gpg—2
Ri: - cos o e R, . . ©0S 0
<A< — <0< -
4 — o<0 4 = 0< 4

onde (p,0) sdo as coordenadas polares de um ponto da regido R.

Solucao.
Primeiro analisaremos as curvas que delimitam a regido:

& pcosO =2 & x = 2, que é uma reta vertical.

Np=

cos o
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+2y 2, .2 2 2 .
) p=2send & +/x?+y?= ——=_ <= x +y" =2y x"+(y—1)"=1,queéo
(I VX ty e Yyt =2y Y q

circulo de centro (0,1) e raio 1.

(my e = % — % =190 =1 & y = x, que é a bissetriz dos primeiro e terceiro quadrantes.

(Iv)e = —%[ = % =190 = -1 & y = —x, que é a bissetriz dos segundo e quarto quadrantes.

Entao
YA

&)
o
=Y

&
A

N\

Fig. 56: R é a regido sombreada

€ 0 esboco da regido no sistema de eixos OXY e

x> +y?—-2y>0
x <2

x—y >0
x+y>0

R :

€ a regiao dada em coordenadas cartesianas.

Como a intersec¢éo do circulo x? +y? = 2y com a reta y = x consiste dos pontos (0,0) e (1,1), e
na equacgéo x> +y? =2y,comy € [0,1],temosy =1 — /1 —x2, x € [0, 1], a regido R pode ser
descrita também na forma R; U R,, onde:

—x<y<l—v1-—x%2 —

Ri: e Ry:
0<x<1

IA

IN X

=

IN <

N IA
=

Exemplo 16

Descreva as regibes esbocadas abaixo por meio de um sistema de desigualdades da forma

P1(0) < p < p2(0)
0;<0<0; .
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(a)

YA

f R
b 4

Fig. 57: Regido R

Solucao.

Primeiro vamos determinar as equagdes polares das curvas C; : (x —2)>+y? =4, Cr:y=1,
C3:x—y =0eC(C4:y=0que delimitam a regido R.

() (x—2)2+y? =4 = X>—Ix+4+y? =4 &= x¥*+y? =4dx & p> =4p cos0 & p =4 cos 0.

1
senf’

(My=1&psend =1 p=

umx—y=0¢¢x:y¢éme=1¢#e=§.

(V)y=0&=pseng0=0<=senfd =0« 0=0.
Por um célculo simples, obtemos que C; N C3 = {(1,1)}; 1N C2 = {(2—+/3,1),(2 + V3, 1)};
y==+V4x—x20ux=2++/4—y?para(x,y) €Cy.

Logo,
. 0<p<4coso 0<p<1/send
'{o<e<eo {%<e<nm
€ a regiao dada em coordenadas polares, ondetgeo:2+1ﬁ:2—\/§, eoe<0,§>,e
R JOSUSX 0<y<1 0<y<Vax—x?
0<x<1 1<x<2+V3 2+V3<x<4

ou, simplesmente,

y<x<2+4++4-—-y?

0<y<i

R :

é a regido dada em coordenadas cartesianas.
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(b)

=Y

Fig. 58: Regido R
Solucao.
As curvas que delimitam a regido sdo C; : x> +y? = 2 e C, : y = x?, que em coordenadas
polares sao dadas por: C;: p = V2e C,:p send = p?cos?0, ou seja, C,: p =1tg O seco.

Como CynC; ={(1,1),(—1,1)}, temos que o angulo polar 6 varia no intervalo [—7‘[— T q =

11
-]
44l
Logo,
tg0 seco < p < V2 U 0<p<V2 tg0 secd < p < V2
—%ﬂgeg—n n<0<0 ogeg%T

€ a regiao dada em coordenadas polares, e

. —/2—x2<y <x? U —V2-x2<y<V2-x? U —V2-x2<y<V2-%?
lo1<x < —V2<x <1 1<x<V2

é a regido dada em coordenadas cartesianas.

Exemplo 17

Descreva a regido R do plano interior a ambas as curvas: Cy : p =4v3cos0 eC,: p =4senb.

Solucao.
As curvas em coordenadas cartesianas sdo dadas por:

oCi:p=4v3c080 & +/x2+y :4\/5(%>(E)X2+y2=4\/§x<:)(x—2\/§)2+
X“+y

y? =12, que é o circulo de centro (24/3,0) e raio 2v/3.

0 Cr:ip=4send & +/x2+y :4<i“’)<:>x2+y2:4y<:>x2+(y—2)2=4,que

Vx2+y?
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€ o circulo de centro (0, 2) e raio 2.

Assim,

X

Fig. 59: Regiao R

€ um esboco da regido no sistema de coordenadas OXY.
Temos que

(x,y) €CiNC = x2+y2=4V/3x e x’+y’=4y
= y=V3x e xX2+y’=4y
= y=v3x e X*+3x*=4V/3x
= y=V3x e 4x?=4V3x
& x=0 e y=0 ou x=V3 e y=3.

Ou seja, C; N Cy = {(o, 0), (\/§ 3) }

Como o angulo 6, que o segmento OPy, Py = <\/§, 3), faz com o eixo—OX é %[ pois tg 0y = ¥

X
/3, temos que a regido em coordenadas polares é R = R; U R,, onde:

0<p<4send 0<p<4v3cosH
Ri: 0<9<” e Ry: 7T<9<7T
<8<3 EEREST

e, em coordenadas cartesianas,
. { 23— /12-y2
) 0

4—(y—2)?
3.

IA A
IA A

0J

Exemplo 18

Considere a regidao R do plano dada pelo sistema de inequagées:

x y %\/16—7(2

R : 12
2V3.

IN
IN

o
IN
®

IN
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(a) Faga um esboco detalhado da regido R.
(b) Descreva a regiao por meio de um sistema de inequagées da forma:
R - p1(60) < p < p2(0)
' 0, < 0 < 0y,

onde (p,0) s&o as coordenadas polares de um ponto do plano.

Solucao.

(a) As curvas que delimitam a regidao R sao:

e as retas verticais x = 0 e x = 2v/3;

e a pardbola C; : x* = 12y de vértice na origem e reta-focal igual ao eixo—QY, voltada para cima;

e a parte C,, situada no semi-plano y > 0, da elipse:

2 2
C:2yu=V16—x2 = 4?=16-x = x*+4l=16 — %+%:1,

com centro C = (0,0), vértices (4,0), (—4,0), (0,2) e (0,—2) e reta-focal igual ao eixo—OX.

Observe que (2\/5, 1> € C; N C,. Portanto, o esbogo da regidao R é:

YA

Fig. 60: Regiao R
(b) As curvas C; e C, em coordenadas polares sao dadas por

e12y=x? <= 12psend — plcos?0 pz]Z%:Utgesece;

exX?+4y? =16 <<= p?(cos’0+4sen’0) =16 <= p*(1—sen’0+4sen’d) =16

4 )
B V1+3sen20
. T 1 V3
Seja 6, € (O, Z) tal que tg 06y = A6
Entdo R = R; U R,, onde:
4
0<p<12tg0 secH 0<p< ——o-——
Ri: sp=1c4 e R Vv 1+3sen?0
0<0<80 eogegg.
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Exemplo 19

Considere a regidao R dada pelo sistema de inequacgées:

(x—2)2+(y—2)2<4 "

Riqx—y=>0
y<2

Faca um esboco da regido e descreva-a nas se-
guintes formas: P

R y1(x) <y < ya(x) |
X1 <x <Xz

onde x ey s4o as coordenadas cartesianas de um
ponto de R, e 2-v2

P1(0) < p < p2(0) _ .
R : , Fig. 61: Regido R

0:<06<0;

[ B T

=

onde p e © sdo as coordenadas polares de um
ponto da regiéo.

Solucao.
E facil ver que o esboco da regido é o mostrado na figura 61.

A regido é delimitada pelas retas 1 : y =x, 1,:y =2, e pelocirculo C: (x —2)?+ (y—2)* =4
de centro (2,2) e raio 2.

Sendo

y=2- 4 (x-27=2-Vax -2,
paratodo (x,y) €CNR,erNC= {(2—\/2,2—\/5)>(2+\/§,2+\/§)}, pois:
(x,y)erTNC = y=x e (x—=27+y—-27*=4
= y=x e (x-2+(x—2)?=4
& y=x e (x—2)?=2
— y=x e x=2+2,

vemos que a regidao pode ser descrita na forma R = R; U R, onde:

» 2—V4x —x2<y<x R 2—Vix—x2<y<2
1: e 2.
2—V2<x<2 2<x<4

As curvas C, 1 e r, sdo dadas, em coordenadas polares, por:
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e TIIYy=x & n:psenezpcoseﬁr]:iizg:]@ﬁ:@z

)

&1 A

e T1:y=2 & 12:p = 2cossecH;

" send

o Cix?+y’—dx—4y+4=0 & C:p?—4p(cos6+send)+4 =0

0 seno
e Cipr—av2p Y ) 4=0
o \/_p(ﬁ =5 )t
e c:p2—4\/2cos(e—§)p+4:o
o] _ T 2(a_T) _
— C.p—2<4\/§cos<9 4>i\/32003 (e 4> 16)

= C:pzZﬂCOS(G—Z)i\/S (1—sen2(6—;j>)—4

= C:p=2\/§cos<e—4>i\/4_gsenz<9_zf>

— C:pzZﬁCOS(G—Z):tZ\/1—Zsen2(9—Z>.

Da equacao acima, que relaciona as coordenadas polares p e 6 de um ponto de C, obtemos
que:

. 1—23en2(6—;—r)20 = sen(G—Z):i\f@e—Z:iZ
& 0=0 ou e:;

o 1—23en2(6—§>>0 = ’sen<6—2>‘<\f(:>6—26<—2,2>
— 96(0,%).

Observe que asretas0 =0 (&< y=0)e 0 = 72—1 (& x = 0) tangenciam o circulo C nos pontos
(2,0)oxy € (0,2)oxy, respectivamente.

Logo, a equacao polar do arco C; de C, que liga os pontos (0,2) e (2,0) e contém o ponto
(2—+/2,2—+/2), é dada por:

C1: 01(0) = 2v/2 cos (e-%‘) —2\/1 — 2sen? (e—g), 0c [o%‘]

e a equagao polar do arco C, de C, que liga os pontos (0,2) e (2,0) e ndo contém o ponto
(2—+/2,2—+/2), é dada por:

Cy - p2(0) = 2v/2 cos (e-%‘) +2\/1 _2sen? (e—g), 0c [o,i‘].

2
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Assim, em coordenadas polares, a regido R € a uniao das regides R, € R,,

P1(0) < p < p2(0) p1(8) < p < 2cossecH
Ri: , Ry Tt
0<0<0 00 <0< 7
YA
D] :
L Ra .
R i
2 2 1 e

Fig. 62: Regidao R

ondetgeozgzg, 0o € <O,E>. 0
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