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Aula 5

Esferas

Iniciaremos o nosso estudo sobre superficies com a esfera, que ja nos é familiar.

A esfera S de centro no ponto A e raio igual a R > 0, como ja foi definida anteriormente, € o
conjunto dos pontos do espaco que estado a distancia R do ponto A, ou seja,
S ={P|d(P,A) =R}.

Dado um sistema de eixos ortogonais OXYZ, vimos que
S:(x—a)’+ (y—0b)?+(z—c)?=R?

€ a equacao cartesiana da esfera S de centro no ponto A = (a, b, c) e raio R.

1. Posicao relativa entre esferas

Ja provamos que se 7t € um plano e S € uma esfera, entdo a intersecdo de S com 7 pode ser
0 conjunto vazio, um ponto ou um circulo.

Vamos provar agora, usando os recursos da Geometria Analitica, que a intersecao de duas
esferas distintas também s6 pode ser o conjunto vazio, um ponto ou um circulo.

Proposicao 1

Sejam S, , S, esferas centradas em A, A,, e de raios R; > 0, R, > 0, respectivamente, e
seja L = d(A,,Az). Entdo:

(a) S1NS, =9 se, esomentese, L >R;+R, ou R, >R+ L ou Ry >R+ L.

(b) Sy NS, é um unico ponto se, e somente se,
e Ri+R,=L ou eRi+L=R, e L>0 ou eR,+L=R; e L>0.

(c) S1n'S, é um circulo se, e somente se, L <Ry + Ry, R <Ry+L e Ry <R, + L.

(d) S; =S, se, esomente se, L =0 e R; =R.,.
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Prova.
Seja OXYZ um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, com origem O = A; e A, =
(0,0,L), L >0, isto &, o semi-eixo positivo OZ tem a mesma dire¢cdo e o mesmo sentido do vetor

—) - . . .
A1A; . Em relacéo a esse sistema de coordenadas, as equacgoes de S; e S; séo:

Si:x*+y?+2z22=R e S;:x*+y*+(z—L1)*=R3.
Comecgamos assumindo que L > 0.

Temos que P = (x,y,z) € $1NS; se, e somente se, as coordenadas de P satisfazem as equacoes
de S; e S,, simultaneamente.

Substituindo
x*+y? =Ry — 2. (1)
na equagao de S,, obtemos:
R —2z2+ (z—1)? =R3.
Ou seja, se P = (x,y,z) € S1NS,, entédo:

P4+ RI-R3
2L '

Z=2

No segundo membro da equacgao (1), temos as seguintes possibilidades:
R$—z;=0, RI—2z3<0 ou RI—2z3>0.
e A condigdo R§ — z5 = 0 equivale a |zo| = R;.

Neste caso, temos x* + y? =0 &= x =0 ey = 0. Ou seja, se R? — zZ = 0, entdo P = (0,0, z),
com zp = Ry ou zp = —R;.

Usando a equacao (2), determinamos qual dessas duas possibilidades para a coordenada z, do
ponto P é a correta. De fato, zo = Ry, quando L% + Rf > R3, e zo = —R;, quando L% + R} < Rs.

Portanto, a condigdo R? — z3 = 0 é satisfeita se, e somente se, S; N S, consiste apenas de um
ponto.

e A condigdo R — z3 < 0 equivale a |zo| > R;.

Neste caso, temos x? +y? < 0. Assim, ndo existem valores x e y que satisfagam a equacao (1),
ou seja, a condigdo R? — zZ < 0 equivale a $1 NS, = @.

e A condigdo R — z3 > 0 equivale a |z| < R;.

Neste caso, a equagéo (1) € a equacao de um circulo contido no plano
e L%+ RZ—RJ
— 40 — ZI_ ’

com centro no ponto (0,0, z,) € raio r = /R3 — z3.

De fato, lembre que um ponto P = (x,y,zo) no plano z = z, € um ponto do circulo de centro
(0,0,z0) e raio r se, e somente se, d(P, (0,0,z0)) = .
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Isto é, se, e somente se,

\/(X—0)2+(y—0)2+(ZO—ZQ)ZZT.

Tomando quadrados em ambos os lados desta equagéo, obtemos x?+y? = 12, que é exatamente
a equacéo (1).

Portanto, a condi¢do R — z3 > 0, equivale a dizer que S; N S, é um circulo.

Resumindo, temos as seguintes possibilidades:

e S;N S, consiste apenas de um ponto <= Ry = |z¢/;
L2+ R?—R3

e $1NS; =9 Ry > |zgl; onde zy = b

e S$;NS,éumcirculo & R; < |zo/,

Vejamos o que essas condicdes representam em termos de relagdes entre os raios e a distancia
entre os centros.

Substituindo (2) em (1), obtemos:

(L2+R?—R3)?  4RIL? — (L2 + R} —R3)?

Ry =R g = a2
e xiyle (2R1L—(L2+R%—R§QL(22R1L+ (L% 4 R§ —R3))
e xiyle (R3— (L2—2R1L—|—R%QL(Z(LZ%—ZR]L—I—R%)—R%)
e xliyle (R%—(L—R1)?L(2(L+R1)2—R%)
e x24y?l= (R2+L—Ry)(R2+ Ry —E)L(fl +L—R2)(Ry + Ry + 1) .

Logo S; NS, consiste de um unico ponto P se, e somente se,
Ri=R,+L ou L=Ry+R, ou R, =R;+1L,

pois Ry + R, +L > 0.

E facil ver que
P:Aﬁu%m,seL:RﬁrRz,
P:A1+%W,SeR1:L+Rz,
e P:A1—%A1—AZ),SGR2:L+R1-

Neste caso, dizemos que S; e S, sdo tangentes no ponto P, e que o plano perpendicular ao vetor

—__) ,
A1A, que passa por P é o plano tangente a S; e S, no ponto P.
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As trés situagdes sao mostradas nas Figuras 1, 2 e 3.

Fig. 1: L=R; +R». Fig.2: Ry =L+ R,. Fig. 3: R, =L+ R;.

Por outro lado, como L > 0, se um dos niumeros R, +L—R;, R,+Ry—L ou Ry + L —R; € negativo,
entdo os outros dois sdo positivos.

Logo S1NS, =2 se,esomente se, R, + L < Ryo0uR;+R;<LouR;+L <R,

Nas Figuras 4, 5 e 6 mostramos essas trés possibilidades.

Fig. 4: R, + L < R;. Fig.5: Ry + R, < L. Fig.6: Ry + L < R;.

Finalmente, C = S; NS, é um circulo se, e s6 se,
Ri+R,>L, R,+L>R e R;+L>R,

Neste caso, o circulo C tem centro no ponto
[2+4R?—R3
C= <o’o’ #),

2L
ou seja,
—
C=A1+vAA;,,
onde y = L +Ri—R3. seu raio é
Y= 7o
\/4R%L2— (L2 + R2 — R2)2 Fig.7: L >Ry e L >Ry,
= 2T )

e esta contido no plano
Z:B+ﬁ—@
2L ’
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paralelo ao plano cartesiano TTxy, ou seja, perpendicular a reta que contém os centros das
esferas, como mostramos na Figura 7.

No casoemque L =0, isto €, A; = A,, note que S; = S, se, e somente se, Ry =R, e $1NS, =@
se, e somente se, Ry > R, 0uR; >Ry, g

Foi provado, na proposi¢cao acima, que se R; < R, + L, R, < Ry+LeL < Ry + Ry, entdo
S1NS; =C éum circulo. Um ponto Q = (x,y,z) pertence a C se, e s0 se, satisfaz o sistema de
equacoes

Sy ¢ xX*+y*+z2—2a1x—2byy—2ciz+af+bf+cf—RI=0
Sy @ X241y +22—2a,x—2byy—2cz+ai+bi+c2—R3=0.
Portanto, subtraindo as equagdes acima, todo ponto Q do circulo pertence ao plano:
7 (2a7 — 2az)x + (2by — 2ba)y + (2¢1 — 2¢c2)z+ a5+ b5 +¢5—af —bf —cf+ RI— R =0,

onde A; = (aj,by,c1) e Ry, A, = (a», by, cy) € R, s80 0s centros e os raios das esferas Sy e S,
respectivamente.

Pela demonstracao acima, o centro C do circulo C pertence ao plano 7t e a reta
—
¢ I{A] + tA 1A |t € ]R},
perpendicular ao plano 7. Logo {C}=rnNm.

Uma vez encontrado o centro C, achamos o raio r do circulo por uma das relagdes abaixo:
C r A

R
Ry

A C
r=/RI—d(C,A)2 r—\/RZ d(C, A,)?

ja que CA; e CA, sdo segmentos perpendiculares ao plano 7t que contém o circulo C.

Exemplo 1
Sejam S, e S, as esferas abaixo:

Si:(x—1)2+y?+(z—1)2=1 e Sr:(x—22+(y—172+z>=1
(a) Mostre que S1 NS, é um circulo C.

(b) Determine o centro e o raio do circulo C, e o plano no qual ele esta contido.

Solucao.
(a) Pelas equacdes acima, S; € uma esfera de centro no ponto A; = (1,0,1) e raio Ry = 1,
e S; € uma esfera de centro no ponto A, =(2,1,0) eraio R, = 1.

Como L =d(A,Ay) =vVI+1+1=+3,temosque L <Ry +R,, R, < Ry+LeR; <R+ L.
Logo, pela proposi¢éo anterior, SN S, € um circulo C.
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Além disso, como L > R; e L > R,, A; esta no exterior de S, e A, esta no exterior de S;.

(b) Um ponto (x,y, z) pertence ao circulo C se, e s0 se, satisfaz o sistema:

Si:(x—=1)2+y?+(z—1)=1 , X2 +y?+22—-2x—2z+1=0
ou seja,
Syi(x =224+ (y—12+2z2=1, x*+y?+z2—4x—2y+4=0.

Subtraindo as duas equacdes acima, obtemos que (x, y, z) pertence ao plano:
m:2x+2y—2z—3=0.
Logo o circulo C esta contido nesse plano. O centro de C € o ponto de intersecdo da reta

¢ ={A;+tAA, |t € R} comoplano o, ou seja, C = (1,0,1) +t(1,1,—-1) = (1+t,t,1—t) e
2(1+t)+2t—2(1—1t) =3.

_lec— (311 A,
Portanto,t—EeC—<2,2,2>. £,
O raio r do circulo C & dado por:
C e r
r=/RE—d(C A2 = 12321 -
! ’ 42
Ry
ja que Ay
3 2N\ 1 2 V3 Fig. 8: Calculo de r
alc Al —\/<z—‘> +(3) +(G1) =70
Exemplo 2
Sejam S, e S, as esferas abaixo
Siix*+y+zi=4,  Su:x*+(y—1)7+(z—1)=1.
(a) Mostre que C = S NS, é um circulo.
(b) Determine o centro e o raio do circulo C, e o plano no qual ele esta contido.
(c) Parametrize o circulo C.
Solucao.
(a) Pelas equagdes acima, S; € uma esfera de centro no ponto A; = (0,0,0) e raio R; = 2,

e S, € uma esfera de centro no ponto A, = (0,1,1) eraio R, = 1. Como L = d(A, A7) = V2,
temosqueL< Ri+ Ry, Ro<L+RieRy<L+Ry.

Logo, pela proposicao 1, C = S; NS, € um circulo. Sendo L < Ry e L > Ry, A; esta no interior de
S; e A; esta no exterior de S,.

(b) Um ponto (x,y,z) pertence ao circulo C se, e so se, satisfaz o sistema:
x> +y?+z2—-2y—2z=-1.

Subtraindo as duas equacgdes acima, obtemos que (x, y, z) pertence ao plano
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m:—2y—2z+5=0.

O centro C do circulo é o ponto de intersecéo do plano 7w com a reta

C:{A7+tAAL [te R} ={(0,t,t) |t € R}. Cog r

Logo C = (0,t,t),com -2t — 2t +5 =0, R
. 5 _ . /(.55 Ay

ouseja,t—ZeC—<O,Z,Z>. %,
Como d(C,A;) = % ,0raiodeC é: A,

4
r=¢R$—d(c,A1)2=,/4—2;:\/Z. Fig.9: Az € A1 C

(c) O circulo C tem raio r = \/Z e centro no ponto P = (0, Z, 2) , € esta contido no plano

m:2y+2z=5.

Por uma translacdo e uma rotagdo do sistema de eixos ortogonais OXYZ, obtemos um novo

NIl

sistema de eixos ortogonais O XY Z, onde O = C e os semi-eixos positivos OX, OY e O Z tém

a mesma direcdo e 0 mesmo sentido dos vetores ortonormais:

o= (1,0,0),
0 1/v2 1/vV/2

W= w0 1)
1 0 0 2 2

—
3

1 1
0,—,—= | L m
( V2 ﬂ)
Neste nosso sistema 6?\:(2 o circulo C esta contido no plano 7t : z = 0, tem centro na origem

Oeraior = \/Z, ou seja,

X +y =7/8
C:< Y /
z=0
Como (x,y,z) =xvi’ +gvs +2zvs +C, e
(
- 7
x(t) = gcost
C:{ mp = /7 . teR
y(t) =4/ sent> )

é uma parametrizagdo nas coordenadas X, 1y, z, temos que:

C:(x(t),y(t),z(t)):\/ZCOStU,O,O)qL sent(O,\]ﬁ,—Jﬁ>+<O,Z,Z), teR,

[o A aN|
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x(t) :\/700$t
C: y(t)zﬁsen’wr§ teR,
4 4
V7

5
t)=——-sent+ >
\z() 4se Z

ou seja,

[o =N

€ uma parametrizagdo de C nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 3
Sejam S, e S, as esferas
S1:xX2+ Y+ —2x+2y=7

2
So:x?+y?+ <z—\/z) =1.
(a) Mostre que S, e S, sdo tangentes.

(b) Determine o ponto P de tangéncia de S, € S, , e o plano 7t tangente a S, e S, neste ponto P.

Solucao.
(a) Completando os quadrados na equacgao de S;, temos que:
Si:(x2—=2x+1D)+ W +2y+ 1) +22=7+1+1=9,
e dai:
Si:(x—1)2+ (y+1)%+ 2% =32,
Logo S; é uma esfera de raio Ry = 3 centrada no ponto A; = (1,—1,0). Como S, € uma esfera
de raio R, = 1 centrada no ponto A; = (0,0, V2), temos que:
dAL,A) =VI+14+2=2 e Ry =3=1+4+2=R,+d(A,As).
Entao, pela proposicéo 1, S; e S, sdo tangentes.

(b) Como o centro A, de S, estd contido no interior da esfera S; (por qué?), o ponto P de
tangéncia entre as esferas é o ponto onde a semi-reta r de origem A;, que contém A, corta a
esfera S;.

Logo existe t > 0 tal que
P = A;+tAA, =(1,-1,0) +t(—1,1,v2)
= (1—t,—1+t,\/§t>,

(1—t—1)2+(=1+t+1)2+2t2=9.

Resolvendo a equacéo acima, obtemos que 4t> = 9. Entdo t ==, pois t >0, e

N W
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3 3 ,V2 11 3v2
P_<1_2’_1+2’32)_(_2’2’2>

€ o ponto de tangéncia entre S; e S,. Observe que a semi-reta r corta a esfera S, em dois
o [ 1132 (1 1 V2
O plano 7t tangente a S; e S, no ponto P é o plano que passa por P e é perpendicular ao vetor

A1A, , OU seja,

1 1 6 8

2. Determinacao de uma esfera

Provaremos nesta sec¢ao alguns resultados que nos permitem determinar uma esfera a partir
de pontos e/ou circulos nela contidos.

Proposicao 2

Dados quatro pontos A, B, C e D ndo-coplanares, existe uma unica esfera S que os contém.

Prova.
Como A, B, C e D sao pontos nao coplanares, temos que:

<AB « AC,AD > £0.

Sabemos que um ponto P é equidistante dos pontos A e B se, e sé se, P pertence ao plano

que passa pelo ponto médio M; = % do segmento AB e € perpendicular ao vetor AB, ou

seja,
d(P,A) = d(P,B) &= <M1P ,/ﬁ’> —0.

Analogamente, um ponto P € equidistante dos pontos A e C se, e s6 se, P pertence ao plano 7,

que passa pelo ponto médio M, = ATJFC do segmento AC e é perpendicular ao vetor AC , ou

seja,
d(P,A) = d(P,C) < <M2P ,KE)> —0.

— — . - . . .
Como AB x AC +# 0, pois, caso contrario, A, B e C seriam colineares (= A, B, C e D seriam

, —
coplanares), vemos que r = 7y N 71, € uma reta paralela ao vetor AB x AC , formada pelos
pontos equidistantes dos pontos A, B e C, isto &,

r={P|d(P,A) =d(P,B) = d(P,C)}.
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Seja, agora, 73 0 conjunto dos pontos equidistantes dos pontos A e D. Entdo 73 é o plano

perpendicular ao vetor AD que passa pelo ponto médio M3 = A er D do segmento AD.
Observe que o vetor paralelo a reta ¥, AB x AC , nao /
) . —
€ perpendicular ao vetor normal, AD , do plano 7t3, ou
seja, r3 ndo € paralela nem esta contida no plano ;. / 3
Assim, r N 7tz consiste de um unico ponto L. L
Este ponto L é o Unico ponto equidistante de A, B, C e g
D, ou seja,
d(L,A)=4d(L,B) =d(L,C) =d(L,D).
Portanto, L € o centro e d(L, A) é o raio da Unica esfera Fig. 10: TN = {L}
que passa pelos pontos A, B, Ce D. g
Exemplo 4
Verifique que os pontos A = (1,2,2), B = (3,4,1), C = (0,1,1) e D = (—1,3,0) ndo sao

coplanares e determine a equacao da unica esfera S que passa por esses pontos.

Solucao.
e Sendo AB = (2,2,—1), AC = (—1,—1,—1) e AD' = (—2,1,—2), temos que:
2 2 -1
AB x AC = A B SN R R
e, portanto,

<AB « AC ,AD>> —((~3,3,0),(~2,1,-2)) =9 £0.

Logo os pontos A, B, C e D nao sao coplanares.

Pela proposicao 2, o centro da esfera S que passa pelos pontos A, B, C e D € o ponto de
intersecao da reta r = 7y N 7t com o0 plano 73, onde:

711:2x—i—2y—Z:L7

1
7 TH:Xx+y+z=~=, 7[3,:2x—y—|—222—z

NN

sao os planos perpendiculares aos vetores AB, AC e AD que passam pelos pontos médios

M, = ¥ —(2,3,3/2), M, = A%C — (1/2,3/2,3/2), M5 = (0,5/2,1) dos segmentos AB,
AC e AD, respectivamente.

Fazendo x = 0 no sistema

T=71MNT: ;2
2

obtemos o sistema:
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2y—z=]77
+z—z
Y =5
cuja solugéo é o ponto Q = (0,4, —1/2).
Entéao,
x=t
T:qy=4—t ; teR
z=-1/2

. ~ - —  —
€ a equacao paramétrica da reta r paralela ao vetor AB x AC que passa pelo ponto Q.
Seja L o centro da esfera S. Como {L} = rnN;, temosque L = (t,4—t,—1/2) e

2-4-t)+2(—1) =] & Att—d-T=—1

o 3t —d g5 g3,

2 2 2
34_3_1>—<35—1)éocentro
27 2 2) \22 2 ’

2

R=d(L,A)=\/(§—1) (3= 4 2+ ]) = 1,1,5 VT

Assim, L = (

éoraioe

) )
2 Y=3 2) T2

€ a equacdo da Unica esfera que passa pelos pontos A, B, Ce D.

Uma equacao de grau dois nas variaveis x, y e z:

X2 +y+22+Gx+Hy+1z+J=0

representa uma esfera se, e so se,

(G24+H*+19)—4] >0

De fato, completando o quadrado:
(x*+ Gx) + (y? + Hy) + (2 + 1z) = -]

G\* H 2 I\?  G?+H*+TI?
o () () () S

obtemos que esta equacéo representa uma esfera se, e sé se, (G? + H? + 12) — 4] > 0.

V(G2 4+ H2 4 12) — 4]

5 € o raio da esfera.

6 H
2’72

Neste caso, A = ( —%) éocentroeR =
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Proposicao 3
Considere duas esferas
S1ix*+ Y+ 22 +Gx+Hy+Liz+]1=0 e Sy x*+vy+22+Gx+Huy+Lz+],=0

cuja intersecdo é um circuloC = S;1NS,. Entdo S é uma esfera que contém o circulo C se, e s6
se, sua equacéao é da forma

24924+ 224+ (1 =%)Gy +kGo)x + (1 = K)Hy + kH)y + (1 =K + kI)z+ (1 —K)]; + k], =0,

para algumk € R .

x

Prova.
Se (x,y,z) € um ponto pertencente ao circulo C = S; N S,, entao:

XY+ 22+ Gx+Hy+Liz+]i=0 e x4+ yi+22+Gx+Huy+Lz+],=0.
Subtraindo as equacdes acima, obtemos que:
(G1—Ga)x+ (Hi—Hy+ (I1 —I2)z+J1 —J2=0. (3)

Logo o circulo C esta contido no plano
m: (G —Gax+ (Hi—Hy+(Ii—12)z+]1 —J.=0,

cujo vetor normal é v/ = (G — G2, Hy — H, Iy — 1) # (0,0, 0).
Além disso, como C = S; Nt = S, N, ja sabemos que o centro C’ de C pertence a reta r normal
ao plano 7t que passa pelos centros C; = —% (G1,Hy,I;) e Cy = —%(Gz, H,, I,) das esferas S; e

S,, respectivamente:

X = G+ t(G— Gy)

2
T: y:—%Hri—t(H]—Hz); teR.
1
22—211 —I—t(I] —Iz)

Seja
S+ Y+ 22+ Gx+Hy+1z+J=0
uma esfera que contém o circulo C.

Se S # S,, temos, pelo mesmo raciocinio feito anteriormente, que o circulo C esta contido no
plano:
(G —-G)x+H—Hy+(I;—-0)z+];—J=0.

Como n’ = 7, ja que apenas um plano contém todos os pontos de um circulo, existe k € R — {0}
(lembre que S # S;) tal que:

G — G =k(G; —Gy)
H; — H = k(H; — Hy)
L[ —I=k(I; - I1)
Ji—=T=%k(J1—7]2)

G =(1-k)Gy +kG;
H = (1— Kk)H; + kH,
I=(1—K)L + kL

J=0—-K)Ji+Kk2.

I1111
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Logo,
S:x?+y?+2z2+ ((1 —k)Gy + kGo)x + ((1 — k)H; + kHz)y
+((1 =KL +kI)z+ (1 — k)1 +kJ2) =0.

i S
Cy
Ry, T
-, -,

L

Fig. 11: Esfera de centro Cy e raio Ry
Reciprocamente, para todo k € R, seja S uma esfera (Figura 11) de centro
Cp = —% (1 =K)Gy + kG, (1 — k) H; + kHa, (1 — k)T + k1)
= (G HL T+ 5(Gy— Go Hy — o, Ty — o).
Para que esta esfera contenha o circulo C de centro C’ e raio r € necessario e suficiente que

seu raio R, seja igual a \/12 + d(C’, Cy)?, ja que C’ e Cy pertencem & reta r perpendicular a 7
que passa por Cj.

Logo, pelo visto acima, a equacéo desta esfera S é:
XZ ‘|'y2 + Z2 + ((] — k)G] + sz)X + ((] — k)H] + kHz)y + ((] — k)I1 + kIz)Z + ((1 — k)I1 + k]z) =0.

Observe que:

RE=—((1—K)J1 +KkJ2) + % (1 =K)G1 +kG2)? + (1 —K)Hy + kH2)? + (1 — K)I; + KkI)?) .
Provamos, entdo, que a equacéao
x?+y?+ 22+ ((1 —k)Gy + kG2)x + ((1 = k)H; + kHo)y + (1 — k) + kIp)z+ (1 — k) J1 + k]2 =0

representa uma esfera que contém o circulo C = S; N S, paratodo k € R. g

Exemplo 5
Determine a equacéo da esfera que contém o ponto Py = (—2,4,0) e o circuloC = S1 N S,, onde

S e S, sdo as esferas:
S1 ¢ X4y —2x+2y—4z+2=0
S, ¢ X4yl +zZZ2—4x—2y—62+10=0.

Verifique antes que as esferas S, e S, realmente se intersectam ao longo de um circulo.
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Solucao.
Completando os quadrados:

o (X2—2X)+ (Y +2y)+ (22 —42)=-2 &= (x—1) +y+1)P2+(z-2)2=-2+1+1+4=4,
o (xX2—4x)+ (Y2 —2y)+(22—62) = —10 &= (x—=2)>+(y—1)2+(z—3)?=—-10+4+1+9=4,

obtemos que C; = (1,—1,2),Ry =2e C, = (2,1,3), R, = 2 s&0 0s centros e os raios das esferas
S; e Sy, respectivamente.

Entdo L = d(Cy,Ca) = [|(1,2,1)] = V6. Como L = v/6 < 242 =Ry+Ry, Ry =2 < 24+v6 = Ry +L
eR; =2 <2+V6=R,+ L, temos, pela proposicao 1, que S; N S, &, de fato, um circulo.
Pela proposigéo 3, existe k € R tal que:
S X4yt + 224 (1 —Kk)(=2) + k(—4))x + (1 = k)(2) + k(—2))y
+((1—=%)(—4) + k(—6))z+ (1 —Kk)(2) + k(10) =0,

ou seja,
S:x?4+y?+22 =2k +1)x+2(1-2k)ly—22+k)z+2+8k=0.
Além disso, como Py = (—2,4,0) € S, temos:

44164+0—2(k+1)(=2) +2(1 —2k)4 —2(2+ k) -0+ 2+ 8k =0
17

= 4k—16k—|—8k—i—4—|—16—|—4—i—8—|—2——0(E)—4k———34(=)k——7.
Logo, a equacgao da esfera é dada por:
17 17
2 2 2 _9. _ — 4. —
X“+y +z —I—(Z 5 2)x+<2 4 2>y

+(—4—2~]77)z+2+8~]77:0,

= X HyP+ 22 —19x—32y —21z2+70=0,

192 2 212 192 , . 212
_ —280+361+4-256+441 1053
— i =—.

. . . . . 1053
Assim, a esfera que passa pelo ponto P, e contém o circulo C é a esfera de raio 4/ —— centrada

19 21
no ponto (7,16,7) 0

Exemplo 6
Considere a esferaS : x> +y? +z>—2x+3y—6z—5=0eoplanom:5x +2y —z = 3.

(a) Mostre que S N1t é um circulo C e determine seu centro e seu raio.
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Solucao.
Completando os quadrados:

x> +y?+z22—-2x+3y—6z—-5=0 & (x*—2x)+ (y*+3y)+(z>—6z) =5

3\?2 9 69
_ 2 e . 2 _ ’ — 7
— (=1 +(y+2> +(z=32=5+1+7+9="7,
. 3 . 69
obtemos que S é a esfera de centro C = (1 , —2,3> eraioR = T
Sendo
d(c,n)—|5_3_3_3‘— 4 \/69:R’

= = <
V254441 V30 2

temos que S N7t € um circulo C de raio
T 69 16 69 x15—16 x 2 1003
= 2— e _—— — = frd _—
’ RE—d(C,m) \/4 30 \/ 60 \V 760 -

Seja { a reta perpendicular ao plano 7, ou seja, paralela ao vetor (5,2,—1), que passa pelo

centro C = (1,—%,3) de S:

x =145t
: y=—§+2t; teR.
z=3—1
Como o centro C’ do circulo C é o ponto onde a reta r intersecta o plano 7, temos que C’ =

(1 —|—5t,—§—i—2t,3—t> e

5(1+5t)+2<—%+2t)—(3—t):3 s 30t—4

— t—i
T 15°
Assim,
' 2 3,52 _i)_(zj ¥ ﬁ)
C_<]+515’ 2+215’3 15/  \15° 30’ 15

é o centro do circulo C =mtNS. o

(b) Determine a equacgo da esfera S’ que contém o circuloC =nnNS eoponto A = (2,—1,1).

Solucao.
Seja S’ : x> +y?+2z>+ Gx+ Hy + 1z + ] = 0 a equagéo da esfera que contém o circulo C
e 0 ponto A.

Como C esta contidoem S e S/, ou seja, C = SN 'S/, temos que (x,y,z) € C se, e sb se,

x> +y?+22+Gx+Hy+Iz+J=0
x> +y?+z22—2x+3y—6z2—5=0.
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Subtraindo as equagdes acima, vemos que se (x,y,z) € C, entédo (x,y, z) pertence ao plano
' (G+2)x+H-3)y+(I+6)z+]J+5=0.

Como C C «t: 5x + 2y — z = 3, temos que v’ = 7. Portanto, existe A € R, tal que:
G+2=5A,H-3=2A,14+6=—A,]J+5=-3A,

ou seja,
S x2+y2+224+BGA=2)x+ (2A+3)y+(-A—6)z—3A—=5=0.
Além disso, como o ponto A = (2,—1,1) € S/, temos:
4414+1+0BAN=2)-2—(2A4+3)—(A+6)—3A—-5=0
— 6+10A—4—-2A—-3—-A—6—3A—-5=0
— AIAN—-12=0 &< A=3.

Assim,
S x4y’ + 22+ 13x+9%y —92— 14 =0.

Completando os quadrados:

13\ 2 9\ 2 9\ 2 169 81 81
(x+5) +(u+3) +(z—3) = M+ +5+5

2 2
_ 56+169+162 _ 387
- 4 T4
, 1 9 9 . V387
obtemos que S’ é a esfera de centro C' = (—73, —3 _§> eraioR = % 0O

3. Distancia entre subconjuntos do espaco

Ja vimos anteriormente como se determina a distdncia de um ponto a um plano, entre dois
planos, de uma reta a um plano, de um ponto a uma reta e entre duas retas.

Como nestes casos, definimos a distancia, d(X,Y), entre os subconjuntos X e Y do espaco,
como sendo a menor distancia entre um ponto de X e um ponto de Y, isto é,

d(X,)Y) =min{d(P,Q)|PeX e QeY}

Vamos agora estudar o caso em que um dos conjuntos, X, € um ponto, um plano ou uma
esfera e o outro conjunto, Y, é uma esfera.

Proposicao 4

Sejam P um ponto e S uma esfera de centro A e raio R > 0. Entdo

d(P,S) =|R—d(P,A)]|

e o ponto Qo € S que realiza esta distancia é o ponto de intersecdo de S com a semi-reta de
origem A que contém o ponto P.
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Prova.
Seja OXYZ um sistema de eixos ortogonais com origem no ponto A, tal que o ponto P per-
tence ao semi-eixo positivo OZ, isto &, P = (0,0, c), para algum ¢ > 0.
Neste sistema de coordenadas, a esfera S é dada por:
S ={(x,y,z) € R¥|x? +y? + z2 = R?}.
Seja Q = (x,y,z) um ponto de S. Entdo:

d(Q,P) = /x2+y2+(z—c)2=+R2+c2—2zc.

Comoc >0ez<R,pois Q € S, temos que:
RZ 4+ ¢?—2zc > R*+c?—2Rc =|R—c]?.

Fig. 12: d(P,S) = d(A,P) — R Fig. 13: d(P,S) =R —d(A,P)
Além disso, Qo = (0,0,R) € Se d(Qo,P) = /(R—¢c)2=|R—¢|=|R—d(A,P)|.
Portanto, d(Q, P) > d(Qo, P), para qualquer ponto Q € S.

Com isto provamos que

e que o ponto Q, € S, que realiza a distancia, é o ponto de S que pertence a semi-reta de origem
A que contém o ponto P. g

Exemplo 7
Calcule a distancia entre o ponto A = (1,—1,3) eaesfera S : x> + y> + z> — 6x + 4y — 10z = 62,
e determine o ponto C pertencente a S que realiza esta distancia.

Solucao.

Completando os quadrados na equacao da esfera, obtemos que S € dada por:
S:(x—32+(y+272%+(z—52=62+9+4+25=100= 102,

ou seja, S € a esfera de centro B = (3,—2,5) e raio 10. Logo, pela proposicao 4,

d(A,S) =[10—d(A,B)| = [10— VA4 +1+4|=7.
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Como d(A,B) = 3 < 10 = R, o ponto A pertence ao interior da esfera. Vamos agora achar o
ponto C € S que realiza a distancia. Para isto, seja r a semi-reta de origem B que contém o
ponto A. Temos que:

Per P:B+tl§f;tzo — P=(3,-2,5)+1t(-2,1,-2); t >0.

Ja que {C} = SN, existe um Unico ty € R, ty > 0, tal que:
C=(3—2ty,—2+ 19,5 —2to),

d(C,B)?2=(3—2tg—3)?+ (—2+ty+2)>+ (5— 2ty —5)?> =100.

~ . 10
Resolvendo a equacéao acima, obtemos que t, = — e, portanto,

3
20 10 20 11 4 5
c=(3-32+35-3)=(333)"
Exemplo 8
Calcule a distédncia da esfera S: (x —2)*+ (y—1)>+(z—3)?=1 areta
x=t+3
T:q y=t+4; tekR.
z=1t+5

Determine também os pontos Py € v € Qo € S tais que
d(r,S) =min{d(P,Q)|Per e Q € S} =d(Py, Qo).

Solucao.
Vamos primeiro calcular a distancia do centro A = (2,1, 3) da esfera a reta r.

Sabemos que um ponto Py = (t+3,t+4,t+5) € r 04
realiza esta distancia se, e so se,

</1\T0,(1,1,1)>:o,

onde (1,1,1) é um vetor paralelo a reta r.

Como —| .

&
} P
<APO)(]>]>])>:O 0

= ((t+1,t+3,t+2),(1,1,1)) =0 Fig. 14: d(A, 1) = d(A, Po)

= t+1+t+3+t4+2=0
= Ht=-6=t=-2,
obtemos que P, = (1,2,3) e d(A,7) = d(A,Py) = |APy || = ||(—1,1,0)|| = V2.
Observe que, sendo
d(A,P) > d(A,Py) =V2>1=R,

para todo ponto P € r, onde R = 1 é o raio da esfera, entdo a reta r ndo intersecta a esfera S,
isto €, todos os pontos da reta sao exteriores a esfera.
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Fig. 15: d(A,P) > d(A, Py)

Pela proposicao 4,
d(P,S) =d(P,A) —R=4d(P,A) — 1,

para todo P € r.
Logo,

para todo P € r e todo Q € S, onde Q, € o ponto onde a semi-reta
{A-i—tAPo} ItZO} —[(2,1,3) +t(=1,1,0) [t > 0} ={(2—t,1 + 1,3) [t > 0}

intersecta a esfera S.

Fig. 16: d(r,S) = d(Po,S) = d(Poy, Qo)

Entdo Qo =(2—t,1+1t,3),t>0,e

2—t—2P2+(14+t—=102+3-372=1 & 22=1,t>0 t:lzﬁ.
V2 o2
Ouseja,Qoz(Z—\/Tz,H—\/Tz,s).
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Assim, por (4),
d(r,S) = d(Po, Qo) = V2 -1,

Vi, V2

onde Pp = (1,2,3) e Qo = (2—
Proposicao 5

Sejam 7w um plano e S uma esfera de centro A e raio R > 0. Ent4o:
(@) d(m,S) =0sed(A,n) <R.

(b) d(m,S) = d(A, 1) — R se d(A, ) > R. Neste caso, tNS = & e os pontos Qo € SePy e m
que realizam a distancia, isto é, d(Q,, Py) = d(S,7), sdo os pontos de intersecdo de S e 1
respectivamente, com a semi-reta de origem A que intersecta m perpendicularmente.

Prova.
Sabemos que NS # @ se, e s se, d(A,1) < R. Logo d(w,S) = 0 se d(A,n) < R, pois
neste caso 7 e S possuem pelo menos um ponto em comum.

Vamos calcular agora d(m,S) quando mN' S = @. Para isto, escolhemos um sistema de eixos
ortogonais OXYZ no qual mt,, = 7t e 0 centro A da esfera esta sobre o semi-eixo positivo OZ,
isto &, A =(0,0,c), c > 0. Neste sistema de coordenadas, a equacao da esfera é:

S:x*+y?+(z—c)?=R?. (5)
Como d(A,n) =c¢ > R, pois tN S = &, temos que:
2zc =x*+y?+22+c?—R* >0,
Logo z > 0 para qualquer ponto (x,y,z) € S.

Sejam Q = (x,y,z) umpontode Se P = (x/,y’,0) um ponto de 7. Entdo d(P,Q) > d(Q, 1), pois
d(Q,n) = min{d(Q,P’)|P’ € 7}

Observe que, neste sistema de coordenadas, d(Q, ) =z,jaquez>0em:z=0.

Entao,
d(P,Q) >z, (6)

paratodo P € me todo Q = (x,y,z) €S.
Além disso, se (x,y,z) € S temos, por (5), que:
(z—c)* <R?,

ou seja,
c—R<z<c+R. (7)

Logo, por (6) e (7), d(P,Q) > c— R paratodo P € metodo Q € S.

Como Qy = (0,0,c —R) € S, d(Qo, 1) = ¢ — R e existe Py € 7 tal que d(Qo, ) = d(Po, Qo),
concluimos que
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d(P> Q) > d(PO> QO) )

para todo P € e todo Q € S. Portanto,
d(T[,S) = d(Po, Qo) =c—R= d(A,TC) —R.

O ponto P, € 7 tal que
d(Po, Qo) = d(Qo,7)

€ o0 ponto onde a reta r normal a
que passa por Qo corta o plano 7.
Como o ponto A pertence ao eixo
—0OZ e a reta r, nesse sistema de
coordenadas, é o eixo—0Z, vemos
que r é a reta perpendicular a T que
passa pelo centro A da esfera e P,
Qo s&o os pontos de intersecao de
S e 7, respectivamente, com a semi-
reta de origem A que intersecta ©
perpendicularmente. g Fig. 17: d(,S) = d(Po, Qo)

Observacao 1
Podemos provar também que:
d(mt, S) = d(Po, Qo) = d(Qo, ) = min{d(Q,7)[Q € S}.
De fato, para todo Q € S existe P € 7« tal que d(Q,n) = d(Q,P). Como d(P,Q) > d(Po, Qo),
temos que d(Q, ) > d(Qo, ), para todo Q € S.
Logo,
d(Qo, ) = min{d(Q,7) | Q € S}.

Exemplo 9
Ache sobre a esfera
S:(x—1)2+(y+2)2+(z—-3)72*=1,

o ponto Qo mais préximo do plano 7t : 3x — 4z + 19 = 0, e calcule a distancia deste ponto ao
plano. Determine também o ponto Py € 7 tal que d(m,S) = d(Py, Qo).

Solucao.

Pela equacéao acima, S temraio R = 1 e centro no ponto A = (1,—2,3). Logo,
B3 x1T—=4x34+191 10
- Votie 5

Ja que d(A, ) > R, temos, pela proposicao 5, que:
d(m,S) =d(A,m) —R=1.

d(A,m) 2.
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Além disto, sabemos que o ponto Qo € S e o ponto Py € 7 tais que d(m,S) = d(Po, Qo) Séo 0s
pontos de intersecédo de S e m, respectivamente, com a semi-reta r normal a 7t de origem no
ponto A que corta o plano 7.

Como o vetor v = (3,0,—4) € perpendicular a 7t, a semi-reta r € o conjunto de todos os pontos

da forma A +tv, com t < 0, pois 0 ponto P, = A — %v = (—1 -2 23) pertence ao plano 7 (faga

5 5 75
as contas!).
Assim, se o ponto Q, tem coordenadas x, y € z, existe to < 0 tal que x = 1+ 3tp, y = —2,
z=3—4tye

(14+3tg— 12+ (—2+2)2+(3—4t,—3)>=1.

- 1 2 19
Resolvendo esta equagéo, obtemos que to = —zeQo= (5, -2, g)'

Logo Py e Qo s@o os pontos de 7t e S, respectivamente, que realizam a distancia entre e S, isto
é,
d(ﬂ> S) = d(PO> QO) :

Além disso, pela observacéo acima,

min(d(Q,m)|Q € S} = d(Qo,7) = d[Po, Qo) = \/ 2= +0+ 1o = 1.

Proposicao 6

Sejam S, uma esfera de centro no ponto A, e raio Ry > 0, e S, uma esfera de centro no ponto
A eraioR, > 0. SelL =d(A;, A;y), entdo:

(@) d(S,S2) =0seL <Ry + Ry, R, <Ry +LeRy <R,+ L. Neste caso, S1N S, # @.

(b) d(S4,S2) = L—(Ry +Ry) se L > Ry + R,. Neste caso, os pontos P, € S; e P, € S, que
realizam a distancia sao os pontos de intersecdo do segmento A1A, com as esferas S; e S,
respectivamente.

(c) d(S4,S2) = R, — (Ry + L) se R, > Ry + L. Neste caso, os pontos P, € Sy, P, € S, tais que
d(S4,S;) = d(P4q, P2) sdo os pontos onde a semi-reta{A; + tA1A; |t < 0} de origem A, paralela
- - . .
ao vetor A1A, que ndo contém A, corta as esferas S, e S, , respectivamente.
(d) d(S+,S2) =Ry —(Ro+ L) se Ry > R, + L. Neste caso, os pontos Py € Sy, P, € S, que realizam
A ) — .
a distancia sdo os pontos onde a semi-reta{A, + tA;A; |t < 0} de origem A, paralela ao vetor

. } ) .
ALA1 que ndo contém A corta as esferas Sy e S, , respectivamente.

Prova.
(a) Pela proposicéao 1, temos que S1NS, # o se,esése, L <R;+Rp,, R, <R;+LeR; <R,+L.

Logo, neste caso, d(S4,S,) =0.

(b), (c) e (d) Seja OXYZ um sistema de eixos ortogonais com origem no centro A; da esfera S;
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tal que A, pertence ao semi-eixo positivo OZ, isto é, A, = (0,0,L), L > 0. Neste sistema de
coordenadas, as equacoes das esferas S; e S, sdo dadas por:

S1:x*+y?+z2=R} e Sy:x*+y?+ (z— L) =R3.
Sejam P = (x,y,z) € S;e Q = (x',y’,z) € S,. Logo:

d(P,Q) =(x—x2+(y—y' )2+ (z—2) = \/R%Jr (x24+y?+272) = 2(xx' + yy' +zz'),
pois x% + y? + z? = R%.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (lembre-se da definicdo de produto interno):
Ixx’ +yy’ + 22/ | < VX2 Yyl 4+ 22 X2+y2+ 22 =Ry /X2yt + 272,

obtemos que:

d(P,Q) > \/Rf—l- (x2+y2+422) — 2Ry \/x2 +y?+272,

ou se€ja,

d(P,Q) > )\/x'2+y'2+z'2 _ R1‘ . (8)

ComoL—-R,; <z <L+Ryex?+y?+2z?=2z1L-1?*+R3, ja
que x"2 +y"? + (z/ — L)? = R3, temos que:

X2+ y2+22=/22/L—12+R3 > /2(L—R)L— L2+ R3 =L —Ry.
2

eSel >R;+Ry,
d(P,Q) > /x?+y?2+2z?2—-R;>L—-R,—Ry,

pois /x2+y2+2z2>L—R, > R.
Além disso, os pontos P; = (0,0,R;) € S; e P, = (0,0,L —R;) €
S, sdo tais que d(P],Pz) =L—-R,—R;.

Logo d(S4,S;) = L — Ry — R, = d(P4,P3), onde P; e P, sdo os
pontos de intersecédo de S; e S, com 0 segmento A;A,, respec-
tivamente.

eSe R, >L+Ry,

Fig. 18: Caso L > Ry + R,

d(P)Q)Z X,2+U,2+Z/Z_R1ZR2_L—R1,

pois \/x’2 +y?+2z%2>R,—L >Ry
Além disto, como os pontos P; = (0,0,—R;) € S; e P, = (0,0,L —R;) € S, sao tais que
d(Pq,P2) =R, — L — Ry, temos que

d($1,S2) =R, —L—R; =d(Py,P,),

~ : ~ . : —
onde P; e P, sdo os pontos de intersecdo da semi-reta de origem A; paralela ao vetor A A, ,
gue n&o contém A,, com as esferas S; e S,, respectivamente.
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Fig. 19: Caso R, > L+ Ry

e Se Ry > L + Ry, entao, por (8),
d(P,Q) >Ry — /X2 +y2+22 >R —L—R,,

jaque z’ < L+ R,, e portanto,

VX ry T2 =22l 124 RE< 2L+ R)L - L2+ RE= L+ Ry < Ry.

Como os pontos P; = (0,0,R;) € S; e P, = (0,0,L + R,) € S, sdo tais que d(P;,P2) = Ry —
L — R,, temos que d(S4,S;) = Ry — L — R, = d(P4,P2), onde Py, P, sdo os pontos onde a
semi-reta de origem A, paralela ao vetor A;A; , que ndo contém A, corta as esferas S; e S,,
respectivamente. g

Fig. 20: Caso Ry > L+ R,

Exemplo 10
Determine a distancia entre as esferas S, e S, abaixo e os pontos de S, e S, que realizam esta

distancia, onde
S1:(x—=2P+y—172+z-12%=1, e S;:(x—1)2+y*+(z—1)?2=9.
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Solucao.
Pelas equacdes acima, S; é uma esfera de raio R; = 1 centrada no ponto A; = (2,1,1), e
S, € a esfera de raio R, = 3 centrada no ponto A, = (1,0,1).

Como d(A,A))=L=v1+1= V2, temos que R, > Ry + L. Logo S; esta contida no interior de
S, e, pela proposicao acima, d(S1,S,) =3—1—v2=2— 2.

Seja r a semi-reta de origem A; paralela ao vetor A;A, que ndo contém A,. Entdo P € r se,
, — . . .
esbése, P=A;+tAA; , t<0,ouseja,P=(2—-1t,1—-1t,1),t <0. Pela proposicdo anterior
sabemos que d(S;,S;) = d(Pq,P2),onde Si1Nr={P;}eS,Nnr={P,}. Mas P; € S;Nrse, esbd

se, existe ty <Otalque P =(2—t;,1—ty,1) e
22—t =22+ -t =12+ -=-1)2=1.

Resolvendo a equacéo, obtemos t; = 1 e, portanto, Py = <2 +

V2

Seja {P,} = S, Nr. Entdo existe t, < Otalque P, = (2 — 15,1 —t,,1)
2—t—1) 2+ (1 —-t)2+(1-1)2=9.

IS P 1)
V2 V2 )
e

3 . Assim, P, = (1+3 3,1).[]

9 .
Logo (t,—1)?=Zet, <0,istoé, t, =1— — ,
go (t2—1) 2 S 2 7 NN

2
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