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Aula 6

Superficies Cilindricas

. . — -~ ~
Sejam y uma curva contida num plano 7t do espaco e v’ # 0 um vetor ndo-paralelo ao plano
7. A superficie cilindrica S de diretrizy e geratrizes paralelas ao vetor v éo conjunto:

S:{P+tv_)‘Pey e teR}

Ou seja, a superficie S é gerada por todas as retas paralelas ao vetor v’ que intersectam o
plano 7t num ponto da curva .

Fig. 1: Superficie cilindrica S

Veremos, por meio de exemplos, como determinar as equagdes cartesianas e paramétricas
de uma superficie cilindrica, conhecendo-se, respectivamente, as equacdes cartesianas e pa-
ramétricas de sua curva diretriz.

Exemplo 1

Em cada um dos itens abaixo sdo dados a equagao da diretriz-y e a diregao v’ das geratrizes de

uma superficie cilindrica S. Determine as equagbes paramétrica e cartesiana de tais superficies
e faca um esboco.
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(a)‘Y: Y * ; V_):(2,0,1)
7z =
Solucao.

A curva y é uma parabola de vértice V = (1,0,0) e reta focal igual ao eixo—OX contida no
plano z = 0. 7

X o

Fig. 2: Parabola y

Como
x(s) =1—s?
Yiqu(s)=s ; sER,
z(s) =0

é uma parametrizagdo da curvay, temos que:
S={(1-s%50+t201)]steR},

ou seja,
x(s,t) =1—s2+2t
y(s,t) =s ; s, teR

€ uma parametrizagdo da superficie cilindrica S.

Fig. 3: Superficie cilindrica S
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Pela definicdo de S, um ponto P = (x,y,z) pertence a S se, e sO se, existe um unico ponto

P’ = (x',y’,z') € Y € um Unico nimero real t tais que P = P/ +tv’ (& P'P =tV’).

Assim:

x—x' =2t

/ O y/2+x/:1
y—y' = e
z/=0.

z—z' =t

Logo t =z,y' =y, x' =x— 2t =x— 2z e, portanto,
Yyt x—2z=1

€ a equagao cartesiana da superficie S.

4x? + 22 +42=0
(b) v : LV =(4,1,0).

y=0

Solucao.
Completando o quadrado:

P+ (2 442) =0 = 42+ (2422 =4 =2+

(z+2)?

L

obtemos que vy é uma elipse contida no planoy = 0 e centrada no ponto (0,0,—2), cuja reta

focal é o eixo—OZ.

A
X
o] =2
Fig. 4: Elipse y
Como
x(s) =coss
Y:qy(s)=0 ;7 s ER,

z(s) =2sens—2

€ uma parametrizacdo da diretrize S ={ y(s) + tv’ } s,t € R}, temos que:

K. Frensel - J. Delgado
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x(s,t) =coss + 4t
S:dy(s,t) =t ; s,teR,
z(s,t) =2sens —2

€ uma parametrizagdo da superficie S.

Fig. 5: Superficie cilindrica S

Dado um ponto P = (x,y, z) sabemos, pela definicao de superficie cilindrica, que P € S se, e SO

; ‘i / Pyt ‘i 4 ; 5’ =
se, existe um unico ponto P’ = (x',y’,z') € vy e um unico numero real t tais que P'P =tv’. Ou
seja:

x—x =4t
.y . 4x? 422+ 42" =0
Yy—y =
y' =0.
=0

Logot=vy,z =z,x' =x—4t =x—4y, e, portanto,
(x —4y)?+22+4z =0 x>+ 16y* + 2> — 8xy +4z =0

€ a equagao cartesiana da superficie S.

(c)vy: xtytz=1 - v =(1,3,1).
x+2y+z=0
Solucao.

Comom :x+y+z=1em:x+2y+z = 0 sdo planos perpendiculares aos vetores
;= (1,1,1) eus = (1,2,1), respectivamente, temos que y = m; N 7, é uma reta paralela ao
vetor

Tomxm = oo
1 21

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Fazendo z = 0 no sistema

x+y+z=1

x+2y+z=0,
obtemos o sistema

x+y=1

x+2y=0,

cuja solucgo é A = (2,—1,0)

Logoy={A+su|seR}, ousefa,

€ uma parametrizacdo da retay paralela ao vetor que passa pelo ponto A.

Assim, S = { A+sW +tv'| s,t € R} é o plano paralelo aos vetores ' e v’ que passa pelo
ponto A e

x(s,t)=2—s+1t

S:Qy(s,t)=—1+3t ; s, teR,
z(s,t) =s+t
€ uma parametrizagéo de S.

¢ ;<z:0
- .

Y

Fig. 6: Diretriz y
Além disso, P = (x,y,z) € S se, e S0 se, existe um unico P’ = (x',y’,z’) € y e um unico numero
%
real t € R tais que P'P =tv’, ou seja,
—x' =t

X' +y' +z' =1

y—y =3t e
x'+2y'+z2' =0.

z—z' =1

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Logo, sendo:
x—l—y—|—Z=x’—|—t—|—y’—|—3t—|—z’+tzx’—l—y’—l—z’—i—St:1—I—St(:)tzx—i_%iil,
temos que:
o = X_t:X_x+y+z—1 :4x—y—z—|—1
5 5
x+y+z—1 —3x+2y—3z+3
Vo= U_st:y_3< 5 )Z 5
S = Z_t:Z_x—l—y+z—1:—x—y—|—4z+1.
5 5
Portanto, substituindo x’, y’ e z’' na equacdo x’' + 2y’ 4+ z' = 0, obtemos que:
4x—y—z+1+2—3x+2y—3z—|—3+—x—y+4z+1 —0

5 5 5
— 4dx—y—z+1l—-6x+4y—6z+6—x—y+4z+1=0

— —3Ix+2y—3z=-8

€ a equacgdo cartesiana da superficie S, plano que passa pelo ponto A = (2,—1,0) e é perpen-
dicular ao vetorw’ = (—3,2,—3).

£~
y B

Fig. 7: A superficie cilindrica S é um plano

A equacgéo cartesiana de S pode ser obtida apenas observando-se que S é um plano perpendi-
cular ao vetor

-1 0 1
1 31

W=uxv = (-3,2,—3)

que passa pelo ponto A = (2,—1,0).

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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x> +y?+z2 =1
(dy:d " Y Y =(1,1,1).
x+y=1
Solucao.
A curvay é a intersecdo da esfera S’ : x> +y? +z?> =1 de centro C = (0,0,0) e raioR = 1 com
o plano 7 : x +y =1 perpendicular ao vetorw = (1,1,0).

Como
0+0—-1 V2
dCn)=—F7—=—"<1,
(C,m) V2 2
, ) ] . . 1 1 V2
temos quey = S’ N1t é um circulo contido no plano m de raio r = 1—z = 7 =5 e centro

C’, onde C’ € o ponto de interse¢ao do plano @ com a reta

X =A
z=0

que passa pelo centro C de S’ e é perpendicular ao plano .

mir+y=1

Fig. 8: Diretriz y

Fig. 9: Diretriz 'y na vista usual

Logo, se C' = (A, A, 0), entao A+ A =2A =1, ou seja, A = % eC' = (%,%,O) .

Por uma translacdo e uma rotagdo do sistema de eixos ortogonais OXYZ, obtemos um novo
sistema de eixos ortogonais OXYZ, onde O = C' e os semi-eixos positivos O X, OY 4
tem a mesma direcdo e o mesmo sentido, respectivamente, dos vetores v’ = (0,0,1),

1/V2 1/V2 0] (1 1 (1
R, A P S I

eO
vy

V3 XV =

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Nas coordenadas X, y e z, o circulo y esta contido no planoz = 0, tem centro na origem e raio

1 .
—, OU sgja,
A 1]
=2 =2 1
X +y ==
Yiq 2
z=0
Como
(X,U,Z):§W+§\?+§\?+C/,
e
i(s)_COSS
V2
- sens
Y U(s) =
yl(s) NG
Z(s) =0

\

,

€ uma parametrizagdo dey nas coordenadasx, y e z, temos que:
n

ens 1
x(s) = 513
sens 1
Y y(s) =— 5 +§
Z(S)_COSS
V2

é uma parametrizacdo de vy no sistema OXYZ. Portanto,

S={v(s)+tv'|steR},

ou seja,
( x(s,t):sezrls+%+t
S: y(s)t):_sens+1+t; s,teR,
2 2
\ z(s,t)ch/szs—i—t

€ uma parametrizacdo da superficie S.
Determinemos agora a equacgao cartesiana de S.
Um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e so se, existe um unico P’ = (x’,y’,z') € y e um unico

. i — . <
t e R taisque P'P =tv’, isto e,

x—x' =1t

/ . X/2+y/2+Z/2:1
Yy—y =

, x'+y'=1.
z—2z'=

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Entao, como
x+y:x’+t+y’+t:x’+y’+2t:1+2t=>t:Lg_],
temos que:
o - X_tzx_x+12;—1:x—12;+1)
v = y_t:y_x—i—g—]:—x—l—zy—H)
— —x—y+2
S — Z_t:Z_x+124 1: X y;— Z-l-].

Fig. 10: Esbogo da superficie S

Logo, substituindo x',y' e z' na equagdo x'* +y'? + z'*> = 1, obtemos que:

(X_i+])2‘|’ (—x+r—|—1)2+ (—X—UZZZ‘FUZ _

= X+ 2y —dxy+ 2+ Xyt 2xy 422 4z +1 - 2(x+y)(2z+1) =4

= I’ H+3yP—2xy+422 +dz—dxz—2x —4yz—2y =1
= 33X+ 3y’ 4422 —2xy —4dxz—4yz—2x —2y+4z—1=0

€ a equaggo cartesiana da superficie S.

Exemplo 2

Em cada um dos itens abaixo, mostre que a equacao dada representa uma superficie cilindrica,
determinando uma diretriz e a direcdo de suas geratrizes. Parametrize essas superficies e faca
um esbocgo.

(a) S :y? = 4x.

Solucao.
Como estamos no espaco, a equacao acima significa que:

S={(xyz)|y*=4x}.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Ou seja, (x,y,0) € S se, e sO se, (x,y,t) € S paratodo t € R.

Logo a superficie S € uma superficie cilindrica com geratrizes paralelas ao vetor v = (0,0, 1)
(paralelas ao eixo—0Z) e diretriz

y? =4x
z=0,

Y

que é uma parabola no plano z = 0 com vértice na origem e reta focal igual ao eixo—OX.

Z

| 2| % i

A R M’\}r?if

Fig. 11: Esbogo da superficie S

Sendo

( 2

\

uma parametrizacdo de vy, obtemos que:

2
s
x(s,t)_Z
S: y(s,t)=s > s,teR
z(s,t) =1

\

€ uma parametrizagdo da superficie S.

(b) S:y?+2z2=9

Solucao.
Como
S= { (X»U,Z)’y2+lzz9} )

é facil ver que S € uma superficie cilindrica tal que o circulo
x=0

Y:

é uma de suas diretrizes e o vetor v’ = (1,0,0) é a direcdo de suas geratrizes.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Assim, sendo
x(s) =0
Y:qy(s)=3coss ; seER,
z(s) =3sens
uma parametrizacdo de vy, obtemos que:
x(s,t) =t
S:<y(s,t) =3coss ; s, teR,

z(s,t) = 3sens

€ uma parametrizagao da superficie S. Fig. 12: Esbogo da superficie S

(c) S:y?=x3.
Solucao.
Sendo
S={(xyz)ly*=x3},
vemos que S é uma superficie cilindrica tal
que

é uma de suas diretrizes e v’ = (0,0, 1) (pa-
ralelo ao eixo—0Z) é a direcao de suas gera-
trizes.

Logo, como
Fig. 13: Esbogo da superficie S
x(s) =s?
Y:icuy(s)=s® ; seR,
z(s) =0
€ uma parametrizacéo de vy, temos que
x(s,t) =s?
S:qy(s,t)=s3 ; s, teR,
z(s,t) =t

€ uma parametrizagao da superficie S.

Antes de continuarmos com 0s nossos exemplos, faremos a seguinte observacao:

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Observacao 1

Seja 7w um plano paralelo a um dos planos coordenados OXY, OYZ e OXZ.

Se m: z = k é paralelo ao plano OXY, temos que o e
vetor v’ = (a,b,c) # (0,0,0) é paralelo a este plano
se, e sob se, ((a,b,c),(0,0,1)) =c =0, pois (0,0,1) &
o vetor normal a 7.

(0,0,1)

Analogamente, se 7t: x = k é paralelo ao plano OYZ, g

entdo o vetor v’ = (a,b,c) # (0,0,0) é paralelo a
se,esdse,a=0,esemn:y =k éparalelo ao plano
OXZ, entdo o vetor v’ = (a, b, ¢) #(0,0,0) é paralelo a t se, e s6 se, b = 0.

Fig. 14: Vetor paralelo ao plano z = k

Seja S uma superficie cilindrica cujas geratrizes séo paralelas ao vetor V= (a,b,c) # (0,0,0).
Pelo visto acima, pelo menos um dos planos x = 0, y = 0 ou z = 0 ndo € paralelo ao vetor
v'. Portanto, a intersecdo deste plano com a superficie nos d4 uma diretriz desta superficie

cilindrica. [J
Vamos continuar com os exemplos.

(d)S:17x? +2y?> + 2> —8xy —6xz2—2 =0.

Solucao.
Seja m : x = k, k € R, a familia de planos paralelos ao plano OYZ e seja Cy, k € R, a fa-
milia de curvas dada por:

2y +22—8ky —6kz+17k? =2 =0

Ck:Sﬂﬂka
x =k
2(y? —4ky) + (22 — 6kz) =2 — 17k?
— Ck:
x =k
2y —2k)? 4+ (z—3k)? =2 —17k* 4+ 8k? + 9k? =2
— C(Cy:
x =k
—3k)?
g4 BTy
& Cx: t "+ 2
x =k.

Sendo as curvas Cy elipses contidas nos planos x = k cujos centros C, = (k, 2k, 3k) = k(1, 2, 3)
pertencem areta r = {(0,0,0) + t(1,2,3);t € R}, é f&cil ver que S é uma superficie cilindrica de

geratrizes paralelas ao vetor v =(1,2,3)e que tem a elipse

2
2, 2 _
y+2 1

x =0

como uma de suas diretrizes.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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De fato, seja S’ a superficie cilindrica tal que v =(1,2,3)éa direcdo de suas geratrizes e

2

2, %

Y-+ >
x=0

=1
Y

€ uma de suas geratrizes.

Entdo P = (x,y,z) € S’ se, e sO se, existe um unico

ponto P’ = (x/,y’,z’) € y € um Unico numero real

t € Rtaisque P'P =tv’, ou seja:

x—x' =t
2yl2+2/2=2

y-y'=2t e
x'=0

z—z' =3t

Logot=x,y ' =y—2t=y—2x,z' =z—3t =2z—3x

e, portanto, Fig. 15: Esbogo da superficie S e de algumas curvas Cx
S 2(y—2x)?2+ (z—3x)?=2 & S":2(y*—4dxy +4x?) + (22 —6xz2+9x?) =2
= SN2+ 2yP 22— 8xy—6xz2—2=0.
Ou seja, realmente S’ = S, como queriamos verificar.

Por outro lado, como

x(s)
Y:i{uls) =
z(s) =v2sens

0
COS s : sER,

é uma parametrizagdo da diretrize S = {y(s) + tv’ | s,t € R}, temos que:

x(s,t) =1t
S:<y(s,t) =coss + 2t ; s, teR.
z(s,t) = /2 sens + 3t

é uma parametrizagédo da superficie.

(e)S:xz+2yz=1

Solucao.
Fazendo a intersegcao da superficie S com a familia de planos 7 : x = k, obtemos a familia
de curvas

kz+2yz =1
x =k,

yk:Sﬂﬂk:

que sdo cébnicascom Ay =0,By=2,C,=0,D =0, Ex =k e F, =—1, onde

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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A+ Bz + Ciz? + Dy + Bz + Fe =0
x =k.

Yx -

Z
Como Ay = Cy, sabemos que, apds girarmos os eixos OYe OZde 7 1 v
um angulo de 45°no sentido positivo, obtemos um novo sistema de
eixos O XY Z, no qual: 450
X=X -
X=X
VZg_z () V2
= Yo (g— _ 2
Y 2 -2 Y= 7(9 + z) (2) Fig. 16: Rotagdo de 45° no plano YZ
V2
Y _ 2
(2=7 +2) 2= y+a2)
e
Ay +CzZ2+ DWW+ Ez—1=0
Yk
x=k,
onde
A O V2 o V2 1 0 1\ /1 —1
o G/ 27 2 1 1T 0/\1 1
1 1 1 —1 10
2 1 0o —1)°
_ V2
D) _ V2 (1 1\[(0)_ |72k
E/) 2 \-11)\kx) |2
—k
2
Logo,
gz—zz+£klj+ £kz—1 =0
Yk - 2
x =k
(ﬁz+ ﬁklj) — (zz— sz) =
= oy 2
x=k
(34 Y2) (2 V) =14 22,
AN ST
x =k,
\
ou seja, vx € uma hipérbole contida no plano x = k de centro no ponto Cy, = (k, —\f k, \f k)

Assim, a curva
kz+42yz =1
x =k

Yk :

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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€ uma hipérbole contida no plano x = k e com centro no ponto C, = <k, _; O), pois, por (1), as

coordenadas x, y e z do centro sdo:

Entao, como os centros das hipérboles
Yk pertencem a reta
T={t(2,—],0)\ te R}a

!

é facil verificar (verifique!) que S é uma
superficie cilindrica com geratrizes pa-
ralelas ao vetor

v =(2,-1,0),

Yo
sendo a hipérbole:

2yz =1
Yo : 3 x=0
x=0

. . i . ici — — K —
uma de suas diretrizes. Fig. 17: Superficie S e curvas vy, = SN {x =k}, sendo vy =Cy

Para parametrizarmos a superficie S, devemos primeiro parametrizar a diretriz

_ v -2 =1
Yoy _
x=0,
nas coordenadas x, y € z.
Sendo
X(s) =0
Yo:{Y(s) =xcoshs ; scR,

zZ(s) =senhs

uma parametrizacao de y,, temos, por (1), que

p

x(s) =%(s) =0
Yo: y(s):\f(lj(s)—z(s)):\f(icoshs—senhs); s €R,
z(s) = ?(U(s) +Z(s)) = \f(i coshs + senhs)

€ uma parametrizacéo da diretriz nas coordenadas x, y e z.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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x(s,t) =2t

TZ(icoshs—senhs) —t. s teR,
v2
2
€ uma parametrizagdo de S ={ yo(s) +t(2,—1,0)| s,t € R}.

Logo, S:{ yls,t) =

z(s,t) = (£ coshs + senhs)

(f) S:xeY =e=.
Solucao.

Fazendo a intersecao da superficie S com os planos 7 : y = k, k € R, paralelos ao plano
OXZ, obtemos a familia de curvas:

yk:Sﬂﬂk:

n| X X X
z=eF b=

0

S . s

k

o)
N

)
N

.
=

Fig.18:y=k <0 Fig.19:y=k=0 Fig.20: y=k >0

Como o ponto (1,k,k) pertence a curva vy, k € R, e esses pontos pertencem a reta r =
{(1,0,0) +t(0,1,1)| t € R} paralela ao vetor v = (0,1,1), podemos intuir que v éa direcéao
das geratrizes de S e

€ uma de suas diretrizes.
De fato, seja S’ a superficie cilindrica com diretriz v, e geratrizes paralelas ao vetor v'.
Entdo P = (x,y,z) € S’ se, e sb se, existe um Unico P’ = (x',y’,z’) € yo € um Unico t € R tais

H . ,
que P'P" =tV isto é:

Logox' =x,t=vy,z' =z—t=z—y e, portanto,
X = eF Y & eYx = ¢e*

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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€ a equacao cartesiana da superficie S’.

Provamos assim que S = S’, ou seja, que S é uma \Z
superficie cilindrica com diretriz y, e geratrizes pa-

ralelas ao vetor v'.

Sendo
x(s) =e®
Y:iquy(s)=0 ; seR, I
z(s)=s
Y
uma parametrizacao de vy, obtemos que:
x(s,t) =e®
S:qy(s,t) =t ;o s, teR,
z(s,t) =s+t

€ uma parametrizagao da superficie S.

Fig. 21: Superficie S

Exemplo 3
Seja C o circulo contido no plano i : x —y + 2z = 0, centrado na origem C = (0,0,0) e de raio
R =3.

(a) Dé a equacédo cartesiana e as equacgdes parameétricas da superficie cilindrica S cuja diretriz
€ o circulo C e as geratrizes sdo perpendiculares ao plano .

(b) Verifique que a diretriz€ = SN’ de S é uma elipse, e determine o seu centro e a sua reta
focal, onde n’ € o plano z = 0.

Solucao.
(a) Por uma rotacao dos eixos coordenados OX, OY e OZ, obtemos um novo sistema de ei-
xos ortogonais O XY Z, no qual os semi-eixos positivos OX, OY e OZ tém a mesma direcdo e

1/vV6 —1/V6 2/V6|
1/V2 1/vV2 0 |

. 1
0 mesmo sentido dos vetores v_>1 = ( L, Vo=V 33X V=

Vi 2l

1>aa—>

(— 2z 2 ) = (—] 1 ]> evs= (1 1 2) respectivamente

Vi2' iz’ iz V3 V33 T\Ve Ve ve) '

Neste novo sistema, o circulo C tem centro na origem e raio 3 e esta contido no plano z = 0, ou
seja,

Como
(x,U,2) =%Xvi +Gva +2v3,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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X(s) =3coss

)
|

(s)=3coss ; scR,
s)=0

I

€ uma parametrizacao de C nas coordenadas X, U, Z,
obtemos que:

,

3 3
x(s) = ﬁcoss— \—@sens
C:q y(s)= \20033+5§3ens ; sER,
z(s) = 3 sens
\E Fig. 22: Superficie cilindrica S

€ uma parametrizagéo de C nas coordenadas x, y e z.

Entdo S ={ (x(s),u(s),z(s)) +t(1,—1,2)| s,t € R}, isto &,

;

3 3

x(s,t) = —=coss— —sens+t

(5%) V2 V3
3 3
S: s,t)=—=coss+ —=sens—t; s, teR,

vis:th =7 Ne
3

z(s,t) = —=sens + 2t

\ (s,t) V3

€ uma parametrizacao de S, onde v’ = (1,—1,2) é um vetor normal ao plano 7.

Para obtermos a equacéo cartesiana de S observe que:

c. X*+y?+z2=9
' x—y+2z=0.

Um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e s6 se, existe um Unico ponto P’ = (x/,y’,z’) € C e um

unico numero real t € R tais que P'P = tv’, ou seja:

x—x' =t
X/2+U/Z+Z/2:9
y—y' =—t
x'—y' +2z2=0.
z—z' =2t
Assim:
X—y+2z=x"—y +2z +t+t+4t=6t, istoé, t:%ﬂz;

_x—y+2z 5Sx+y—2z,

= —t: e
X X X c c ;
— 2 2
y' = y—l—t:y—}—x y+ z:x—l—Sy—i— z;
6 6
S = Z—zt:Z—ZX_y6+ZZ:_2X+§y+22.
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Logo,

(5x +y —22)2+ (x + 5y + 22)2 4 (—2x + 2y + 22)2 =36 x 9
= 5x? 4 5y? 4+ 222 + 2xy —dxz +4yz—54 =0 (3)

€ a equacdo cartesiana da superficie cilindrica S.

Solucao.
(b) De fato £ = SN’ € uma diretriz da superficie S, pois a direcao das geratrizes v =(1,-1,2)
néo é paralela aoplanon’:z =0, jaque ((1,-1,2),(0,0,1)) =2 #0.

Z=7

Fig. 23: Intersecdo £ = SN 7’ e eixos OX e OY obtidos dos eixos OX e OY, respectivamente, por uma rotagéo de 45°
Fazendo z = 0 na equagao (3), obtemos que:
5x? 4 2xy + 5y —54 =0
z=0
Como, na cénica acima, A =C =5,B=2,D =E =0 e F = —54 obtemos, apds girarmos 0s

eixos OX e OY de 45° no sentido positivo, um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z, no qual
a elipse se escreve na forma:

AX*+ Cy?+Dx+Eg—54=0
z=0,

onde:

R O [ [ R CR [ S R

Ou segja,
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6x> + 4y =54
z=0 Z=0

Provamos, assim, que £ é uma elipse centrada na origem cuja reta-focal é r = { (t,—t,0)| t € R},
pois a reta focal é paralela ao eixo—OY. [

Definicao 1
A superficie cilindrica S circunscrita a esfera S, com geratrizes paralelas a reta r é a superficie

gerada por todas as retas paralelas a reta r que intersectam a esfera S, em apenas um ponto,
ou seja, que s&o tangentes a esfera S,.

Exemplo 4
Determine a equacéo cartesiana da superficie cilindrica S circunscrita a esfera
So:(x—2)2+(y—172+(z—-3)%2=4,

cujas geratrizes sdo paralelas a reta

x=t—3
T y:t—|—7 y tER
z=-2t+5

Solucao.
Seja Py = (%0, Yo, z0) Um ponto pertencente a esfera Sy e seja

X=X+t
To:qy=yo+t ; teR,
z=12z0— 2t

a reta paralela a reta r que passa por P.

Fig. 24: Supericie cilindrica S circunscrita a esfera Sy
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Entdo ro N Sy = {Po} se, e sb se, a equagao do segundo grau na variavel t:
(xo+t =22+ (yo+t—1)2+ (20 -2t = 3)* =9
& (x0—2)2+2t(xo—2) +t2+ (Yo — 12+ 2t(yo— 1) + t2 + (2o — 3)* —4t(zo — 3) +4t* =9
= 6t7+2t((x0—2) + (yo—1) —2(z0—3)) =0,
— 2t(3t+(xo—2)+(yo—1) —2(z0—3)) =0
possui apenas a solugdo t = 0 (note que (xo — 2)% + (yo — 12 + (zo — 3)2 =9, Pois Py € Sp).

Para que isto ocorra devemos ter:
(xo—=2)+ (yo—1) = 2(z0 —3) = 0.

Ou seja, 1o N Sy = {Po} se, e sb se, Py pertence ao plano
m:(x—2)+(y—1)—2(z—-3)=0,

perpendicular ao vetor v’ = (1,1,—2) (paralelo as gera-
trizes) que passa pelo centro A = (2,1, 3) da esfera.

Provamos assim que o circulo
(x—=2P24+{y—-17%+(z-3)2=9

Xx+y—2z=-3 Fig. 25: NS =C

€ uma diretriz da superficie cilindrica S.
Entdao P = (x,y,z) € S se, e sO se, existe um unico ponto P’ = (x/,y’,z’) € C e um Unico numero

real t € R tais que P'P =1tv’, ou seja,

x—x' =t
, R e e
Yy—y =
/ 2t x'+y'—2z2/ =-3.
z—2z'=—
o ~2
'—0905X+U—ZZZX’+y’—Zz’+t+t+4t:—3+6t,|stoe,t=%;
X = x—tox_ Xty-2zH3 Sx-yt2z-3,
— — - _ ! ,
by gy Xty—2z243  —x+5y+2z-3,
y = y—-t=y B = s :
- _ x+y—2z+3  2x+2y+2z+6
2 = z4+2t=2z+2 z = . _

Finalmente, substituindo as expressdes acima na equagdo (x’ —2)2 + (y' —1)?+ (z/ = 3)? =9,
obtemos que

5x —y+22—3—12)2+ (—x+5y+22—3—6)>+ (2x+2y+22+6—18)2 =36 x 9
& 15x? 4+ 15y? + 622 — 6xy + 12xz + 12yz — 95x — 54y — 54z + 63 = 0

é a equagéo cartesiana do cilindro S.
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Definicao 2

Dizemos que um cilindro S com geratrizes paralelas ao vetor v o= (a,b,c) # (0,0,0) é um
cilindro circular reto quando a diretrizC = S N1tq € um circulo, onde g : ax + by +cz=d é um
plano perpendicular ao vetor v

Neste caso, para todo k € R, C, = S N € um circulo de raio R e centro num ponto C, da reta
paralela ao vetor v’ que passa por C, onde . : ax + by + cz = k é um plano perpendicular ao
vetor v, C é o centro e R o raio do circulo C = mqNS. Aretar que passa pelos centros Cy
(paralela ao vetor v') é chamada eixo do cilindro.

De fato, se C = (xo, Yo, 2z0) € 0 centro de C = 1tqg N S, entdo:

c: (x —x0)? 4 (Y —yo)* + (2 —20)* = R?
] ax +by+cz=d.
Entdo um ponto P = (x,y,z) pertence a my NS = Cx se, e sO se, existe um Unico ponto

2 GV A A _ i ; i .
P'=(x',y',z2') e C=mgNS eumunico t € R tais que P'P =tv’, ou seja:
q

x—x' =at
- o (x" = x0)? + (Y’ —yo)* + (2/ — 20)* = R?
x—y' =
ax'+ by’ +cz’ =d.
z—z' =ct

Assim,
alx—x)+by—y')+clz—2') =(a?+b?+c2)t
& (ax+by+cz)—(ax’ + by’ +cz’') = (a? + b2 + )t

— k—d=(a?+b*+c)t
k—d

= t=—_ %
a?+b24c2

Fig. 26: Cx = N S

Provamos, entdo, que Cx = m, N S consiste de todos os pontos da forma:
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P_py k—d \T>:P/—|— k—d W,
a?+b2+c? Va2 + b2+ ¢2
/ — (a,b,C) 4 e . ~ .
comP enaNS=C_C,onde vy = ————— € 0 vetor unitario na diregao e sentido do vetor
vaz+bZ24c?
k—d
v'. Lembre que d(mg, my) = o fe—d
aZ 4+ b2 4 c?

Como (x' —x0)2+ (y' —yo)? + (z/ —20)>=R?> e X' =x —at,y’ =y — bt, z/ = z — ct, temos
que:
(x — (at +x0))? + (y — (bt +yo))? + (z— (ct + 20))> = R?.
Portanto,
(x — (at +x0))? + (y — (bt +yo))? + (z— (ct +20))> = R?
ax +by +cz =k,

T NS:

€ um circulo de centro Cx = (at + xo, bt + yo,ct + zo) € raio R contido no plano m,, onde
. k—d
a2+ b2 42

Exemplo 5
Determine as equacbes paramétricas do cilindro circular reto S que passa pelo ponto A =
(1,3,2), sabendo-se que ele tem por eixo a reta:
x =2t
riqy=3t+1 ; teR.
z=1t+4

Solucao.

e As geratrizes do cilindro S sdo paralelas ao vetor Vo= (2,3,1) || reocirculoC =nnNSé
uma diretriz, onde té oplano 2x + 3y +z=2x 143 x 3+ 2 = 13 que passa pelo ponto A € S
e é perpendicular ao vetor v

Seja C = (2t,3t + 1,t +4) o centro do circulo C. Como

C € m, temos: ,
Is
2x2t+3x (3t+1)+t+4=13 A s
o M=13-7=6est=1 %
C
Portanto,
6 9 3 6 16 31
c=(77+15+4)=377)
€ o centro do circulo C, Fig. 27: Geratriz C C mte reta reixode S
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é oseuraioe

R O R (R VR CE RS

2x+3y+z=13.

Por uma translacdo e uma rotacdo do sistema de eixos ortogonais OXYZ, obtemos um novo

NIl

sistema de eixos ortogonais O XY Z, onde O = C e os semi-eixos positivos OX, OY e O Z tém

a mesma direcdo e 0 mesmo sentido dos vetores

U L S

Vi - (\/g)o) \@))

5 = @szz/\/ﬁ 3/V14 1/V14
1/v/5 0 —2/V5

(s E
_< V70" V70 \%)

W_(z 3 1)
> Vi’ Via' Via )’

respectivamente.

. . . V315 . . . =
Neste novo sistema, o circulo C tem raio — centro na origem e esta contido no plano z = 0,

ou seja:

I
N
[l

= 2 315 45
c XV T w7

Portanto,

\

obtemos que:

(x(s)— —coss—§ 4—53ens+f
V35 7 V10 7
5 9 16
C — 2./ = ; seER,
y(s) -\ 7o sens + 7
45 3 /45 3
kz(s) -2 35 COSs — -\ 7o sens + >

€ uma parametrizagcéo de C no sistema OXYZ.

Logo,
S={(x(s),y(s),z(s)) +t(2,3,1)|s,te R},

isto é,
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.
9 6 /9 6
X(s,t)—\/;COSS—7\/;SGHS+7+2t

9 sens+]6+3t ; s, teR,

€ uma parametrizagéo do cilindro circular reto S.

Antes de prosseguirmos com nosso estudo de superficies especiais, veremos, através de
exemplos, como esbocar uma superficie, conhecendo-se algumas de suas secdes planas.
Exemplo 6

Corte cada uma das superficies abaixo pelos planos z =constante e classifique a familia de

curvas encontradas. Determine também a interse¢do das superficies com o plano x = 0. A
partir destas informacgées, faca um esbo¢o da superficie.

(@) S:4x*+4(y—2)* =

Solucao.
Primeiro observe que S esta contida no semi-plano z > 0. Fazendo z = k, k > 0, na equa-
cao acima, obtemos:

2
x4y — V)P =k =P+ (y— V)= <ﬁ> :

Sek =0,temos que x> +y?> =0 (& x =y =0). Logo SN{z =0} ={(0,0,0)}.
A\

Se k > 0, a equagao

2
representa um circulo, contido no plano my : z = k, de centro 3\2/2
Cyx = (0, vk, k) e raio 1 = \f
Fazendo agora x = 0 na equagéao da superficie, obtemos: 19) Y
My VAP =z e 2y —VE) = VR (y— VA = £ . 285 Curvs y 345 01
(:)y:\/g_\f:\f ou y—f+£ 3*2[

duas curvas no plano YZ (Figura 28). Além disso, observe que os centros C, dos circulos

vk
) 2 M

=./z
pertencem a curva u=z e que, para cada k > 0, os pontos A, = (O

k) e By =
x=0,

(0 3\[ ) séo as extremidades do diametro do circulo Cy contido no plano x = 0 (plano YZ).

Juntando as informacgdes acima, podemos esbogar a superficie.
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Fig. 29: Superficie S

Sendo

Sﬂnk:

um circulo de centro (0, vk, k) e raio ? k > 0, podemos parametrizar a superficie da seguinte

maneira:

t
x(s,t) = £ COSs

2
S: y(S,t)=§sens+\/{ ; tel0,00), seR.
z(s,t) =1t

(b) S:x?+ (y —2z'/3)2 =223,

Solucao.
Fazendo z = k, k € R, na equacgao acima, obtemos a familia de curvas:

Cr:x?+ (y—k'3)?2=%x¥? keR.

A curva Cy é o circulo de centro Cy = (0, k'/3, k)
e raio T, = |k|'/3, contido no plano z = k, se
k # 0. Além disso, SN {z =0} = {(0,0,0)}, se
k =0.

A intersecdo da superficie S com o plano
x = 0 € dada pelas curvas

(y o Z1/3)2 —_ Z2/3 = |y o Z1/3>| _ |Z|1/3

= y—2P=p" ou y-—zP=—f'

= y=zZB412"3 ou y=z3—|7'3
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1/3 1/3 _ ~,1/3
2242z =2z sez>0
_ 173 1/3 _ ’ =
y=z/7+[z/°=
213 7113 =0, sez<0
ZV3 —Z13 =0, sez>0

y:Z1/3_|Z|1/3: )
V3 —(=2)13 =213, sez<0

temos que, para todo k € R, Ay = (0,2k'3 k) e By = (0,0, k) sdo as extremidades do diametro
do circulo Cy contido no plano x = 0.

Com as informacdes acima, podemos fazer um esbog¢o da superficie S (ver Figura 30), e parametriza-
la da seguinte maneira:

x(s,t) =|t|'"3coss

S:<y(s,t) =[t|"3sens+t'/3 ; s, teR.
z(s,t) =t

(€)S: (x*+y?+z2—a?—-1b?)? =4a*(b*>—2z?),onde a > b > 0.

Solucao.
Primeiro observe que se (x,y,z) € S entdo b% — z2 > 0, ou seja, |z| < b, ja que
(x24+y2+2z2—a?—b%)?2>0.

Além disso, se |z| < b:

x2+y?+2z2—a’>—b?>=+2ay/b2— 22

— x?+y? = a?+ (b? —2z?) £ 2ay/b? — 22
2 2
= X2+y2:<a+ bz—z2> oux2+y2=(a— bz—zz) : (4)

Entao, se |k| < b,
Sﬁ{ZZk}ZC]kU62k,

onde:

D R e
1k -
z=k

€ um circulo de centro Cy, = (0,0,k) eraio rie = a + Vb2 —k?, e

X2+y2 — (a_ ‘/bz_kZ)z
CZkZ
z=k
€ um circulo de centro Cy, = (0,0,k) e raio r;x = a — v bZ—k?2, contidos no plano z = k.

Observe que a — /b2 — k? > 0, pois a > b por hipétese.
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a
Sek=b,SN{z=">b}: € o circulo de centro Cy, = (0,0, b) e raio r, = a, contido
b

no plano z =b.

Esek=-b,SN{z=-b}: € o circulo de centro C_y, = (0,0, —b) eraio r, = a,

contido no plano z = —b.

Vamos determinar agora a se¢ao plana S N {x = 0}. Por (4), temos:

y? = (a+ v/b2—2z2)? y y2=(a—vb2—22)2

y=—a—b2-22 U y=a—yvb2—22 U y=—a+Vb2—-22

—
R (y—a)?=b*-2? (y+a)2=b2—z2
—a)?+2z2=0b? +a)2+2z2 =12
— (y—a) U (y+a)
x =0 x =0

Ou seja, SN{x =0} = 7 U B2, onde 3; é o circulo de centro (0, a,0) e raio b, € 3, € o circulo de
centro (0,—a,0) e raio b.

SNVERNYS

Fig. 31: Circulos 37 e 32

Assim, para cada k, com |[k| < b: os pontos Ay = (0,—(a + vbZ—k?),k) e By = (0,a +
Vvb?% —k? k), pertencentes aos circulos 3, e 3; respectivamente, sdo as extremidades do dia-

metro, contido no plano x = 0, do circulo Cyy (de centro (0,0,k) e raio a + /b2 — k?);
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Fig. 32: Circulos 31, B2 € C1x

e o didmetro, contido no plano x = 0, do circulo Cy (de centro (0,0,k) e raio a — y/b? — k?) tem
por extremidades os pontos C, = (0, —(a—v/b? — k?,k) e Dy = (0, a—v/b% — k? k), pertencentes
aos circulos 3, e 3, respectivamente.

Z‘

/-lv —
k k

e — Cor

Fig. 33: Circulos 31, 32 e Cax

i . ] XZ ‘|‘U2 — az .
Para k = b, o didmetro, contido no plano x = 0, do circulo Cy : tem extremida-
z=D>

des nos pontos (0,—a, b) e (0, a,b), pertencentes aos circulos 3, e 31, respectivamente, e para
" . . x? +y? =a? _
k = —b, o didmetro, contido no plano x = 0, do circulo C_y : tem extremidades
z=—b

nos pontos (0, —a,—b) e (0, a,—b) pertencentes aos circulos 3, € (3; respectivamente.

Fig. 34: Circulos B1, f2,Cp €C_y

Juntando as informagdes acima, podemos esbocar a superficie:
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e parametriza-la:

x(k,s) = (ai \/bz—kz) COS s
S y(k,s)z(ai bz—k2>sens ; kel[-bb],seR
z(k,s) =k

A superficie S é um toro de revolucao, obtido, como veremos depois, pela rotacao do circulo

(y—a)?+2*=1b?
Br:

x =0

em torno do eixo—0Z.

Exemplo 7
A partir das informagées abaixo, determine as equagdes cartesianas e paramétricas da superfi-
cie S tal que:

(a) Paracadak € R, a intersecdo de S com o planoy = k € o circulo de raio 1 e centro no ponto
(0,k, 1).

Solucao.
Como, para cada k € R,

X

T+ (z—1) =1
SNfy=k: (z=1) ,
y=k

temos que x? + (z — 1)2 = 1 é a equacgado cartesiana de S, que é um cilindro de diretriz

x?+(z—1)2=1 _ N _
Y e geratrizes paralelas ao vetor v’ = (0,1, 0) (paralelo ao eixo—OY).
y=0

As equagdes paramétricas de y sao:
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x(t) =cost
Y:qyt)=0 ; teR.
z(t) =sent+1

X Y

Fig. 36: Superficie S, um cilindro circular reto

Portanto, como S = { y(t) + sV’ | s,t e R },

x(s,t) =cost
S: y(s)t):s s, teR,

z(s,t) =sent+ 1

sao as equagles parametricas do cilindro S.

(b) Para cada k € [—1,1], a intersecdo de S com o plano z = k sdo os circulos de centro no

ponto (0,0,k) eraios 1++1—k? e 1—+/1—Xk?, respectivamente.

Solucao.
Para cada k € [—1, 1], temos que:

x2+y2=(1+ 1—k2)2 y x“ﬂfz@—ﬂ)z

z=k z=Kk.

Sn{z=%k}:

Logo, um ponto P = (x,y, z) pertence a superficie S se, e sb se:
Ay =1+(1-22)+2/1-2
xz—{—yz—l—zz—Z:jzzm

(x* +y?+2>=2)* =4(1 - 2%)
(x2+y2+22)?— 42 +y2+22) +4 =4 — 472
(X +y?+22)2 =42 + 4y + 422 — 4+ 4 — 472

111171

(x> +y? + 22?2 =4(x* +y?),

que é a equacao cartesiana de S.

O esbocgo da superficie S se faz de modo anélogo ao exemplo anterior fazendo a = b = 1.
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(Atencao: S ndo é um toro de revolugéo, pois a = b).

Fig. 37: Superficie S
Usando k € [—1, 1] como parédmetro, vemos que:
x(t, k) = (1 + m> cost
S:<y(t,k) = (1 + 1—k2) sent , kel[-1,1],teR
z(t,k) =k

é uma maneira de parametrizarmos a superficie S.

)
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