Aula 7

Superficies Conicas

Sejam v uma curva contida num plano 7 do espago e V um ponto nado pertencente a . A
superficie conica S de diretrizy e vértice V € a superficie gerada por todas as retas que passam
por V e por algum ponto de y. Ou seja,

S:{V—i—tV—P)‘PGy e teR}

Fig. 1: Superficie conica S

— ~ . A
As retas S = {V +tVP' [teR } com P € vy, sdo as geratrizes da superficie conica S.

Exemplo 1

SejamV = (xo, Yo, z0) um ponto do espaco e a, b, c constantes reais positivas.

A superficie S, chamada cone eliptico reto de eixo paralelo ao eixo—0Z, dada por:
Cx=x0)* | (y—yo)?* _ (z—z)?
S a? + b2 - c? ’

€ uma superficie cbnica de vértice V = (xo, Yo, z0) € diretriz

(x—x0)? | (y—vyo)* _
v a? T b2 =1
z=2zp+C.
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Zp+c¢

Fig. 2: Superficie conica S
Solucao.
De fato, seja S a superficie conica de diretriz y e vértice V. Pela definicdo, um ponto P = (x,y, z)
pertence a S se, e s6 se, existem um ponto P’ = (x/,y’,z') € y € um nimero real t tais que:

—
VP =t VP’ . (1)
Ou segja:
x —xo = t(x' — xo)
o (X =x0)? | (¥ =y _|
Y —Yo =ty —yo) (2) ) a2 b2 (3)
z—2zo=1t(z2' — 20) 2/ =zp+c

Logo, comoc =z'—zp e z—zy = t(z' — z¢), temos que

Z—2Zp
c .

t =

Observe, por (1) e (4), que:

P=Véest=0&cz=2z. ()
Assim, o vértice V é o Gnico ponto de S com terceira coordenada igual a zo.
Se z # z,4, temos, por (2), que:

/ _ x—X%p _ c(x—xp)

X = t zZ— 29
r _ Y—vyo _ cly—vo)
Y —Yo = t | z—z
e por (3), que:
cZ(x —x0)? | c*(y —yo)? (x—x0)? | (y—yo)? (z—2z0)?
a2(z —zp)2  b2(z—2zp)? 1= a? + b2 o c?
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Provamos, ent&o, que um ponto P = (x,y,z), com z # z,, pertence a S se, e so se, satisfaz a

equacao:
2
_|_

(U *yO)Z _ (Z* ZO)Z ) (6)

b2 2

(x —xo)
aZ

Além disso:
(a) se P = (x,y,z) € S e z = z,, entdo, por (5), P = V = (xo, Yo, 20), que satisfaz a equacao (6).

(b) se P = (x,y, zo) satisfaz a equacao (6), entdo:
)2

2
N )

(U —yo
bZ

(x —xo

=0,

a2
ou seja, x = xp € y = Yo €, portanto, P = (xo, Yo, z0) = V.
Logo a superficie conica S de diretriz y e vértice V realmente coincide com a superficie S.

« O eixo do cone eliptico S € a reta { (xo,Yo,20) +t(0,0,1) | t € R} paralela ao eixo—OZ, que
contém os centros das elipses:

(x —x0)? N (y—vyo)?  (k—z0)?
2 2 - 2
SN{z=Xk}: a b c
z=Kk,

onde k € R —{zy}.

No caso em que a = b, dizemos que S € um cone circular reto de eixo paralelo ao eixo—0Z.

Observacao 1
As superficies dadas pelas equacgdes:

(x —x0)? n (z—20)%  (y—yo)?
a? c? o b2
e
(y —yo)? n (z—20)%  (x—%0)?
b2 c? N a?

sao, respectivamente, os cones elipticos retos de eixos paralelos aos eixos OY e OX de vértice
V = (xo0, Yo, 2o) que tém, respectivamente, as elipses

(x —x0)% = (z—2z0)?
a? + c? =1
y=yo+b
e
(y—v0)? | (z—20)?
vz T a2 1
X=%Xo+ a

como uma de suas diretrizes.

Exemplo 2

Faga um esbogo da regido delimitada pelas superficies x* +y? —4z> =0,z=0ez = 2.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Solucao.

A superficie S; : x> + y? = 422 & S; :
2 2

X e .
+ yj = z? € um cone circular reto de

4
eixo—OZ e vértice V = (0,0, 0), que tem
o circulo

XZ +y2 — 4(2)2 — 42

como uma de suas diretrizes.

Assim, 0 esboc¢o da regido é o mostrado
na figura 3 ao lado.

Exemplo 3

Fig. 3: Regiao delimitada pelas superficies x2 +y2 —4z2 =0,z=0ez=2

Descreva a familia de superficies cbnicas representadas pela equagéao:

Se:x*+y* = (g6)*2%,

onde o pardmetro © pode assumir todos os valores no intervalo <O, g) :

Solucao.

Para todo 0 € (0, g) a superficie Sg € um cone circular reto de eixo—OZ e vértice V = (0,0, 0)

na origem, sendo o circulo

uma de suas diretrizes.

x?+y?=1
z=-cotgo

Fig. 4: Superficie Sg

IM-UFF
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As geratrizes do cone Sg séo as retas
—
To= {V+tVP’ It e R} ,
onde P’ = (cos ¢, sen ¢, cotg0) é um ponto de vy, com ¢ € [0, 27).
=7 Ao \ N . . .
O vetor VP/ = OP’ paralelo a reta r,, faz um angulo constante igual a 6 com o eixo—0Z, pois:

/
<OP )(0)0)1)> o COtge . Cotge

[oP”[[l0.01] /1 +cotgre  O0ss€C8

= Cos0.

Observe que se:

° 0 =0,entdo So: x*+y? =0, ouseja, So = {(0,0,z) |z € R} é 0 eixo—OZ.

_T 5 ,€0S%0 5 o o Co2 Y — () &
oe_z,enta08§.sen26(x +y?) =22 =Sz :22=04= Sz :z=0é&oplano XY.
Exemplo 4

Seja S um cone circular reto com vértice na origem que contém o ponto A = (1 ,—V2, 1) . Seo

eixo—QY é o eixo do cone, determine sua equacao.

Solucao.
A equacéo geral de um cone circular reto S de vértice na origem e eixo—QOY é:

S:x?+2z2=(tg0)*y?,

onde 0 € (O, %[) Como A € S, temos que

1—|—1:(tge)z-Z(:)(tgef:%:](:>9:§'

Assim, S : x? +y? = z? e 0 seu esboco é o mostrado na figura abaixo.

Fig. 5: Superficie Sg, 0 &ngulo entre areta VP e 0 eixo—OYéde 7 [

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Exemplo 5

Faca um esbogo da regiao dada pelo sistema de inequagédes:

X2 +y? <1
(@) R: x2+y2§zz

—1<z<2.
Solucao.

Vamos primeiro determinar as superficies que delimitam a regido R:

Fig. 6: Superficie S,
A regido R : x* +y? < 1 é formada pelos pontos interiores ou sobre o cilindro S;.

¢S, : x> +y? = z? é o cone circular reto de eixo—OZ e vértice na origem que tem o circulo

X2yt =1 -
Y1 como uma de suas diretrizes.
z=1

Fig. 7: Superficie S,

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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A regido R, : x* +y? < z? consiste dos pontos interiores ou sobre o cone S..

e S;:—1eS,:z=2sao dois planos paralelos ao plano XY, e R3: —1 < z < 2 € a regido do
espaco delimitada por esses planos.

x2+y?=1 2 2 _
Um ponto (x,y, z) pertence a S; N S, se, e sb se, Y = { Xz Tty 1 ou seja,
Xz —|—y2 = Zz - = 1 }
$1NS;=v;Uvy_4,0onde
X 4+y?=1 X +yr=1
Yl y ’Yf‘l
z=1 z=—1
sao dois circulos de raio 1.
. X*4+yr=1 ) .
Observe também que . = S1N Sy : eumcirculoderaiol ey, = S,NS,:
z=2
Y € um circulo de raio 2.
z=2
Assim,

Fig. 8: Regido R

€ 0 esbogo daregido R = R1NR2NR3.

x2+y? <4
D) R:{x?+12 > (z— 1)
0<z<2.

Solucao.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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As superficies que delimitam a regido R:

e S;:x*+y? =4 é o cilindro circular reto de eixo—OZ que tem o circulo de raio 2

z=0

Bo:

como uma de suas diretrizes.

Fig. 9: Regido R,
A regido R : x* +y? < 4 é formada pelos pontos interiores ou sobre o cilindro S;.
e S,:x>+y? = (z—1)%? é o cone circular reto de eixo—0OZ, vértice V = (0,0, 1) e diretriz

T
Fig. 10: Superficie S;

A regido R, : x* +y? > (z — 1)? é o conjunto dos pontos exteriores ou sobre o cone S,.
g

eS3:z2=0e S,:z=2s80 planos paralelos ao plano XY, e R3:0 < z < 2 é aregido do espaco

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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situada entre ou sobre estes dois planos.
Observe que um ponto (x,y, z) pertence a SN S; se, e sb se,
— —
x> +y?=(z—1)? (z—1)>=4 z=1+42,

ou seja, S1NS, =v_1Uvys, 0onde y_; ey, sdo os circulos de raio 2:

Y- e Y3
z=—1 z=3
Além disso,
Yo=S2MS;3: , Y2=S>NS,:
z=0 z=2
x> +y?=4 x> +y?=4
sao circulos deraio 1, e Bo = S1NS3 : Y , P2=S51N8S4: Y sao

circulos de raio 2. O esbogo da regido R = R1 N'R, N Rz € 0o mostrado na figura 12.

Fig. 11: Curvas de interse¢ao v_1, vo, Y3, Bo € B2 Fig. 12: Regiao R

Definicao 1
Dizemos que uma superficie cénica S € um cone circular
reto cujo eixo é uma reta r paralela ao vetor

v’ = (a,b,c) # (0,0,0),
se o vértice V pertence a retar e as curvas yq: S Ny
sdo circulos centrados num ponto da reta r, onde m4 :

ax + by + cz = d sdo os planos perpendiculares a reta
T Que ndo passam pelo vértice V.

Os circulos v 4 sdo diretrizes do cone circular reto S.

Fig. 13: Diretrizes do cone S

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Exemplo 6
x=t+1

Areta rv:<{ y=—-t+2,teR, & o eixode um cone circular retoS cujo vértice se acha
z=2t

sobre o plano XZ.

Determine a equagéo cartesiana e as equagbes paramétricas de S, sabendo-se que o ponto
A = (0,1, 3) pertence ao cone.

Solucao.
O vértice V = (t + 1,—t + 2,2t) pertence ao eixo do cone. Além disso, como V pertence ao
plano XZ,temos quey = —-t+2 =0, 0u seja, t =2 e, portanto, V = (3,0,4).

Seja : x —y + 2z = 5 0 plano perpendicular a reta r que T
passa pelo ponto A = (0,1, 3). A

Sendo S um cilindro circular reto, sabemos que TtNS =y é
um circulo de centro B e raio R = d(A, B), onde {B} = mtNr.
Assim, B = (t+1,—t+2,2t) e (t+1)—(—t+2)+2(2t) =5.
Istoé, t=1. v

ma

Logo, B = (1+1,-1+42,2-1) = (2,1,2) € o centro e

R =d(A,B) =v4+0+1=1/5é o raio do circulo v, que
é uma das diretrizes do cone circular reto S de eixo .

Para parametrizarmos o cone S, devemos primeiro para-

, - Fig. 14: PI "
metrizar a diretriz . 9 anomerelar

Seja O X Y Z o sistema de eixos ortogonais no qual O = B e 0s eixos O X, O Y, O Z tém a mesma
direcdo e o mesmo sentido, respectivamente, dos vetores:

N 1T 1

o (ff)

s Ve =16 (222)(111)

V2 = V3 XV = =\~ ) ’ =\ 7= 7= =]
1/V2 1/V2 0 V12" V12 V12 3'V3'V3

_ 1 12
e vi = | —=——=]1
’ (\@ NG ﬁ)
Neste sistema de coordenadas, o plano 7t € o plano z = 0 e o circulo y tem centro na origem e
raio v/5, ou seja,

X +T =5
Y z=0.
Como
X = /5 coss
v:<{ y=v5sens ; seR,
z=0.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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temos:

y(s):\/ECOSs( ,1,0)+\/§sens (—1 , 1 , 1 )+(2,1,2), seR,

S -
N
N
S

ou seja,

Y qy(s) = icoss-i— gsens—|—1

z(s) :\/gsenerZ
\ 3

€ uma parametrizacao de y nas coordenadas x, y € z.

Sendo S = {V+tV7\P’ cyete R} , obtemos:

S$=<(3,0,4)+t \/gcoss—\/gsens—h\/gcosw\/gsener],\/gsens—z }s,te]R .
2 3 2 3 3
Isto é,
( 5 5
x(s,t):3+\/;t0053—\/;csens—t
5 5

S: y(s,t):\/;tcoss+\[3tsens+t ; s, teR,

z(s,t) =4+ gt sens — 2t

\

€ uma parametrizacao do cone circular S.

Vamos agora determinar a equacgao cartesiana da superficie S.

A intersecdo da esfera (x —2)2 + (y — 1)2+ (z— 2)2 = 5, de centro B e raio v/5, com o plano 7t é
o circulo y, ou seja, a diretriz y pode ser vista da seguinte forma:

 x=2 2+ (y—-1)12+(z—2)*=5

| x—y+2z=5.

Pela definicao, um ponto P = (x,y,z) pertence a superficie cbnica S se, e sb se, existem um
ponto P’ = (x/,y’,z’) em y e um numero real t tais que:

—
VP =t VP’ . (7)
Assim,

x—3 = t(x'—3)

(x' =22+ (y' —1)2+(z/—=2)>=5
Y=ty ® o )
z—4=t(z' —4) x'—y’'4+2z'=5.

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Por (8) e (9), temos:

x—y+2z = 3+tx' —3t—ty' +8+2tz' — 8t
= tix'—y' +2Z )+ 11 11t =5t +11 - 11t
= —6t+11

— t:H—x—gy—Zz. (10)

Observe, por (7) e (10), que se P = (x,y, z) pertence a S, entdo:

P=Véest=0ec=x—y+2z=11. (11)
Se x—y+2z+# 11, por (8):
o = x—3_|_3_ 6(x —3) 3_6x—18—|—33—3x—|—3y—6z_3x—|—3y—6z—|—15
ot S 1Ml —x+y-—2z N M—x+y—2z M —x+y—2z '’
Yy = v _ 6y
t 11—x+ty—2z’
S = z—4+4_ 6(z—4) 4_6Z—Z4+44—4x+4y—82_—4x—|—4y—22—|—20
ot S 1Ml —x+y-—2z N M—x+y—2z M —x+y-—-2z °

Logo, por (9), um ponto P = (x,y,z), com x —y + 2z # 11, pertence a superficie S se, e s se,

<3x+3y—6z—|—15_2)2+( 6y _])2+(—4x+4y—22+20_2)2:5
M—x+y—2z M—x+y—2z M—x+y—2z
— (Bx+3y—6z+15—224+2x—2y+42)>+ (6y — 11 +x —y +22)?

+(—dx +4y —22+20—2242x — 2y +42)* =5(11 —x +y — 22)? (12)
= Bx+y—2z—7)+ (x+5y+2z—11)% + (=2x + 2y + 2z — 2)?

=511 —x +y — 22)? (13)
& 25x? + 25y% — 827 + 22xy — 44xz + ddyz + 26x — 242y + 1962 + 174 = 0. (14)

Além disso:

ese P =(x,y,z) pertenceaSex—y+2z =11, entdo, por (11), P =V = (3,0,4), que satisfaz a
equagéo (14), pois, por (13), (5x3—2x4—7)>4+(3+2x4—11)2+(-2x3+2x4—-2)*>=0.

e se P = (x,y,z) satisfaz a equacado (14) e x —y + 2z = 11, entdo, por (12):
(3x+3y —6z+15)2+ (6y)* + (—4x + 4y — 2z 4+ 20)* =0

— y=0, 3x+3y—6z+15=0, —4x+4y—2z+20=0

3x —6z=-—15 3x —6z=-—15
&— y=0 e &— y=0 e
—4x — 2z =20 —12x — 6z = —60
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3x+15  x+5
z = prmnd

6 2
&~ y=0, x=3, e z:§%E:4

e y=0, —15x=-45 e

&— P=(3,0,4)=V.

Provamos, assim, que um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e s0 se, satisfaz a equacgéo (14),
ou seja, a equacgéao (14) € a equagéo cartesiana da superficie conica S.

Exemplo 7

Seja S a superficie cénica de vértice V = (0,4,0) que tem a curva

x> +y?+z2=9
Y:
y—z=0

como uma de suas diretrizes.

Mostre, sem determinar a equacao da superficie, que o ponto P = (2,0,4) pertence a S.

Solucao.
Seja r a reta que passa pelo vértice V = (0,4,0) e pelo ponto P = (2,0,4). Entdo, como o vetor

W =(2,—4,4) | (1,—2,2) é paralelo a reta r, temos que:

r={(t,-2t+4,2t)|[teR}.
Mostraremos agora que r contém um ponto P’ de y = Sy N, onde S, € a esfera x> +y? +z%> =9
eméoplanoy —z=0.
De fato, um ponto P’ pertencearnmse,esése, —2t+4—-2t=0t=1 P’ ' =(1,2,2).
Além disso, como P’ € Sy, pois 1 +4 +4 = 9, o0 ponto P’ pertence a .

Provamos, entdo, que a reta r esta contida em S, pois P’ € ynr e V € r. Portanto, em particular,
P e S. n

Exemplo 8
Determine uma diretriz da superficie cénica S de vértice no pontoV = (3,1,0), cujas geratrizes

sdo as retas tangentes a esfera Sy : x* +y* + (z — 1)? = 2 que passam por' V.

Solucao.
A esfera S, tem centro no ponto C = (0,0, 1) e raio R = v/2.

Seja
x=at+3
Tviqy=bt+1 ; teR,
z=ct

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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uma reta que passa pelo vértice V e é tangente a esfera So, onde v/ =

unitario paralelo a reta.

(a,b,c) & um vetor

Entao, como S, N r, consiste de um Unico ponto, a equacao de grau 2 na variavel t,

(at +3)2+ (bt +1)2+ (ct—1)2=2

& a’t?4+6at+9+b% 2 +2bt+14+c?t2—2ct+1=2

= (a?+b%2+cH)t?+ (6a+2b—2c)t+9=0
= t? 4 (6a+2b—2c)t+9=0

possui apenas uma solucao, ou seja, seu discriminante € igual a zero:

(15)

A=(6a+2b—2c)2—4x1x9=0 &= 6a+2b—2c=42x3

<& 3a+b—c=43.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que
3a+b—c=-3,
pois se v’ é um vetor unitario paralelo 4 reta r, entdo —v’ também o é.
A equacgéao (16) nos diz que o angulo entre o vetor Ve = (=3,—-1,1) e

os vetores paralelos as retas tangentes a S, que passam pelo vértice é
constante, pois:

o <W»(a»b’c)> _ 3a-btc 3 (17)
V| @b, VIT VAT
onde 6 = /(VC, V).
Por(15)e(16),t:_(6a+22b_zc):—Sa—b+c:3.

&

Logo Py = 3(a,b,c) +(3,1,0) € S € o ponto onde a reta ry tangencia a esfera S,.

Observe que os pontos P pertencem ao plano 7t: 3x +y — z = 1, pois:

33a+3)+(3b+1)-3c=33a+b—-c)+9+1=-94+10=1.

Portanto, SoN'S C SoN .

. ~ -3 —1 ,
Reciprocamente, se P = (xo,Yo,20) € So N 7, entédo (a,b,c) = <X°3 )yo ,?) € um vetor
unitario, pois:

@2 Lb2 12 (xo —3)% + (yo— 1)2+ 2§ _ (xo—3)2+ (yo— 12+ (20— 1+ 1)?
9 9
x5 —6x0+94Y5—2yo+ 1+ (z0—1)2+2(zo— 1) +1
N 9
Xg+yg+(z0—1)2 = 2B3%0+yo—z0) +9 _2-2+49 _
= 9 i 9 - )
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ja que x3+ud+(zo—1)% = 2 € 3xo+yo—z0 = 1. Alémdisso, aretar = {(a,b,c)t + (3,1,0) | t € R},
que passa pelo vértice V, tangencia a esfera So em P = (x,Yo,20) = 3(a,b,c) + (3,1,0), pois,

como
_3X0—9—|-y0—1—20 _3X0—|—yo—lo—]0 _]—10 .

3a+b—c 3 3 3 -3,
temos que:
(at+3)2+ (bt +1)2+ (ct—1)2=2

= (a?+b*+cHt?+2tBa+b—c)+11=2

= tP—6t+9=0=1t=3.
Provamos, entao, que P = (xo, Yo, z0) € S €, portanto, So Nt C SoNS.

. X +yr+(z—-1)2=2 _ .

Assim,y =mNSy: € uma diretriz da superficie cbnica S.

x+y—z=1

Observe que a intersecdo da reta { = {C + C—V>t’ te R} ={(3t,t,—t+1)| t € R}, perpendi-

2 ,
cular a 7t que passa por C, com o plano 7t é o ponto C' = C + ”RjHZCV , pois
cv
2 R?

., ——
ja que OV = [I(3,1,~1)]| = VTT. -

Observacao 2
Em geral, podemos provar que uma diretriz -y da superficie conica S de vértice V cujas geratrizes
sdo tangentes a esfera S, é o circulo dado pela intersecado de S, com o plano 7 perpendicular
ao vetor C—V> que passa pelo ponto C’ dado por:

/ Rz

Icv |2

Além disso, as geratrizes fazem um an-

gulo constante 6 com o vetor \ﬁ onde

VIVE' |2 - R2

C - = -
Vel

No exemplo anterior,

coso = YT =2_ 3
VitV

como ja haviamos calculado (veja (17)).

V

Fig. 16: S tangente a esfera Sy
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Exemplo 9
Em cada um dos itens abaixo, sdo dados uma diretrizy e o vértice V de uma superficie cbnica

S. Determine a equacéo cartesiana de S. A equagéo obtida descreve apenas S ou algo mais
que S? Caso seja algo mais que S, dé uma diretriz da superficie S’ dada pela equacéo obtida.
Parametrize também as superficies S e S’.

4x? + 22 =4
(@)y: ;. V=(0,0,0).
y=1
Solucao.
x? + 2 _ 1
A diretriz y : 4 € uma elipse centrada no ponto (0,1,0) cujo eixo-focal € a reta
y=1

{(0,1,t) | t € R} paralela ao eixo—OZ.
Pela definicao de superficie cbnica, P = (x,y,z) € S se, e sb se, existe P’ = (x',y’,z') € y e um

namero real t tais que VP =tVP’ . Ou seja:

/ 4x"? 4 2% =4
y =ty (18) ) 1 (19)
z =1tz v =
YA
Assim, t = y.
'S
Observe que se P = (x,y,z) € S, entao:
P=V&t=0&y=0. (20) \ /
Se t =y # 0, temos, por (18), que: S | \
, X X :
X = - = — \ S T
t oy // ~ ] 7
J - Z_Z
— T Y ) X /
e, por (19), que: \
b/

2 2
4 (X) + <;) =l +22=y%. (21)
Fig. 17: Superficie S
Provamos que se y # 0, entdo P = (x,y,z) € S se, e sO se, as coordenadas x, y e z de P
satisfazem a equagéao (21).

Vamos analisar os pontos com segunda coordenada nula, isto &, y = 0.
e Por (20), P = (x,0,z) € Sse,esbse, P =V = (0,0,0), que satisfaz a equacao (21).

e Um ponto P = (x, 0, z) satisfaz a equacéo (21) se, e s se, 4x* + z? = 0, ou seja, se, e so se,
x=z=0(&=P=(0,0,0)=V).
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Logo um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e sé se, satisfaz a equagéo
4x? + 22 =y?,

que é, portanto, sua equacao cartesiana.

Para parametrizarmos a superficie S, devemos primeiro parametrizar a diretriz y.

Sendo

uma parametrizacao de y, vemos que:

S :{V—i—tw ‘ Pey, te R}:{(x(s),y(s),z(s))t}s,t € R},

ou seja,
x(s,t) =tcoss
S:qy(s,t) =t ;s teR,

z(s,t) = 2tsens

€ uma parametrizagdo da superficie conica S.

x> =y —1
(b) v: e V=(0,1,0).

z =

Solucao.
A curva y € uma parabola de vértice V, = (0,1,1) e reta-focal =
{(0,t,1) \ t € R} paralela ao eixo—QY, contida no plano z = 1.

Sabemos que um ponto P = (x,y,z) pertence a S se, e s6 se,
existe P’ = (x/,y’,z’) € Yy e um nimero real t, tais que:

—
VP — tVP' . (22) X
Ou Seja, Fig. 18: Curva y
x = tx’
X/2 — y/ —1
y—T=tly' -1 (23) ) , (24)
z' =1
z =1z’
Assim, t = z. Observe, por (22), que se P = (x,y, z) € S, entdo:
P=Véest=0e=2=0. (25)
Suponha que z # 0. Entéo, por (23),
K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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' = X_X
t z
y o= Yoty oyl yfemt
t z
e, portanto, por (24),

2 _ _
%:w—1=y D ozfy—1=yz—z
z z z

— x*—yz+z=0. (26)

Provamos, assim, que se z # 0, entdo um ponto P = (x,y,z) pertence a S se, e sO se, suas
coordenadas x, y e z satisfazem a equagéo:
x> —yz+z=0.

Vamos verificar o que acontece quando z = 0.

e Por (25), um ponto P = (x,y,0) pertence a S se, e s6 se, P = (0,1,0) = V, que satifaz a
equacao (26).

e Por (26), um ponto P = (x,y,0) satisfaz a equacéo (26) se, e sé se, x*> = 0, ou seja, se, e sO
se, P pertence ao eixo—0Y ={(0,y,0) \y € R}.

Logo
S:{(X,y,Z) €R3|X2—UZ+Z:O}—{(O,U,O)|y GR_{1}} .

Como

€ uma parametrizacao de v, e

-
S = {V+tVP’ |PPevy e teR}

= {(0,1,0) +t(s,s%,1)|s,t € R}

Fig. 19: Superficie S

obtemos a seguinte parametrizagcéao de S:

x(s,t) =ts
S:qy(s,t)=1+1ts2 ; s, teR.
z(s,t) =t

Vamos verificar agora que a equagéo x?> —yz + z = 0 representa também uma superficie conica
S’, cuja diretriz v/ ndo é a parabola y e, sim, uma elipse.

Seja O XY Z o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos OY e OZ de um angulo de
45°, no sentido positivo, mantendo-se o eixo—OX fixo.
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Entédo, como
X=X X =x
Y= ?(U—E) (27) ’ U= f(y +2) (28),
Z:\f(lj-f—Z) Ez\f(—y+2)
a equacao (26), nas coordenadas X, y, z, € dada por:
fz—f ?(U—z)(mzw?(wz):o
— - tgo V2 Yo
2 2 2
= iz—%(ﬂz—ﬁﬂ)+%(iz+\/§5)=0
e ] __f22+1 _+\f22__1xz+1xz_0
*T2\VT ) T2\FT ) T2t a T T
2 2
(z + ﬁ/z) (g — ﬁ/Z)
= X+ - :

2 2
que representa um cone eliptico reto de eixo T = {(O, V2/2, —\/2/2) +(0,t,0) ] te R} paralelo
ao eixo—OY, vértice V' = (O, V2/2, —\/§/2>, e diretriz

-~ 2
. (z—l—xf/Z) _q

2 2
y= £ + \/z = i ,

2 2
nas coordenadas x, y, z.

Assim, por (27) e (28),
V= (O‘f <ﬁ+\f2) ? (ﬁ—f» =(0,1,0) =V

2 2 2
é o vértice,
V2 (V2 V2\ V2 (V2 V2
T = {<0,2(2+t+2>>2(2+t_2>) ’tER}
= {(O,]—k\ft,\zﬁt) }teR}
= {(0,T+s,s)|seR},
é o eixo, e
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’ V2 v\’
, (2(_U+Z)+2> X2+ (—y+z+1)7%=4
B X<+ 3 =1 PAEEN B
=3

€ uma diretriz da superficie conica S’ nas coordenadas x, y, z.

Para fazer um esboco da superficie S’, observe que a interse¢éo de B com o plano X = 0 s&o 0s
3v2 V2 - 3\f sf

2’2> & A= (O’ 2

Yy, z sdo dados por:

faf V2 fsxf f

vértices A; = (O, da elipse B, que, nas coordenadas x,

\f 3V2  3V2\ V2 (3vV2 32

Para parametrizarmos a superficie S’, devemos primeiro parametrizar a diretriz nas coordenadas
X, Y, Z.

Como
X(s) =coss
B: 13(3)23\? : sER,
— \/2sens — \f

€ uma parametrizacédo nas coordenadas x, y, z, temos, por (27), que:

(x(s) = x(s) = cos(s)

e uls) = Fluts) o) = 2 (22— Vasens 4 ) ~2-sens g,
z(s) = \éz(lj(S) +2(s)) = \2[ (3\[ ++/2sens — \f) =1+sens

€ uma parametrizacao da diretriz 3 nas coordenadas x, y, z.
Logo,
—
S’ = {V+tVP’ |P’ cevyete IR{} = {(0,1,0) +t(coss,1 —sens,1+sens)

ou seja,

x(s,t) = tcoss
S":{y(s,t)=1+t—tsens ; s,teR,

z(s,t) =t+tsens

€ uma parametrizacao da superficie cénica S’, cuja equacao cartesiana é
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x2—yz+z=0

e cujo esbogo é o mostrado na figura abaixo.

VA

Fig. 20: Superficie S’ : x* —yz+z=0  []

yz =1

(c)vy: e V=(00,0).
X =

Solucao.

Um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e sb se, existe um ponto P’ = (x’,y’,z’) pertencente a y

e um numero real t, tais que:

VP =tV (29)
Ou segja,
x = tx’
y/Z/ — ‘]
Yy = ty’ (30) ) (31)
x' =1
z =1tz

Logo t = x. Observe que se P = (x,y, z) pertence a S, entao, por (29),

P=Véest=0ex=0. (32)
Se x # 0, temos, por (30), que:
o Y_Y
v = t X
, z z
Z = _ = — ,
t X
e portanto, por (31):
y—§:1<:>yz:x2. (33)
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Provamos, assim, que um ponto P = (x,y,z), com x # 0, pertence a S se, e s6 se, suas

coordenadas x, y e z satisfazem a equagéao (33).
Além disso:

eP=(0,y,2) € S P =(0,0,0) =V, que satisfaz a equacao (31).

e P = (0,y,z) satisfaz a equacgéo (33) se, e sb se, yz =0, ou seja, se, e so se,

Pe{(0,0,z)|ze R} U{(0,y,0) |y € R}.

Logo,
S={(xy,2) eR*|yz=x*} — ({(0,0,2) [ze R—{0}} U {(0,y,0) |y € R—{0}})
Y
]
Fig. 21: Superficie S
Sendo
x(s) =1
Y:quy(s)=s ;s € R—{0},
z(s) =1/s

uma parametrizagdo da diretrizy, e

Sz{V—I—tW‘P’GY e teR}:{t(],sJ/s)\teR e se R—{0}},

temos que:
x(s,t) =
S:qy(s,t)=ts ; teR e seR—-{0},
z(s,t) =t/s

€ uma parametrizacéo da superficie cbnica S.

Seja S’ a superficie cuja equagado cartesiana é x? = yz, ou seja,
S’ = {(x,y,z) e R3 | x? :yz} .

Por uma rotagdo de um angulo de 45°, no sentido positivo, dos eixos OY e OZ, mantendo-se o

IM-UFF
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eixo—OX fixo, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z, no qual:

X=X X =x
y=L2g-z G, PERLINFUSIRC
| 2= \f(w zZ) \2=\f(—y+2)-

Assim, nas coordenadas X, U, z, a equagao da superficie S’ é dada por:

X,
_ 2 I 1.5 2 1,
xz—f \Z[( —z)(y+z)(E)XZ:z(yz—zz)(:)szr% Ey

2

que representa um cone eliptico reto de eixo T = {(O,t, 0) \ te ]R}, paralelo ao eixo—OQY, vértice

V' =(0,0,0) e diretriz

nas coordenadas x, y, z.
Assim, por (34) e (35),

V' = (O,?(O—O),?(OJ&)) =(0,0,0) =V
€ o vértice,
r={(0,\f(t— ), \[(t—I—O) ‘tGR}:{(O,s,s)‘SER}
€ 0 eixo, e

1
B:{>j§+4(y+z)z1 @B:{4x2+(y+z)24

7(y+z):\/z y+z=2,

€ uma diretriz da superficie cénica S’ nas coorde-
nadas x, y, z.

Para esbocar a superficie S’, observe que a inter-
secdo da elipse p com o plano X = 0 sd0 0s vérti-

ces Ay = (0,v2,—v2) e A, = (0,v2,v2) que, nas

coordenadas x, y, z, sdo dados por:

Ay = (o,?(ﬁ+ﬂ),?(ﬁ—ﬂ)>
- (0,2,0)
A = (0 5VI-vD, 22+ VD)

— (0,0,2).

Fig. 22: Superficie S
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Sendo
X(s) =coss
B:yls)=v2 ; sER
Z(s) = V2 sens

uma parametrizagao da diretriz nas coordenadas x, vy, z, temos, por (34), que
(

x(s) =coss
B y(S)Z\f(U(S)—E(s)):\zﬁ(\/i—\/fsens)zl—sens
z(s) = \f(g(s) +Z(s)) = \f(\/iJr V2sens) =1+sens

€ uma parametrizacao de 3 nas coordenadas x, y € z.
Logo,
—
S/ = {V+tVP’ |PPey’ e teR} = {t(coss,1—sens,1+sens)|t,s € R},

ou seja,

x(s,t) =tcoss

S":{y(s,t)=t—tsens ; s,teR,
z(s,t) =t+tsens

é uma parametrizagédo da superficie S'.

Exemplo 10
Em cada um dos itens abaixo, mostre que a equa-

cdo dada representa uma superficie cénica, de-
terminando seu vértice e uma de suas diretrizes.
Faca um esboco.

X

(@) S:—x?+y?+z22—4y+2z+5=0.
Solucao.
Completando os quadrados:
X2 +y?+z22—4y+2z=-5
= X+ Y—-2+(z+1)72=-5+4+1=0 Fig. 23: Superficie S
= (-2 +(z+ 1) =%,

vemos que S € um cone circular reto de vértice no ponto V = (0,2, —1), sendo o circulo

(V=22 +(z+1)2 =1

x =1
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uma de suas diretrizes, e a reta

0 seu eixo.

(b)S:2x2—y2—2V3yz+22=0.

Solucao.

Sendo A =-1,B=-2v3,C=1,D =E =F =0 na equagio
Ay?+Byz+ Cz2+ Dy + Ez+ F= —y2 — 2V/3yz + 22,

sabemos que, ao girarmos os eixos OY e OZ de um angulo 6, no sentido positivo, tal que:

tg(ZG)ZA?C:_E\f:\@ = cosze:%:%
1+ (tan20)2
Cose_\/1+cosze_\/1+1/2_\/§
- 2 2 2 .
= & 0 =30°,

1 —cos 20 1—-1/2
nez = —
se \/ 3 \/ 3

mantendo o eixo—OX fixo, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z , para o qual:

N —

X=X X=x
3 1_ _ V3 1

Y —]7 —5Z (36) e Y= z]y—l-\z; (37)
_ 3_ _ 3

Z—Ey‘f’T Z——Ey‘f’TZ

Nesse sistema de eixos, a equagao
2x* —y?—2V3yz+ 22 =0

escreve-se na forma
x>+ Ay? +Cz2+ Dy +Ez =0,

V3 1\ [ =1 =3\ (V3 =1\ 1[-2v3 -2\ (V3 -1
-1 V3J\-v3 1 1 v3) 4l =2 2v3)\1 V3

onde:

A0\ 11
oc) 272

Assim,
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X+ 22 =0¢e=x*+2>=7°
€ a equacao da superficie S nas coordenadas X, y € z, que representa um cone circular reto de
vértice V = (0,0,0), eixo={(0,t,0)| t € R} e diretriz:

X +z2=1
y=1.

Logo S é uma superficie cbnica de vértice V na origem, eixo

V31
1‘::{ (O,Zt,zt)

1
-yt V3z)? =1

tER}:{RyJJERﬂx:Oey:V@Z}

e diretriz

Y
V3y+z=2.

Observe que as extremidades do diametro, contido
no plano YZ, do circulo vy, nas coordenadas X, vy, z,
S&0 os pontos

A12(0>1>1) e KZZ(())])_])a

que, nas coordenadas x, y, z, S&0:

A1:<0,\/§_],\/§2+]) o Azz(O,\fS—H,_\B—H) -

2 2 2 Fig. 24: Superficie S

Exemplo 11
Seja’H a hipérbole contida no plano 7t : 2x—y+3z = 1 com um dos vértices no pontoV = (0,2,1),
um dos focos no ponto F = (1,1,0), sendo P = (—5,—2,3) um dos pontos de sua reta nao-focal.

(a) Determine o centro, o outro vértice, o outro vértice imaginario e as equagées paramétricas
da reta-focal e da reta ndo-focal da hipérbole 'H

Solucao.
Sendo FV = (=1,1,1), temos que:

x=1-—1

ri<y=1+t ; teR

7=
€ uma parametrizacao da reta-focal r.
Seja v’ a reta ndo-focal de H. Como ' c mer L v, temosquer L v = (2,—1,3) (L m) e
YLV = (=1,1,1).

Entao
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2 1
IV X FV = L ?:(—4,—5,1).

Portanto, como P = (—5,—2,3) € 1/,
x =—5—4s
v:qy=-2-5s ; s€ER,
z=3+s

€ uma parametrizacao da reta nao-focal.

O centro C da hipérbole é o ponto de intersecao
dasretasrer’. Fig. 25: Plano e retas r e /

LogoC=(1—t,1+t,t)=(-5—4s,—2—5s,3+5s),paraalgumt € R e para algum s € R.

Ou segja,
1—t=-5—-4s
1+t=-2-—>5s
t=3+s
Somando as duas primeiras equacodes, obtemos que 2 = —7 — 9s & s = —1. Portanto,

t=-3—-5s=-3+5=2
Observe que os valores t =2 e s = —1 também satisfazem a terceira equagédo t =3 +s.
LogoC=(1—-2,1+2,2) =(-1,3,2) é o centro da hipérbole H.

Como os vetores \ﬁ =(-1,1,1) e FT) = (—2,2,2) sao multiplos positivos, os pontos C, Fe V
se posicionam da seguinte maneira na reta-focal r:

.~ e L g r
F v C
Fig. 26: Posicdode C, Fe Vnaretar
Sejam F’ o outro foco e V' o outro vértice.
. & . 4 d d r
F 1% C V! F

Fig. 27: Posicdo de C, F, F/, V, V/ nareta r

Sendo CV" = —CV' e CF/ = —CF, temos que:

|

Vi = C—CV =CHVC =(=1,3,2)+ (=1,1,1) = (—2,4.3),

=il

e F = C—CF=C+FC =(-1,3,2)+(-2,2,2) = (-3,5,4) .

Além disso, como a = ||CV'|| = V3, ¢ = |CF|| = 2V3 e b = vc2—a? = 3, e os vértices
imaginarios B = (—4s — 1,—5s + 3, s + 2) pertencem a reta nao-focal r/, temos que:
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ICB|2=b2=9 <= 16s2+25s2+s2=9

3
s=+—.
= V42
12 15 3 12 15 3 ~
Portanto, B=-——~-1,—+~-+3,—=+2)eB = —=—-1,—+3,——+2| sdo os
( NZY) V42 Va2 ) <\/42 V42 V42 )

vértices imaginarios da hipérbole H.

(b) Parametrize a hipérbole H e suas assintotas.

Solucao.
Para parametrizarmos a hipérbole H devemos fazer uma translacdo e uma rotacéo do sistema
de eixos ortogonais OXYZ.

w

eja O XY Z 0 novo sistema de eixos, onde O = C = (—1,3,2) e 0s semi-eixos positivos O X,

OY e OZtém a mesma direcdo e 0 mesmo sentido, respectivamente, dos vetores:

- (1 1 _1)
T\ V3 V3

2/V14 —1/V14 3/V/14
V3 —1/V3 —1/V3

— — —
A% = V3 XV =

_(4 5_1)
o \Wv42' Va2 Va2

v—> 2 B 1 3
3 \/ﬁ’ \/ﬁ’ \/ﬁ )
onde vi’ é um vetor unitario paralelo a reta-focal e v3' é um vetor unitario normal ao plano 7.

Sabemos que neste sistema de coordenadas, a hipérbole H esta contida no plano 7t : z = 0, tem

centro na origem, reta—focal:eixo—@f, a=+3,b=3ec=2V3,o0useja,

=2 =2
XY 4

H:< 3 9
z=0

Logo, como
X = +V3coshs
H:{y=3senhs ; seER,
z=0

é uma parametrizagdo de H nas coordenadas x, y, z, e

— | ==

(x,u,2) =XV +yvs +zvs +C, (38)

Nl

temos que

(x(s),u(s), z(s) = £v/3 cosh s (\}g—\}g—\@ +3senhs (\2?2 \/}2,— ]42> +(=1,3,2),
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isto &,
x(s) = +coshs + 12 senhs — 1
- Va2
H:q y(s) ::Fcoshs+\};2 senhs+3; s€ER,
z(s) = Fcoshs — \/}2 senhs + 2
€ uma parametrizagdo de H nas coordenadas x, y, z.
Além disso, sendo
— 3 = _ _ X(t) =
y=+-—72X% U =+V3% _
T V3 = rt: I_J S rigt)=+V3t 3 teR,
z=0 z=0 c
Z(t) =
as assintotas de  nas coordenadas X, U, z, temos, por (38), que:
1 1 4 5 1
t),y(t),z(t)) = — — | £V3t , ,— 1,3,2
e, 2(0) = (5 ﬁ> V3t (s )+ (132
1 J’ &@ V3
= —t,—tF =t 1,3,2
U5 (1 Pt e gt s
ou melhor,
)
43 43
t=(1+2=)t—1 = (1-—=)t-1
X (*m) X < m)
L t 1 5\/§)t 3; teR e T t:(—]—m)t 3; teR,
y(t) = ( o)t y(t) )t
) (4 7%)
t=(-1——=|t+2 t —14+ = )t+2
o) = (—1- 22 ) e+ ECHGER IS
s&o parametrizagbes das assintotas " e v~ de H nas coordenadas x, y € z.
(c) Determine as equagbes parameétricas da superficie cénica S com vértice V = (1,2,0), que

possui a hipérbole H como uma de suas diretrizes.
Solucao.
Por definigdo, S = {V+tV—P>’ PcHete R}.

Logo, todo ponto P pertencente a S € da forma

12
1,2,0) +t | £coshs + —senhs — 2, Fcoshs +
(1,2,0) ( ST g oo T o TESs T Nz,

com s, t € R, ou seja,

]Ssenhs+1,zpcoshs—3senhs+2> ,

K. Frensel - J. Delgado
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x(s,t) =1+ tcoshs+ itsenhs—Zt

g
S: s,t)=2Ftcoshs+ —tsenhs+t ; s teR,
y(s,t) =27 3\@ s
z(s,t) = Ftcoshs — —tsenhs + 2t
(s,t) =7F Ny,

€ uma parametrizagao da superficie conica S de vértice V e diretriz H.

Exemplo 12

Seja € a elipse contida no plano  : x —y + 2z = 0 que tem centro C = (1,—1,—1), um dos
vértices sobre a reta-focal no ponto A = (5,—1,—3) e excentricidade e = %
Determine a equacgao cartesiana da superficie cbnica S cuja diretriz é a elipse £ e cujo vértice é

opontoV = (0,1,2).

Solucao.
Como CA’ = (4,0,—2), temos que a = d(C,A) = ||[CA || = V16 + 4 = 2/5.

e a? =b2+c2 obtemosquec =v5e b =+v20—5=1/15.

N —

P . C
Além disso, como e = o=

Seja O XY Z um sistema de eixos ortogonais, no qual O = C e 0s semi-eixos positivos 6?, oY

e O Z tem a mesma direcdo e o0 mesmo sentido, respectivamente, dos vetores:

7 - (o)
T\ s

2/vV/5 0 —1/V5
1/V6 —1/V6 2/V6

— — —
Vo = V3 XV =

_(_1 5 _z)
U V30' V30T V30

o 1 12
3 p— —_— —_— JR—
V6 V6'V6)
onde v;’ é um vetor unitario paralelo a reta-focal e v3' é um vetor unitario normal ao plano 7.

Neste sistema de eixos,

(x,u,2) =%Xvi’ +Jv2 +2zv3 +C, (39)
e
=2 =2
_ (XY - | 3x+45° =60
£:020" 15 e—g.!> (40)
Z—=0 z=0

Por (39), as coordenadas X, y, z do vértice V = (x,y,z) = (0, 1,2) sdo:
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e R e
v N 15 2 S 1-10-6_ 15 30
7 = (V) = (123 (s ) ) = et = =R,
= /= =\ 112 _—1-2+6_ 3 _ V6
P = (V) = (123 (e ) ) =T et

sendo a elipse

= =2

= |3x+4y =60

E:< Y
z=0

uma de suas diretrizes.

)

Pela defini¢do, um ponto P = (X, 7, Zz) pertence a S se, e s6 se, existe um ponto P’ = (i’,ﬁ’ %’)

em £ e um namero real t, tais que:

VP — tVvp
Ou seja,
X+ V5 =t(X +5)
3(x)2+4(T)2 =60
= \/% =/ \/370 —y (42)
y‘i‘T: (U ‘|‘2) (41) {ZO
:_\/@ t :/_\/é
z— 5 =tz ——
~ o 2 = \/é
Entao,t_—% (z—z).
Observe que
P:V(z)t:0<:>§:‘f (43)
Logo,se%;é\f,
¥ o= MR-
T
B VB s VB B e
_ 2 2 2 _ 2
NG - Ve
2—7 2_7
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_ V30 _ V30
= Yt V0 VeVt V30
v = 73 2~ 2. & 2
Z_i
2
Ve 180_\/%i+ 180 —ﬁz—ﬂi
_ T 2Y7 g 2 i _ 2977
I ;
) )

=, V6
2

N Vo v\’
(‘z"‘ﬁz> <_2”_zz>
3 S +4 5 60
NG G
) )
2 2 2
= 3(¢2@§+\/§§> +4(fﬁ+¢§°§) :60<§—\f) : (44)

Observe que:

>S5

eseP=(X7z) €Sez= entdo , por (43), P =V = (—\/5,— > que satisfaz a

equacao (44).

eseP = (?, Y, ?) satisfaz a equacao (44), entao:

\f +\/;X£

VOR+ VB x Ve =0 {i—\/ﬁ
—
0

ou seja, P =V.

Assim,

(50 vs) (5P ()

é a equacgéo cartesiana da superficie conica S nas coordenadas X, U, z.

Como, por (39):

=l
I

2 1 2x—z—3
<(x,y,z)—(1,—1,—1 > <x—1 y+1,z+1), (\[ 0, \f>> —
= 11 B B 15 2
y = <(x,y,z) (1,—1,—1),v, >—<x 1,y—|—1,z—|—1),( 735 730 \/§0>>
_ —x—5y—2z—-6
= 730 :
i = <(X,y,Z)—(],—],—1),\g}>:<(X—1,y+1,2+1),(16,—]6,26)>:X_1:J/£_2Z,
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temos, por (44), que:

2 2
3(\/@2x—z—3+\/§x—y+22) +4<_\/€x+5y+2z+6 mx—y+2z)

N Vo 2 o 2
:60<"_‘J+ZZ_\/€>2
NG 7
3 2 4x6 2
= %(3(2x—z—3)+5(x—y+2z)) +3OX4(—(x+5y+2z+6)+5(x—y+2z))
:6634 (2(x —y +22) — 6)2

1

]O(Hx—5y—|—7z—9)z+%(4x—10y+82—6)2:g (2x — 2y + 42— 6)?

=
= (Mx—5y+7z—9*+2(4x—10y+8z—6)>=25(2x— 2y + 4z —6)*

€ a equacdo cartesiana da superficie S nas coordenadas x, y, z.

Exemplo 13
Determine as equacgées cartesianas das superficies que descrevem os lugares geomeétricos
abaixo e faga um esboco.

(a) Lugar geométrico de um ponto que se move de maneira que sua distdncia ao plano XY é
sempre igual a metade do quadrado de sua distancia ao eixo—O0Y.

Solucao.
Seja P = (x,y, z) um ponto do espaco. Como o plano XY € o plano z =0 e o ponto P’ = (0,y,0)
do eixo—OY é tal que:

W - (X>‘J)Z) - (O)U»O) - (X)O)Z)

é perpendicular ao eixo—OY (|| (0,1,0)), temos que:

dP,m) =z e d(P,eixo—OY):’

—
P'P H =V x2+z2.
Logo um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e sO se,

!z!:%(xz-l—zz) e x2 42227 = 0.

Observe que se z > 0, entdo
X2 +22—22=0&= x>+ (z2—1)2=1,
e se z <0, entao
X2 +22+2z2=0&= x>+ (z+1)2=1.
Note também que se x>+ (z—1)? =1,entdo (z—1)? < 1,ouseja, 0 < z< 2, ese x?+(z+1)? =1,
entdo (z+1)2<1,isto é, —2 < z < 0.

Assim, S = S;US,, onde Sy : x>+ (z—1)2 = 1 é o cilindro circular reto de raio 1 cujo eixo ¢ a reta
L :{(O)O)]) —|—t(0,1,0)| te R}
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paralela ao eixo—QY que passa pelo ponto (0,0,1), e S, : x2 + (z+ 1)?2 = 1 € o cilindro circular
reto de raio 1 cujo eixo € a reta
T2 :{(O)O)_]) +t(0)])0)’ te R}

paralela ao eixo—OY que passa pelo ponto (0,—1,0). Ver figura 28.

Fig. 28: Superficie S unido de dois cilindros

(b) Lugar geométrico dos pontos do espaco cuja distdncia ao plano  : y = 0 é inversamente
proporcional a sua distancia ao eixo—OY.

Solucao.

Seja k > 0 tal que

_ 3 _ k
5= {PER | d(Pm) = d(P,eixo — OY) }

Entdo um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e sO se,

= y*(x*+2%) = k2. (45)

| __k
Vx2+ 22

Para fazer um esbog¢o de S, devemos conhecer as seg¢des planas SN{y = c}, c € R, e a se¢ao
plana S N {x = 0}.

Temos que:

2
Ye=Sn{y=c}: 2= ()

y==c

, , .k .
€ um circulo de centro (0, ¢, 0) e raio o’ contidonoplanoy =c,sec#0,eSN{y =0} = 2.

Note que o raio ]Z' tende a zero quando c tende a +oo, e tende a +oo quando c tende a zero
pela direita ou pela esquerda, ou seja,

. k . k
im — =0 e im — =400
c—+oo || c—0% |c]
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Fazendo x = 0 na equacéo (45), obtemos que:

Y222 = K2
SNn{x=0}= = YUYk,
k=0
onde
yz=k yz = —k
Yk € Yx:
x=0 x =0

sao duas hipérboles com centro na origem cujas assintotas sdo os eixos OY e OZ

Z VA
Vi
vk vk
~Vk vk
VE Y Vi Y
VE VE iy
Fig. 29: Hipérbole vy (aqui tomamos k = 2) Fig. 30: Hipérbole y_y (aqui tomamos k = 2)

A reta-focal de v« é a reta {(0,t,t)| t € R} e os pontos (O,ﬁ, \/1_<> e <O,—\/1_<,—\/1_<> sdo
seus Vvértices, e a reta-focal de vy € a reta {(0,t,—t)| t € R} e 0s pontos (O,\/l_<,—\/l_<) e
(O, —Vk, \/l_<) sao seus vertices (verifique fazendo uma rotagdo de 45° nos eixos OY e OZ).

Juntando as informagdes acima, podemos fazer um esbogo de S. Veja a figura 31.

Fig. 31: Superficie S gerada com k =2 0
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(c) Lugar geométrico dos pontos do espago cuja distancia ao plano t : y = 0 € diretamente
proporcional a sua distancia ao eixo—OY.

Solucao.
Seja k > 0 tal que
S={PeR?*| d(P,m) =kd(Peixo—OY)}.
Entdo um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e s0 se,
‘y| :kw/xz_i_ZZ@yz:kZ(XZ_FZZ) <:>X2+22: %yz’
que representa um cone circular reto cujo eixo € o eixo—QY e cujas geratrizes fazem um angulo
1

© com o seu eixo, onde tg 0 = o

X

Fig. 32: Superficie S,tg0 =1/k H|

(d) Lugar geométrico de um ponto que se move de maneira que sua distancia ao eixo—QY é
sempre igual a sua distancia ao planom:x —z =1.

Solucao.
Um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e so se,

d(P,70) = d(P, eix0 — OY) <= "“\%—” — /Xt 2

= (x—z—1)2=2(x*+2?
= P —2xz4+22—2x+2z+1=2x*427°
= X+ 2xz+22+2x—22—-1=0. (46)
Como a equagéao (46) nao depende da variavel y, S € um cilindro com geratrizes paralelas ao
vetor v’ = (0,1,0), sendo a conica
. X2+ 2xz+ 22 +2x—2z—1=0
Y: -

uma de suas diretrizes.
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SendoA=C=1,B=2,D=2,E=-2eF=—1nacbnicaacima, sabemos que ao girarmos 0s
eixos OX e OZ de um angulo de 45° no sentido positivo, mantendo-se o eixo—OY fixo, obtemos

Y

um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z, no qual

. .
—T(X—Z) X—T(X—I-Z)
y:g ) g:y )
z:ﬁ(x—lrz) zzg(—erz)
2 2
e
_ |AX*+Cz>+Dx+Ez—-1=0
Y )
§=0
onde:

S I A [ A [ e B (O R 9

) = 20 1)) ()

Assim, a curva

2%~ 22z = 1 2&2:2ﬁz+1:zﬁ(z+1) <2 ﬁ(ﬂﬂ)
Y = ¥: 2V2) =7 4 ’
representa uma parébola contida no planoy = 7

0, de vértice V = (0,0,—\f) e reta-focal

igual ao eixo—OZ ={(0,0,t)| t € R}.

Logo vy € uma parédbola contida no plano
y = 0, de vértice no ponto

V2 V2 V2 V2
)

1 1
= (3073)

sendo {(—t,0,t)| t € R} a sua reta-focal.

Fig. 33: Superficie S e diretriz y

A superficie S é, portanto, um cilindro parabdlico com geratrizes paralelas ao eixo—OY (veja a
figura 28).
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