Geometria Analitica Il - Aula 7 178

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado



Aula 8

Superficies Regradas

Dizemos que uma superficie S é regrada quando por todo ponto P pertencente a S passa pelo
menos uma reta rp inteiramente contida em S.

Fig. 1: Superficie regrada S, P € Se rp C S é uma reta que passa por P

Observacao 1

e Toda superficie cilindrica € uma superficie regrada gerada por uma familia de retas paralelas.

Reciprocamente, toda superficie regrada S gerada por uma familia de retas paralelas ao vetor
- f

V' £0 éuma superficie cilindrica.

De fato, basta tomar como diretriz a curva S N 7t, onde 7t € um plano perpendicular ao vetor v,

e geratrizes paralelas ao vetor v'.

e Toda superficie conica é uma superficie regrada gerada por uma familia de retas concorrentes.
Mas nem toda superficie regrada gerada por uma familia de retas concorrentes é uma superficie
cénica.

Fig. 2: Plano 7, uma superficie regrada que néo é conica
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Com efeito, um plano  em R é uma superficie regrada gerada por uma familia de retas con-
correntes, mas nao € uma superficie cénica. De fato, se 7 fosse uma superficie cénica, existiria
um ponto V € m, que seria o vértice de 7, e um plano 7/, com V ¢ 7/, tal que mN 7’ seria uma
das diretrizes de . Como mN 7’ = r é uma reta, teriamos

n:{V-l—tV—P)‘ Pcre teR}:Tc—(r'—{V}),

™

,r.l

=

Fig. 3: Plano e v/ ¢ 7t?

onde r’ é a reta paralela a reta r que passa pelo vértice V, obtendo assim, uma contradi¢cao.

Exemplo 1
Seja S a superficie cuja intersecdo com os planos z = A\, A € R, sdo as curvas y = Ax>.

Mostre que S é uma superficie regrada e determine sua equagao cartesiana e suas equacées
paramétricas. Faca também um esboco.

Solucao.
Sendo
=A 2
SAfz=Ap:4°
para todo A € R, obtemos que
y=2¢ (1)

€ a equacgao cartesiana de S.

Fazendo x = k na equagéo (1), vemos que as retas
y=Kk’z
x =k

Ty :

geram a superficie S. Como o plano 7, : y — k?z = 0 é perpendicular ao vetor vie = (0,1,—k3)
e o plano 7y : x = k € perpendicular ao vetor Vo = (1,0,0), temos que a reta r é paralela ao
vetor

0 1 —k?
10 0

— =

Vik XV = - (O) _kz) _1) H (O)kZ) 1)

Além disso, o ponto Ay = (k,0,0) € r para todo k € R.

Como
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x(t) =k
idy(t) =Kkt ;5 teR,
z(t) =1t

€ uma parametrizacao da reta r,, obtemos que:

x(k,t) =k
S:qylkt)=k* ; kteR,
z(k,t) =t

€ uma parametrizagao da superficie regrada S (ver figura 4).

Fig. 4: Superficie regrada S : y = zx?

Exemplo 2
Determine a equacgao cartesiana da superficie regrada S gerada por uma reta que se move de
modo que é sempre paralela ao plano YZ e intersecta as curvas

Yy =x x+z=1
Y- e .
z=0 y=20
Solucao.
2 __
Yy =X . .
A curva vy : € uma parabola no plano
z=0

z = 0, de vértice na origem e eixo-focal=eixo—0OX,

x+z=1 i
eacurva 3 : € uma reta no plano
y=20
y = 0, que passa pelos pontos (1,0,0) e (0,0, 1). Fig. 5: Gurvas v & > no espago

Por hipétese, as retas que geram a superficie S estdo contidas nos planos . : x = k, k € R,
paralelos ao plano YZ.

Como as retas devem intersectar a parabola y contida no semi-plano x > 0, vemos que k > 0.
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Sendo m Ny = {P{ = (k,vk,0), Py = (k,—\/l_<,0)} em NP ={k0,1—%k)},temos que m.NS
consiste de duas retas:
L (1 -y +vkz=+(1-k)Vk
x =k
Logo,
(T—x)ytvxz=%2(1—x)vx & (1—x)y==x/x(1—x—2)
= (1-x)2y?=x(1—-x—2)*

€ a equacao cartesiana e

x(s,t) =s
S:qy(s,t)=st+s ; seR, teR
z(s,t) = —t(1 —s?)

€ uma parametrizagao da superficie regrada S, cujo esbogco mostramos na figura 6 abaixo.

N 2 j /ﬁ
S ~d
il
e / A
"y / I/N\
/\
// \‘
f >
Fig. 6: Superficie regrada S : (1 —x)2y%? =x(1 —x — z)?

Exemplo 3
Em cada um dos itens abaixo, determine a equacgao cartesiana da superficie regrada S gerada

pela familia de retas dada. Para cada uma das familias, determine, caso exista, os pontos que
satisfazem a equagao cartesiana encontrada, mas que nao pertencem a superficie S.

kx +2ky—4=0
(@) Ty : Y . KeR-—{0}.
x—2y—k=0
Solucao.
Fazendo k = x — 2y em k(x + 2y) = 4, obtemos que:
(x = 2y)(x +2y) =4 = x> —4y* =4

€ a equacao cartesiana de S.
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Logo S € um cilindro com geratrizes paralelas ao eixo—0OZ, sendo a hipérbole

2
2_4y2=4 X 2=
v x-—4y vl y 1

z=0

uma de suas diretrizes.

x — 3y + 3kz = 3k
(b) 7 : ;i keR.
kx —y+2kz=2
Solucao.
Seja P = (x,y,z) um ponto pertencente a S.

Sendo x — 3y = 3k — 3kz = 3k(1 — z) e k(x + 2z) = 2 + y, obtemos que se z # 1, entdo
P =(x,y,z) € S se, e sO se,

x — 3y

3_3Z(x+22):2—|—y — (x—3y)(x+2z)=(2+y)(3—3z) (2)

— x4+ 2xz—3xy—6yz=6—6z4+3y—3yz
= x*—3xy+2xz—3yz+62—3y—6=0. (3)
Observe que:

eseP=(x,y,z) € Sez=1,entdo x — 3y =3k(1—1) =0, ou seja, P € da forma (3y,y, 1), que,
por (2), satisfaz a equacao (3).

e se P = (x,y, 1) satisfaz a equacao (3), entao, por (2),
(x —3y)(x+2z2) =0& x=3youx=—2z=-2.

Ou segja,
S'M{z=1}={By,y, 1)y e R}U{(-2,y,1)[y € R},
onde S’ € a superficie dada pela equagéao (3).

Vamos agora determinar os pontos da forma (3y,y, 1) ou da forma (—2,y,1), y € R, que per-
tencem a alguma das retas r, k € R.

e Um ponto (3y,y, 1), y € R, pertence a uma das retas r, se, € so se,

{3y3y03k(11)

2
‘J?’é_g-
k(By+2)=2+y

. . 2 . .
Ou seja, um ponto da forma P = (3y,y, 1) pertence a S se, € sO se, y # —3 ou seja, se, e so

se, P + (—2, —%, 1). Neste caso, P € 1, onde k = 32y++y2'
e Um ponto P = (—2,y, 1) pertence a S se, e sb se, existe k € R tal que
—2—-3y=3k(1-1)=0 (4)
k(=2+2)=2+vy. (5)
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Como, por (4),y = —% e, por (5),

2
ke 0#2-5;

nenhum ponto da forma (—2,y, 1) pertence a S. Observe que paray = —%,
2
P_Qg—?ﬂ.

S={(xy,2) eR*| (x =3y)(x +22) = (2 +y)(3—32) } —{(-2,y,1) |y € R}

Logo,

Aretar ={(—2,y,1)| y € R} corresponde a reta

x=-2
T‘OO )
z=1
que é o limite das retas
1
x — 3y = 3k(1 — z) I —z=_(x—3y)
Tk : — Tk 3]1< ,
k(x+2z) =y +2 x+2z=(y+2)
quando k tende a +co.
x+y—ky=0
(c) r: Y Y ;o keR.
x+kz=0
Solucao.
Seja P = (x,y, z) um ponto pertencente a superficie S gerada pela familia de retas
x+(1—-kjy=0
Ty © . (6)
x+kz=0

Sendo x + kz =0 e ky = x + y, temos que se y # 0, entdo P = (x,y, z) pertence a superficie S

se, e sO se,
X+y

X+ z=04&xy+xz+yz=0. (7)

Observe que:
ese P =(x,y,z) € Sey =0, entdo, por (6), P € da forma (0,0, z), que satisfaz a equacéao (7).

e se P = (x,y,z) satisfaz a equacdoey = 0, entdo xz = 0 & x = 0ouz = 0. Ou seja, P
pertence areta{(0,0,z)| ze R}ouareta{(x,0,0)| x € R}.

Seja S’ a superficie dada pela equagéo (7). Ja sabemos que S C S'.

Vamos seterminar os pontos da forma (x,0,0), x € R, ou da forma (0,0, z), z € R, pertencentes
a S’ N{y = 0}, que também pertencem a superficie S.
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e Um ponto (x,0,0), x € R, pertence a uma das retas v se, e sé se,
x+(1—-kjy=0
x+kz=0

x=0.

Ou seja, apenas a origem (0,0, 0) pertence a S e ao eixo—OX.
e Um ponto (0,0, z), z € R, esta contido em uma das retas r, se, e s0 se,
x+(1—kjy=0 0+0=0
—
x+kz=0 0+kz=0

<& z=0ouk=0.

Logo todos os pontos da forma (0,0, z), z € R, pertencem a reta

x+y=0 x=0
To . 'S¢ To .
x =0 y=0
Assim,
S={(xyz) eR*| xy+xz+yz=0}—{(x,0,0)[ x € R—{0}}.
Exemplo 4

Seja S a superficie regrada gerada pela familia de retas:

X+Ay+z=A
T : Y ;o AeER.

Ay+z=1

(a) Determine a equacéo cartesiana e as equacées paramétricas da superficie S.
(b) Mostre que vy = S N mt € uma parabola com vértice no ponto (—1,0,1), onde © € o plano
y—x=1.

(c) Mostre que cada reta vy, A € R, que gera a superficie S, intersecta a curva y num unico
ponto.

Solucao.
(a) Como Ay +z=1ex+ (Ay +z) = A, temos que A = x + 1. Portanto,
x+Ny+z=T<xy+y+z=1

€ a equacao cartesiana de S.

Sejam os planos T : x + Ay +z = A e 1o : Ay + z = 1 perpendiculares, respectivamente, aos
vetores vix’ = (1,A,1) e vax’ = (0,A, 1). COmMO 15, = 7115 N 72, temos que

T A1
TA ||WX\E>: O A1 :(O)_])A)
Além disso,
A=(x0,z)em<=z=lextz=A<z=lex=A—-1.
Logo,
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x(t)=A—1
TAqy(t) =—t  teR
(t) =At+1
€ uma parametrizacao dareta r,, e
x(A,t) =A—1
S:qy(At) =—t ;7 AteR,
z(A\,t) = At +1

€ uma parametrizacao da superficie regrada S gerada pela familia de retas r), A € R.

(b) Seja a curva y dada por

xy+y+z=1
y=nNS: vy
y—x=1

Por uma rotagdo de um angulo de 45°, no sentido positivo, dos eixos OX e OY, mantendo-se 0

eixo—0Z fixo, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z, no qual:

=2z %= Y2(c+y)
y=\f(¥+y) © U=\f(—x+y)
z=1Z zZ=1z

A equacédo xy +y + z = 1 nas coordenadas X, y, z € dada por:

xR+ + Ry 2=
= %%2 i +£ +£— z=1
= MRV - @V =12
= ;(ﬂf)z_;(g_f)g_ﬂ;_;:]_z

2 2
o () (-2 am

Além disso, como o plano y — x = 1 nas coordenadas x, U, z é

V2o V2. _ _ V2
2(x+y)—Z(X—y):1<:>\/zy:1@y:\2[,
temos que a curva vy, nessas coordenadas, é a parabola:

2 2

(B (B rm | [(e ) e

v 2 2 2
V2 V2
v=7 v=7
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V2 V2

de vértice V = ( 550

1) e eixo-focal paralelo ao eixo—0 Z =eixo—OZ.

O vértice V, nas coordenadas x, y, z, € 0 ponto

V2 [ V2 N2\ V2 [ V2 V2
V:(z(_2_2),2(_2+2),1):(—1,o,1).

(c)SejaP=(A—1,—t,At+ 1) um ponto daretary. Comory C Sey=SnNmn, temosque P €y
se, e sO se, P € 7, ou seja, se, e sb se,
—t—-A+1=1t=-A.

Logo rany ={(A—1,A\,=A?+ 1)}, paratodo A € R.

Exemplo 5
Considere a superficie S :x%y+xy+xz+x+y=0.

(a) Mostre que S é uma superficie regrada.
(b) Parametrize a superficie S.

(c) Determine a equacdo paramétrica de uma reta contida em S que passa pelo ponto
Po=(-1,-1,0) € S.

Solucao.
(a) Fazendo x = k, k € R, na equacao de S, obtemos que S é gerada pela familia de retas:

{ Ky+ky+kz+k+y=0
Tk .
x =k

(b) Como os planos 7y : (k3 + k + 1)y + kz = —k e 7z : x = k s@0o perpendiculares, respectiva-
mente, aos vetores vy’ = (0,k3+k+1,k) e v’ = (1,0,0), vemos que a reta r € paralela ao
vetor

0 K3+k+1 k

_ 131
; . O)_(O,k, B—k—1).

—
Vik X Vo :<

Além disso, a reta 1y intesecta o plano y = 0 no ponto (k,0,—1).
Logo,
x(k,t) =k
S:¢ y(k,t) =kt i k,teR,
z(k,t) = -1 —t(kK3+k+1)
€ uma paremetrizacao da superficie regrada S.

(c) Seja Py = (—1,—1,0) € S. Como Py € 1y, para algum k € R, e x = —1, devemos ter k = —1.
Assim, Py € r_4, cujas equacoes paramétricas sao:

x(t) =—1
T y(t) =—t ;o teR. o
z(t)=—1+1
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Exemplo 6
Verifique que cada uma das equagées abaixo representa uma superficie cilindrica S, mostrando
que S é uma superficie regrada gerada por uma familia de retas paralelas.

(@)S:y>?—x—z—1=0.

Solucao.
Fazendo y = k, k € R, na equacao acima, vemos que S € uma superficie regrada gerada pela

familia de retas
{ x+z=k*—1
Ty :

y=Kk.

Como, para todo k € R, a reta ry € paralela ao vetor

1 0 1
— —
= = _13031 )
Vi XV <O 1 O) ( )

onde v;’ é um vetor perpendicular ao plano x + z = k2 — 1 e v5’ € um vetor perpendicular ao
plano y = k, obtemos que S é uma superficie cilindrica, sendo a parabola

yrt=z+1
v x =0

uma de suas diretrizes, pois o vetor (—1,0, 1) ndo é paralelo ao plano x = 0.

(b)S:x?+2z>—2xz—y+2=0.

Solucao.
Por uma rotagdo de um angulo de 45°, no sentido positivo, dos eixos OX e OZ, mantendo-se o0
eixo—QY fixo, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais O XY Z, no qual:

.
x=£(i—2) izﬁ(x—{—z)
2 2
y=y (8) e y=y (9)
ZZQ(K—FE) Z:Q(—X—I—z)
\ 2 2
Por (8):
1o o1 2 5, V2 V2o V2
E(X Z) +Z(X+Z) 2><7><7(x z)(x + z) y—i—T(X—i—z)—
1, 15 15 1, 5 5 V2 =
= 7% xz+§z +2x+ z+§z X“+z y+2(x+z)—
= zzz—g+\f>—<+22z=o, (10)

€ a equacao da superficie nas coordenadas X, vy, z.
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Fazendo z = k, k € R, na equagéao (10), obtemos que S € gerada pela familia de retas:

\f_ V2
——= =2k + =k
Tk : Xty 2 . (11)
zZ= k
Sendo 7ty : _\zﬁx +y =2k + ﬁk um plano perpendicular ao vetor W = ( \2[, 1,0) e Tl :

z = k um plano perpendicular ao vetor v = (0,0,1), vemos que todas as retas r, = 7y N 7ok
sao paralelas ao vetor

V2

N 2

Vik X Vk = 2 1o = (1a§)0> .
0O 01

Logo S é uma superficie cilindrica cujas geratrizes sao, por (8), paralelas ao vetor:

L (V222
v _<2,2,2) | (1,1,1),

sendo a parabola

x|
I
o

X

x=0 X =
— v <\f(—x—|—z)—|—)2—;<y+]6> vy (x—l—z—I— )2—<y—|-116>
x+z=0 X+ 0

uma de suas diretrizes.

V2

Como, por (11), o ponto (O,Zk2 + Tk’ k), nas coordenadas X, v, z, pertence a ry, temos, por
(8), que o ponto

(—\fk, 2k? + ik \[k)

nas coordenadas x, y, z, € um ponto da reta ry.

Logo a superficie cilindrica S é gerada pela familia de retas paralelas:

Xk(t) :t—\fk
Tk yk(t):t+2k2+‘fk , kKeR.
Zk(t) :t+\ézk
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Exemplo 7
Mostre que a superficie
S:x3y —4dxy+z+x=0

representa uma superficie regrada que nao é cilindrica.

Solucao.
Fazendo x =k, k € R, na equacao acima, obtemos que S é uma superficie regrada gerada pela
familia de retas:

K3 4k)y +2z =k
) W . keR.
x =k

Vamos agora provar que S ndo é uma superficie cilindrica. Para isso, ndo basta mostrar que as
retas r, ndo sao paralelas, pois poderia existir uma outra familia de retas paralelas gerando S.
Seja

¢ ={(at,bt,ct)| te R}
uma reta passando pelo ponto P, = (0,0, 0) pertencente a S.
A reta { esta contida em S se, e sé se, a’bt? —4abt? + ct + at = 0 para todo t € R.
Logo a®b=0,ab=0ea+c=0,0ouseja,a=0=ceb#0oub=0ec=—a#0.

Provamos, assim, que pelo ponto Py = (0,0,0) passam exatamente duas retas,
Q]:TOZ{(O,t,O)|tGR} e eZ:{(tvov_t)‘teR}a

inteiramente contidas em S.

Seja Qo = (1,1, 2) outro ponto pertencente a S e sejam
G={(1,t+1,2)|teR} e L={(t+1,1,-t+2)|teR}

as retas paralelas as retas {; e {,, respectivamente, que passam por Q.

As retas {5 e {4, ndo estao contidas em S, pois:
e 1(t+1)—4x1(t+1)+241=0& -3t—-3+3=0&1t=0
o (t+ 1P x1—4(t+1)x1—t+24+t+1=0&= (t+1)3—4t—-1=0

ST -1 =0 =3+ —t=0=t(t?+3t—-1)=0

_ 3+V9+4  3+V13

—t=0 ou t 3 3

Como ¢; e {, sdo as Unicas retas contidas em S que passam por P, e as retas {3 e {4, que
passam por Q,, paralelas, respectivamente, as retas {; e {,, ndo estdo contidas em S, S ndo é
uma superficie cilindrica.

Antes de continuarmos com 0s nossos exemplos, veremos como verificar se uma curva em
R3 é ou ndo é uma curva plana, usando os recursos da Geometria Analitica.
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Exemplo 8
Verifique se as curvas abaixo sdo ou ndo sao curvas planas. Caso afirmativo, determine o plano

no qual a curva esta contida.

x(t) = acost
(@vy(t): <y(t)=asent ; teR.
z(t) = bt

onde a e b sdo numeros reais ndo-nulos.

Solucao.

Note que a curva y esta contida no cilindro circular reto S : x> +y? = a?, pois x(t)? +y(t)? = a?
para todo t € R, e que, ao realizar uma volta completa, isto €, ao variar o parametro t num
intervalo do tipo [to, to + 271, a terceira coordenada sofre uma variagao de 27b.

O parametro t mede o angulo que o eixo—0OX faz /7\/(

com a reta que liga a origem O = (0,0,0) a pro- ‘

jecéo (cost,sent,0) do ponto y(t) sobre o plano 2mb /2

XY. ( Py

~

Esta curva é chamada hélice circular de passo 27tb. -y / ‘

Suponhamos que a hélice acima é uma curva plana, /4‘\

ou seja, que existe um plano el
n:Ax+By+Cz=D, (A,B,C)#(0,0,0), X / Y

tal que y(t) € mparatodo t € R. |

Fig. 7: Hélice circular de passo 27tb e raio
Como g passo &m ¢

aAcost+aBsent+bCt=D,

para todo t € R, obtemos:

aA =

nibC
aB-I—T ==

—aA +7mbC =

_aB_{_% — ,

9 U U O
=

fazendot:o,t:g,t:net:3’77T

Somando as equagdes (12) e (14) e as equagdes (13) e (15), vemos, respectivamente, que:
2D = nbC e 2D = 2nbC.

, respectivamente.

Logo, como
nbC =2nbC —7bC =2D —-2D =0 e b #0,
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temos que C =0 e, portanto, D = 0.
Além disso, como

aA:D:maB:D—i§20ea¢a

podemos concluir que A = B = 0, um absurdo, pois
Ax+By+Cz=D
é um plano e (A,B,C) = (0,0,0).

x(t) =cost+Int+1
(b) y(t) : < y(t) =2Int © te(0,400).
z(t) =2cost
Solucao.
Sejanm: Ax+By+ Cz=D, (A,B,C) # (0,0,0), um plano no qual a curva y esta contida, ou
seja,
Afcost+Int+1)+2BInt+2Ccost=D & (A+2C)cost+ (A+2B)Int=D — A,

para todo t € (0, +o0).
Para que isso ocorra, basta tomarmos A = D = —2C = —2B, com B = 1, por exemplo.

Assim, t: —2x +y +z = —2 € 0 plano que contém a curva y.

x(t) =cost+2cosht+ 1
(e)v(t): <y(t)=3cost+cosht—1 ; teR.
z(t) =cosht —cost
Solucao.
Suponhamos que a curva y esta contida no plano
n:Ax+By+Cz=D, (A B,C)+#(0,0,0),
ou seja,
A(cost+2cosht+ 1)+ B(3cost+cosht—1)+ C(cosht—cost) =D
& (A+3B—-C)cost+ (2A+B+C)cosht=D —A+B,
paratodo t € R.

Para que isso ocorra, basta achar uma solu¢ao nao-trivial do sistema

A+3B-C=0
2A+B+C=0
~A+B+D=0,

que é dada por: (A,B,C) =(1,3,-1) x (2,1,1) =(4,-3,-5) e D=A—-B=4+4+3=7.

Assim, 7t : 4x — 3y — 5z =7 € o plano que contém a curva y.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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x(t) =tcost
(d)y(t): <y(t) =2tsent ; teR.
z(t) =1t

Solucao.
Suponhamos que y C w: Ax + By + Cz = D, ou seja,
Atcost+2Btsent+ Ct=D,

para todo t € R.

Fazendot=0,t=2mt=met= 725 na equagao

\Zl\
acima, obtemos, sucessivamente, que: \\/

D=0, 2

2nA +2nC =D,

—nA+7nC =D, \>‘<

7tB—|—T[2—C=0. X — Y
Logo A =B = C =D = 0, que é uma contradicio, = -

pois (A, B, C) # (0,0,0). el

Observe que esta curva esta contida no cone elip- Fig. 8: Curva v contida num cone eliptico

2
tico x% + % = z? de eixo—OZ (ver figura 8).

Daremos agora outro exemplo de superficie regrada.
Considere a hélice circular dada por y(t) = (cost,sent,t).

Para cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano XY que intersecta o eixo—OZ

——7 ) -

% |/ s ////////(////“"

/ry p— ////////////,‘
SEe=

V'
- - —— //////// :
X g - =
il
;l/ P |
i / ) ,ym/“
Fig. 9: Hélice y ot

A superficie regrada gerada por essas retas € chamada helicoide.

Sejay(t) = (cost,sent,t) um ponto de y e r, a reta paralela ao plano XY que passa por y(t)
e por um ponto 3(t) = (0,0, z(t)) do eixo—OZ.
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% , i
Como B(t)y(t) é perpendicular ao vetor (0,0, 1), temos que B(t) = (0,0, ).

d v
\
B(1) -
Y(t)
(0,0,1)
)

Fig. 11: Reta contida no helicéide e no plano z =t

Logo,
x¢(s) =scost
Te: S yi(s) =ssent ; seER,
z¢(s) =

€ uma parametrizagdo da reta r, e

x(s,t) =scost
S:quy(s,t) =ssent ; s,teR,
z(s,t) =t

€ uma parametrizagcéo do helicoide.
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