Aula 9

Superficies de Revolucao

Seja C uma curva e r uma reta contidas num plano .

Fig. 1: Superficie de revolugéo S, geratriz C e eixo r contidos no plano 7

A superficie de revolugcao S de geratriz C e eixo de revolucdao r é a superficie descrita pela
rotacédo da curva C em torno da reta r.

A intersecdo de S com um plano 7’ perpendicular a reta r, tal que 7' NC # @ €, pela definicao,
um circulo ou um conjunto de circulos centrados no ponto em que a reta r corta o plano 7'.
Estes circulos sdo denominados paralelos da superficie de revolucao S.

Note que os pontos da geratriz C que
pertencem ao eixo de revolugdo r perma-
necem fixos durante todo o movimento de
rotagdo da curva C em torno de r. Neste
caso, o paralelo que contém o ponto € um
circulo degenerado que consiste apenas
deste ponto.

A intersecdo de S com um plano que
contém o eixo r é uma coépia rotacionada
da geratriz C mais a reflexdo desta cépia
com respeito a reta r. Essas cépias de C sdo denominadas meridianos da superficie S.

Fig. 2: Superficie de revolugéo S e pontos P € Se P’ € C no mesmo paralelo
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Veremos agora como determinar a equacéao cartesiana de uma superficie de revolucao S cuja
geratriz € uma curva contida no plano YZ, descrita de forma implicita pelas equacoes:

f(y,z) =0

x=0.

C:

Suponhamos primeiro que o eixo de revolucao r é o eixo—OZ.

Pela definicao, um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e sb se, existe um ponto P’ = (0,y’,z’)
pertencente a C tal que P e P’ estdo sobre o0 mesmo paralelo.

Fig. 3: Superficie de revolugdo S e pontos P € S, P’ € C no mesmo paralelo

Como o eixo—0Z é o eixo de revolugao, este parelelo é um circulo contido no plano 7t per-
pendicular ao eixo—OZ que contém os pontos Pe P’. Logoz=2z"e C = (0,0,z) = (0,0,z') é 0

centro do paralelo, pois {C} =mNr.
7z

Além disso, como P e P’ estdo sobre um circulo de
centro C, o raio deste circulo é
d(P’,C) =d(P,C),

ou seja,
Y= vx*+y? =y’ =tV +y?

Finalmente, como f(y’,z’) =0, temos que P = (x,y, z)
pertence a S se, e s0 se,

f(£v/x2+y?, z) =0,
que é a equacgao cartesiana de S.

Suponhamos agora que o eixo de revolugao r seja o
eixo—OY.

Entdo, um ponto P = (x,y, z) pertence a S se, e s se,
existe um ponto P’ = (0,y’,z’) em C tal que P e P’ estéo Fig. 4: Superficie de revolugao S
sobre 0 mesmo paralelo.

Como os paralelos estdo contidos nos planos y =const., perpendiculares ao eixo—QY (figura
4),temosquey =y’'e C=(0,y,0) = (0,y’,0) é o centro do paralelo que passa por P e P'.
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Além disso, como d(P’,C) = d(P, C) é o raio do paralelo, temos que
|2/| = VX2 + 22 &= z/ = +V/x2 + 22
Logo P = (x,y, z) pertence a S se, e s se, satisfaz a equacao
fly, £vx2+2z%) =0.
De modo anélogo, podemos mostrar que:
. f(x,y) =0 . : - ;
e se a geratriz C : esta contida no plano XY, entdo f(x,++/y2+2z%) = 0é a
z=0

equagao cartesiana da superficie de revolugao obtida girando a curva C em torno do eixo—0X,

e f(+vx?+ z2,y) = 0 é a equacao cartesiana da superficie de revolucao de geratriz C e eixo de
revolugdo =eixo—O0Y.

f(x,z) =0 i . - i

e Se a geratriz C : (x,2] esta contida no plano XZ , entdo f(x,+/y2+2z%) =0¢é a
y=0

equacao cartesiana da superficie de revolucéo de geratriz C e eixo de revolugdo =eixo—0X, e

f(++y/x%?+y?,z) = 0 € a equagao cartesiana da superficie de revolugcao obtida girando a curva
C em torno do eixo—OZ.

Exemplo 1
Determine as equacbdes cartesianas e paramétricas e faca um esboco da superficie de revolugcao
S obtida girando a curva:

z=3y3

(a)C: em torno do eixo—OZ.
x=0

Solucao.
A curva C estéa contida no plano YZ e é dada pela equacéo f(y,z) = 0, onde f(y,z) =z — 3y>.

Fig. 5: Curva z = 3y3 no plano x = 0

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Como a rotacdo é realizada em torno do eixo—0Z, de-
vemos manter a variavel z e substituir a variavel y pela

expressao ++/x? + y?, que define o raio dos paralelos,
na equacao f(y,z) = 0, para obtermos a equacao car-
tesiana de S. Assim, a equacao cartesiana de S é dada
por:

f(Ey/x2+y23z) =0 & z-3(£/x2+y?2)3>=0
= z=13(x*+y?)*?

Sendo .
X(S) =0 Fig. 6: Superficie de revolugao S
C:qy(s)=s , SER,
z(s) = 3s3
uma parametrizagao da geratriz C, uma para- z
metrizacdo do paralelo Ps contido no plano
e : z = 3s3, que é um circulo de centro ~ Al ]

As = (0,0,3s3) e raio |s|, € dada por:

xs(t) =scost

Ps:<ys(t)=ssent , s, teR.
z¢(t) = 3s3
Logo,
x(s,t) =scost
S:<{y(s,t) =ssent , s, teR,

Z(S, t) — 383 Fig. 7: Paralelo obtido pela intersegéo 7ts N S

€ uma parametrizagao da superficie de revolugéo S.

z =3y’ .
(b)C: em torno do eixo—Q0Y.
x=0

Solucao.

Como a rotagdo agora € realizada em torno do eixo—QOY, ndo mexemos na variavel y e substi-

tuimos a variavel z pela expressao ++/x? + z? que define o raio dos paralelos. Logo,
fly,£Vx2+22) =0 & j:\/m:3y3(:)x2+22:9y6

€ a equacao cartesiana de S.

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Como, para todo s € R,
x(t) = 3s3cost
Ps:Qys(t) =s , teR,
z¢(t) = 3s3sent

€ uma parametrizacao do paralelo de S contido no plano 7t; : y = s, que é um circulo de centro
A, = (0,s,0) e raio |3s3|, temos que

Fig. 8: Curva C e o paralelo no plano 7tg

Fig. 9: Superficie de revolugéo S gerada pela curva C
x(s,t) = 3s3cost

S:<y(s,t) =s , s,teR,
z(s,t) = 3s3sent

é uma parametrizagdo da superficie de revolugdo S (ver figura 9).

z e
(e)C: em torno do eixo—0OZ.

y=0

Solucao. ,
Neste exemplo, a geratriz C esté contida no plano /C
Xz e ) =(s.0.¢)

f(x,z) =0 /

C: ,

y=0
onde f(x,z) =z — e~ /
Como estamos girando a curva C em torno do eixo— 5 b%
0Z, obtemos que

2 2 _ _ ot/ X2 +y?
f(Eyx?+y%z)=0z=e Y Fig. 10: Curva C

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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€ a equacdao cartesiana de S e o seu esbogo € o mostrado na figura abaixo.

/ Z \ |
|
“
\ N ff/
C(s)
‘\ P
S 2
pd
X
Fig. 11: Superficie S obtida pela rotagao da curva C em torno do eixo—OZ
Sendo
x(s) =s
C y(s) = O N S & R y
z(s) = e®

uma parametrizagao da geratriz, temos que

xs(t) = scost Z4
Ps:<ys(t)=ssent ; telR
C 'AS ) 7T5
zs(t) = e® C(s) _
€ uma parametrizagdo do circulo de centro \
As = (0,0,e®) e raio |s|, que € o paralelo P 1
de S contido no plano 7t : z = e®. ¢
Logo,
x(s,t) =scost
X Y
S:qy(s,t) =ssent ; s, teR
Fig. 12: Curva C e um paralelo descrito pela sua revolugdo em torno do
Z(S,t) — ¢S eixo—0Z

€ uma parametrizagao da superficie de revolugéo S.

Z=¢€
(d)C: em torno do eixo—OX.
y=0

Solucao.
Como, neste exemplo, um ponto P’ = (x’,0,z') = (x/,0,e*’) pertencente a C tem sempre a
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terceira coordenada z’ positiva, devemos substituir, na equacéo f(x’,z’) = 0, a variavel x’ por x

e a variavel z’ por /y? + z? para obtermos a equacgao cartesiana de S:
f(x, Vy?+22) =0 &= y? + 22 = e* &= y? + 2 = ™.

Na figura 13 mostramos o esboco da superficie de S
revolugéo S.

O paralelo Ps, contido no plano 75 : x = s, de centro
no ponto A, = (s,0,0) e raio e®, pode ser parametri-
zado do seguinte modo:

xs(t) =s
Ps:Qys(t) =escost ; tekR. X

zs(t) = e’sent

Assim,

x(s,t) =s

S:qy(s,t) =escost ; s,teR.

J— S
Z(S) t) =e’sent Fig. 13: Superficie S

€ uma parametrizagao da superficie de revolugéo S.

X
(e)C: Y em torno do eixo—QOY.
z=20

Solucao.
A curva C é uma reta contida no plano XY

Z

Fig. 14: Curva C
Fig. 15: Superficie S : x2 + 22 =42

A equacao cartesiana da superficie de revolucao S de geratriz C e eixo de revolugao = eixo— QY
€ obtida substituindo , na equacéo f(x’,y’) = x’ —y’ = 0, a variavel y’ por y e a variavel x’ por
+v/x2 + Z2, ou seja:

+Vx2+22 =y &=y =x2+ 2%,

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Portanto, S : x* + z?> = y% é um cone circular reto de vértice na origem e eixo—QY (figura 15).

Parametrizando a geratriz,

x(s) =s
C:quy(s)=s , sER,
z(s) =0

obtemos que o paralelo P, de S contido no plano 7 : y = s, que € um circulo de centro A =
(0,s,0) eraio |s|, pode ser parametrizado da seguinte maneira:

xs(t) = scost
Ps:Lys(t) =s , tcR.

zs(t) = ssent

Logo,

z(s,t) =ssent

€ uma parametrizagao do cone circular S.

y=x2+1 )

hHC: em torno do eixo—OX.
z=0

Solucao.

A curva C é uma parabola de vértice (0, 1,0) e eixo-focal = eixo—OY, contida no plano XY.

Fig. 16: Parabola C

Para obtermos a equagdo cartesiana da superficie S devemos substituir, na equacao
f(x',y’) =y’ —x2—1=0, a variavel x’ por x e a variavel y’ por \/y? + z2, pois y’ > 0 para todo
ponto (x’,y’,0) pertencente a C.
Logo,

\/W:XZ—I—] =yl 422 = (x2+1)?

€ a equacao cartesiana de S.
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Como
x(s) =s
C:{y(s)=s>+1 ; seR,
z(s) =0
o paralelo P, contido no plano 7, : x = s, que € um P

circulo de centro A = (s,0,0) e raio s?> + 1, pode
ser parametrizado do seguinte modo:

xs(t) =s
Ps:ys(t)=(s*>+1)cost ; teR.
zs(t) = (s> +1)sent
Logo,
x(s,t) =s
S:<y(s,t)=(s?+1)cost ; s,teR,
z(s,t) = (s> +1)sent _ S
€ uma parametrizagéo da superficie S (figura 17). Fig. 17: Superficie S : y? + 22 = (x2 + 1)
Exemplo 2

Determine a equacao cartesiana e as equacgoes paramétricas do toro obtido girando, em torno
do eixo—QZ, o circulo C no plano YZ de centro (0,4,1) e raio 2.

Solucao.
A geratriz do toro € o circulo:

c y—4)72+(z—1)72=4
| x=0
Como, para todo ponto P’ = (0,y’,z’) pertencente a C,
(Y —4P <4y —4<2e -2+4<y' <4+2=0<2<y’ <6,
devemos substituir, na equacéo f(y’,z') = (y’ —4)?+ (z/ —1)2 —4 = 0, a variavel z’ por z e a

variavel y’ por \/x% + y?2, para obtermos a equacao cartesiana do toro:

(VT vi—4) +(z—112=4.
Sendo

x(s) =0
C:¢ y(s)=2coss+4 ; seR,
z(s) =2sens + 1

uma parametrizagédo do circulo C,
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Fig. 18: Circulo C e paralelo Ps

temos que:

xs(t) = (2coss +4)cost 174

Ps:Qys(t) =(2coss+4)sent ; teR,
zs(t) =2sens+ 1 :

€ uma parametrizacao do paralelo P, cir-
culo de centro A; = (0,0,2sens+1) e raio
2cos s+4, contido no plano z = 2sens+1.

Entao,

x(s,t) = (2coss+4)cost

T:<y(s,t) =(2coss+4)sent; s,t € R,

Fig. 19: Toro de revolugéo 7

z(s,t) =2sens + 1

é uma parametrizagdo do toro de revolugdo de geratriz C e eixo—OZ.

Exemplo 3
Seja &£ a elipse no plano x = 0 com centro no ponto C = (0,5, 0), reta focal paralela ao eixo—QY,
um foco no ponto F = (0,2,0) e um vértice no pontoV = (0,0,0).

Determine a equacgao cartesiana e as equagoes paramétricas da superficie de revolugcéao S ob-
tida girando a elipse £ em torno do eixo—QY.

Solucao.
Como CF = (0,—-3,0) e CV = (0,—5,0), temos que c = ||W|| =3ea= ||E?_V_>|| = 5. Portanto,
b=vat—-ci=4e
(y—5)2, 2% _
£: B 16
x=0

IM-UFF K. Frensel - J. Delgado
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Para determinarmos a equacao cartesiana da superficie S, devemos substituir, na equagéo

f(y’,z’)z(ylz_55)z+"1‘/62—1 —0, ‘
a variavel y’ por y e a variavel z’ por +v/x2 + z2:
> 5 (U _5)2 XZ ZZ B
fly, 2vx2+2%) =0 = ==+ =+ o = 1.
Sendo
x(t) =0
E(t): ¢ y(t)=5cost+5; tekR,
z(t) =4sent
uma parametrizacdo da elipse, e o paralelo P,

contido no plano y = 5cost + 5, um circulo de
centro no ponto A; = (0,5cost + 5,0) e raio
|4 sen t|, temos que: Fig. 20: Elipse &
YA

Fig. 21: Elipsoide de revolugéo S

x(s,t) =4sentcoss
S:quy(s,t)=5cost+5 ; s, teR,

z(s,t) =4sentsens

é uma parametrizagdo da superficie de revolugéo S.

Para verificarmos que uma superficie S é de revolugcado, devemos encontrar uma reta r tal
que tN'S é um circulo de centro no ponto de intersecao r N 7, onde 7 € um plano qualquer, que
intersecta S, perpendicular a reta r. E para determinarmos uma geratriz de S, basta intersecta-la
com um plano que contém o eixo de revolugao .

K. Frensel - J. Delgado IM-UFF
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Exemplo 4
Mostre que cada uma das equagbes abaixo representa uma superficie de revolugdo S, determi-

nando o seu eixo de revolugdo e a equagado de uma de suas geratrizes.

(@ S:x*+y?+22=9.

Solucao.
A superficie S € uma esfera de centro na origem e raio 3. Intersectando-a com os planos 7 :
z = k, paralelos ao plano XY,

X2yt =9_1%2
z=Kk

b

Ck:Sﬂ{Z:k}l{

obtemos que:

e para k € (—3,3), Cx é um circulo de centro (0,0, k) pertencente ao eixo—OZ e raio v/9 — k2;
eparak=3,C3=SN{z=3}={(0,0,3)};

eparak=-3,C 3=SnN{z=-3}={(0,0,-3)};

eparak € (—oo,—3)U(3,+00),Cx =SN{z=k} = 2.

Logo S é uma superficie de revolucao cujo eixo de revolugao € o eixo—0Z, sendo o semi-circulo

2 2 _ 9
:{y'+z , y=0
x=0
uma de suas geratrizes (figura 22). O plano x = 0 € um plano que contém o eixo—0Z.
Z 7z
3 ]
- 47
€=
__ ' Cr
I %\ k J Y
=3 \YCW
Fig. 22: Geratriz y Fig. 23: Esfera S

De fato, seja S’ a superficie de revolucao de geratriz y e eixo de revolugdo =eixo—0Z.
Entdo, para obtermos a equacéo cartesiana de S’, devemos substituir, na equacao da geratriz
y’?+z'2 =9, avariavel z’ por z e a variavel y’ por \/x2 + y2, pois y’ > 0.

Assim,
x> +y?+z2=9

é a equacédo cartesianade S’. Logo S’ = S.
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(b) S :x?+z* = 4.

Solucao.
Intersectando a superficie S com os planos y = k, paralelos ao plano XZ, obtemos os circulos
de raio 2,

x>+ 22 =4
Yk = SN {y - k} . )
y=k
e centro (0, k,0) sobre o eixo—OY.
Logo S € uma superficie de revolugéo obtida girando a reta
z=2
x =0

Y

em torno do eixo—QOY. Note que x = 0 é um plano que contém o eixo—OY.

Fig. 24: Cilindro gerado pela reta y

De fato, seja S’ a superficie de revolugao de geratriz y e eixo de revolugdo = eixo—QY.

A equacao cartesiana de S’ é obtida substituindo, na equacao z’ = 2, a variavel z’ por /x2 + y2.
Ou segja,
S Vx2+22=2¢=S":x2+22=4.

Provamos, assim, que S = S'.

() S:x*+y? =25

Solucao.
Primeiro observe que a superficie esta contida no semi-espaco z > 0.

Intersectando S com os planos z =k, k > 0,
z=k

Ck=SN{z=k}:

obtemos que C, € um circulo de raio k3/2 e centro (0,0, k) pertencente ao eixo—0Z, se k > 0, e,
parak =0,Co=SN{z=0}={(0,0,0)}.
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Além disso, a interse¢do de S com o plano YZ, que contém o eixo—OZ, é a curva:

SN{x =0}:

Fig. 25: Curva y? = z3 no plano x =0

Fig. 26: Superficie de revolugao S

Logo S € a superficie de revolugao obtida girando a curva

Y: Y , 220,
X

em torno do eixo—0OZ.

Realmente, a equacao cartesiana da superficie de revolucdo S’ de geratriz v e eixo de revolu-
¢cao =eixo—0Z é dada por:

S/ Hyt=232 =S 2 +y2 =23,

Entdo S = S’, como queriamos provar.

(d) S:x*y?+x%22=1.

Solucao.
Fazendo x = k, k # 0, na equacao acima, vemos que a intersecado de S com o plano x = k,
paralelo ao plano YZ, é o circulo

v +2 = 1 Y
Ck=SN{x=k}: k?
x =k
: V1 T
de centro (k, 0,0), pertence ao eixo—0OX, e raio ik
Além disso, SN{z =0} =vy; Uvy_1, onde X
xy =1 xy = —1 v, o
Y- e Y1
z=0 z=0
sdo duas hipérboles com vértice na origem que
possuem os eixos OX e OY como assintotas. Fig. 27 Hipérboles v1 e v2

Observe que o plano z = 0 é um plano que contém o eixo—OX.
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Seja S’ a superficie de revolugéo cuja geratriz &
Y-1Uvyr:

e cujo eixo de revolugéo é o eixo—OX.

Fig. 28: Superficie de revolugao S

Entéao,

S ixA(EVYr+22)2 =1 S : X} (y?+2?) =1
€ a equacao cartesiana de S’. Assim, S = S’, ou seja, S € uma superficie de revolucao (figura
28) obtida girando a curva S N {z = 0} em torno do eixo—OX.

Veremos agora alguns exemplos de superficies de revolugdo que possuem geratrizes conti-
das num dos planos coordenados, e eixos paralelos a um dos eixos coordenados.

Exemplo 5

Detemine a equacéo cartesiana e as equacgoes paramétricas da superficie de revolugdo obtida
girando a curvay em torno do eixo r, onde

IO (1) e :;z[

Solucao.
A curva y esta contida no plano XY e é dada pela equacgao f(x,y) =0, onde f(x,y) =y —tgx.

7T

Pela definicado, P = (x,y,z) € S se, e sO se, existe P’ = (x',y’,0) € vy, x' € (—g, 7

), talque P e
P’ estdo sobre o mesmo paralelo.
Como o paralelo € um circulo contido num plano perpendicular ao eixo r e o centro A deste

circulo pertence aretar,temosquey’' =ye A = (%[,y, 0) = (g,y’, 0).
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I
S|

Fig. 29: Curva y a girar em torno da reta r

Além disso, sendo d(P’,A) = d(P, A) o raio do paralelo, temos:

I T E_/_\/(_E)z 2
xz—\/(x2>+Z<:>2x—x2+z

ois x’ € (—T—t E)
P 2'2)°

Logo,

€ a equacao cartesiana de S e o seu esboco é mostrado na figura abaixo.
Y

[1(s)=(s,tgs,0)

(5,tg5,0

Fig. 30: Superficie S
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Por outro lado, sendo

x(s) =s
Y:qy(s)=tgs , se(—g,;j) ,
z(s) =

uma parametrizagao da geratriz, temos que

7T 7T
xs(t) = (— — s> cost + 5

2
Ps: ys(t):tgs , teR,
zs(t) = (72—T — s) sent

€ uma parametrizacdo do paralelo P, contido no plano y = tgs, de centro A, = (g,tg s,O) e

. T
raio igual a 57

Logo,
x(t) = (g — s) cost+ %[
S:{ys(t)=1gs ,sE(—g,;—T), teR,
zs(t) = (g — s) sent

€ uma parametrizacao da superficie de revolugao S.

Podemos também achar a equacao da superficie de revolugcao fazendo uma translacao dos
eixos de modo que o eixo r seja um dos eixos coordenados deste novo sistema.

De fato, seja OXY Z o sistema de eixos ortogonais tal que O = <§,0,0> e 0S semi-eixos

positivos O X,0Y e O Z tém a mesma direcdo e 0 mesmo sentido dos semi-eixos positivos OX,
OY e OZ, respectivamente.

Yi
Y

Fig. 31: Translagéo do sistema de coordenadas

Sejam (x,y,z) e (x,y,z) as coordenadas de um ponto P com respeito aos sistemas de eixos

o . — —— —_— =
OXYZ e O XY Z, respectivamente. Como OP = (x,y,z), OP =(x,y,z) e OP =00 +0OP,
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temos

Ou seja, no sistema de eixos O XY Z, a geratriz € uma curva contida no plano O XY e o eixo de
revolucdo é o eixo—O Y.

Logo, na equacéo y’ = tg (i’ + g) devemos substituir §’ por y e X’ por —v/x?* 4 z2, pois X’ < 0,

para obtermos a equacao cartesiana de S nas coordnadas x, vy, z:
y=tg(3-VZ+2).

Entao, como

temos que

y=1g (g—\/<><—§>z+z2)

é a equagio cartesiana de S nas coordenadas x, y, z.

Exemplo 6
Determine a equacao cartesiana e uma equacao parameétrica da superficie de revolugdo S obtida
y=1

girando a curvay(t) = (t,sen’t,0), t € R, em torno da retar : , € esbocge-a.
z=20

Solucao.
A curva y é dada também da seguinte maneira:
y =sen’x
Y , xeR.
z=20
Por uma translagéo do sistema de coordenadas, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais
OXYZ,onde O =(0,1,0).
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Como
(x,y,2) = (x,9,2) + (0,1,0) = (x,y + 1,2), (1)
temos que:
Y=Y
X(t) =t
v(t) =< y(t) =sen’t — 1 = —cos’t , t e R,
Z(t) =0
ou
7y =sen?x — 1 = —cos?x B -
Y , xeR,
z=0
é ageratriz, e Fig. 32: Curva y
y=0 —
T ou r =eixo—0 X
z=0

€ o0 eixo de revolucéo de S nas coordenadas x, vy, z.

»

Fig. 33: Superficie S

Neste novo sistema de eixos, a equacao cartesiana da superficie S é:

— /Y% + 22 = —cos’X &= cos*x =y + 7, (2)

pois, se P/ = (x',y’,0) €y, entdo y’ = —cos?x’ < 0.
Além disso,
X(s,t) =1t
S:{7y(s,t) =cos’tcoss , s,teR, (3)

(s,t) = cos’tsens

I\

sdo as equacgdes paramétricas de S nas coordenadas X, y, z, pois 0 paralelo P, contido no
plano x = t, € um circulo de centro A(t) = (t,0,0) e raio igual a 1cos?t.
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Logo, por (1), (2) e (3),

€ a equacao cartesiana e
x(s,t) =t
S:<{y(s,t) =cos’tcoss+1 , steR,

z(s,t) = cos’t sens

sao as equacodes paramétricas da superficie de revolucao S de geratriz y e eixo de revolugao r.
0

Exemplo 7
Determine a equagdo cartesiana e uma equacgao parameétrica da superficie de revolugdo S obtida
girando a curva

Y 1+y?
x =0

em torno dareta r: { iz 2) , e esbocge-a.
Solucao.
Uma parametrizagdo da geratriz y €
dada por: Z=Z

x(t) =0

Y:i<yt)=t , teR.
1
2t) = 1+ t2

Por uma translacao dos eixos, obte-
mos um novo sistema de eixos orto- X
gonais OXYZ,onde O = (0,0,1) e

(x,v,z) = (x,y,z+1). (4) Fig. 34: Curva y

A geratriz v, nas coordenadas X, U, z, € dada por:

_ 1 | x(t) =0
z= — —

v 1+9? , YyeR, ou Y:i<yt)=t , teR,
x=0 Z(t)= 1

e o eixo de revolugdo r € dado por:
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N

=0 _
ou r=eixo—-0Y.
=0

x|

Ent&o, no sistema O XY Z, a equacéo cartesiana de S é:

1 —2
VP e L VR
1+7y 1+7y
. ., _ 1 - . -
pois, paratodo P’ = (0,y',Z') € v, Z' = oo 1 < 0, e suas equacgOes paramétricas séo:
Y
_ t2
X(s,t) = ey COS s
S:<y(s,t) = , s,teR,
tZ
_ _ Y e
Z(s,t) e sens

pois o paralelo P, contido no plano y = t, € um circulo de centro A(t) = (0,t,0) e raio igual a

1 2
1+t2  1+4+¢2°

Fig. 35: Superficie S

Logo, por (4), (5) e (6), obtemos que:

= VR TR eyt = (14 + (e 1)

1+y?
€ a equacao cartesiana, e

2

t
X(S,t) = m COS s

S: y(s,t) =t , s,teR.
2

t

séo as equagles parametricas da superficie de revolugéo S nas coordenadas x, y € z.

Nos exemplos abaixo, veremos como obter as equagbes de uma superficie de revolucao

quando a geratriz e o eixo estdo contidos num plano arbitrario.
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Exemplo 8
Determine a equacao cartesiana e uma equacao parameétrica da superficie de revolugdo S obtida
girando o circulo

(y—2)2+2° =1

x =0

emtorno daretar:
x =0

Solucao.
A geratriz v € um circulo de centro (0,2,0) e raio 1, contido no plano YZ, e o eixo r é a reta
paralela ao vetor o =(0,1,1) que passa pela origem.

VA

Primeiro observe que a curva y nao intersecta .

a reta r. De fato, se existisse P’ = (0,y’,z’)

pertencente aynNr,entdoy’ =z' e (y' —2)* +

z'? =1, ou seja, ﬂ/>//‘\7

(v =22 +y? =1 2y? -4y’ +3=0, &=
0O 1 2 3 Y

que nao possui solugao real, pois seu discrimi- U

nante € A = 16—4 x 2 x 3 < 0, uma contradicao.

Além disso, como o centro (0,2,0) pertence ao

hiperplano { gzg , temos que:

Fig. 36: Circulo y
y' >z, (7)

para todo ponto P’ = (0,y’,z’) pertencente a .
Sendo o eixo r paralelo ao vetor w =(0,1,1), 0s paralelos de S estdo contidos nos planos

y +z = const. (8)
perpendiculares ao vetor .

Pela definicado, P = (x,y,z) € S se, e sO se, existe P’ = (0,y’,z’) € y tal que P e P’ estdo sobre
0 mesmo paralelo P.

Entao, por (8),

y+z=y' +2, (9)
e, se C é o centro do paralelo, entao

d(P'C) =d(P,C)

é oraiode P.

Por outro lado, como os triangulos OPC e OP’C sao congruentes e retangulos em C, vemos que

d(0,P') =d(0,P) &= y?+z? =x*+y> +2°. (10)
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Logo, por (9) e (10),

Z

2+ (y+z—y ) =x2+y?+22
@ zylz_zy/(y_I_Z)+y2+22+2yZ:X2+y2+22
= P —-2y'(y+z)+2uz—x*=0
R V4(y +2)2 - 8(2yz — x2)

v = 4
— /_(y+z)i\/(y+z)2—2(2yz—x2)

(y+2z) £ Vy?2+2yz+2z2 —4dyz + 2x?
I __

Saad = >
— , Wtz Ey/ly—2)2+2x%)

y - 2 .

Fig. 37: Circuloye P€ S

Mas, como por (7) e por (9),
y+z
2 3

y >z =y+z—y' &y’ >
obtemos que:

(y+z)+1/(y—z)2+2x2)

y'= 5 : (11)

Assim, sendo
(y1_2)2+212:1 <:>y/2+zzz_4y/+3zo

temos, por (10) e (11), que:
x2+y2+z2—2(y+z+ \/(y—z)2—|-2x2> +3=0

€ a equacao cartesiana de S.

Vamos determinar agora as equagdes de S por uma rotacao dos eixos OX, OY e OZ.

Seja O XY Z um sistema de eixos ortogonais, no qual os semi-eixos positivos OX, OY e OZ
tém a direcao e 0 mesmo sentido, respectivamente, dos vetores:

_ — 1 1 _ 11
:1030) - Ovi)_i ) — 0’7)7 )
vi'=(1,0,0) V2 ( V2 ﬁ) V3 ( V2 ﬁ)

onde v3’ & um vetor unitario paralelo ao eixo r.

Sendo
(X>U)Z):)_(\71_>+U\TZ_>+E\)3 ’
ou seja,
(x,u,2) =%(1,0,0) + <o1—‘)+z (o1 1) (12)
)y) - y ¥ y )ﬁ, \/z )ﬁ) 2 )

a geratriz e o eixo r nas coordenadas X, y € z sdo dados por:
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. E(y+z) +§( y+z)°-— ﬁ(y+z)+3_0
x=0
L4, 4
——y+z-——z=-3
= vy: vt V2
x=0
(ﬁ—2)2+<z—2)2 342 45—
= v V2 V2
x=0
e
V2 V2, —_
- 7(9‘1‘2)—7(_ +z) e y=0
Além disso,
X = <xyz,\7ﬁ>:x
_— 7 = Y2, 13
U = ((xy,2)v) =5y (13)
z = <xyz,\?>:\zﬁy—|—z.
, V2

Assim, como, por (7), ¥y’ = —=(y’ — z’) > 0 para todo

2

ponto P’ = (0,7’,Z’) pertencente ay, devemos substituir
Z' porz e ' por /x> + % em
4
—/2 =12 —/ =/
+z° - —=[@U' +z)+3=0,
y ﬁ(y )

para obtermos a equacgao cartesiana de S nas coorde-
nadas x, y e z:

XC+yi4+z2—2V2 (\/¥2+U2+2> +3=0.

Logo, por (13),

Fig. 38: Rotagéo do sistema de eixos

& 1= eixo— 0Z.

<
S /" N
2

Sl
~I

Fig. 39: Ponto P girando em torno do eixo—O Z

2
x2+%(y—z)2+% 2\/_<\/ ;y—z)2+\zf(y+z)>+3zo
224+ (y—2z)2+ (y +2)
= Py +22-2V2 3=0
V2
= x2+y2+zz—2<y+z—|—\/2x2—|—(y—z)2>+3:O,

€ a equacao cartesiana de S nas coordenadas x, y € z.
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K. Frensel - J. Delgado



219 Geometria Analitica Il - Aula 9

Para parametrizarmos a superficie S, devemos primeiro 7
parametrizar a geratriz y nas coordenadas x, vy, z: 40s)
%(s) = 0 1
Y:<y(s)=coss++v2 , sER. NG)
Z(s) =sens + 2
Assim,
X(s,t) = (2+coss)cost V2 |
S:{y(s,t)=(2+coss)sent , s teR, » Y
Z(s,t) =sens + V2 S
€ uma parametrizacdo de S nas coordenadas x, y € z,
pois o paralelo P, contido no plano z = sen s++/2, é um Fig. 40: Parametrizagso da geratrz y
circulo de centro A(s) = (0,0,sens + v/2) e raio igual a
coss + /2.
Finalmente, por (12),
x(s,t) =x(s,t) = (2+coss)cost
S:{y(s,t) = ‘f (U(s,t) +z(s, 1)) = ‘f ((z+coss) sent +sens + ﬁ) . s,teR,
z(s,t) = \f (—y(s,t) +z(s,t)) = \zﬁ (—(2 +coss)sent+sens -+ \/5)

€ uma parametrizacao da superficie de revolucao S nas coordenadas x, y z.

i

\

N
/
X /

Fig. 41: Superficie S, toro de revolugéo obtido girando a geratriz -y em torno da reta r
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Exemplo 9

Determine a equacao cartesiana e uma equacao parameétrica da superficie de revolugdo S obtida

z=y*+2 , =z
, em torno do eixo r :
X:O X:O.

girando a curvavy :

Solucao.
A curva y € uma parabola, contida no plano YZ, de vértice V = (0,0, 2) e eixo-focal =eixo—0Z,

e r € uma reta paralela ao vetor = (0,1,1) que passa pela origem.

. . Z
Observe que a curva y nao intersecta a reta r. De

fato, se existisse P = (0,y’,z’) pertencenteaynr,
entao
y’:z’ e Z/:y/2+2
= y/:y/2+2 — y/z—y’—l—ZZO,

que nao possui solucdo real, pois 0 seu discrimi- 2
nante € A =1—4 x 2 <0, uma contradi¢ao.

=l

Como o vértice V = (0,0, 2) de y pertence ao semi-

<y

0
pertencente a v,

/ !/
plano { i, iy , entdo, para todo P = (0,y’,z')

z' > y - (1 4) Fig. 42: Curva y a rotacionar em torno da reta r

Seja O XY Z o sistema de eixos ortogonais no qual os semi-eixos positivos OX, OY e O Z tém
a mesma direcdo e 0 mesmo sentido, respectivamente, dos vetores:

= 1’0’0 ) = O>7)_7 ) - Oaivi y
Vit = ( ) V2 < NG ﬁ) V3 ( 5 2>

onde v3' é um vetor unitario na dire¢do do eixo r.

Nesse sistema de eixos, como

xownz) = 57 423 =% (10,0145 (0,75~ ) 1z (0.5 05 ) L (19)
2 2 2 V2
temos que:
1 1
—= (- +2) =5y +2)*+2 V2(—y+2) = (U+2z)2+4
v Av2 3 ey (—y+z)=([U+32) (16)
e r-{1(1j+2)—](—1j+2) = v=0 & r = eixo— 0Z
V2 V2 Ix=0 B )
s80 a geratriz y € 0 eixo r nas coordenadas x, y € z.
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VA

Assim, como, por (15) e por (14)
g =((x,v, 2 vz>— (v —2z')<0,
para todo ponto (0,y’,z’) € y, vemos que, por (16):
V2 <\/%2T132+z) = (—\/#T#+z)2+4
€ a equacao cartesiana de S nas coordenadas x, vy, z.
Além disso, sendo

=

X = <(X,y,Z),V] >:X)

_ V2

y - <(X)U»Z))\72_>> — 7(9 - Z) y (17) \?

. V2

z = <(Xay> Z)>‘73_>> = 7(9 +z), Fig. 43: Rotac&o da curva -y no sistema O XY Z

obtemos que:

2
\/z(\/x2+;(y—z)2+\zﬁ(y—l—z)> = (—\/x2+;(y—z)2+\zﬁ(y+z)> +4

2
= V2 (y—22+ (u+2) ( VI =22+ (y+2)) +4
€ a equagdao cartesiana de S nas coordena- Z
dasx,yez.
Parametrizando y nas coordenadas x, y € z,
s A(s)
X(s) =0 v(s) pA(s) )
Y:iq yls)=s , s€eR,
z(s) =s?+2
temos, por (17), que: Y
(
X(s) =x(s) =0
Fig. 44: Curva -y no sistema rotacionado
v:3 u(s) = Piyls) —zle)) = (s —s2-2) . sER,
_ 2 2
\ Z(s) = \zf(y(s) +2z(s)) = \zf(s + 52+ 2)

€ uma parametrizacéo de y nas coordenadas x, y € z.

Entéao,
( X(s,t) = \f(s —s+2)cost
Stq gls,t) = \f(s —s+2)sent
(s,t) = \f(s +s+2)
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€ uma parametrizagdo de S nas coordenadas x, y € z, pois o paralelo P, contido no

plano z = Q(s + s2 4+ 2), é um circulo de centro A(s) = (0,0,\2&(5 + sz+2)) e raio igual
a |£(5—52—2)| = Q( 2_s+2).
2 2
Z
i
—
YX/ Y
\7
Fig. 45: Superficie de revolugao S
Finalmente, por (15),
(
x(s,t) =xX(s,t) = \Zﬁ(sz— s+2)cost
S: V2 z T((s2 2 teR
"9 y(s,t) = T(y(s,t) +z(s,t)) = E((s —s+2)sent+s-+s+2) y s, te
z(s,t) = \f(—g(s,t) +7z(s,t)) = %(—(s2 —s+2)sent+s>+s+2)

é uma parametrizagao da superficie de revolugéo S.

Exemplo 10
Seja'H a hipérbole, contida no plano 7t : x+2y = 0, com centro no ponto C = (2,—1,0), reta focal

paralela ao vetor (0,0, 1), cuja distancia do centro aos vértices é de 2 unidades e a distancia do
centro aos focos é de 4 unidades.

(a) Determine uma equacdo paramétrica da hipérbole H.

(b) Determine a equacéo cartesiana e uma equacao parameétrica da superficie de revolucdo S
obtida girando a hipérbole H em torno da reta

x(t) =2t +2
i yt)=—t—-1, tekR,
z(t) =0

contida no plano .
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Solucao.
(a)Sendoa=2ec=4,vemosque b =+cZ2—a?2=+16—4 =23.

Por uma translacado e uma rotacdo dos eixos, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais

OXYZ, noqual O =C = (2,—1,0) e os semi-eixos positivos O X, O Y e O Z possuem, respecti-
vamente, a mesma dire¢cdo e o mesmo sentido dos vetores unitarios:

— — 2 1 — 1T 2
=(0,0,1), =(—,——,0 e =(—=,—,0]) .
V1 ( ) V2 (\/5 /5 ) V3 (\@ /5 )

Observe que v, é paralelo a reta-focal, v,’ é para- 2\/2
lelo a reta nao-focal e v3' é normal ao plano 7.
Neste sistema de eixos ortogonais, a hipérbole H
esta contida no plano 7 : z = 0, tem centro na
origem e reta-focal —eix0—0 X. Entéo, sendo o) 5 —
=2 =2 X
XY 4
H:< 4 12
z=0
obtemos que: 23
X(s) = +2coshs Fig. 46: Hipérbole H
H:<y(s) =2v3senhs , seR
Z(s) =0

é uma parametrizacdo de H nas coordenadas x, J e z.

Logo, como

vemos que:

(x(s),y(s), z(s)) = £2cosh s(0,0,1) + 2v3senh s (%-%o) +(2,-1,0),

ou seja,
x(s):él\\//ggsenhs—lrz
H: y(s)z—z\\/?senhs—1 , SER,

z(s) = £2 coshs

€ uma parametrizacado de H nas coordenadas x, y, z

(b) O eixo de revolugéo r é a reta paralela ao vetor vy que passa pelo centro C que, no sistema

OXYZ, éo0eixo—0Y.

Assim, no sistema OXYZ, S é a superficie de revolugao obtida girando a hipérbole
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=2 =2
XY 4
H:{ 4 12 ,
z=0
em torno do eixo— O Y.
Devemos, entdo, substituir j’ por g e X' por +1/X~ + z° na equacao
=2 =2
Xy 1
4 16 ’
para obtermos a equagao cartesiana de S nas variaveis x, y e z:
XZ _1_%2 =2 iz ﬁz EZ
i el Tt =] (19)
Observe que aplicando a um ramo da hipérbole H uma rotacao de 180° em torno do eixo—0 Y
obtemos o outro ramo. Portanto, basta escolher um desses ramos para gerar S.
Sendo
X(s) = 2coshs
v:<y(s) =2v3sinhs , seER,
Z(s) =0
uma parametrizagdo de um ramo da hipérbole, temos que:
X(s,t) =2coshs cost
(s,t) = 2v/3sinhs , s,teR, (20)

wn
NIl

(s,t) = 2coshs sent

é uma parametrizacdo de S nas coordenadas X, y e z, pois o paralelo P,, contido no plano

Yy = 2v/3senhs, & um circulo de centro A(s) = (0,2v/3 senhs, 0) e raio igual a 2 cosh s.

=~

P\ Al#) v(s)

S

5

Fig. 47: Paralelo Ps de centro As = A(s) passando por y(s)
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Como

(x.v,2) :i(o,o,1)+ﬁ(2 ] ,o) +§<\}g>¢25’0) +(2,-1,0), (21)

obtemos que:

x = ((x,v,2)—(2,-1,0),(0,0,1)) =z,

7 = <(xy 2) — (2,-1,0) (2 L O>>:](2x—4—y—1):1(2X—y—5) (22)
y Y ) ) ) \/g) 5) 5 5 ’

s _ <(x,y,z)—(2,—1,0),(]5,55>0)>=15(X—2+2y+2)=]5(x+2y).

Entao, por (20) e (21)

43 2
x(s,t) = —=senhs + — coshs sent + 2
(5%) V5 V5
S: 2V3 4 s, teR
s,t) = ——=senhs+ —coshssent—1 » >
vls, 4 V5 V5

z(s,t) = 2coshs cost

€ uma parametrizacao de S e, por (19) e (22),

z? 1

4 16x5
2022 — (2x —y —5)2 +4(x + 2y)* = 80

1
2 2 _
(2x —y —5) t sty =1

2022 — (2x —y)? +10(2x —y) — 25+ 4x* + 8xy + T6y* = 80
2022 — 4x% + 4xy — y? + 20x — 10y — 25 + 4x> + 8xy + 16y> = 80

1111

15y?% + 20z% + 12xy + 20x — 10y — 105 = 0

é a equacdo cartesiana da superficie de revolugdo S, nas coordenadas x, y € z.

Exemplo 11

Seja P a parabola contida no plano = : x + 2z = 0, com vértice no pontoV = (2,0,—1) e foco no
ponto F = (4,0,-2).

(a) Parametrize a parabola P.

(b) Determine a equacgao cartesiana e uma equacao paramétrica da superficie de revolugao S
obtida girando a parabola P em torno da reta { contida no plano  que passa pelo foco F e é
perpendicular a reta-focal da parabola.

Solucao.
(a) Como, pelo item (b), a superficie S é obtida girando a parabola em torno da reta { con-
tida no plano 7t que passa pelo foco e € perpendicular a reta-focal r da parabola, vamos fazer
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uma translacdo e uma rotagdo dos eixos coordenados para obter um novo sistema de eixos

ortogonais O XY Z, no qual O = F e 0s semi-eixos po- i
sitivos O X, OY, O Z tém a mesma direcdo e 0 mesmo ;
sentido, respectivamente, dos vetores unitarios:
W= (o) an
IVF - \W5" 7 V5 } r
Vv F
v2 = v xvi’ =(0,1,0) (]| 0)
. 1 2
vy’ = | —=,0,— 1L,
5 = (o) 0
Neste sistema de eixos, a parabola esta contida no plano P
mi:z = 0 e tem foco na origem, reta-focal = eixo—0 X,
p= d V F \/— 5 vértice V — \/3,0,0 ou seja Fig. 48: Parabola P no plano 7
7 =45 (X +V/5)
P
z=0.
? )
P -
glOF S VTS
_/
V
P
_\/5 \
X
77
Fig. 49: Ponto y(s) na parabola P descrevendo o paralelo de centro A(s)
Sendo
= s? s2—20
Ms)= V=t
Y T(s)=s , seER, (23)
Z(s) =0
uma parametrizagao de P nas coordenadas x, U, z, €
(%,y,2) =XV +yvy +2zv3 +F, (24)
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K. Frensel - J. Delgado



227 Geometria Analitica Il - Aula 9

temos que:
s2—20 (2 1
= = 0,—— 0,1,0) + (4,0,-2),
(), wis)zls)) = =20 (2.0,- ) +510,1,0) (40,2
ou seja,
_2(s2-20)  ,  s?2420
i N T
P:ly(s)=s , seR,
s2—20 —s2-20
) =—% ~2= %

€ uma parametrizagdo de P nas coordenadas x, y, z.

(b) Por (23), o paralelo contido no plano y = s € um circulo de centro A(s) = (0, s,0) e raio igual
s2—20

W ‘ Assim,
izﬂ cost
4/5
S ]j:s y S,tGR,
zZ= 52— 20 sent
4/5

Entao, por (24),

2 2_
S:{S 2Ocost(z,o,—1>+s(o,1,0)+S 2Osent(102>+(4,0,—2)

s,teR},

45 V5 V5 45 VERRVE]
ou seja,
s2—20 s —

— n

x(s,t) T cost + 20 sent+4
S:quyls,t)=s

s2—20 s2 — 20

z(s,t) = — 75 cost+ R sent—2

€ uma parametrizacao de S nas coordenadas x, y, z.

Como, nas coordenadas X, U, z, 0 eixo de revolucdo é o eixo—O 'Y, devemos substituir na equa-
cao da geratriz,

T)?=4V5(x +V5),

U pory e X por +\/X +Z , para obtemos a equacéo cartesiana da superficie de revolugéo S
nestas coordenadas:

S: g =4V5 <i\/§2+§2+\/§) = S: T -20=+4/5\X +7Z

— : (ﬁz—zo)zzso (§2+%2> . (25)
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Além disso, por (24),

= —\ _ 2(x—4) z+2 2x—z—10,
X = <(X)y)2) (4)0) 2))\)] >_ \/5 \6 - \/g )
ﬁ = <(X,y,Z) (4)07 2),\?>:U,

2 = ((u,2)- 14,0,-2),7) = < F HEEH _xv 2

X ?\\
LECT IV 4 \‘
\ / \ \ A i
7 N /\‘ a =
) o \ 7\ ¥
3 V\ N\ = \

Fig. 50: Superficie S nos sistemas OXYZ e OXY Z
Entao, por (25),
S:(y2—20)7 = 2 (2%~ 2~ 10) + (x + 22)?)
& S:y*—40y? 4400 = 16(4x> 4 22 — 4xz — 20(2x — z) + 100 + x> + 422 + 4xz)
& S:—y*+80x? +40y? + 80z2 — 640x + 320z + 1200 =0

é a equagio cartesiana de S nas coordenadas x, y, z.
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