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Curva Parametrizada Diferenciavel

Capitulo 1

Curvas Planas

1. Curva Parametrizada Diferenciavel

Definicao 1.1 Uma curva parametrizada diferenciavel no plano é uma aplicagéo « : I — R?
de classe C* definida num intervalo aberto I = (a, b) da reta.

Se «a(t) = (x(t),y(t)), t € I, dizemos que t é o parametro da curva; «(I) = {«x(t)|[t€ 1} é0
fraco da curva e o vetor o’(t) = (x'(t),y’(t)) € o vetor tangente (ou vetor velocidade) a curva
axaemtel.

Observacao 1.1 Lembre que uma aplicagdo « : I — R? é de classe C* se, e s0 se, suas
fungdes coordenadas x,y : I — R sao de classe C*. E que a derivada de ordem j de « &
dada por ol (t) = (x9(t),y"%(t)) para todo t € 1.

Definicao 1.2 Dizemos que uma curva parametrizada diferenciavel « : I — R? é regular
emt =ty € I quando «'(ty) # 0. Nesse caso, a reta r,, que passa por x(t,) e € paralela ao
vetor o’ (ty) € chamada de reta tangente a « em t, e é dada por

Ty, ={(to) +sa(to)|s € R}

Um ponto singular de « € um valor do parametro t € R tal que «/(t) = 0.

Quando « é regular em todos os pontos t € I, dizemos que « é uma curva parametrizada
diferenciavel regular.

Para o desenvolvimento da geometria diferencial local das curvas é essencial a existéncia
de uma reta tangente a curva em todos os pontos. Portanto, restringiremos o nosso estudo
apenas as curvar regulares, isto &, as curvas sem pontos singulares.

Instituto de Matematica - UFF |I|



Geometria Diferencial

Exemplo 1.1 Vejamos alguns exemplos de curvas:

(a) A aplicagdo « : R — R?, dada por

O((t) = (XO>90) + t((l,b) y

com a?+b? #£ 0, é uma curva parametrizada diferenciavel
regular, pois «'(t) = (a,b) # (0,0) para todo t € R, cujo
trago é a reta que passa pelo ponto (xo,yo) € € paralela
ao vetor (a, b) (ver Fig. 1).

(b) A aplicagdo o« : R — R?, dada por
a(t) = (r cost,r sent) + (xo,Yo),

com r > 0, € uma curva parametrizada diferenciavel regular,
pois o'(t) = (—rsent,rcost) e, portanto, ||&'(t)|| =1 # 0
para todo t € R.

/

s

Lo a

Fig. 1: Trago da curva « item (a)

A

Yo

O tragco da curva « € o circulo de centro (xo, yo) € raio r (ver
Fig. 2).

(c) A curva parametrizada « : R — R? dada por

a(t) = (£, t%)

Y

7

Fig. 2: Trago da curva « item (b)

|

é diferenciavel, mas nao é regular, pois o(t) = (3t%,2t) =
(0,0) parat =0, ou seja, t =0 € um ponto singular.

sy

Fig. 3: Traco da curva « item (c)

Observando que as coordenadas de um ponto da curva satisfazem a equagéo y* = x?, pode-

mos tragar a curva (ver Fig. 3).

(d) A aplicagdo o : R — R? dada por
o(t) = (t,]t])

nao é uma curva parametrizada diferenciavel, pois a fungao
coordenada t — [t| nao é diferenciavel na origem (ver Fig. 4).

£ \

S |

Fig. 4: Traco da curva « item (d)
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Curva Parametrizada Diferenciavel

YA
(e) A aplicagao « : R — RR?, definida por

(t,0), set<0 _ < /

(t,tzsen¥>, set>0, N_

=Y

ndo é uma curva parametrizada diferenciavel, pois a sua Fig. 5: Trago da curva e item (e)

segunda fungao coordenada

0, set<0
yt) = 5 1
t senP set>0,

é de classe C' que ndo possui derivada de segunda ordem na origem (ver Fig. 5).

Definicao 1.3 Dizemos que uma curva parametrizada « : I — R? é simples quando a
aplicacao « € injetora, isto €, «(ty) # «(t;) se t; # ty, t, 1, € L.

E facil verificar que as curvas dos exemplos (a), (c), (d) e (e) sao simples, e que a curva
do exemplo (b) nao é simples, ja que é periddica de periodo 27.

Exemplo 1.2 Continuamos com os exemplos:

(f) A aplicagdo « : R — RR? dada por
x(t) = (2 —4t,t* — 4)

€ uma curva parametrizada diferenciavel regular, pois o/(t) = (3t>* — 4,2t) # (0,0) para todo
t € R. Mas « nao é simples, pois:

P —4t =53 —4s t(t? —4) =s(s>—4) t=2es=-2
x(t) =afs) &= < e =< e &< ou
?—4=s2—4 t?—4=s2—4 t=s

Para fazer um esboco do trago de «, observe o sinal das fungdes coordenadas x(t) = t3 — 4t
e y(t) = t* — 4 nos intervalos (—oo, —2), (—2,0), (0,2) e (2,+o0) (ver Fig. 6).

Observe também que o'(—2) = (8,—4) # (8,4) = «/(2), apesar de termos «(2) = «x(—2) =
(0,0). Assim, nao faz sentido falar no vetor tangente a curva « no ponto «(t) e, sim, no vetor
tangente a curva « no ponto t.
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(07'4)

Fig. 6: Trago da curva « item (f)
(g) Seja oc : R — R? a aplicagdo dada por
x(t) = (cost(2cost—1),sent(2cost—1)).
Como «'(t) = (sent —4costsent,—cost + 2(cos’t — sen’t)), temos que se o'(t) = (0,0)

~ 1
entaosent =0o0ucost = 1 Mas,

esent =0—=—=cost=+1=— —cost+2(cos’t—sen’t) =< ou .
3
T AL 5 2y 115\ 8
ocost—4:>sent_i 16:> cost+ 2(cos“t—sen‘t) = 4-|—2<16 ﬁ>_ 1

Logo « é uma curva parametrizada diferenciavel regular.

Para fazermos um esboco do traco da curva « basta analisar a curva no intervalo [—m, 7.
Primeiro observe que, se «(t) = (x(t),y(t)), entao:

7T
t=4+-
f =47 3
2 ou
x(t) =0<= 4 ou e yt) =01 t=4n
7T
t:i§> ou
| t=o0.
Tt 7T
Marque os pontos x(0) = (1,0), oc<§> — (0,—1), oc(—z> — (0,1), () = x(—7) = (3,0) e

o <§> =« (—;—t) = (0,0) no plano, e depois estude o sinal das funcboes coordenadas x(t) =

cost(2cost— 1) e y(t) = sent(2cost — 1) nos intervalos <_7t,_f), ( n E), (—%,O),

27\ 23
(O, g) <§,g> e <§,7r> (ver Fig. 7).
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Mudanga de parametro; comprimento de arco

Fig. 7: Trago da curva o item (g)

Uma maneira mais facil de obter o traco da curva « € utilizar a equagao da curva em coorde-
nadas polares: r =2c0s0 — 1.

2. Mudanca de parametro; comprimento de arco

Duas curvas diferenciaveis podem ter o mesmo trago. Por exemplo, as curvas «(t) =
(t,2t), t e R, e B(s) = (2s + 1,4s + 2), s € R, tém 0 mesmo traco, que é a reta que passa pela
origem e é paralela ao vetor (1,2), pois B(s) = «(2s + 1). Observe que o vetor tangente a  no
ponto s é o dobro do vetor tangente a & no ponto 2s + 1, ja que B’(s) = 2a’(2s + 1).

O mesmo acontece com 0s pares de curvas:

S

e x;(t) =(2cost,2sent),t e Re P:(s) = (2005%,23en ) s € R, pois B1(2s) = «;(s). Neste

2
exemplo, também temos «/(s) = 2B1(2s), s € R (ver Fig. 8).
Yk
«1(0)=(0,2)

B10)=(0,1)

2,00=:(0) T
=4 (0)

Fig. 8: Os tragos das curvas «; e 37 coincidem, mas os vetores tangentes nao
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e xy(t) = (cost,sent),t € Re B,(s) = (sens,coss), s € R, pois «,(t) = B3 (—t+ g) Neste

exemplo, o (t) = —fp} (—t + g) (ver Fig. 9).

Y

B2(5)

(%)

Fig. 9: Os tragos das curvas « e 37 coincidem, mas os vetores tangentes e o sentido do percurso nao

Na realidade, dada uma curva parametrizada diferenciavel regular, podemos obter varias
curvas parametrizadas diferenciaveis regulares que tém o mesmo traco que «, da seguinte
maneira.

Proposicao 2.1 Sejam1 e ] intervalos abertos da reta, « : 1 — R? uma curva diferenciavel
regular e h : | — I uma fungao diferenciavel (C*) tal que h(]) =1 e h/(s) # 0 para todo s € J.

Entdo a aplicagdo p = «oh : | — R? & uma curva diferenciavel reqular que tem o mesmo
traco de «.

Prova.
Como « e h sao de classe C>™, temos que «x o h é de classe C* com (xoh)/(s) = «(h(s)) -
h/(s) # 0, pois h/(s) 20 e o'(h(s)) # 0 para todo s € I.

)

Ly
J .ﬁ \ N Bls)=a(h(s)
/

\

T

A
[
L

~

\ =~
)
=Y

Fig. 10: Os tragos das curvas « e B = « o h coincidem

E J. Delgado - K. Frensel



Mudanca de parametro; comprimento de arco

Além disso, trago(axo h) = (x o h)(]) = «(h(])) = «(I) = trago « (ver Fig. 10).

A curva B = xo h é chamada reparametrizacao de « por h, e a funcao h € dita mudanca de
pardmetro. g

Observacao 2.1 A mudanga de parametro h: ] — I & um difeomorfismo de classe C*.

Prova.
Para provar esta observagao, vamos utilizar os dois teoremas abaixo de analise na reta:

(I) (E. Lima, Curso de Analise Vol. |, pag. 237) Seja f : | — R uma fungao continua injetora
definida num intervalo 1. Entao f € monétona, | = f(I) é um intervalo e suainversa f~' : | — I
é continua.

(I (E. Lima, Curso de Analise Vol. I, pag. 263) Seja f : I — ] uma bije¢do continua, onde
I e ] sdo intervalos, tal que f~' : ] — 1 é continua. Se f é derivavel em t, € I, entdo f' é
derivavel em f(ty) = so se, e s6 se, f'(ty) # 0. Neste caso,

De fato, como h € C>* e h'(s) # 0 paratodo s € J, entdo h/(s) > 0 ou h'(s) < 0 paratodo s € J.
Logo, pelo Teorema do Valor Médio, h € crescente ou decrescente (estritamente) em J. Em

qualquer caso, h é uma bijecao e, portanto, pelo teorema (I), h™' : I — ] é continua.

. . ., 1 ~ ,
Assim, pelo teorema (Il), h=' é diferenciavel e (h™")’ = oo Como h’ e h™! s&o continuas
temos que h™' é de classe C'. E se supusermos que h~' é de classe C¥, obteremos que (h™")’

é de classe C* e, portanto, h™' é de classe C*''. Entdo, por indugéo, h' é de classe C*. g

Observacao 2.2 Se B é uma reparametrizagdo de « por h: | — 1, isto é, B(s) = aco h(s)
para todo s € J, entdo « é uma reparametrizacéo de 3 por h™', pois B oh™'(t) = «(t) para todo
tel

Definicao 2.1 A orientacdo de uma curva plana « é o sentido de percurso do trago de «.

Observacao 2.3 Seja p = a o h uma reparametrizacdo da curva o. Entdo p e o tém a
mesma orientagao se h'(s) > 0 paratodo s € J; e p e « tém orientagdes opostas se h'(s) < 0
para todo s € J.
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Geometria Diferencial

Exemplo 2.1 Sejam a curva diferenciavel regular o« : R — R? dada por «(t) = (rcost +
a,rsent + b), com r > 0, e o difeomorfismo de classe C>* h : R — R dado por h(s) = %

Entio p = xoh: R — R?, B(s) = (rcos§+ a,rsen % +b>, € uma reparametrizacao de «
que tem a mesma orientagdo que o. Além disso, ||3'(s)|| = 1 paratodo s € R.
Exemplo 2.2 A curva diferenciavel f : R — R?, B(s) = (—2s+1, —4s+2), é uma reparametrizacdo

dacurva o : R — R?, x(t) = (t,2t), que tem orientagao oposta, pois a mudanga de parametro
h:R — R, h(s) = —2s + 1, € uma fungdo decrescente (ver Fig. 11).

Yk Yh

8y
8Y

Fig. 11: Os tragos das curvas « e 3 = « o h coincidem mas o sentido do percurso nao

Definicao 2.2 Sejam « : [a,b] — R? uma aplicagdo, P ={a =ty <t; <---<t, =b}uma

particao do intervalo [a, b] e
UosP) =) forlts) — exltiq)
i=1

o comprimento da linha poligonal que tem vértices nos pontos «(ty), x(t;),..., x(t,) (Fig. 12).

a(to)

Fig. 12: Aproximagao poligonal da curva «
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Mudanca de parametro; comprimento de arco

Dizemos que « é retificavel se o conjunto {{(c; P) | P particéo de [a, b] } € limitado. Neste caso,
() = sup{L(c;P)|P particao de [a, b] }

é, por definicao, o comprimento de «.

Teorema 2.1 Se a aplicagdo « : [a,b] — R? é continua e retificavel, entdo

() = ‘g‘rgoﬂ(oc;P),

ou seja, dado ¢ > 0, existe & > 0 tal que |P| < 6 = [l(x) — L(e;P)| < €, onde |P| =

max |t; — ti_1 |.
1<i<n

Além disso, se « é de classe C', entdo « é retificavel e
b
lim ¢(o;P) :J |’ (t)]] dt.
|P|—0 a

(Ver E. Lima, Curso de Analise Vol. I, Cap. I, segao 4).

Definicao 2.3 Se « : I — R? é uma curva parametrizada diferenciavel regular, a fungao
s : I — R dada por

s(t) :J loc'(s)]] ds,

to

€ chamada funcao comprimento de arco da curva a partir de t,, onde t, € 1.

Observacao 2.4 A fungéo comprimento de arco s : I — J, onde ] = s(I), € um difeomor-
fismo de classe C* sobre o intervalo aberto J.

De fato, como s’(t) = [&/(t)]] = ('(t), /(1))

f(x) = /%, H: I — R, H(t) = x/(t)? + y’(t)?, onde «(t) = (x(t),y(t)), sdo de classe C*,
temos que s’ é de classe C™ e, portanto, s é de classe C™.

> 0 e as funcdes f : (0,00) — (0, c0),

Logo, pela observagao 2.1, s : I — J é um difeomorfismo de classe C* sobre o intervalo
aberto | = s(I).

. 1 1
Além disso, se s ' = h: ] — I, temos, pelo teorema Il, que h/(u) = = ,
° J P aue '(w) = G = Tt

para todo u € J.

Instituto de Matematica - UFF E



Geometria Diferencial

Definicao 2.4 Dizemos que uma curva regular o : I — R? esta parametrizada pelo compri-
mento de arco se
tH
J o/ (t)]] dt =t — 1o,
to
para todos to,t; € I, ty < t;. Isto €, o comprimento do arco da curva « de t, a t; é igual a
t — 1.

Proposicao 2.2 Uma curva regular « : 1 — R esta parametrizada pelo comprimento de
arco se, e so se, |«'(t)|| =1 paratodot € L.

Prova.
t
(<) Se ||«'(t)|| = 1 para todo t € I, entao J |/ (t)]] dt = t; — to para quaisquer to, t; € 1,

to
to < t.
(=) Seja ty € I fixo e consideremos a fungao s : I — R comprimento de arco a partir de t,.
Entao,
t
()= | I ae = t—to, se > 1o,

to

to

s(t):J Hoc'(&)”d&:—J (&) dE =—(to—t) =t—to, S€ to > t,

to t

ou seja, s(t) =t —to paratodo t € I. Logo, s’(t) = ||«'(t)|| =1 paratodot € I. g

Exemplo 2.3 Seja o : R — R? a curva regular dada por o(s) = (rcos % + a,rsen ; + b),
cujo trago € o circulo de centro (a,b) e raio r > 0. Entdo « esta parametrizada pelo compri-

mento de arco, pois ||&’(s)|| =1, ja que «/(s) = (— sen %,cos %) 0

Proposicao 2.3 Toda curva regular o : 1 — R? admite uma reparametrizagéo B, tal que p
esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Prova.
t

Seja ty € I fixo e consideremos s : I — ], s(t) = J |’ (&)] d&, a fungdo comprimento de
to

arco a partir de to. Pela observagéo 2.4, h = s7' : ] — I, é uma fungéo de classe C* com

1

W = S = Tw it

, paratodou € J.
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Mudanca de parametro; comprimento de arco

Logo B :] — R?, B(u) = oo h(u), &€ uma reparametrizacio de « tal que

1

/(1) = o (h(uw)) - ' (1w) = o (h(w)) - e

Entdo ||B/(u)|| = 1 para todo u € J. Assim, pela proposi¢ao 2.2, 3 € uma reparametrizagao de
o que esta parametrizada pelo comprimento de arco. g

Exemplo 2.4 Seja « : R — R? a curva regular dada por «(t) = (at + c,bt + d), onde
a’+b%* #£0, e sejas: R — R afungdo comprimento de arco de « a partir de t, = 0. Entao

t
s(t) :J va2+b2dé =+va?+b2t,
0

, u
e, portanto, h = s7' : R — R é dada por h(u) = ———. Logo p = xoh : R — R,
Vv a? + b?
u u , . ~ .
Blu) = (a ———4cb—r—+ d) € uma reparametrizacao de « pelo comprimento de
Val+b2 a4 p?
arco.
Exemplo 2.5 A curva regular o« : R — R?, «(t) = (e'cost,e'sent), é chamada espiral

logaritmica. Como
o'(t) = (e'cost —e'sent,e'sent +e'cost),

temos que ||«’(t)|| = v2 e'. Logo a fungédo comprimento de arco a partir de t, = 0 é dada por

s(t) :J:\/Eeéda:\/iet—\/i.

Assim, s(R) = (—v2,00) e h =57 : (—v2,00) — R é dada por h(u) = log (\2 + 1).

Portanto, p = aoh: (—v2,00) — R2,

=ahw) = ([ —=+1 log ([ = +1 = 1) (l (” 1)))
Bu) = a(h(u)) <<ﬁ+ )cos(og(ﬁJr >>’<ﬁ+ sen | log ﬁ+ ,
é uma reparametrizacéo de o pelo comprimento de arco.

Observacao 2.5 Areparametrizago de uma curva regular o pelo comprimento de arco néo
é Unica.
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De fato, seja h; : J; — I uma mudancga de parametro tal que 3; = xoh; : J; — R? é uma
reparametrizacao de « pelo comprimento de arco. Entao

1By (Wl = llo’(ha (u)) || Iy (w)l =1,

ou seja,
, . 1
M= ot

Portanto,

M) =—1 " ou Ru=— 1 (%)

‘ loe’ (b (W) ‘ o’ (ha (W)
para todo u € J.
H _ 1. A A [e'e) / _ ]

Sejaf="h; :1— J;. Entdo f &€ de classe C> e f'(t) = R0) Logo, por (*),
f'(t) = [l (i (fR))| = [’ (D) =s'(t)  ou  f'(t) = —[le'((f(1)] = —[l'(t)]| = —s'(1),

paratodo t € I. Ou seja, f(t) =s(t) + M paratodot € T ou f(t) = —s(t) + M paratodo t € I,
onde M é uma constante.

Sejah =s"":]; — L. Entao, se:

e f(t) = s(t) + M para todo t € I, temos que h;(u) = h(u— M) para todo u € J;, pois
f(hfu—M)) =s(h(u—M))+M=u—M+M =u, paratodou € J;.
e f(t) = —s(t) + M para todo t € I, temos que h;(u) = h(—u+ M) para todo u € J;, pois
f(h(—u+M)) =—s(h(—u+M))+ M =—(—u+ M)+ M =u, paratodou € J;.

Provamos, assim, que qualquer mudanga de parametro h, : J; — I, tal que 3; = « o hy esta
parametrizada pelo comprimento de arco, é da forma

hi(u) = h(+u+ M),

t

onde h=s7" s(t) = J |’ (&)] dE,, to € T @ M é uma constante.
to
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Orientagao de um espaco vetorial

3. Orientacao de um espaco vetorial

Definicao 3.1 Seja V um espago vetorial real de dimenséo finitan. e sejam B = {vi,v3,...,v,}
e B’ ={w;,w,,...,w,} bases ordenadas de V. Dizemos que B e B’ ttm a mesma orientacao,
e escrevemos 53 ~ 3/, se a matriz de mudanca da base B’ para a base B possui determinante
positivo.

Segue-se das propriedades do determinante que a relacdo ~ € uma relacao de equi-
valéncia, isto €, as seguintes propriedades sao satisfeitas:

(1) B ~ B (reflexividade);
(2) B~ B' = B’ ~ B (simetria);
(3) B~B'eB'~B" = B~ B” (transitividade).

Assim, o conjunto de todas as bases ordenadas de V se decompoe em subconjuntos
disjuntos denominados classes de equivaléncia pela relacao ~:

(Bl ={B'| B~ B'}.

Mais ainda, como o determinante da matriz de mudanca de base ou é positivo ou € negativo,
existem apenas duas classes.

Definicao 3.2 Cada uma das classes determinadas pela relagido de equivaléncia acima é
chamada uma orientacao de V.

Assim, V tem exatamente duas orientacdes, e, se fixarmos uma das duas de maneira arbitraria,
a outra sera chamada orientacao oposta.

No caso em que V = R", existe uma base ordenada natural
{e; = (1,0,...,0),e, = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)},

e a orientacao correspondente a esta base € chamada a orientacao positiva de R™, a outra
sendo a orientacao negativa.

Diremos também que uma base ordenada de R™ € positiva (ou negativa) se ela pertence
a orientacao positiva (resp. negativa) de R™.

. . (0 1
Por exemplo, a base {e,, e;} de R? é negativa, uma vez que a matriz (1 O) que muda

esta base para a base {ej, e;} tem determinante igual a —1.
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4. Formulas de Frenet

Seja o : I — R?, a(s) = (x(s),y(s)), uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco, isto &, ||«'(s)|| = 1 paratodo s € L.

Para cada s € I, o vetor «’(s) € um vetor unitario e sera designado por t(s), isto é,
t(s) = (x'(s),y’(s)).

Seja n(s) o vetor unitario de R? ortogonal a t(s) tal que a base ortogonal {t(s),n(s)} tem
a mesma orientacdo da base candnica {eq, e;}. Entdo n(s) = (—y’(s),x’(s)), pois [|n(s)|| = 1,

(n(s), t(s)) = 0 e det (X/(S) _9'(5)) —1>0.

y'(s)  x/(s)

<Y

Fig. 13: Vetores normal e tangente a curva ccem s

A base ordenada {t(s),n(s)} é chamada o referencial de Frenet' da curva cc em s. E a
retarn(sy) normal a o« em s, € a reta que passa pelo ponto «(s,) e é paralela ao vetor normal
n(soy), OU seja

mn(so) = {also) +An(so) [A € R}.

Como, para cada s € I, {t(s),n(s)} € uma base ortonormal de R?, temos que t'(s) = a”(s)
pode ser escrito como uma combinagao linear dos vetores t(s) e n(s).

Mas como (t(s), t(s)) = 1 para todo s € I, temos que (t'(s), t(s)) = 0, ou seja, t'(s) €
ortogonal a t(s).

Logo t'(s) € paralelo a n(s), isto é, existe uma fungéo « : I — R tal que

TJean Frédéric Frenet (1816 - 1900): matematico e astronomo francés, descobriu, independentemente do seu
compatriota Joseph Alfred Serret as hoje chamadas formulas de Frenet-Serret das curvas (planas e espaciais).
No caso das curvas espaciais, ele escreveu seis das nove férmulas, que, naquela época, nao foram expressas

em termos vetoriais nem usando a linguagem da Algebra Linear. Essas formulas, de fundamental importancia na
Geometria Diferencial, foram apresentadas na sua tese de doutorado em Toulouse (1847).
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para todo s € I, onde

K(s) = (t'(s), n(s)) = —x"(s)y'(s) +y"(s)x'(s)

é chamada a curvatura de oc em s € 1.

De modo analogo, como n(s) € um vetor unitario, segue-se que n’(s) € ortogonal a n(s) e
é, portanto, paralelo a t(s). Além disso, como (n(s), t(s)) = 0, temos que

Logo,

Resumindo: Se o : I — R? é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s,
entao o referencial de Frenet {t(s), n(s)} satisfaz as equagoes:

t'(s) = k(s)n(

w
—_—

gue sao as formulas de Frenet de uma curva plana.

Exemplo 4.1 Seja «(s) = (as +x,bs +1yo), s € R, a? +b? = 1 uma curva regular parametri-
zada pelo comprimento de arco cujo trago € a reta que passa pelo ponto (xq,yo) € € paralela
ao vetor unitario (a,b). Entdo a curvatura de « € identicamente nula.

De fato, como t(s) = «'(s) = (a,b) € constante, segue-se que t'(s) = 0 paratodo s € R e,
portanto, k(s) = 0 para todo s € R.

Exemplo 4.2 Consideremos a curva regular parametrizada pelo comprimento de arco
S S
x(s) = (r cos; +a,r sen; +b> ,
onde s € R e r > 0, cujo traco é o circulo de centro (a, b) e raio r. Entao
t(s) = a'(s) = ( sen T,cos r) e n(s) ( cos o sen T) .
, 1 o 1 s s
Logo, k(s) = {t'(s), n(s)) = — >0, pois t(s) = (— cos >, —sen ;).

Ou seja, o tem curvatura constante igual a % (ver Fig. 14).
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Yk

P
T

Fig. 14: Vetores normal e tangente ao circulo x em s

Observacao 4.1 A curvatura x muda de sinal se mudarmos a orientagéo da curva «.

De fato, seja p = coh: ] — R? uma reparametrizagdo de « : I = (a,b) — R? tal que B esta,
também, parametrizada pelo comprimento de arco, mas com orientacao oposta a de «. Entao,
pela observacao 2.5, h(r) = —r+M,r€ (-b+ M,—a+ M).

Ou seja, B(r) = o(—r + M), ou ainda, «(s) = B(—s + M).

Entdo, como «'(s) = —B'(—s + M), ou seja, ty(s) = —tg(—s + M), temos ny(s) = —ng(—s+M)
e t,(s) =t(—s + M) e, portanto,

Kﬁ(_s +M) = <t[/5(_5 + M) ’ nB(_S + M)> = <t(/x(5) ’ _noc(s)> = —Kql(s) .

n“.(-f?)

kals) <0
to(s)

t__.-g (—.‘?—I— M )

ng(-s+M)
k(-s+M) >0 R
Ka(s) >0
flals ta(s)
.3\
s n; _S+ﬂ"f
t5(-5+M) pl-s+M)

Ka (- e‘)‘{‘.‘;f) <0

Fig. 15: Mudanca do sinal da curvatura ao longo da curva

» Note que os vetores aceleracdo sao iguais, isto &, t;(s) = t;(—s + M).
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Observacao 4.2 A curvatura k de « muda de sinal ao mudarmos a orientacéo de R?.

De fato, considere R? com a orientagdo oposta a dada pela base canénica. Assim, nesta
orientacao, a base {e,, e;} é positiva.

Entdo, o vetor unitario n(s) ortogonal a t(s) tal que {t(s),n(s)} € uma base positiva € dado por

Logo,
K(s) = (a"(s), A(s)) = —k(s).
Observacao 4.3 Interpretacdo geométrica da curvatura.

Mostraremos que «(s) indica a velocidade com que as retas tangentes mudam de direcao
numa vizinhanca de s.

Sejamsyele @ : (—sy+ a,—syo+h) — R afuncao de classe C* que determina o angulo
que o vetor o’ (sy + h) faz com o vetor «'(sy), isto &,

«'(so +h) = (cos(@(h) + 6),sen(¢(h) + 6,),

onde ¢@(0) =0e o'(sy) = (cos By, senb,) (veja o Lema — da préxima secao).

Entao,
n(so+h) = (—sen(@(h) + 6y),cos(@(h) + 6;))
e
o (so+h) = @'(h)(—sen(@(h) + 65),cos(@(h) + 68p)) = @'(h)n(so +h).
Logo,

k(so) = («”"(s0), n(so)) = @'(0).

Observacao 4.4 Interpretacdo geométrica do sinal da curvatura

Sejam « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e s, € I tal que
K(so) # 0 (& a”(s0) # 0).

Seja r a reta tangente a « em s,:

T= {P € R*[(p — aufso), o’ (s0)) :0} .

Provaremos que, para s # s, suficientemente proximo de s,:

«(s) € {p e R*[(p—also), at”(s0)) >0} .
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Isto €, que existe & > 0 tal que, para s € (so — d,s0 + ) — {so}, «(s) pertence ao semi-plano
aberto determinado pela reta tangente a « em s, para o qual «”’(s,) aponta (ver Fig. 16).

Fig. 16: Perto de s a curva permanece no semi-plano determinado pela tangente para o qual o’ (so) aponta

Pela Férmula de Taylor Infinitesimal temos que:

a(s) = also) + (s — so)o (50) + 5= a(s0) + R(s), onde lim K& o
2 s—so (8 — 8p)?
Logo,
_ 2
(a(s) —a(so), &”(s0)) = (s—s0){a'(s0), " (s0)) + (" (s0), &t"(s0)) (5 — 50) + (R(s), a”(s0))
2
= clso? B (), o),
pois o'(sp) L a”(s0) € " (s0) = K(s0) N(sp).
Portanto,
- (ouls) — al(so), «”(s0)) _ Kk(so)?
s||—>ns10 (s —s0)? 2 >0.
Assim, dado ¢ = K(ZO)z > 0, existe 5 > 0 tal que
_ " 2 2 2
sel, 0<s—sol < §— X (:C(_SOS)O’)Z“ (s0)) K(;") — K(ZO) = K(ZO) >0.

Isto &, (x(s) — a(so), x”(so)) > 0 paratodo s € (so— 8,80+ ) NI, s # so.
Como «”(s¢) = k(so)n(sp), note que (ver Fig. 17):
e K(sg) >0se a’(sy) € n(sy) ttm o mesmo sentido;

e K(sp) < 0se a”’(sy) e n(sy) ttm sentidos opostos;
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Fig. 17: Variagdo do sinal da curvatura

Atividade 4.1 Sejam o : 1 — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e seja
so € I tal que x(so) =0 e k'(so) # 0. Mostre que para toda vizinhanga de s, existem pontos de
« em cada um dos semi-planos abertos determinados pela reta tangente a « em s,.

O referencial de Frenet e a curvatura foram definidos para curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco. A seguir vamos determinar o referencial de Frenet e a curvatura de uma
curva regular com qualquer parametro.

Definicao 4.1 Sejam o : I — R? uma curva regular de pardmetro qualquerr € I, s: 1 — ]
a fungdo comprimento de arco a partirde r, € Ie h = s7' : ] — 1. Consideremos a curva
B = aoh:] — R? que é uma reparametrizacio de « pelo comprimento de arco s que tem a
mesma orientagao de «.

Se {tz(s),ns(s)} é o referencial de Frenet e «g(s) é a curvatura de  em s, dizemos que
{t(r) =ta(s(r)),n(r) = ng(s(r)) } & o referencial de Frenet de x em r e que k(r) = kp(s(r)) é a
curvatura de o« em .

Observacao 4.5 Se B; = aohy : J; — R? é uma reparametrizagdo qualquer de o pelo
comprimento de arco que tem a mesma orientacao de «, temos, pela observacao 2.5, que
hi(s) = h(s + M) para todo s € J;, onde M € uma constante.

Logo, B1(s) = B(s + M) e, portanto,

tg, (s) =ta(s+ M), ng,(s) =ng(s+ M), B(s)=R"(s+M) e «kgl(s)=«kp(s+M).
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Entdo, como h;' (1) = s(r) — M, pois hy(s(r) — M) = h(s(r) — M + M) = 1, temos que

Assim, a definicdo dada acima independe da reparametrizacao de « pelo comprimento de arco
com a mesma orientacao de «.

Proposicao 4.1 Sejao:1— R?, «(r) = (x(1),y(r)), uma curva regular. Entao

Prova.
Sejap =aoh:] — R, ondeh=s":] —Tes:I— Jéa fungdo comprimento
de arco a partirde vy € 1.

Como B(s(r)) = «(r), temos que B'(s(r)) - s’(r) = &’(r) e, portanto,

(a/(r), &’ (1))

onde s'(r) = [l ()] & s"(r) = =2

Entao
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Logo, como kg (s(r)) = (B"(s(r)), na(s(r))), temos que:

(o”(r) —tg(s(r)) - s”"(r), mp(s(r)))

(1) = wpls(r)) = o
(@ (1), A _ (=% (') + X/ (r)y" (1))
[ Gk

—x"(1)y’(r) +x'(1)y" (1)
(x/(1)2 +y/(r)2)*?

[ |
Exemplo 4.3 Consideremos a espiral logaritmica « : R — R? dada por

«(t) = (e' cost,e" sent) .

Entao, como
/ t
«'(t) = e'(cost—sent,sent+cost),
a’(t) = e'(cost—sent—sent—cost,sent+ cost-+cost—sent)

= e'(—2sent,2cost),

temos que ||/ (t)|| = V2 e' e, portanto,

(2sente'(etsent +e'cost) + (e'cost —e'sent) - 2e'cost)

kK(t) =

3
(vae)
2e”t 2 2 2e?t 1
= ——— (sen“t+sentcost+cos"t—sentcost) = = .
2V2 e ( ) W2t V2et
Assim, lim «k(t) =+4o0 e lim k(t) =0.
t——o00 t—o0

v

)

N

=Y

Fig. 18: Espiral logaritmica «(t) = (e*/5 cost, et/ sent)
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Nota: O estudo das curvas espirais teve inicio com o livro Sobre espirais de Arquime-
des de Siracusa (287 - 212 a.C.). Nesse livro, Arquimedes define um tipo particular
de espirais, hoje chamadas espirais de Arquimedes, e descreve detalhadamente as
suas propriedades geométricas. Outros tipos de espirais foram estudados ao longo da

Historia. A espiral logaritmica aparece entre os estudos do matematico suigo Jacob

Bernoulli (1654 - 1705). Bernoulli considerava essa espiral uma forma maravilhosa,
denominando-a spira mirabilis. Ele descobriu que essa espiral mantém a sua forma pe-  Jacob (Jaques) Bernoulli
rante rotagcdes ou mudancgas de escala em relagao ao seu centro. Bernoulli, fascinado

por essa espiral, determinou que na lapide do seu timulo fosse gravada a frase Eadem mutata resurgo, que

significa apds transformado, ressurgirei o mesmo.

Definicao 4.2 Se «: 1 — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que

K(so) # 0, so € I, o nimero R(sy) = € 0 raio de curvatura e c(sy) = «(sg) + n(sy) €0

1
[k(s0)] K(so)
centro de curvatura de o em s.

O circulo osculador de o« em s, € o circulo de centro c(sy) e raio R(sp).

Observacao 4.6 O centro e o raio de curvatura de uma curva independem de sua orientagao.
Portanto, o circulo osculador também independe da orientacdo da curva.

Observagéo 4.7 O ponto «(sy) pertence ao circulo osculador de « em s,. De fato,

[e(s0) — c(so)|| =

Observacao 4.8 Seja o« : R — R?, «(s) = <a+rcos§,b +rsen ;) a curva parametri-
zada pelo comprimento de arco cujo trago € o circulo de centro (a,b) e raio r > 0.

Entao o circulo osculador de « em s € o proprio circulo de centro (a, b) e raio r paratodo s € R.

De fato, como o' (s) = (— sen %, cos %) temos que
S S " ] S S "
n(s) = (—cos sen ;> , «'(s) = — (cos;,sen ;) , € k(s)={(a"(s),n(s))=-.

Logo, R(s) =rec(s) = «(s) + <o) n(s) = (a,b) para todo s € R.

J. Delgado - K. Frensel



Formulas de Frenet

Observacao 4.9 Acurva « e o circulo osculador de « em

~ circulo
Sp Sao tangentes em «(sy).

osculador

De fato, a reta tangente ao circulo osculador no ponto «(s)
€ a reta que passa por «(sy) e € perpendicular ao vetor

c(so) — a(so) = K(L) n(sy). Logo, essa reta € paralela ao
0
vetor o'(so), sendo, portanto, a reta tangente a cem sy (ver -~ =

a(so),
Fig. 19). '

t(SQ)
Fig. 19: O circulo osculador é tangente a curva

Observacao 4.10 Seja p : 1 — R? a curva dada por

B(s) =c(so) + |<(]so) (Cos (k(so)(s —So) + 60— g) , Sen (K(so)(s —So) + 6 — g)) ,

onde o'(sy) = (cos By, 5enHy).

Entdo f € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que B(sy) = «fso),
B'(so) = o'(so) € B"(s0) = «”(so) cujo traco é o circulo osculador de « em s,. Dizemos,
entao, que « e 3 tém contato de ordem > 2 em s,.

De fato:

¢ Blso) = cloolt L (cos (85— T),s0n (05 7))

(—senBy,cosby) + K(1S)(sen 0o, —COS By) = x(so) -
0

e B'(s) = (—Sen K(So)(S—So)—Feo—g),COS(K(So)(S—So)—f—eo—g)):}

(

B'(so) = <— sen <90 — g) , COS <90 — g)) = (cos B0p,sen0y) = o'(sp) .
(
(

cos <K(so)(s —80) + 60— g) ,sen (K(so)(s —So) + 60— g)) =

B"(s0) = —kl(so) (cos <90_§>,sen (60_9)

= K(sg)(—s€enBy,cos0y) = k(so)Nn(sg) = " (sg) .
Definicao 4.3 Seja «: I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que

K(s) # 0 para todo s € 1. Variando o parametro s em I, o centro de curvatura c(s) descreve
uma curva  : I — R?, chamada a evoluta de «, dada por
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Observacao 4.11 A evoluta  da curva « é regular no ponto s se, e sé se, k’(s) # 0.

De fato,

K(s)? K(s)
(g KLS) (s)
= @ls) = (s = g «(8)
_ —E(Sln(s)%o, (1)

se, e sO se, k'(s) #0.

Observacao 4.12 A reta tangente a evoluta B no ponto s, onde ' (s) # 0, é a reta normal
axems.

Com efeito, por (1), temos que o vetor tangente a p em s, 3’(s), é paralelo ao vetor normal a «

em s, n(s). Além disso, como o ponto 3(s) = «(s) + 1 n(s) pertence a reta tangente a 3 em

K(s)
S, Ty = {B(s)+AB'(s)INe R}, earetanormala «x em s, T™h ={a(s)+un(s)|u e R} temos
[5 o
rtB = Tn.. (ver Fig. 20).
%
—
b
~

Fig. 20: Evoluta 3 da curva «.

Observacao 4.13 Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal
que k’'(s) # 0 paratodo s € 1.

Entdo a evoluta de « € a Unica curva diferenciavel regular cuja reta tangente em s é igual a
reta normal a « em s.

Seja p : I — R? uma curva com a propriedade acima. Ent&o existe uma funcéo diferenciavel
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A: 1 — Rtal que

(s) = afs) +A(s)n(s),  (onde A(s) = (B(s) — «(s), n(s))).

|

Logo,

B(s) = o(s)+A(s)n(s)+A(s)n’(s)
= o/(s)+A(s)n(s) —A(s) k(s) &'(s)
= (1—=A(s)k(s))a/(s) +A'(s)n(s).

Como E'(s) é paralelo a n(s), temos que 1 — A(s) k(s) = 0, ou seja, A(s) = |<(15) Portanto,

€ a evoluta de «.
Exemplo 4.4 O trago da evoluta de um circulo é um ponto (o centro do circulo).

De fato, seja «(s) = (a,b) +r (cos ;, sen %) uma curva parametrizada pelo comprimento de

arco cujo traco é o circulo de centro (a,b) e raio r.
Comon(s) = (— cos%,—sen %) e k(s) = % temos que
B(s) =a(s)+ ——n(s)=(a,b)+r <cos %,sen %) —r <cos %,sen ?) = (a,b)
paratodo s € R.
Observacao 4.14 Seja « : I — R? uma curva regular com «(t) # 0 para todo t € I. Entdo

aevolutade xéacurvap:1 — R? B(t) = «(t) + K:t) n(t), onde

(2 4y (62

Exemplo 4.5 Achar a evoluta da elipse x(t) = (acost,bsent), t € R, onde b < a.

Solugcao: Temos que x/(t) = —asent, x”(t) = —acost, y'(t) = bcost, y”(t) = —bsent.
Logo,
ab(cos?t + sen’ t) ab

K(t) = =

(a?sen?t +b2cos?t)¥2  (aZsen?t+ b2cos?t)3/2’
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Fig. 21: Evoluta da elipse, a =+v2eb = 1.

Geometria Diferencial

€ acurvaturade xemt, e

_ X (1) +y'(t)? / X (1) +y'(1)? /
Py = ("(t) B (—xf'(t)y'(t) +x'(t)y"(t)) vyl (—xﬂ(t)y'(t) +x'(t)y"(t)> X (t))

a?sen?t + b%cos?t
- asent
a

a?sen?t + b? cos?

t
bcost,bsent —
ab

= (ClCOSt—

a b

2_ 12 2 12
= ((a b )cos3t, —(a b )sen3t>
a b

€ a evoluta de «. Logo, as coordenadas de 3 satisfazem a equacao

B (a2 cost—a’sen’tcost—b?cos’t bZsent—a’sen’t—b?cos’tsen t)
- )

Q2/3 523 4 p2/3 y2/3 _ (az o b2)2/3 ’

cujo traco € a astroide (ver Fig. 21).

Fig. 23: Evoluta da elipse, a = v2Z e b = 1.04.

Fig. 22: Evoluta da elipse, a = v2e b = .9.
Pela observacao 4.11, 3 € regular em t se, e s se, k’'(t) # 0. Ou seja, B'(t) = 0 se, e sO se,
K'(t) = 0.

Como

2a’sentcost—2b’costsent  —3absentcost(a’—b?)
(a?2sen?t + b2 cos? t)5/2 (a2sen?t + b2cos?t)%/2 "’

(1) = —%ab

temos que k’(t) =0 se, e s6 se,sent=0o0ucost = 0.

Além disso, como
b? < a’sen’t +b*cos’t < a?,

a

0 Logo, os pontos onde k’(0) = 0 sdo os pontos de maximot=0e

b
temos que P <k(t) <

t:neospontosdeminimotzget:%n. ]
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5. Teorema Fundamental das Curvas Planas
A curvatura determina a curva plana a menos de sua posigao no plano.

Teorema 5.1 (Teorema Fundamental das Curvas Planas)

(1) Dada uma fungéo de classe C* k : I — R, existe uma curva « : I — R? parametrizada
pelo comprimento de arco tal que x.(s) = k(s) para todo s € 1.

(2) Acurva « : 1 — R? acima é Unica quando fixamos «(sy) = po = (x0,Yo) € &'(s¢) = vy, Onde
vy € um vetor unitrio de R?.

(3) Se duas curvas «, 3 : 1 :— R? parametrizadas pelo comprimento de arco tém a mesma cur-
vatura, entao diferem por um movimento rigido, isto &, existem uma rotacdo R e uma translagao
T em R? tais que

o(s) = (ToR)ofB(s),

para todo s € 1.

Antes de demonstrarmos esse teorema, precisamos do seguinte resultado:

Lema 5.1 Sejam a,b : 1 — R fungbes diferencidveis (C* ) tais que a(t)? + b(t)? = 1 para
todotel, tye1eb, € R tais que a(ty) = cos 0y e b(ty) = sen6y. Entdo a fungao diferenciavel
0:1— R, dada por

t

0(t) =0, +J [a(s)b’(s) —b(s)a’(s)] ds,

to

é tal que 6(ty) =0y e a(t) = cosO(t), b(t) =senb(t) paratodot € 1.

Prova.
Basta provar que

(a(t) —cos0(t))* + (b(t) —sen0(t))* =2(1 — a(t)cos O(t) — b(t)send(t)) =0
para todo t € R, ou seja, que a fungao
A(t) = a(t)cosO(t) + b(t)seno(t)

é constante e igual a 1 no intervalo I.
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De fato,

A'(t) = —a(t)0’(t)sen0d(t) +b(t)0'(t)cosO(t) + a’(t)cosO(t) + b’(t) senO(t)
= —a(t) (a(t)b’(t) —b(t)a’(t)) senO(t) +b(t) (a(t)b’(t) —b(t)a’(t)) cosO(t)
+a’(t)cosO(t) +b’(t)send(t)
= (—a(t)*®’(t) + a(t)a’(t)b(t)) senO(t) + a’(t) cos O(t) + b’(t) sen O(t)
+(a(t)b(t)b’(t) — b(t)?a’(t)) cos B(t) .

Como a(t)? + b(t)? = 1 para todo t € I, temos que 2a(t)a’(t) = —2b(t)b’(t) para todo t € I.
Logo

A'(t) = —b'(t)(a(t)? +b(t)})send(t) — a’(t)(a(t)® + b(t)?) cos O(t) + a’(t) cos O(t)
+b’(t)sen0(t) =0,

paratodot € I.

Assim, como
A(ty) = a(ty) cosO(ty) + b(ty) senO(ty) = cos Oy cos Oy +senbdysendy =1,

temos que A(t) =1 paratodotcI. g
Prova. (do Teorema Fundamental das Curvas Planas)

(1) Seja a curva parametrizada diferenciavel o : I — R?, «(s) = (x(s),y(s)), dada por:

e Xx(s) = Xo—f—J cosO(r)dr
so

e y(s) = yo—l—r senO(r)dr,

S0

onde (x,Yo) € R%, 0y € R, so € I & 0(s) :J k(&) A& + 0,.

S0
Entao o'(s) = (x'(s),y’(s)) = (cosO(s),senBO(s)) e, portanto, ||x’(s)|| = 1 para todo s € 1, isto
€, « € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s.
Assim, como n(s) = (—senB(s),cos0(s)) e a”(s) = 0'(s)(—senHb(s),cosO(s)) = O'(s)n(s),
temos que kq(s) = («”(s), n(s)) =0'(s) = k(s) paratodo s € L.
(2) Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que
a(so) = (x0,Yo)s &'(s0) = Vo € Kels) = k(s) paratodo s € L.
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Seja 0, € R tal que vy = (cos 6y, senB,). Entdo, pelo Lema 5.1, existe uma funcdo 6 : I — R
de classe C* tal que 0(sy) = 6y € &/(s) = (cosO(s),senB(s)).

Como n(s) = (—senB(s),cosO(s)) e a”’(s) = 0'(s)n(s) temos que k(s) = («”(s), n(s)) = 0'(s)

para todo s € I, ou seja, 0(s) :J k(&) d& + 0y paratodo s € 1.

S0

Logo, se o, : I — R? sdo curvas parametrizadas pelo comprimento de arco tais que
Ke(S) = kp(s) = k(s) paratodo s € I, x(so) = B(so) =po e «’(s0) = B'(s0) = vo, €ntao, pelo pro-
vado acima, «'(s) = (cos(s),sen8(s)) e B'(s) = (cosB(s),send(s)), onde 6,0 : I — R
sdo funcdes diferencidveis tais que 8'(s) = 0 (s) = k(s) e vo = (cos8(so),senb(sy)) =
(cos 0(sg),send(so)) .

Assim, 0(s) = 0(s) + 2ntk para algum k € N. Portanto, «’(s) = B’(s) para todo s € I. Como
a(so) = B(so) = po, temos que «(s) = B(s) para todo s € R.

Observacao 5.1 Como a”(s) = +k(s)n(s), «(so) = (xo,Yo) € &'(s0) = Vo = (V1,V2), temos
que as coordenadas de « satisfazem as equagoes diferenciais

com condigoes iniciais (x(so),y(so)) = (x0,Yo) € (x'(s0),y’(s0)) = (v, v2).

Portanto, a existéncia e a unicidade da curva « segue do teorema de existéncia e unicidade de
solucdes de equacoes diferenciais ordinarias.

(3) Sejam o, : I — R? duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco tais que
Ka(8) = Kp(s) = k(s) paratodo s € I.

Entao, pelo provado acima, existem fungoes 6, ¢ : I — R de classe C*™ tais que
o/(s) = (cos 6(s),sen0(s)), B'(s) = (cos @(s),senp(s)) e 0'(s)=@'(s) =«k(s).

para todo s € I.

Seja ¢y € R tal que @(s) = 0(s) + co. Entdo, sendo «(sy) = po = (%0, Yo) € B(so) =p1 = (x1,Y1),
temos:

S

o(s) = (Xo +Js cos0(&) d&, yo +J

S0 S0

sen6(&) dE) ;
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S

B(s) = <><1+r coscp(&)da,y1+J

S0 S0

sen (&) d&)

S

— <x1 +r cos(0(&) 4+ co) A&, ys +J

So So

sen(0(&) + co) d&)

= (x1,y1) + (r (coscocosO(&) —sencosenBO(&)) dé,,

S0

Js (coscysenB(&) +sencycosBO(E)) d&) .

S0
s

Como x(s)—xg = r cosO(&) déey(s)—yo = J send(&) d¢, onde x(s) = (x(s),y(s)), obtemos

S0 S0

que:
B(s) =p1 + (cosco(x(s) —xo) —sencoly(s) —yo), cosco(y(s) —yo) +sencolx(s) —xo),) -

Logo, B(s) = p1 + Re,(ex(s) — po), onde R, : R? — R? é a rotagéo positiva de angulo ¢, em
torno da origem, cuja matriz na base canénica é

cosc, —senc
senc, Coscy/

Portanto, B(s) = p1 + Re, ((s)) — Re, (o) = Ta 0 Re, (a(s)), onde T, : R? — R? é a translagao
dada por Tq(p) =p + a, com a =p; — R, (po)-

Também temos que B = (R.,oTy) o, onde T, : R*? — R? é a translagéo dada por T(p) = p+b,
com b =R_(p1) —po = R_¢, (1) — po.

6. Forma Canonica Local para Curvas Planas

Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Pela formula de Taylor
infinitesimal em torno do ponto s, € I, temos que:

(s —sp)3 , R(s)
3 +R(s), onde s“—To sl

(s —s0)?

2 +o(/I/(SO)

x(s) = x(so) +a'(s0)(s—so) + " (s0)
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Entao, pelas férmulas de Frenet, t'(sy) = k(so) n(so) € n’(sy) = —«k(so) t(so), obtemos que:

als) = also) +Hso)(s — so) + k(5o n(so) 20
(K (s0) m(so) — (5o (o)) S5 R(s)
= afso) +X(s)t(s0) +Y(s)n(so),
onde
%(s) = (5 s0) — s 2 S 4 Ry(s)
gls) = (s S0 1 s BT 4 Rys),

sendo Ri(s) = (R(s), t(so)) € Rn(s) = (R(s), n(so)).
A expressao
x(s) = afso) +x(s) t(so) +Y(s)n(so)
€ chamada forma candénica local da curva o em s,.
Pela forma canénica local de « em s, temos que existe 5 > 0 tal que se s € (sp—, so+90) —{so},

entao

_ ~ . T x(s
e X(s) e (s—sp) ttm o mesmo sinal, pois lim (s) =1.
s—sp S — S0

e G(s) > 0se k(so) > 0 e T(s) < 0 se k(sy) < 0, pois lim IS _ — Klso)
$—So (S—SQ) 2

k(sg) <0

afso)|  t(so)

(s0) t(s0)

k(sg) >0

Fig. 24: Forma candnica local de uma curva.

Observacao 6.1 Se k(sy) # 0 e «/(sy) # 0, a curva « corta o circulo osculador de « em s,
apesar de ser tangente a ele.
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De fato,
|o(s) —c(s0)|* = [lax(so) +X(s)t(so) + Y(sIn(so) — x(so) — K(lo)n(SO)HZ
2 1\’
= X(s)"+ (y(s - K(SO)>
1 2 3 2
= [(s —S0) — EK(SO) (s —s0)” + Rt(SJ]
+ 1K(s )(s—s )z—l—lKl(S )(s —s0)®> + Rn(s) — L)
7 K{s0 0 c 0 0 n <(so)
= (5= 02— 505 — s)*K(50)? + 5 k(50)*(5 — 50)° + Ous)
+ k(025 = 50)" + ZKls0)k/(50)(5 — 50)° + 52K (50)%(s — 50)°
2 1 k'(so) 3 1
—(s —s0)" — 3 <(s0) (s —s0)” + W + O3s(s),
. O4(s) o . O3(s) _
onde fim - ~ e M T T
Logo,
lacts) — efso) P = — < (s gy 1 Ry(s)
T 3 ks Y ks T
. Rg(s)
Onde s“—>n30 (S — 80)3 -
Portanto,
i lals) — e(s0) P = 1/x(s0)2 _ 1 K/(s0)
$—S0 (8—80)3 - 3 K(SO) )

Vamos agora analisar 0s casos possiveis para os sinais de k’(sy) € k(so):
Caso 1. «'(sp) > 0 e k(sg) > 0.
Neste caso, o limite (x) é negativo. Logo, existe 6 > 0 tal que se s € (so — 8,0 + 0) €:

] .
K(s0)?’

o5 <so=>(s—s0)® <0=>|laxfs) —c(sp)[|* >

1

°s>50 = (s—50)° >0=[la(s) —c(so)* < K(s0)2 "
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Fig. 25: Caso 1. Fig. 26: Caso 2.
Caso 2. k'(sp) < 0 e k(sg) > 0.

Neste caso, o limite (x) é positivo. Logo, existe 6 > 0 tal que se s € (sp — 8,50 + ) €:

1

o5 <sp=(s—50)° < 0= |lax(s) —c(so)]|* < W;
1

o5 >5) = (s—50)°>0=|lafs) —c(so)]|* > (5o

; ;

n(so) n(so)

Fig. 27: Caso 3. Fig. 28: Caso 4.

Caso 3. «'(sp) > 0 e k(sg) <O.

Neste caso, o limite (x) é positivo. Logo, existe & > 0 tal que se s € (so — d,s0 + &) €e:
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1

05 < sy = (s— 80)3 < 0= ||OC(S) - C(SO)HZ < K(s0)2 )

1

s >5) = (s—350)°>0=|lafs) —c(sp)]|* > K(s0)2 "

Caso 4. k'(sy) < 0e k(sp) < 0.
Neste caso, o limite (x) é negativo. Logo, existe 6 > 0 tal que se s € (so — 5,50 + 6) €:

L
K(so)?’

1
K(s0)?

o5 <sp= (s—350)° < 0= |afs) —c(so)]|* >

o5 >5) = (5s—50)°>0= |lafs) —c(so)|* <

Exemplo 6.1 Seja ¢ um circulo de raio a que rola sobre o eixo-Ox sem deslizar. Um ponto
P deste circulo descreve uma curva chamada cicloide. Supondo que para t = 0 o ponto P do
circulo coincide com a origem do sistema de coordenadas, obtenha uma curva parametrizada
diferenciavel cujo traco é a cicloide. Esta curva é regular?

Seja o : R — R?, «(t) = (x(t),y(t)), a curva pa-
rametrizada que descreve a trajetdria que o ponto P
faz quando o circulo C rola sobre o eixo-Ox de um
angulo t no sentido horario. Entao x(t) = at — asent
e y(t) = a — acost, pois at € o comprimento do arco
PQ., onde Q. = C,Neixo-Ox e C; é o circulo C apos ro-
lar sobre o eixo-Ox de um angulo t no sentido horario.
Entdo o € uma curva parametrizada que nao é regular Fig. 29: Cicléide.
nos pontos 2ntk, k € Z, pois

«'(t)=(a—acost, asent) ,

e, portanto, «/(t) = (0,0) se, e s6 se, cost = 1 e sent = 0, ou seja, se, e sO se, t = 27k,
k € Z.
YA

2a

=Y

—27a —Ta 0 Ta 2ma 3ma 4a Sma

Fig. 30: Cicldide.
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Como

|o/(t)||* = (a — acost)* + a’sen’t = a* + a® cos’ t — 2a’ cost + a’sen’t = 2a*(1 — cost),

temos que:
im of(t) i ( a(1—cost) asent )
o2kt [Jo () ]| t—2mk* \ av/2v1 —cost  av2v1—cost

_ i (W—cost sent \/1+cost>
V2o 7 1—cos?tt V2

. 1—cost sent v1+cost
= lim ,
t—2mkE \/z |sent] \/2

— (0,+1).

Isto é, as retas tangentes a « tendem a reta vertical . : x = 2tk a quando t — 2 7tk.

Fig. 31: Cicloide.

Logo, ndo existe uma curva parametrizada diferenciavel regular vy : R — R? cujo trago é a

cicloide, pois, caso contrario, y possuiria uma reparametrizagao 3 : R — R? pelo comprimento
de arco e, portanto, pela forma candnica local de B em s,

B(s) = Blso) +X(s)ta(s0) +Y(s)np(so),

X(s)

—1,

_ 3
onde B(so) = (2kma, 0) & X(s) = (s — so) — Kﬁ(so)z(s;” +Res) terfamos que fim X'°
. S—So — S0

uma contradigao, pois x(s) nao muda de sinal numa vizinhanga de sy. [
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Capitulo 2

Curvas no Espaco

Neste capitulo estudaremos a teoria local das curvas no espaco euclidiano R*. Como veremos
a seguir, muitos conceitos e resultados basicos sao introduzidos e provados de modo analogo
aos de curvas planas.

1. Curva Parametrizada Diferenciavel

Definicao 1.1 Uma curva parametrizada diferenciavel em R é uma aplicagéo o : I — R3
de classe C* definida no intervalo aberto I = (a,b) Cc R. A variavel t € 1 & o parametro da
curva e o subconjunto de R? formado pelos pontos «(t), t € 1, é o traco da curva «.

Definicao 1.2 Uma curva parametrizada diferenciavel « : I — R3 é plana se existe um
plano 7t de R tal que (1) C 7.

Exemplo 1.1 A aplicagdo o : R — R? dada por «(t) = (xo0,Yo,20) + (a,b,c)t é uma curva
parametrizada diferenciavel cujo traco € a reta que passa pelo ponto (xq, Yo, zo) € € paralela ao
vetor (a, b, c). Logo, « € uma curva plana.

Exemplo 1.2 A curva parametrizada diferenciavel o : R — R? dada por
«(t) = (acost,asent,bt),

coma > 0eb # 0, éa hélice circular de passo 2ntb cujo trago esta contido no cilindro
C : x* +y? = a?. O parametro t mede o angulo que o eixo OX faz com a reta que liga a origem
O a projecao do ponto «(t) sobre o plano XY.
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Fig. 1: Forma candnica local de uma curva.

Se dois pontos «(t;) e «(t,) tém as duas primeiras coordenadas iguais, entao z(t;) — z(t;) €
um multiplo inteiro de 27tb.

Afirmacao: A curva « nao é plana.

De fato, suponhamos que existem um vetor (A, B, C) nao-nulo e um numero real D tal que
«(R) esta contido no plano
n:Ax+By+Cz=D.

Ou seja,
aAcost+aBsent+bCt=D. (I)

paratodo t € R.

Derivando a igualdade (I), temos que
—aAsent+aBcost+bC =0, (11)

para todo t € R.

Fazendot =0et = g em (Il), obtemos, respectivamente, que aB = —bC e aA = bC. Logo
aA = —aB = bC # 0 e, portanto, por (ll), —sent —cost+ 1 =0 paratodo t € R.

Assim, —cost +sent = 0 para todo t € R, uma contradi¢ao.

Exemplo 1.3 A curva parametrizada diferenciavel « : (0, 00) — R? dada por

‘X(t) = (ta E) ] _tz)

t t
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€ uma curva plana.

De fato, seja m : Ax + By + Cz = D um plano normal ao vetor v = (A, B, C) nao-nulo tal que
a((0,00)) C m, 0OU seja,

At+B<1t+t)+C<]_tt2> =D

para todo t € (0,00). Entao,
A +B1+t)+C(1-t)) =Dt (A-C)t* +(B—D)t+C+B =0

para todo t € (0, 00).

Logo A = C = —-B =D e, portanto, «((0,00)) Ct:x —y+z=—1

Exemplo 1.4 A aplicagdo o : R — R? dada por
x(t) = (e'cost,e'sent,e)

é uma curva parametrizada diferenciavel cujo trago esta contido no cone C : x> +y* = z?.

De modo anélogo ao feito no exemplo 1.2, podemos provar que o ndo € uma curva plana.

As nogbes de vetor tangente, curva regular, reta tangente e mudanga de parametro sao
analogas as ja vistas para curvas planas. Portanto, serdo introduzidas sem muitos comentarios.

Definicao 1.3 Seja « : I — R3, «(t) = (x(t),y(t),z(t)) uma curva parametrizada dife-
renciavel. O vetor tangente a « em t é o vetor o/(t) = (x/(t),y’(t),z'(t)). A curva « € regular
se o/(t) #0 paratodo t € 1. A reta tangente r a curva «c em t, € I € a reta que passa por «(to)
e é paralela ao vetor o'(ty), isto &, r = {x(ty) + Ao/ (to) | A € R}

Definicao 1.4 Sejam I e ] intervalos abertos de R, « : I — R? uma curva regular e
h : J] — I uma funcao diferenciavel (C*) tal que «(J) = I e h'/(t) # 0 paratodo t € J.
Entdo a fungdo composta cco h : ] — R3 é uma curva regular que tem o mesmo traco de «,
chamada reparametrizacao de « por h. A fungao h € a mudanca de parametro.

Como h: ] — I € um difeomorfismo de classe C*, temos que se 3 € uma reparametrizagao
de « por h, entdo « € uma reparametrizagao de 3 por h™'.

Definicao 1.5 A orientacdo de uma curva regular « é o sentido de percurso do trago de «.

Observacao 1.1 Uma reparametrizagéo p de « por htem orientaco igual (respectivamente
oposta) a de « se a mudancga de parametro h € estritamente crescente (respectivamente de-
crescente).
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Definicao 1.6 Sejam « uma curva regular e to,t; € I, ty < t;. O comprimento de arco da
curva o de ty a t; é dado por

wa@n&”

to
e a funcdo comprimento de arco da curva « a partir de t, €

j\w@m&”

to

paratodot € L.
Definicao 1.7 Dizemos que uma curva regular o : I — R3 esta parametrizada pelo compri-

mento de arco se

t
an&ﬂda—u—m,

to

para todos ty, t; € I, to < ty.

Proposicao 1.1 Uma curva regular « : 1 — R® esta parametrizada pelo comprimento de
arco se, e so se, ||&/(t)|| =1 para todo t € 1.

Proposicao 1.2 Sejam « : 1 — R3 uma curva regular e s : 1 — «(I) = ] a fungdo
comprimento de arco a partirde t, € 1. Entdos : I — | € um difeomorfismo C* e 3 = xoh:
] — R3, ondeh =s7':] — I, é uma reparametrizacdo de « tal que B esta parametrizada
pelo comprimento de arco.

Observacao 1.2 Se By = xoh; : J; — R3 é uma reparametrizacéo de o pelo comprimento

de arco, entao existe M € R tal que hy(r) = h(£r+ M) paratodor € J;,onde h=s":] — I
es:1— ] éafungdo comprimento de arco a partir de t, € I.

As demonstracdes desses resultados sao idénticas as feitas no Capitulo | para curvas planas.
Exemplo 1.5 Seja a hélice circular o : R — R* dada por
x(t) = (acost,asent,bt),

ondea>0eb #0.
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t
Como «'(t) = (—asent,acost,b), temos que ||&/(t)]| = vV a? + b2, s(t) = J vat+b2dE =
0

Jal L h? R L
a?+ bt e, portanto, h(r) =s7'(r) = GLerbz.Logo,
T T br
B(r) = xoh(r) = (a cOS ———— . a sen )
@+ b2 Va2 +b2’ Va2 4 b2

€ uma reparametrizagéo de o pelo comprimento de arco.

2. Produto Vetorial

Definicao 2.1 Sejam u,v € R3. O produto vetorial de u e v, nesta ordem, é o Unico vetor
u/Av e R tal que

(WA v, w) =det(u,v,w),

para todo w € R’.

Expressando u, v e w na base candnica {ej, e;, e3}:

3 3 3
u=§ ui€i, VZE Vi€, WZE Wi€i,

temos:

u U us
U Us ur U3 w
det(w,viw) = |v; v, v3| =Wy — W, +w; =(uAv,w)
V2 V3 Vi V3 Vi W2
W1 Wy W3
Logo,
U us Wy 3 up Uz
u/Nv= e — e e;. (1)
Vo V3 V1 V3 Vi V)

Das propriedades conhecidas dos determinantes, podemos verificar facilmente que o produto
vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

(@A) uAv=—vAu;
(b) AMu+ W) Av=A(uUAV)+uwAv), VAue R;
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(c)u/Av=0se, esbse, uevsao linearmente dependentes (LD) ;
(d) (uAv,u) =(uAv,v)=0.

Segue-se da propriedade (d) que se u/\v # 0, isto €, se u e v sdo LI entdo u /\ v € ortogonal
ao plano gerado pelos vetores u e v, 0 que determina a diregao do vetor u A v.

Além disso, como det(u,v,u Av) = (uAv, uAv) > 0, temos que {u,v,u A v} & uma base
positiva de R?, o que determina o sentido do vetor u A v.

Para caracterizar completamente o vetor u /A v, basta determinar sua norma.

Para isso, necessitamos da seguinte relagao:

(uy ) (v, %)

(UNAVv, xN\y) = ,
(Y v,y
onde u, v, x € y sao vetores arbitrarios.
Prova.
De fato, sendo x Ay = (a, b, c), temos que:
W Uy usg
(UuNAv,xAy)=det|v; v, v3|=a b T +c ot
b ¢ V2 V3 Vi V3 Vi W2
a

. X2 X3 U U3 I X1 X3 U U3 I X1 X2 w W
a Y2 Ysz| |V2 V3 Y1 Yz (V1 V3 Yi Yzf M1 W2
= (x2y3 — x3Y2) (U2vs —uzvz) + (x1y3 — x3y1) (Wivs — uzwvy)
+(x1Y2 — %2y1) (W v2 — upvy)
=X2Y3uzV3 + X3Yyauzvy — XaYy3uzvy — X3y urvsz + X1Yy3uvz + Yyixzviug
—Y1X3Y1vs — X1Ysviuz + X1Y2y1vz2 + X2y1upvi — X1y upvi — X2y vz
= [XoUry3v3 + X3U3Y2Vy + X1 WY3V3 4+ X3UzY Vi + X UiYoVa + XUy vil

—[X2vaysus + X3v3ysuz + X3V3yiwy + X1Viysus + X1viyus + XoVoyuy

= [ + X1Wy2v2 + x1uY3vs + XUpyivi + + X2UaY3Vs
+xX3U3y1vi + X3uzyvz + }
— [ + X1viyup + X1viysuz + Xpvoyiug + + X2v2ys3us
+x3v3yiug + X3v3ysu; + }
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= (xqw + xuy 4+ x3u3) (Y1vi +Y2v2 +Yzvz) — (x1vi + x2v2 + x3v3) (Yiwg + yous + ysus)
= (u,x)(v,y) — (v, %) (u,y).
Como desejavamos. g

Portanto, pela relacao provada acima,

(U, w) (v, w)
(u, v) (v, v)

= |lul*v][*(1 — cos®0) = |lu|*|v]*sen*6 = A%,

2
luAV? = (wAv, uAv) = = [[ul? vI* = (u, v)

onde 0 € o angulo entre ue v, e A é a area do paralelogramo gerado por u e v.

u AU

-

Fig. 2: Produto vetorialde ue v

Resumindo: O produto vetorial de dois vetores LI u e v € um vetor u A v perpendicular ao
plano gerado por u e v, cuja norma € igual a area do paralelogramo de lados u e v e cujo
sentido é tal que {u,v,u /A v} € uma base positiva.
Observacao 2.1 O produto vetorial satisfaz a seguinte relagéo:

(WAV) Aw = (u, w)yv— (v, wu,
onde u, v e w sdo vetores arbitrarios de R°.
Prova.

De fato, sendo (a,b,c) =uAwv,

a b

W1 W3

b ¢

W2 W3

a

(WAV)Aw = e — e, + €3

W1 W3

= (bws; —cwy)e; — (awz —cwy)e; + (aw,; — bwy)es
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w ug W u
= - W3 — Wy | €
Vi V3 Vi V2
w U W u
W3 — Wi | €
V2 V3 Vi V2
U us u us
Wy + wi | e3
V2 V3 Vi V3

= (—(wviws —viuzwz) — (Wvaw; — wpving)) e
+ (—(uzvsws —uzv,ws) + (Wvo,w —wviwg)) e,

+ ((uavswy — uzvowy) + (Wvswy —uzviwg)) e3

= <m—|—u2wzv1 + uzw3vi —[viwiug | — vawouy —v3w3u1) e
+ <u1w1vz + [ UWo Vs [+ UsW3 V) — ViIWW — [VaWo U | — v3w3u2> €
+ <u1W1V3 + UWo V3 + | WsW3V3 [ — ViW U3 — VaWolly — | V3W3lg ) €3

= ((u, w)vi — (v, wiwg) er + ((u, w)v, — (v, w)uy) ez + ((u, w)vz — (v, w)uz) es
= <u> W>V_ <V» W>u

Como queiramos. g

Usando a relacdo acima, podemos concluir que o produto vetorial ndo e associativo, pois
como:

o (UAV) AW = (u, w)v— (v, wu,
e
cuN(VAW) =— VAW Au=—{v, Ww+ (w, uyv,

temos, tomando u = (1,0,0),v=(1,1,0) e w = (1,1, 1), por exemplo, que:
(uAVAw=v—-2u=(-1,1,0) e uAvAw)=—w+v=(0,0,—1).

Finalmente, sejam u(t) = (w(t),uz(t),uz(t)) e v(t) = (vi(t),v2(t),v3(t)) aplicacdes dife-
renciaveis definidas em um intervalo aberto I = (a,b), t € (a,b). Pela equacdo (1) decorre
que u(t) Av(t) € diferenciavel e

d du dv

a(u(t) Av(t)) = a(t) Av(t) +ut) A E(t) .
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3. Teoria Local de Curvas no Espaco

No Capitulo anterior, vimos que a teoria local das curvas planas esta contida essencialmente
nas férmulas de Frenet, que sdo obtidas considerando um diedro ortonormal positivo associ-
ado naturalmente a uma curva plana.

A seguir, vamos desenvolver um estudo analogo, considerando um triedro ortonormal positivo
associado a uma curva de R® parametrizada pelo comprimento de arco.

Seja a: I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Como o vetor tangente
o’(s) é unitario, o médulo ||x”(s)|| da derivada segunda mede a taxa de variagcdo do angulo
que as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s, ou seja, ||«”(s)|| da uma medida do
quao rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanca de s, da reta tangente a « em s.

Isso sugere a seguinte definigao:

Definicao 3.1 Se «: I — R?® é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entao
a curvatura de cc em s € 1 € o nimero real

K(s) = [[a”(s)]].

Exemplo 3.1 Seja a curva parametrizada o : (—1,1) — R? dada por

‘X(S) _ ((] _|_S)3/2) (1 _3)3/2 S) ‘

3 3 V2
. (1482 —(1—=5)"2 1 1 1

!/ . JR— " =
Entao « (S) = ( 2 ) 2 ) \/2 e x (S) 4(1 +S)1/2’ 4(1 _8)1/270 .

, T+s T1—s 1 . . . ; ;
Logo, ||&/(s)]| = Tt = 1, isto é, « esta parametrizada pelo comprimento de
arco, e

1 1 1 1/2 1 2 1/2 1
k(s) = |l (s :f< + ) :*(7) =
() H ()H 4 ]+S 1—5 4 1_32 8(]—52)

O]

A proposicao abaixo caracteriza as retas como sendo as Unicas curvas de curvatura identica-
mente nula.

Proposicao 3.1 Seja « : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Entao (1) € um segmento de reta se, e sO se, k(s) =0 paratodo s € 1.
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Prova.
(=) Suponhamos que «(I) € um segmento de reta. Seja v = «'(sy), so € I fixo. Entao
existe uma funcao A : I — R de classe C* tal que «'(s) = A(s)v paratodo s € I.

Como |A(s)] = ||&/(s)|| = 1 paratodo s € I, A(sg) =1 e A(s) = («/(s), v) é continua, temos que
A(s) =1 paratodo s € 1.

Logo o/(s) = v para todo s € I e, portanto, «(s) = vs + p para algum ponto p € R>.
Assim, k(s) = ||«”(s)|| = 0 para todo s € 1.

(«) Suponhamos que (s) = ||«”(s)|| = 0 para todo s € 1. Entao existe v € R? unitario tal que
o’(s) =vparatodos € 1.

Logo, existe p € R* tal que «(s) =vs +p paratodos € . g
Se («'(s), «'(s)) = 1 paratodo s € I, entdo («”(s), «’(s)) = 0 para todo s € 1. Portanto, nos

pontos s € I onde «k(s) # 0, isto €, " (s) # 0, podemos definir um vetor unitario na diregao de
«”'(s) da seguinte maneira.

Definicao 3.2 Sejam o« : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
so € Ital que k(sg) > 0. O vetor

n(so) =

€ denominado vetor normal a « em s,.

A reta normal a o« em s, € a reta paralela ao vetor n(sy) que passa por «(sy):

Tn(so) ={a(so) +An(so) |A € R}.

Denotando por t(sy) 0 vetor tangente a «'(sy), temos que t(sy) e n(sy) sao vetores ortonormais
e

t'(s0) = k(so)n(so) .

O plano paralelo aos vetores t(sy) € n(sy) que passa pelo ponto x(sy) € chamado o plano
osculador de « em sy:

Tose (So) = {&(s0) + At(so) + un(so) [A, 1 € R}.

e Nos pontos onde «(s) = 0, o vetor normal (portanto o plano osculador) nao esta definido.
Para prosseguir a analise local das curvas, necessitamos, de uma maneira essencial, do plano
osculador. Dizemos que s € I é um ponto singular de ordem 1 se «”(s) = 0. Os pontos onde
«’(s) = 0 sao chamados pontos singulares de ordem 0.
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e No que se segue, nos restringiremos as curvas parametrizadas pelo comprimento de arco
sem pontos singulares de ordem 1.

Vamos definir um terceiro vetor que junto com t e n formam uma base ortonormal positiva de

R3.

Definicao 3.3 e Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal
que k(s) > 0 paratodo s € 1. O vetor binormal a « em s & o vetor

b(s) =t(s) /An(s).

e O referencial ortonormal positivo {t(s),n(s),b(s)} & o friedro de Frenet de « em s.
e O plano que passa por «(s) e é paralelo aos vetores n(s) e b(s) € chamado o plano normal
axems:
Tlhormal () = {(s) +An(s) + pub(s) |A,pn € R}.
e O plano que passa por «(s) e € paralelo aos vetores t(s) e b(s) € chamado o plano retificante
da curva o ems:
Thet (s) ={a(s) + At(s) + ub(s)[A, pu € R}.

Fig. 3: Triedro de Frenet de « em sg

Observacao 3.1 O vetor binormal b(s) é normal ao plano osculador de « em s, pois b(s) L
t(s) e b(s) L n(s). Portanto:

Tlosc (8) = 1{p € R’ | {(p — «(s), b(s)) = 0}.
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De modo analogo, como t(s) = n(s) A b(s) e n(s) = b(s) At(s), temos que

Tthormal () = {p € R’ | <P —«fs), t(s)) =0},

Tret (s) = {p € R*|(p — «[s), n(s)) = 0}

Observacao 3.2 O vetor b/(s) é paralelo ao vetor normal n(s).
De fato, derivando b(s) = t(s) /A n(s), obtemos:
b’(s) =t'(s) An(s) +t(s) An’(s) =t(s) An’(s),
pois t'(s) = k(s)n(s).
Portanto, b’(s) € ortogonal a t(s).
Como (b(s), b(s)) =1, temos que (b’(s), b(s)) =0, ou seja, b’(s) é ortogonal a b(s).

Logo, b’(s) € paralelo a n(s), isto é, b’(s) é igual ao produto de n(s) por um namero real.

Definicao 3.4 O numero real t(s) definido por

€ denominado forcao da curva cc em s.

Observacao 3.3 Como o vetor b(s) é unitario, |t(s)| = ||b’(s)|| mede a taxa de variagdo do
angulo do plano osculador de « em s com 0s planos osculadores vizinhos, isto é, |t(s)| indica
quao rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanga de s, do plano osculador de & em s.

Proposicao 3.2 Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal
que k(s) > 0 paratodos € 1. Se « € uma curva plana, entao o plano osculador de « independe
de s e é o plano que contém o traco de «.

Prova.

Seja v um vetor normal unitario ao plano que contém o traco de «, isto &,
m={p cR*|(p—afsy), v) =0}.

Como «(I) C 7, temos que {(«(s) — «(so), v) = 0 paratodo s € L.

Derivando, obtemos que («/(s), v) = 0, ou seja, t(s) € ortogonal a v.

Derivando novamente, temos que (x”(s), v) = 0, ou seja, k(s)(n(s),v) = 0. Logo, n(s) €
ortogonal a v, pois k(s) > 0. Entao b(s) = v ou b(s) = —v paratodo s € 1.

Como «(s) € N Tesc (s) para todo s € I, temos que mese (s) = Tparatodos € 1. g
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Proposicao 3.3 Seja « : I — R?® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal
que k(s) > 0 para todo s € 1. Entao « é uma curva plana se, e so se, t(s) = 0 para todo s € 1.

Prova.

(=) Se « € uma curva plana, pela proposicao acima, b(s) é constante. Entdo b’(s) = 0 e,
portanto, t(s) = (b’(s), n(s)) =0 paratodo s € I.

(<) Se 1(s) = 0 para todo s € I, temos que b’(s) = 0 para todo s € 1. Sejam s, € I e a fungao
f:1— R de classe C*> dada por f(s) = (x(s) — «(so), bo), onde by = b(s) paratodo s € L.
Derivando, obtemos f'(s) = (a«/(s), bo) = («'(s), b(s)) = 0 paratodo s € 1. Logo f é constante
e igual a zero, pois f(sy) = 0.

Entdo «(s) e m={p € R*|(p — «(so), bo) =0} paratodos € I. g

Observacao 3.4 A condigdo «(s) > 0 para todo s € I, na proposicao acima, é essencial. No
exercicio 10 (pag. —) é dado um exemplo onde t pode ser definida como identicamente zero,
mas a curva nao é plana.

Observacao 3.5 Diferentemente da curvatura, a torgdo pode ser positiva ou negativa. Na
proxima secao veremos uma interpretacao geométrica para o sinal da torgao.

Observacao 3.6 A curvatura, a torgdo e o vetor normal permanecem invariantes por uma
mudanga de orientagao da curva «, enquanto o vetor tangente e o vetor binormal mudam de
sinal.

Com efeito, seja f(s) = x(—s+ M), s € (—a + M, —b + M) outra parametrizagao pelo compri-
mento de arco que tem orientacdo oposta a de «.

Entao, B'(s) = —a'(—s+ M) e B”(s) = «”"(—s + M). Logo

ko(s) = [IB"(s)] = [l (=s + M) = kal—s + M);

LB s M)
M08 = = e = s M

be(s) = ta(s) Ang(s) =—ta(—s+ M) Ang(—s+ M) =—by(—s+M);
by(s) = bg(—s+M);

Tals) = (bj(s), na(s)) = (b(—s + M), nal—s + M) = Tu(—s + M). 1

Seja o : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com «(s) > 0 para todo
s € 1. Como o referencial de Frenet da curva o em s, {t(s),n(s),b(s)}, € uma base ortogonal
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de R3, podemos escrever os vetores t'(s), n’(s) e b’(s) como combinagao linear de t(s), n(s) e
b(s). Ja vimos que
t'(s) = k(s)n(s) e b'(s) =t(s)n(s).
Vamos obter agora a expressao de n’(s) como combinacao linear de t(s), n(s) e b(s).
Como n(s) = b(s) /\ t(s), derivando temos:
n'(s) = b'(s) At(s) +b(s) At'(s)

= 1(s)n(s) At(s) + k(s)b(s) An(s)

= —1(s)b(s) — k(s)t(s),
pois b(s) = —n(s) A\t(s) e t(s) = —b(s) /An(s).
Resumindo: Se o« : I — R?® é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com

k(s) > 0 para todo s € I, entao o triedro de Frenet definido por t(s) = «/(s), n(s) = e

b(s) = t(s) /A n(s) satisfaz as equagdes:

que sao denominadas formulas de Frenet da curva c.

Exemplo 3.2 Seja a hélice circular parametrizada pelo comprimento de arco « : R — R?
dada por

o(s) = ,asen

(acosS ° bs )
Va2 + b2 Val+b2 Va2 +v2/)
ondea>0eb#0.

Entao,

— b
«'(s) = (a sen S a cos S )
Va+p2 V202 a2+ Va2 +b2 V/a o+ b2

n

” B —a S —a L
Logo, k(s) = [[«"(s)]| =

a ,
——5 € constante e o vetor normal
ac+b

S S
= = —cos ———,—sen ———,0
K(s) < Va v’ Va4 v’ )
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€ um vetor paralelo ao plano xy para todo s € R.

Como
—CLSGHL acos;
1 2 2 2 7
b(s) = t(s)An(s) = — \/asﬁ \/as?
@+b2| —COS——— —sen———
_ ; (b Sen# b COSL Cl)
\/m \/m’ \/m) y
temos que
b S b s
b'(s) = cos sen 0
(S) <a2+b2 \/m’ a2z + b2 \/m, )

e, portanto, t(s) = (b’(s), n(s)) = 5 € constante.

az+b
e O triedro de Frenet, a curvatura e a tor¢gao foram definidas para uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco. A proposicao abaixo permite obter a curvatura, a tor¢ao e o triedro
de Frenet de uma curva regular com parametro qualquer sem precisar reparametriza-la pelo
comprimento de arco.

Proposicao 3.4 Seja o : 1 — R? uma curva regular de pardmetrot ¢ 1 e seja : ] —

R3, B(s) = « o h(s), uma reparametrizacdo de o pelo comprimento de arco com a mesma
t

orientacdo, ondeh =s':] —les: 1 — ], s(t) = J |’ (&)] d&, é a fungdo comprimento
to

de arco de « a partir de t,.

Entao,

o (1) ||’ (1|2 — o/ (1) (o (1), &”'(1))

ne(t) = nB(S(t)) = o/ ()] [l (£) A /(1) ] ;
_ . () Ao (1) B (' () A (1), o (1) A’ (1)) o (1) A ()
P = B e A ol T (O o (&) A e (1) ’
_ () A ()]]
<) = )=
e
To(t) = 7Tp(s(t)) = (' (t) A (t), " (1))

o/ (1) A\ o’ (1) 2
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Prova.
(o (1), o”"(t))

Como «(t) = B(s(t)), s'(t) = [|«/(t)| e s"(t) = o/ (1)]]

, temos que:

e
1" 1" 2 <‘X (t), (X”(t)>
(1) = B"(s(t)l|er' (1) + B (s(0) e
Logo,
B oal(t)
t.(t) = tﬁ(s(t))—iu(x,(t)n) (2)
" ") (B)])F — o (1) (o (t), (1))
B"(s(t) = TRRALY , 3)
e
(A (t) = (1) B (s(t) AB"(s(t)).
Entao,
lo' () Aa”(t)]| = s"(0)°[IB'(s(t) AR (s(t))]
= s'(t)*||B'(s(t)]] H[S”st | sen 90°
= () |B"(s(t))]| = s"(t)’kp(s(t)) .
Portanto, ka(t) = Kp(s(t)) = 1% ”aA “H';( ' e, por (3),
_ CBY(s(t) ()| ()P — o (1) (1), (1))
Ma(t) =me(s(0) = 00y = T w e A a0 )

Vamos agora determinar a torcao e o vetor binormal. Como
bs(s(t)) =tg(s(t)) Ang(s(t)),
temos, por (2) e (4), que

(), (OO - (D (t), (1) () Ax(t)

ba(t) =Bt = (o] N T W@ Al ) Ae ]

Derivando a expressao acima, obtemos:

ba(s(t))s'(t) = |(a'(t)Aa™(t))[a'(t) Aa"(t)]

%2(0('(’() A1), o (1) Ao’ ()]

1
loc'(8) A ()27

—(a(t) AN (1))
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Logo

o/ (1) A (t) (o' () AN (t), o/ (1) A (1)) ! (t) A ()

%) = W A el T (O e (0 A o (]2 ©

Assim, como
To(t) = T (s(t)) = (bp(s(t)), ng(s(t))),

temos, por (4) e (5), que:
(a'(t) A (t), (1))
lo'(t) A (B)[2

T(X(t) =
pois
(a/(t), o (t) A (1)) = (a'(t), o' (t) A a(t)) = (" (1), &' (t) AN a(t)) =0,
paratodotc . g

A proposicao abaixo caracteriza as curvas regulares cujo trago esta contido em um circulo.

Proposicao 3.5 Seja «: 1 — R® uma curva regular tal que k(t) > 0 para todo t € 1. Entdo

, . , . , 1
o traco de « esta contido num circulo de raio a > 0 se, e so0 se, T=0ek = .

Prova.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada pelo comprimento
de arco.

(=) Suponhamos que «(I) C Cq(c), onde C,(c) é o circulo de centro c e raio a.
Como « é uma curva plana temos, pela proposicao 3.3, que T = 0, b(s) = b é constante e

((s)—c,b) =0paratodos € L.

Além disso, como («(s) —c, «(s) —c) = a? para todo s € I, obtemos, derivando duas vezes
essa expressao, que:
(o/(s), a(s) —¢c) =0,

(a"(s), as) —¢) = —(a'(s), &'(s)) = —T, (6)
para todo s € I.

Como «(s) — c é ortogonal aos vetores t(s) e b temos que «(s) — ¢ € paralelo ao vetor normal
n(s). Portanto, por (6),

lec” (s)]| [Jee(s) —¢f =1,

ou seja, k(s) = 1: para todo s € I.
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(«<) Consideremos a aplicagéo diferenciavel f : I — R dada por f(s) = «(s) + an(s).

Usando as férmulas de Frenet temos que

f'(s) = a/(s) + an’(s) = o' (s) + a(—«(s)t(s) — t(s)n(s)).

Comort=0ek = ]E concluimos que f'(s) = 0. Portanto, existe ¢ € R? tal que f(s) = c para

todo s € I, ou seja,
x(s)+ an(s) =c,

paratodo s € I.
Logo, ||«(s) —c|| = |jan(s)|| = a paratodo s € I.

Além disso, como T = 0, temos que b(s) = b é constante e

«(I) ct={p e R’[(p—afso), b) =0}.
Entao ¢ = «(sp) + an(sy) € m.
Assim, «(I) esta contida no circulo do plano 7t de centro ¢ e raio a, poisc € me ||x(s) —c|| = a.
|
Atividade 3.1 Seja « : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco contida
numa esfera S, (c) de centro c e raio a. Entao k(s) > 15 paratodos €1

Solucéao: Como («(s) —c, «(s) —c) = a* para todo s € 1, obtemos, derivando duas vezes
essa expressao, que:

— (&/(s), &/(s)) + (o« (s), x(s) —c) =0

— «(s)(n(s), a(s) —c) = —1

— k(5120 e (ns), «ls) —c) =~

— (‘) = l{n(s), a(s) — c)| < [In(s)]| (s) —c] = a
— K(s) > 15 paratodos € 1.

Atividade 3.2 Seja «: 1 — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco contida
numa esfera de centro c e raio a tal que k(s) = k é constante em 1. Mostre que (1) esta

, , .1 . ,
contido num circulo de raio — e determine o centro deste circulo.
K
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Solucao: Temos, pelo exercicio anterior, que

K > (a'(s), a(s)—c)=0 e (n(s), «afs)—c)=—= (7)

1
a )
para todo s € 1. Derivando a ultima identidade, obtemos:

(n(s), «(s) —c) +(n(s), a’(s)) =0

para todo s € 1.
Afirmacao: t(s) =0 paratodo s € 1.

Suponhamos, por absurdo, que existe sy € 1 tal que t(sy) # 0. Entao existe um intervalo aberto
Iy c I talque sy € 1y e1(s) # 0 para todo s € 1.

Logo, por (8), (b(s), «(s) —c) =0 para todo s € 1,. Como

(ee(s) —c) L «'(s), (c(s)—c)Lb(s) e (x(s)—c,n(s))=——,

temos que
afs) —c =~ n(s) <= ¢ = als) + n(s),
para todo s € 1.
Entao,
0= a'(s) + 1n'(s) = o(s) + - (e (s) — T(s)b(s)) = — "),

para todo s € 1. Ou seja, t(s) = 0 para todo s € 1,, uma contradicdo. -

Comot(s) =0exk(s) = 1; para todo s € 1 pela proposicao 3.5, «(1) esta contido em um circulo

C de raio k no plano
m={p € R|(p—als), b) =0},

que é o plano osculador de « em s, onde b(s) = b é constante em 1.

Entdo (b(s), «(s) — c) € constante em 1, pois sua derivada
(b'(s), a(s) —c) + (b(s), &'(s)) =0,

para todo s € 1.
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Logo,

(b, a(s) —c) = ||b|| ||(s) — c|| cos©® = acos O 9)

é constante em 1.

Fig. 4: b(s) é constante ao longo do trago de «
Afirmacao: ¢’ =c+ acos0b é o centro do circulo C. )

De fato, por (7) e (9), temos
x(s) —c= _]E n(s)+acosOb.

Logo,

le(s) — (c + acos O b)| = H—]K n(s)|| = 1?

para todo s € 1.

Para concluir que ¢’ = ¢+ acos0b é o centro do circulo C, basta observar quec’ € m={p €
R3[| (p — «(so), b) = 0}, pois, por (9),

(c+acosBb— «(sy), b) = (c—«sg), b) +acos® =—acos0+acosd =0.

1 ~ , . , . ~
e Observe que se k = " entdo ¢’ = ¢, ou seja, «(1) esta contido na intersecao da esfera S.(c)

com um plano que passa por c.
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Fig. 5: Sex = 1 entdoc =’

De fato, por (7), («(s) —c, n(s)) = —1; = —a e, portanto,
a=[{a(s)—c, n(s))| < |afs) —c] [[n(s)|| = a.

Logo, x(s)—cen(s) sdoLDe «(s)—c = o n(s) = —an(s), ou sgja, ¢’ = c = «(s) + an(s),

pois cos O =0 em (%).

e A hélice circular x(t) = (acost,asent,bt),t € R, a > 0e b # 0, tem a propriedade de que
o vetor tangente «’(t) = (—asent,acost,b) faz um angulo constante com o eixo-Oz, pois

(x’(t), (0,0,1)) b £
cosO(t) = = € constante.
O ="l = Vore

Este € um caso particular de uma classe de curvas que tém a mesma propriedade.

Definicao 3.5 Uma curva regular o« : I — R3 é uma hélice se existe um vetor v unitario que
faz um angulo constante com «/(t), isto é, existe ¢ € R tal que

(a/(t),v)
@)~

paratodot € I.

Exemplo 3.3 A curva regular « : R — R?, dada por «(t) = (etcost,e'sent,et), é uma
hélice, pois
o' (t) = e'(cost,sent, 1) +e'(—sent,cost,0)
/ t
e, portanto, («'(1), (0,0,1)) _ e

1
o/ ()] Vet V3

é constante.
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Proposicao 3.6 Seja oc: 1 — R? uma curva regular tal que x(t) > 0 para todo t € 1. Entdo

, . , T .
x € uma hélice se, e so se, p e constante.

Prova.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada pelo comprimento
de arco.

(=) Suponhamos que existem um vetor v unitario e ¢ € R tais que («/(s), v) = c para todo
se L

Entdo, como («”(s), v) =0, «”(s) = kn(s) e k(s) # 0, temos que (n(s), v) =0 paratodo s € L.

Logo, existem fungdes A, 6 : I — R de classe C*™ tais que
v =A(s)t(s) + d(s)b(s),

para todo s € 1. Como A(s)? + §(s)*> = 1, temos, pelo lema 5.1 do Capitulo 1, que existe uma
funcao 6 : I — R de classe C* tal que A(s) = cos0(s) e 6(s) =senBd(s), ou seja,

v = cos 0(s) t(s) +sen0(s)b(s),

para todo s € I.

Derivando, obtemos:
0=—sen0(s)-0'(s)t(s) +cosO(s)- k(s)n(s) +cosO(s)-0'(s)b(s) +senB(s)-t(s)n(s).
Logo,

0'(s)senfB(s) = 0
k(s)cosO(s)+t(s)senB(s) = O (10)
0'(s)cosO(s) = 0,

para todo s € 1. Entao,
0'(s)*> = (0'(s)cosO(s))*+ (0'(s)senB(s))* =0,

ou seja, O(s) = 0, para todo s € I, onde 0, € uma constante real.
Além disso, se cos 6, = 0 temos, por (10), que t(s) =0, para todo s € I, e, portanto, E =0.

Se cos 0y # 0, temos, por (10), que ZE‘:% = —cotg 6, é também constante.
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Observe que, em qualquer caso, sen6, # 0, pois, caso contrario, teriamos, por (10), que
k(s) = 0, uma contradigao.

T  Cosbp
K senoy’

(<) Suponhamos que E € constante. Entao existe 6, € R tal que
Sejav(s) = cos0yt(s) +senbyb(s). Derivando, obtemos:
Vv/(s) = cos0yt'(s)+sendyb’(s)
= (cosByk(s)+senbyt(s))n(s) =0,

para todo s € I. Logo, v(s) = v é constante e (v, t(s)) = cos 6, pois v é unitario. g

4. Forma Local das Curvas no Espaco

Um dos métodos mais eficazes para resolver problemas em geometria consiste na escolha de
um sistema de coordenadas adequado ao problema em questao. Para o estudo das proprieda-
des locais de uma curva na vizinhanga de um ponto, convém analisar as funcoes coordenadas
da curva com respeito ao sistema de coordenadas dado pelo triedro de Frenet.

Sejam o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que k(s) > 0 para
todoseclesyel

Pela Férmula de Taylor Infinitesimal de « em torno do ponto s, temos:

als) = also) + [ — so)a(s0) + S0 () 4 B9 o) 1 R(s)
, R(s)

onde SIer:O s
Como

o(s0) = t(so),

o(so) = «k(so)n(so),

o« (s0) = (kn)'(so) = K’(so)n(s0) + K(s0)n’(s0) = K'(s0)N(s0) — K(80)*t(s0) — K(S0)T(S0)b(S0)
temos que:

)~ also) = (15 s0) = ol 20 ) s (o elol y Lemspdlool ) o

(s — so)°
—— K(so)T(s0) b(so) + R(s).
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Ou seja, as coordenadas de «(s) no sistema de coordenadas com origem no ponto «(sy) €
eixos nas diregcoes dos vetores t(sy), n(sy) € b(sy) sao dadas por:

%(s) = fs—s0)— B (s 4 Rols)
yls) = KO (s g2 K (s 4 Ryls)
2ls) = T (g 5y 4 Refs),
onde
Rels) = (R(s), tso)),  Ry(s) = (R(5), mlse)) @ Rels) = (R(5), blso))
com

. Rx(s) . Ry (s) . Rz(s)
lim —= = lim — = lim =
$—So (S — 80)3 $—So (S — 80)3 $—So (S — 80)3

A representagao
x(s) = o(so) +%(s) t(so) +Y(s) n(so) +Z(s) b(so)
€ chamada forma candnica local de oc em uma vizinhanga de s,.

e Projecdes do trago de «, para s préximo de s, nos planos tn (osculador), tb (retificante) e nb
(normal).

Fig. 6: Trago de « e suas projecdes sobre os planos osculador, retificante e normal
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e Faremos abaixo algumas aplicagcdes geométricas da forma candnica local.

b(s0)

Aplicacao 1. Interpretacao geométrica do sinal da torcao.

Suponhamos que t(sy) < 0. Como

. ozZ(s) o K(so) T(so) Rz(s)
R e L ( 6 (s—soP t(s0)
_ _'<(50)6T(50) >0,
existe 6 > 0 tal que Fig. 7: Traco de « para t(s) < 0
0<ls—sol < b= 28 <0,
(s —s0)3

Logo, se:
05— 0 <s<sy=—2z(s) <0;
es5)<s<sy+0=12z(s)>0.

Ou seja, se percorrermos a curva no sentido crescente do comprimento de arco s, a curva
atravessa o plano osculador de & em s, de baixo para cima.

L . S S bs
Isto ocorre na hélice circular «(s) = [ acos ——, asen , ,coma >0
a? + b? Va2 +b2 a2+ b2

—b

—— < 0.
a? + b2

eb>0e1(s) =

Fig. 8: Hélice « e referencial de Frenet em x(0), sendo T < 0

Quando t(sy) > 0, podemos verificar, por um argumento analogo ao anterior, que se per-
corremos a curva no sentido crescente do comprimento de arco, a curva atravessa o plano
osculador de cima para baixo.

Para a hélice circular acima, coma >0e b < 0, atorgdo Tt = 0.

- >
a? + b?
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L

vetores t(sg) e n(sp), 0 trago de « passa de cima para baixo do
plano no ponto «(sg)

Fig. 10: Trago da hélice « para t(s) > 0 e o referencial de Frenet no
ponto x(0)

Aplicacao 2. Existe uma vizinhanca de s, em I tal que «(s) pertence ao semi-espacgo deter-
minado pelo plano retificante para o qual o vetor n(sy) aponta.

De fato, como

lim

>0
$—S0 (S—So)z ’

yls) K(s0) (s —s0)? | k/(s0) (s —s0)? Ry(s) \ _ «(so)
_SIL)To( 2(s —sp)? + 6(s — s0)? + (siso)2> 2
existe 6 > 0 tal que
yl(s)
(s —s0)?

0<|s—sol < b= > 0.

Logo, y(s) > 0 paratodo s € (so — 8,80 + 8), s # So.

Aplicacao 3. O plano osculador de o em s, € o limite, quando h — 0, do plano que contém a
reta tangente a « em sy € 0 ponto «(sy + h).

De fato, seja 7t um plano que contém a reta tangente a « em sy. Entao 7t € da forma:
m={peR’[{p—als), N) =0},
onde N é ortogonal a «’(sy), ou seja,
N = An(so) + Bb(s,), com A2+ B #£0.

Observe, também, que para h # 0 suficientemente pequeno, «(sy + h) ndo pertence a reta
tangente a « em s,, pois esta reta esta no plano retificante a « em s, e, pela Aplicacao 2,
«(sp + h) ndo pertence ao plano retificante de o em s,

Sejant(h) ={p € R3¥|{p — «(so), N(h)) = 0} o plano que contém a reta tangente a « em s, e
o ponto «(sy + h). Entao
N(h) = A(h)n(se) + B(h) b(so),
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onde B(h) # 0, pois, caso contrario, 7t(h) seria o plano retificante de « em s, e, neste caso,
pela Aplicagao 2, «(sy + h) nao pertenceria a t(h).

Assim,

P = «fso) +Xt(so) +Yn(so) +zb(so) € m(h) = (p—also), N(h)) =0

Ou seja, (h) : z = C(h) y é a equacao cartesiana do plano 7t(h).

Como «(sy + h) € t(h), temos que z(so + h) = C(h) y(so + h). Entao y(s, + h) # 0, pois, caso
contrario, «(so + h) = «(sg) + x(so + h) t(sp) pertenceria a reta tangente a « em s,.

Logo,
K(so) T(so) h® )
C(h) = Zsoth) _ <_ 6 +R2(h)) /h
Y(so+h) (K(Soz) h? 4 K/(Sg) n’ n Ry(h)> /h2
e, portanto, M}) C(h) = 0. Entao,
fim M — i (ggg lso) + b(50)> — lim(~C(R)n(so) + b(se)) = biso)

lim 7t(h) = 7t ={p € R*| (p — «(s0) , b(s0)) =0}

h—0

€ o plano osculador de & em s,.

5. Teoria do Contato

Definicao 5.1 Sejam « : I — R3>e B : ] — R3 curvas regulares tais que a(ty) = B(to),
onde ty € INJ. Dizemos que « e 3 tém contato de ordem n. em t, (n inteiro > 1) quando

o/ (to) = B'(to)y ..y x™(to) = B™(to),

e o™ (tg) # B (to).
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Exemplo 5.1 As curvas regulares «(t) = (t,0,0) e B(t) = (t,t",0), t € R, tém ordem de
contaton—1emt=0,sen > 2

De fato, x(0) = B(0) = (0,0,0), «’(0) = B'(0) = (1,0,0), «™(t) = (0,0,0) se k > 2,
B(t) = (O,nn—1)---m—(k—=1)t"*0)se2 <k <nep¥it) =000 sek>n+1.
Logo, «¥(0) = B (0) = (0,0,0) se 2 < k <n—1 e «™(0) = (0,0,0) # (0,n!,0) = p™(0).

2
Exemplo 5.2 As curvas regulares x(t) = (t,cosht,0) e p(t) = (t,tz-i— 1,0), t € R tém

contato de ordem 3 em t = 0.

De fato, «(0) = p(0) = (0,1,0), &’(t) = (1,8enh t,0), «”(t) = (0,cosh t,0), «”(t) = (0,senht,0),
B'(t) =(1,t,0), p"(t) = (0,1,0) e B (t) = (0,0,0).

Portanto, «/(0) = B’(0) = (1,0,0), «”(0) = B”(0) = (0,1,0) e ™ (0) = B"(0) = (0,0,0) e
«™(0) = (0,1,0) # (0,0,0) = p™(0).

o

Observacao 5.1 Sejam « e B curvas regulares tais que o(ty) = B(t;) e todas as derivadas
de ordem < n de « e  coincidem em t,. Entdo « € 3 tém contato de ordem > n em t,.

Proposicao 5.1 Seja o : I — R3 uma curva regular. Uma reta  : R — R3 tem contato
>1coma emt, se, e sO se, § € areta tangente a x em t,.

Prova.
(<) Seja B(t) = «alty) + (t — to)o'(to) a reta tangente a «x em to. Entao «(ty) = B(ty) €
o’(ty) = B’(ty). Portanto, o« € B tém contato de ordem > 1.

(=) Sejap(t) =a+ (t—ty)v,ve R —{0} e a € R® a parametrizagdo da reta que passa por a
em t, e é paralela ao vetor v.

Se « e 3 tém contato de ordem > 1 em t,, entdo
a = B(to) = «(to) e v =p"(t) = «'(to) .

Logo, B(t) = o(to) + (t —to)’(to) &€ uma parametrizacdo da reta tangente a . em to. g

Definicao 5.2 Se « : I — R3 é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com

k(s) > 0 para todo s € I, dizemos que p(s) = K(]S) € 0 raio de curvatura de « em s e que

c(s) = «(s) + |<(]s) n(s) & o centro de curvatura de « em s.
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O circulo osculador de o« em s € o circulo contido no plano osculador de « em s com centro
c(s) = afs) + K(15) n(s) eraio p(s) = K(13)

Observacao 5.2

e c(s) pertence ao plano osculador de « em s.

e «(s) pertence ao circulo osculador de & em s, pois x(s) € Tosc(s) € ||x(s) —c(s)]| = p(s).

e A curva « e o circulo osculador de « em s possuem a mesma reta tangente em s e, portanto,
tém contato de ordem > 1 em s.

De fato, a reta tangente r ao circulo osculador de « em s € a reta que passa por «(s) e é

ortogonal ao vetor c(s) — «(s) = K(18) n(s). Assim, r & paralela ao vetor «’(s), pois 7osc(s) €

gerado pelos vetores «'(s) e n(s).

Proposicao 5.2 Seja « : I — R?® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal
que k(s) > 0 paratodo s € 1 e seja sy € 1. Entao o circulo osculador de «x em s, tem contato
de ordem > 2 com « em s,.

Prova.
Vamos mostrar que existe uma curva 3 : R — R3 parametrizada pelo comprimento de arco
tal que B(so) = also), B'(s0) = &'(s0), B"(s0) = a”(sp) € trago = circulo osculador de o em s,.

De fato, como (R) C plano osculador de o« em sy, 3(s) = «(so) + A(s) t(so) + B(s) n(sy), onde
A,B:R — R sao fungbes C= tais que A(sy) = B(sy) =0e€

2
1B(s) — c(so)]* = ZZA(S)2+(B(5)— ! ) |

sen(Ls + M) + L, onde L e M sao

:
Tomemos A(s) = k(s0) K(so)

] cos(Ls + M) e B(s) =
K(so)

constantes a serem determinadas.

Devemos ter ||B’(s)|| = 1, o que implica que A’(s)* + B’(s)? = 1.

Como A'(s) = — sen(Ls+M) e B'(s) = cos(Ls + M), podemos tomar L = k(sp).

L L
K(so) K(so)

Além disso, queremos que B’(sy) = «'(sy). Portanto, devemos ter A’(sq) = 1 € B'(sq) = 0.
g, ou seja, M = L K(So) So.

Tomemos, entao, M tal que k(sp) so + M = — 3
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7T

cos (K(So)(s —s) — E) e B(s)=

Logo, A(s) = sen <K(So)(s —s) — §)+

k(so)

1
K(so)
Assim, B(so) = (so), B'(s0) = t(so) €

K(so)

B"(s0) = A"(so)t(so) +B"(so)n(so)

— k{50 cos (K(so)(s0 — o) — 3 ) t(s0) — k(so) sen k(5o (50— 50) — 7 ) n(s0)

= K(so)n(so) = o (so).
[ |
Proposicao 5.3 Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal

que x(s) > 0 para todo s € 1. O circulo osculador de « em s, € 1 é o unico circulo que passa
por «(sy) e tem contato de ordem > 2 com « em s,,.

Prova.
Seja C um circulo de centro A e raio R contido num plano 7t que tem contato de ordem > 2 com
x emsy.

Entdo m = {p € R3|(p — «(sq), N) = 0}, onde N é um vetor unitario normal ao plano =, e
existe uma curva B : R — R? parametrizada pelo comprimento de arco tal que B(R) = C,
B(so) = also), B'(s0) = t'(s0) € B"(s0) = " (s0) = K(80) N($0).

Como (B(s) — «(sg), N) = 0 para todo s € R, temos, derivando duas vezes, que (f’(sp), N) =
0e (B"(so), N) =0.Logo, N L B’(so) = ’(so) € N L B"(s0) = K(so)n(so).

Portanto, N é paralelo ao vetor binormal b(s,) de o« em sy e 7t € 0 plano osculador de & em s,.

Além disso, como (B(s) — A, B(s) — A) = R? para todo s € R, obtemos, derivando duas vezes,
que

para todo s € R.
Entao, para s = s,

(o'(s0)y x(s0) —A) =0 e (k(so)n(so), x(sg) —A) =—1.

Logo, (ax(so) — A) L a’(so) € (a(so) —A, n(sp)) = —K(lo). Sendo («(sp) — A) L b(sp), pois
(S0), A € Tosc(So), Obtemos que a(sy) — A = —K(l ) n(sy), ou seja, A = «(sy) + K(lo) n(sg) € o
0

centro de curvatura de o« em s,.
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Como «(sy) € C,

1
K(so)

R = [|a(so) — All = [[(so) — c(s0)|| =

€ o raio de curvatura de o em s,.

Logo C € o circulo osculador de ccem s;. g

Definicao 5.3 Seja « : I — R? uma curva regular e 7t um plano de R? tal que p = «(t,) € m,
to € L.

Dizemos que o e 7t tém contato de ordem n em p se existe uma curva regular § : ] — RS tal
que ty € ], B(J) C @, x e B tém contato de ordem n em t, € ndo existe uma curva regular em
7t que tem contato de ordem > n com o em t,.

Observacao 5.3 Se existe uma curvaregular p : ] — R3talque to € J, B(]) Cc me B, «
tém contato de ordem n em p = «(ty), entdo « e 7w tém contato de ordem > n em p.

Observacao 5.4 Todo plano que contém a reta tangente a « em t, tem contato de ordem
> 1 com «x em ty. Dentre estes planos temos o plano osculador de « em t,.

Proposicao 5.4 Sejam o : 1 — R?® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
comk(s) > 0 para todo s € 1 e m um plano que passa por «(sy).

Entdo « e 7t tém contato de ordem > 2 em «(sy) Se, e SO se, 7t é 0 plano osculador de « em s.

Prova.
(<) O circulo osculador de « em s, esta contido no plano osculador de « em s, e tem contato
de ordem > 2 com o em s,.

(=) Se m e « tém contato de ordem > 2 em «(s,, existe uma curva regular  : ] — R3, que
podemos supor parametrizada pelo comprimento de arco, talque sp e INTJ, B(J) C teP e «
tém contato de ordem > 2 em s, ou seja, B(so) = x(so), B'(s0) = &'(s0) € B"(s0) = x”(so)-
Logo, kp(so) = [|B”(s0)[| = [le” (s0)[| = Kalso) €, portanto, ng(so) = na(so).-

Assim, « e 3 tém o mesmo plano osculador em sy,. Mas como 3 € uma curva plana, temos que
7t € 0 plano osculador de 3 em sy. Entdo 7t € o plano osculador de o em so. g

Observacao 5.5 Se atorgdo de o em s, € ndo-nula, entdo « e o plano osculador de « em
so tém contato de ordem 2 (ver Atividade 2.22).
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Definicao 5.4 Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com
K(s) >0 paratodo s € I e t(sy) # 0, onde s, € 1. Dizemos, entao, que

1 k’(so) : p’(s0) ’
R(so) = \/K(SO)2 + (K(SO)ZT(S())) = \/9(50)2 + <T(SO) )

€ 0 raio de curvatura esférica de «x em sy

clso) = x(so) + plsoIn(so) + = b(so)

, , . | .
€ 0 centro de curvatura esférica de o em sy, onde p(so) = o) € 0 raio de curvatura de o« em
K{So

So-

A esfera osculatriz de o em s, € a esfera de raio R(sy) e centro c(so).

Observacao 5.6 De modo anélogo a definicdo 5.3, podemos introduzir o conceito de con-
tato entre uma curva e uma esfera, e provar que a esfera osculatriz de « em s, tem contato de
ordem > 2 com a curva & em s, (ver Atividade 2.23).

Exemplo 5.3 Seja « : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com
kK(s) >0et(s) #0paratodo s € 1.

(a) Se «(I) esta contida numa esfera S,.(A) de centro A e raio r > 0, entdo

para todo s € I. Ou seja, se «(I) C S,(A), entdo S.(A) € a esfera osculatriz de « em s para
todo s € 1.

Prova.
Como {t(s),n(s),b(s)} € uma base ortonormal de R* para todo s € I, existem fungdes de classe
C*® A, 0, u: I — R, tais que:

x(s) — A = A(s)t(s) + 8(s)n(s) + u(s)b(s),

onde A(s) = («(s) —A, t(s)), d(s) = (x(s) —A, n(s)) e u(s) = (x(s) — A, b(s)), para todo
sel.
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Sendo (x(s) — A, «(s) —A) = r? para todo s € I, obtemos, derivando trés vezes a expressio
acima, que:

o (a'(s), a(s) —A)=0<= A(s) =0;

o («s), a'(s)) +(x"(s), a(s) = A) =0 = k(s)(n(s), a(s) —A) = =1 = 8(s) = ———;

& +K'(5)0(s) — k(s)T(s)u(s) =0 & u(s) = +:(s(;¢)?s()8) K(—S;(Z)
Ou seja,
B 1 K'(s)
A= oafs) + ﬁn(s) oS b(s),
para todo s € I e, portanto,
- ;] K'(s)*
T = ||(X(S) _A” - K(S)z + K(S)4T(5)2 )

para todo s € I.

1 n k'(s)?
k(s)?2 = k(s)*t(s)?

esfera de raio r e centro

(b) Se =12 e k/(s) # 0 para todo s € I, entdo «(s) esta contido em uma

A= «fs) + K(]S)n(s) + K(:)gi)(s) b(s)
Prova.
Basta mostrar que «(s) + K(]S)n(s) + K(:),Z(fr)(s) € constante em 1.

2
Como 1 + =12 é constante em I, obtemos, derivando essa expressao, que
K(s)? K(s)2t(s)

—2k’(s) 2k’ (s) K'(s) ' _ 2« (s) 1 K'(s) ' 1 _
k(s)3 + k(s)?T(s) <K(s)2T(s)) =0 k(s)? (T(s) (K(S)ZT(S)) N K(S)) -

K'(s) , _1(s)
(K( S)) = , paratodo s € L. (11)
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s)21(s) K(s)2(s)
_ _T(S) K,(S) / -
Entao
= K'(s)
A= als)+ o nls) + o)

2
A _ 2] K'(s) 2 . ,
é constante e ||x(s) — Al|* = o + (K( m) =r°paratodo s € I, isto & «(I) C S;(A).

Observacao 5.7 O mesmo resultado vale se o conjunto {s € I|«’(s) = 0} for discreto.

Observacao 5.8 Se o conjunto {s € I|«’(s) = 0} ndo é discreto, o resultado acima pode néo
ser verdadeiro.

- . S S bs
Por exemplo, para a hélice circular «(s) = <a COS ————,asen , ) temos
Va2 + 2 Va2 +b2 Va? +b?
ue k(s) = ———,1(s) = e, portanto, r* = LI O N @ 07’ é constante
9 ~ aZ+ b2’ az4+b2 7 P 0 k(s)2 k(s)*t(s)2 a ’

mas a hélice ndo esta contida em esfera alguma, ja que é ilimitada.

6. Teorema Fundamental das Curvas

Fisicamente, podemos pensar em uma curva em R3 como sendo obtida a partir de uma reta
quando esta € entortada (curvatura) e torcida (tor¢cao). Mostraremos, nesta secao, que, de
fato, 0 comportamento de uma curva pode ser descrito completamente por k e T.

Mas antes precisamos dar algumas definicoes e relembrar alguns resultados basicos.
Definicao 6.1 Uma aplicagéo F: R® — R® é uma isometria quando preserva distancia, isto
é,

IF(p) = F(q)[| = [[p — 4l
para todos p, q € R3.
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Exemplo 6.1 Seja a um ponto fixo de R3. A aplicagéo T, : R* — R?, dada por To(p) =p+a,
é uma isometria de R?, denominada translagao por a.

Exemplo 6.2 A aplicagéo F: R? — R? dada por
F(x,y,z) = (xcos® —ysenb,xsend +ycoso,z),

onde 0 € (0,2m), € uma isometria de R?, denominada rotacao de angulo © em torno do eixo-Oz.

0

Proposicao 6.1

(a) Se F e G sdo isometrias de R?, entdo F o G é uma isometria.

(b) Se F e G sdo translacoes, entao Fo G = G o F é uma translagao.

(c) Se T é a translagao por a, entdo T é invertivel e T-! é a translagao por —a.

(d) Dados p, q € R?, existe uma unica translacao T tal que T(p) = q.
P

Prova.
(@) [[FoG(p) —=Fo G(q)l| = [G(p) = G(q)| = [[p — 4l

(b) Se F(p) =p+aeG(p) =p-+bparatodop € R? entdo (FoG)(p) = (GoF)(p) =p+(a+Db)
para todo p € R3.

(c) Seja F(p) = p + a e considere G(p) = p — a. Entdo Fo G(p) = G o F(p) = p para todo
p €R3 Logo G =F.

(d) Seja T a translagédo por q — p, isto € T(v) =v + (q — p) para todo v € R3. Entao T(p) = g.
Para provar a unicidade, consideramos duas translacdes T e T por a e @, respectivamente, tais

que T(p) =T(p)=q. Entdo T(p)=p+a=p+a=T(p),donde a=a. Portanto T=T.

Definicao 6.2 Uma transformacao ortogonal de R® é uma aplicagéo linear C : R® — R3 que
preserva produto interno, isto &,

(Clp), Clq)) = (p, q)

para todos p, q € R3.

Observacao 6.1 Sendo C uma aplicagéo linear, temos que C(0) = 0; C é diferenciavel;
dC, = C para todo p € R?, e é invertivel, pois C(p) =0 < p =0, ja que ||C(p)||* = |p|I*.
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Observacao 6.2 Toda transformacéo ortogonal é uma isometria.

De fato,
ICP)—CQ)*=|ICp—q)*=(Clp—q),Clp—q))=p—q,p—q) = p—ql*

Proposicao 6.2 SeF : R® — R3 é uma isometria tal que F(0) = 0, entdo F é uma trans-
formacao ortogonal.

Prova.
Provaremos primeiro que F preserva produto interno.

Como (F(p), F(p)) = [[F(p)|I* = [[F(p) — F(0)||* = [lp — O|I* = (p, p) (pois F é uma isometria e
F(0) = 0), temos que:

1

(F(p), F(q)) = 5 (IF@I* + [[F(@)I* = IF(p) — F(q)[*) = % (Ipl*+llall* = llp —all*) = (p, q) -

N |

Mostraremos agora que F € linear, isto é, F(ap + bq) = aF(p) + bF(q) para todos p,q € R* e
a,beR.

De fato,

IF(ap + bq) — aF(p) — bF(q)[> = (F(ap +bq) — aF(p) — bF(q), F(ap + bq) — aF(p) — bF(q))
= [[Flap +bq)[|* + a*|[F(p)||* + b*|[F(q) ||
—2a(F(ap +bq), F(p)) —2b(F(ap + bq), F(q))
+2ab(F(p), F(q))
= |lap +bq|* + a*|[p[|* + b*(|q||* — 2a(ap + bq, P)
—2b(ap + bq, q) + 2ab(p, q)
= |(ap+bg) —ap —bq|*=0.

Logo, F(ap + bq) — aF(p) — bF(q) =0, ou seja, F(ap +bq) = aF(p) + bF(q). @

Corolario 6.1 SeF:R?> — R* é uma isometria, entdo existe uma Unica translacdo T e uma
unica transformacao ortogonal C talque F =T o C.

Prova.

Existéncia. Pela proposigao acima, C(p) = F(p) — F(0) € uma transformagao ortogonal, pois C
é uma isometria e C(0) = 0. Como F(p) = C(p) + F(0) para todo p € R?, temos que F = T o C,
onde T é a translagao por F(0).
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Unicidade. Sejam T, T translagdes e C, C transformagdes ortogonais tais que F = ToC = ToC.
Entéo F(0) = T(C(0)) = T(0) = T(C(0)) = T(0).

—1 —

Logo, T=Te, portanto, C=T 'oF=T oF=C. g
Observag:éo 6.3 Se F é uma isometria, entdo existe uma Unica translagao T, e uma Unica
transformagao ortogonal C taisque F=Co Tj.

Basta tomar C(p) = F(p) — F(0), p € R® e Ty a translagdo por C~'(F(0)). De fato,
CoT, ' (p) = C(p+ C'(F(0))) = C(p) + F(0) = F(p),
para todo p € R3.

Observacao 6.4 Se F: R® — R? é uma isometria, entéo F é invertivel e F~' é uma isome-
tria.

De fato, como F = Co T e T e C s&o invertiveis, temos que F é invertivel e F-! = T 1o C'.
Portanto, F~' é uma isometria, pois F~' é a composta de duas isometrias.

Observacao 6.5 Se F é uma isometria dada por F = T o C, onde T é uma translacéo e C é
uma transformagao ortogonal, entdo F é diferenciavel e dF,(v) = C(v) para todos p,v € R>.
De fato, F é diferenciavel, pois F € composta de duas funcoes diferenciaveis, e

F(p + tv) — F(p) Cp+tv)+a—C(p)—a

) = PSRy R
_ im Clp)+tCv)+a—C(p)—a — C(v)

t—0 t

para todos p,v € R3, onde T é a translagao por a.

Portanto, para todo p € R?, dF, : R® — R? preserva produto interno. Assim, para todo p € R,
dF, leva uma base ortonormal {v;,v,,v3} em outra base ortonormal {dF, (v1), dF,(v2), dF,(v3)}.

e Dizemos que a isometria F preserva orientacao se as bases
B = {VMVZ)VS} e B = {de (V1 )) de (VZ)) de (VS)}

tém a mesma orientacao, isto €,
<de(V1) VAN de(Vz) y de(V3)> = <V1 /\Vz y \)3> .

E dizemos que a isometria F inverte orientacdo se as bases B e B’ tém orientagdes opostas,
isto &,
<de(\)]) VAN de(Vz) s de(V3)> = —<\)1 /\Vz, V3> .
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Observacao 6.6 Desta definicao, decorre que F preserva (respectivamente, inverte) orientagéo
se, e sO se, 0 determinante da matriz jacobiana de F é igual a 1 (respectivamente, —1).

Proposicao 6.3 Sejamp,q € R3, {vi,vs,v3} e {w;,w,, w3} bases ortonormais de R*. Entdo
existe uma Unica isometria F : R®> — R® tal que F(p) = q e dF,(vi) =w;, i=1,2,3.

Prova.
Existéncia. Seja C : R® — R3 a aplicacao linear tal que C(v;) = wy, i = 1,2,3, isto é, se
v € R, v =av; +bv, + cv;, entdo

C(v) = aC(vqy) + bC(vy) + c¢C(v3) = aw; + bw, + cws.

Como as bases {vi, vz, vs} € {wy,w,, w3} sdo ortonormais, segue-se da definicao de C, que C
preserva produto interno. Portanto, C é uma transformagao ortogonal.

Seja T a translagao por g — C(p). Entao a isometria F = T o C satisfaz as condig0es exigidas.
De fato,

F(p) =ToC(p) =q—C(p) + C(p) =1,

e, pela observacao 6.5,
de(Vi):C(Vi):Wi, 121,2,3

Unicidade. Suponhamos que as isometrias F = To C e F = T o C satisfazem as condigbes da
proposicao, isto €,

Fl(p)=F(p)=q e dF,(vi)=dF,(vi)=wi, i=1,2,3.

Segue-se da ultima relagdo que C(v;) = C(v;) = w;, i = 1,2,3. Como C e C sdo aplicagdes
lineares temos que C = C. Portanto, To C(p) = To C(p) = q, isto é, T e T sdo translagbes que
levam C(p) em q. Entao, pela proposi¢do 6.1, T =T e, portanto, F=F. g

Definicao 6.3 Dizemos que duas curvas regulares «,  : I — R3 sdo congruentes quando

existe uma isometria F : R> — R3 tal que B = F o «, ou seja,  difere de o apenas por sua
POSICa0 NO espaco.

Proposicao 6.4 Seja «: 1 — R uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com
k(s) > 0 para todo s € 1. Sejam F uma isometriade R* e x = Fo o. Entdox : I — R é uma
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curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que, para todo s € 1,

= K(S) y

— dex(s)(t(S))>
— dFoc(s)(n(S))>
b(s) = £dFye(b(s)),

)

T(s) = +£1(s),
)
)

onde o sinal é + (resp. —) se F preserva a orientacdo (resp. inverte a orientacao).

Prova.
A curva « é diferenciavel, pois F e « sao diferenciaveis. Além disso, como

a'(s) = dFys)(’(s)),
temos que
[ (s)|| = [|dFas) (&’ (s))]| = [l¢’(s)]| =1,
pois dF,.) € uma transformagao ortogonal. Logo « esté parametrizada pelo comprimento de
arco.
Sejam T uma translagcao e C uma transformagao ortogonal tais que F = T o C. Entao como
«'(s) = C(a/(s)), segue que &”(s) = C(a”(s)).

Assim
K(s) = [[&"(s)[| = [[C(«" ()| = [l (s)| = k(s),

A(s) = £ _ ¢ (“”(S)) = C(n(s)) = dFy(n(s)) .

K(s) K(s)
Temos que b(s) =t(s) An(s) e b(s) = C(t(s)) /A C(n(s)).

Se F, isto é, se C preserva orientagao, entao C leva a base ortonormal positiva {t(s),n(s),b(s)}
na base ortonormal positiva {C(t(s)), C(n(s)), C(b(s))} = {t(s),n(s), C(b(s))}.

Logo, b(s) = C(b(s)) = dFs)(b(s)).

Se F inverte orientagao, entao C leva a base ortonormal positiva {t(s), n(s),b(s)} na base orto-
normal negativa {C(t(s)), C(n(s)), C(b(s))} = {t(s),n(s), C(b(s))}.

Logo, b(s) = —C(b(s)) = —dFus) (b(s)).
Finalmente, como b(s) = +C(b(s)), temos que b'(s) = =C(b’(s)) e, portanto

T(s) = (b'(s), A(s)) = £(C(b'(s)), C(n(s))) = £(b(s), n(s)) = +1(s). m
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Teorema 6.1 (Fundamental das Curvas)

(a) Se duas curvas «,p : 1 — R?® parametrizadas pelo comprimento de arco tém a mesma
curvatura e torgcdo (a menos de sinal), entao « e 3 sdo congruentes, isto é, existe uma isometria
F:R3 — R3talque Fox = B.

(b) Se k,t: I — R sdo duas fungées de classe C>, com k(s) > 0 para todo s € 1, entao existe

uma curva o : 1 — R3 parametrizada pelo comprimento de arco tal que x(s) é a curvatura e
T(s) éatorcdo de x em s paratodo s € 1.

(c) Dados p, € R® e vi,v, € R? vetores ortonormais, existe uma tnica curva o : 1 — R?
parametrizada pelo comprimento de arco tal que «(sy) = po, &'(so) = vi, «”(so) = K(so) V2,

Ke =EKETy =T.

Prova.
(a) Seja sy € I fixo e suponhamos que 1, = T (resp. T, = —tp). Pela proposi¢ao 6.3,
existe uma isometria F: R? — R tal que F(«(sy)) = B(so) €
dFa(se) (ta(80)) = tp(so);
dFo(se) (Nalso)) = np(so);
dFa(se)(bals0)) = bg(so) (resp. dFys,)(balso)) = —bg(so)) -
Seja « = F o «. Entao, pela proposigao 6.4:

(s0) = B(so); tlso) =t(s0); K= Ka =Kg; N(so) =Ng(s0); T="Ta =Tp (resp. T = —T = Tp);

24 «
b(so) = bp(so) (resp. b(so) = —C(ba(so)) = bg(so)) .

Para provar que @ = 3, basta mostrar que t = tg, pois, neste caso, teremos &« — 3 constante e
como &(so) = PB(so), poderemos concluir que &(s) = (s) paratodo s € I.

Consideremos a funcao f: I — R dada por

f(s) = [[t(s) —ts(s)[|* + [A(s) — ns(s)[I* + [[b(s) — bg(s)]*.

f(s) = 2(t'(s) —t(s), t(s) —tg(s)) + 2(A’(s) — nj(s), A(s) — ng(s))
+2(b'(s) —bj(s), b(s) —by(s))
= 2k(s)(n(s) —ng(s), t(s) —ta(s)) — 2k(s)(t(s) —ta(s), n(s) —ng(s))

—27(s)(b(s) — bg(s), A(s) —ns(s)) + 2t(s)(N(s) —ng(s), b(s) —bg(s))
= 0.
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Portanto, f € constante. Como f(sy) = 0, temos f = 0 e, portanto, t = t;.

(b) Existéncia. Para provar a existéncia de « mostraremos primeiro que existe um referencial
ortonormal {t(s),n(s), b(s)} que satisfaz as féormulas de Frenet, isto é,

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdes de equacdes diferenciais lineares te-
mos que, fixados os valores t(so) = (ti(so),t2(s0),t3(s0)), N(so) = (Mi(so),n2(s0),Mn3(s0)) €
b(so) = (by(so), ba(se), b3(so)), 0 sistema de nove equacoes diferenciais, i = 1, 2, 3,

ti(s) = k(s)ni(s);
n{(s) = —«(s)ti(s) —1(s) bi(s); (12)

possui uma unica solugcao com as condigoes iniciais dadas. Em particular, existe uma unica
solucao t;, ni, by, i = 1,2, 3 do sistema (12) quando fixamos

t(SO) - (1>O>O)) n(SO) = (O> 1>O) e b(SO) - (O) O) ]) . (13)

Vamos provar agora que a solugéo {t(s),n(s),b(s)} € uma base ortonormal de R? para todo
s € 1. Para isto, consideremos as fungoes

que satisfazem ao sistema de 6 equacgoes diferenciais:

disms), t(s)) = 2«x(s)(t(s), n(s));

Ln(s),n(s)) = ~2x(s)(t(s), n(s) — 2t(s)(n(s) , b(s));

%(b(s)» b(s)) = 2t(s)(n(s), b(s));

%@(s),n(s)) = k(s)(n(s), n(s)) — k(s)(t(s), t(s)) — (s)(t(s), b(s)); (14)
%(t(S)» b(s)) = «(s)(n(s), b(s)) +t(s){t(s), n(s));

%(“(S)’ b(s)) = —k(s)(t(s), b(s)) —(s)(b(s), b(s)) + T(s)(n(s), n(s)),
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com condicao inicial:

(t(so), t(so)) = (n(so), N(so)) = (b(so), b(so)) =1,

(t(so), n(so)) = (tlso), b(so)) = (n(so), b(so)) =0.

A solucgao para esse sistema de equacoes diferenciais é Unica e € dada pelas fungoes:

(t(s), n(s)) = (t(s), b(s)) = (n(s), b(s)) =0.

De fato, basta substituir estas fungoes no sistema acima para verificar que formam uma solugao
do sistema.

Portanto, a solugao de (12) com a condicao inicial (13) forma um referencial ortonormal posi-
tivo, ou seja, det(t(s),n(s),b(s)) = 1 paratodo s € I, pois det(t(so), n(sy),b(so)) = 1.

Logo, b(s) =t(s) An(s) paratodo s € I.
Definimos a curva « : I — R3 por «(s) = J t(&) dE.
So
Entdo o'(s) = t(s). Portanto, ||o'(s)|| = ||t(s)|| = 1 para todo s € 1, isto é, « estd parametrizada
pelo comprimento de arco, e «”(s) =t'(s) = k(s) n(s).
O(”(S)

Assim, k. (s) = ||&”(s)]| = ||x(s)n(s)|| = k(s) € ny(s) = O n(s) paratodo s € I.

Além disso, b, (s) =t.(s) A ny(s) =t(s) An(s) =b(s) e, portanto,

Ta(s) = (bg(s), nals)) = (b'(s), n(s)) = t(s)(n(s), n(s)) = (s),
paratodo s € I.

(c) Unicidade. Sejam «, 3 : I — R® duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco
tais que

Ko = Kg =K, Ty = Tp =T, o(so) = B(so) = po, &'(s0) = B'(s0) = w1, a”(s0) = B"(s0) = K(s0) V2.
Entao, ny(so) =ng(so) =v2 € bu(so) = ta(so) ANng(se) =vi Avy =1a(s0) Ang(se) = bg(so).
Como {t4, ny, by} € {ts, np, bg} s@o solugdes do sistema (12) com condigao inicial {vy, v, vi /A vy},
temos que o = 3.

Existéncia. Dados py € R3 e v;,v, € R? vetores ortonormais, o sistema (12) tem uma Gnica
solucao {t(s),n(s),b(s)} com condigao inicial t(sy) = vi, n(sg) =v2, € b(sg) =v; Avs.
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Como {v,v2, v A v,} € uma base ortonormal positiva, podemos provar, de modo analogo ao
feito no item (a) parav; = e;, v2 = e; € vi Av, = e3, que {t(s),n(s),b(s)} € uma base ortonormal
positiva para todo s € I e que

x(s) = J t(&) d& + po

€ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, com
oso) =Ppo, tals) =t(s), na(s) =n(s), bu(s) =b(s), ku(s) =«(s) € Tu(s) =1(s),

paratodos € 1. g
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Capitulo 3

Superficies Regulares

Em contraste ao tratamento dado as curvas nos Capitulos 1 e 2, as superficies regulares serao
definidas como conjuntos e ndo como aplicagdes. As curvas também podem ser tratadas a

partir desse ponto de vista, isto é, como subconjuntos de R (ou R?). Faremos um breve
comentario sobre isso na segao 2 deste capitulo.

1. Superficies Regulares; Pré-imagens de valores regulares

A grosso modo, uma superficie regular em IR® € obtida tomando-se pedagos do plano, deformando-
os e colando-os entre si de tal modo que a fugura resultante ndo apresente vértices, arestas
ou auto-intersegoes, e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos desta figura.

Definicao 1.1 Um subconjunto S ¢ R® é uma superficie regular se, para cada p € S, existe
um aberto V C R3, com p € V, e uma aplicagdo X : U — V N S, definida num aberto U de R?
tal que:

1 X:U— VNS, X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), € diferenciavel, isto €, as fungdes
x,y,z: U — R tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.

(2) X : U — VNS éum homeomorfismo, isto &€, X é uma bijecdo continua cuja inversa
X1:VNS — U é continua.

(3) dX4 : R? — R? é injetora para todo q € U.

A aplicacdo X é chamada uma parametrizacdao ou um sistema de coordenadas (locais) em
(uma vizinhanga de) p, e VN S é chamada uma vizinhanca coordenada de S em p.
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v 'sz‘(j’)
X VNS
U /—\ S

Fig. 1: Vizinhanga coordenada do ponto p € S

Observagao 1.1

e A condicdo (1) € natural se esperamos fazer alguma geometria diferencial sobre S. Por
exemplo, permite definir o conceito de plano tangente.

Z,l}A v

p.

Fig. 2: O cone S nao possui uma parametrizagao diferencidvel numa vizinhanga do vértice p.

e A injetividade de X na condigado (2) tem como objetivo excluir a possibilidade de auto-
intersecoes em superficies regulares, que € necessario para podermos falar, por exemplo,
sobre o plano tangente em um ponto de S.

¢ A continuidade da inversa na condicao (2) serve para provar que certos conceitos que de-
pendem aparentemente da parametrizagao, na realidade s6 dependem do ponto p € S, isto €,
independem da parametrizagao X: U — SNnVcompeSnNV.

¢ A condicao (3) garante a existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.
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» Vamos agora calcular a matriz da aplicacao linear dX, nas bases canoénicas {e; = (1,0),e; =
(0,1)} de R?, com coordenadas (u,v), e {f; = (1,0,0),f, = (0,1,0),f; = (0,0,1) de R3, com
coordenadas (x,y,z).

Seja q = (up,vo). O vetor e; € tangente a curva u — (u, ), cuja imagem por X € a curva na
superficie S
ur— (X(u) Vo)ﬂJ(u) V()),Z(LL, VO)) )

chamada curva coordenada v = v,. O vetor tangente desta curva em X(q) € o vetor

aXgler) = 5 (@) = (la), 52 (a), 5-(a))

ou ou " ou 1 du
Analogamente, o vetor tangente a curva coordenada v =,
Vi (X(uO)V))y(uO)V)) Z(uO)V)) )

imagem por X da curva v — (u, V), € 0 vetor

aXglex) = 3 (@) = ((a), 32(a), (@) -

v v v o

vA dX, Xo(g)
/\ S
s V=1 Xu(q)
| X(W)

up U

Fig. 3: Vetores tangentes as curvas u +—— (u,vp) € v — (ug,Vv).

Portanto, a matriz da aplicagao linear dX, (que designamos pela mesma notagao para simpli-

ficar) nas bases canénicas de R? e R? é

X(a) a)
— | % dy
dXq a(q) a(q)
0z 0z
a(q) a(q)

A condigdo (3), da defini¢do 1.1, nos diz que dX, : R* — R? é injetora, o que significa que os
dois vetores coluna da matriz Jacobiana acima sao linearmente independentes, ou seja, que o
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seu produto vetorial é diferente de zero:

oX oX

a(q) A a(q) #0.

Ou ainda, que um dos menores de ordem 2 da matriz de dXg, isto €, um dos determinantes:

ox ox
LEE R LT T

ou ov

0 0
0,2) () _ s2(q) ()]
a(u,V)q oz oz ’

a(q) a(q)

0 0
0x,2) o _ (@) =(a)
a(u,V)q oz oz ’

a(q) a(q)

é diferente de zero.
Exemplo 1.1 Vamos mostrar que a esfera de centro na origem e raio 1,
S?={(x,y,z) eR* ¥ +y* +22 =1}
€ uma superficie regular.
Seja a aplicagédo Xj : U — R* dada por
X5 (1, v) = (v, V1 (U2 +32),
definida no aberto U = {(u,v) € R?|u? +v* < 1}.
Entdo X] satisfaz as condi¢oes da definicdo 1.1. De fato:
(1) X3 (W) =S*N#HJ, onde HT ={(x,y,z) € R*|z > 0} € um aberto de R3.

(2) X7 é diferenciavel, pois 1 — (u? +v?) > 0 para todo (u,v) € U.
3

a(x,y) 10
3 > = =10 paratodo q € U.
®) gl =y |=1#0p q
(4) X3 é um homeomorfismo, pois X3 € uma bijecao continua sobre S*NHT e (X7) ' = Ts2mps

é continua, onde 7t : R — R? é a projegéo sobre o plano-xy dada por 7t(x,y,z) = (x,y).
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Podemos cobrir a esfera com seis parametrizacoes similares a esta. Para isso, consideramos
as aplicagoes:
+ yv— ¥+ ¥Y- X+ x¥— - 3
X] )X] )XZ)XZ)X3)X3 . u —>R

dadas por:
Xf(u,v) - (:t 1— (uz +V2),u,\));
Xit(u,\/) :(u)i 1 _(u2+V2))V);
X5 (u,v) = (u,v, £/1 — (12 +12)).
De modo andlogo ao feito para Xj, podemos provar que X5, X5 e X5 sdo parametrizagoes de
S? sobre SN H{, S NH;, S* N HS, respectivamente, onde
HT :{(X>U)Z) < R? |x > 0}; IH? :{(x,y,z) € R? |x <0}
H;:{(X’y)Z)ER3|y>O}; HEZ{(X’y»Z)ER3|y<O};

H;:{(X)Q»Z)GR3|Z>O}; H;:{(X>U)Z)€R3|Z<O})

sdo abertos de R3. Como
XTWUXy (W) = $*—{(x,y,z) € S*|y*+22 =1 e x =0};
X;WuX; (W) = S*—{(xy,z) € S*Ix¥*+z* =1 e y=0};
XT(WuUXs (W) = S*—{(xy,z) €S*I¥* +y*=1e z=0}.

temos que
S2=X{(WUX;(WuUX;j(WuX; (WuXs(wux;u).

Logo, S? € uma superficie regular.

Fig. 4: Cobertura da esfera pelas 6 parametrizagdes X7 (U), X7 (W), X3 (W), X5 (W), X3 (U) e X5 (W).
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e Podemos também cobrir a esfera com duas parametrizagoes usando as coordenadas
geograficas de S2.

De fato, seja a aplicagdo X : U — R? dada por
X(0, @) = (send cos @,send sen @ ,cos0),

definida no aberto
U={0,p)eR*|0<B<m & 0<¢<2m.

Entdo X : U — X(U) é uma parametrizagdo de S* sobre X(U) = S? N (R® — A), onde
A ={(x,y,z) € R3|x >0 e y = 0} é fechado em R>.

Fig. 5: Coordenadas esféricas do ponto p € S2.

Ou seja, X(U) = R* — C, onde C é o semi-circulo
C={(xy,z) € S*|x>0ey=0}.
De fato, X é diferenciavel e dXg ) : R? — R? é injetora para todo (0, @) € U, pois:

Xo(0, @) = (cos O cos ¢,cosO sen p,—senbd),

e
Xe(6, @) = (—senB sen ,send cos ¢,0),
portanto:
(Xo A X,)(8, @) = (sen’ 8 cos @, sen’ 0 sen ¢, cos O sen o),
[0}
e

Xo A X, |I*(0, @) = sen* 0 cos® ¢ +sen? 8 sen’ ¢ + cos? 0 sen’ 0 =sen’0 # 0,
©
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jaque 0 € (0,7). Logo X satisfaz as condicdes (1) e (3) da definicao 1.1.
Observamos que dado (x,y,z) € S — C, 0 fica determinado de maneira Ginica por 6 = arccos z
umavezque 0 < 0 < .

Conhecendo o valor de 0, temos que cos ¢ = SL eseng = L, 0 que determina ¢ de

eno seno
maneira Unica, pois ¢ € (0,2m). Segue-se entdo que X tem uma inversa X~ '.

Como ja sabemos que S* é uma superficie regular, obteremos, pela proposi¢cao 1.4 que de-
monstraremos em breve, que X' é continua.

Logo, X : U — S? — C é uma parametrizacdo de S? que cobre toda a esfera menos o semi-
circulo C.

Podemos cobrir a esfera toda considerando outra parametrizagdo. De fato, sejaY:V — R3 a
aplicacao
Y(0, @) = (sen6 cos ¢,cos0,senO sen @),

onde
V={0,p)cR| —t<0<0e0<q<2m.

Entédo Y(V) = S* — C’, onde C’ é o semi-circulo:
c’ :{(X,U,Z) € §2|X <0ez=0}.

De modo anélogo ao feito para X, podemos provar que Y € uma parametrizagdo de S?. Temos
também que X(U) UY(V) = S§%.

O exemplo 1.1 mostra que verificar que um dado subconjunto S de R? é uma superficie regular,
a partir da definicao, pode ser muito trabalhoso. Antes de prosseguirmos com os exemplos,
apresentaremos duas proposi¢coes que simplificarao essa tarefa.

Proposicao 1.1 Se f : U — R é uma funcgéo diferenciavel definida no aberto U de R?,
entao o seu grafico

Graf (f) :{(X>U)Z) € R3 ‘ (X>y) cUez= f(X)y)}>
€ uma superficie regular.

Prova.
Sejam S = Graf (f) e a aplicagdo X : U — S = SN R3 dada por X(u,v) = (u,v, f(u,v)).
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Entdo a aplicagdo X é diferenciavel e dX,,, : R — R? é injetora para todo (u,v) € U, pois

10
0 1

(LL,V) =

£0.

Além disso, X é uma bijegdo e X~' = 7|s é continua, onde 7 : R® — R?, 7t(x,y,z) = (x,y), é a
projecao sobre o plano-xy.

Logo, S = Graf (f) € uma superficie regular. g

Exemplo 1.2 Sejam p, € R® e a,b € R? vetores LI. Entéo o plano
= {po+Aa+ub|A pneR},

que passa pelo ponto p, e é paralelo aos z

vetores a e b, € uma superficie regular.

De fato, seja N = a /A b o vetor normal ao
plano 7. / —

Entao

n={p € R*|{p—po, N) =0}.

Sendo N = (A, B, C), temos que

m={(x,y,z) € R®|Ax + By + Cz = D},

Ax—B

Fig. 6: O plano 7 visto como gréfico de f(x,y) = D’%Q.

onde D = (po, N).
Como N # (0,0,0), temos que A £ 0 0ou B # 0 ou C #0.

Se C # 0, por exemplo, 7t é o gréafico da fungao diferenciavel f : R> — R dada por:

D — Ax—By

f(x,y) = C

Portanto, pela proposi¢édo 1.1, r &€ uma superficie regular. —

Exemplo 1.3 O paraboléide eliptico

2
P:{(X,y,Z)ER3]Z:;+y},

onde a e b sdo constantes positivas, € uma superficie regular.
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De fato, P = Graf (f), onde f : R> — R é a fungao diferenciavel dada por

x2 2
f(X,y):g_F*. 0

"

2 2

Fig. 7: Parabol6ide eliptico P gréfico de f(x,y) = %5 + &

Exemplo 1.4 O paraboléide hiperbdlico

2 2
H:{(X»U)Z)ER3|ZZU_X})

onde a e b sdo constantes positivas, € uma superficie regular.

Com efeito, H € o gréfico da fungao diferenciavel f : R> — R dada por

2 XZ

foy) =5 5. 0

Antes de enunciarmos a proposicao 1.2, precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.2 Seja F : U — R™ uma aplicacéo diferenciavel definida no aberto U de R™.
Dizemos que p, € U é um ponto critico de F se a diferencial dF,,, : R* — R™ nao & sobrejetora.

Um ponto b € R™ é um valor critico de F se existe um ponto critico p, € U tal que F(py) = b.

Um ponto a € R™ que nao é um valor critico de F € chamado um valor regular de F, isto é, dF,
é sobrejetora paratodo p € F'(a).

Observacao 1.2 Pela prépria definiao, se a ¢ F(U), entdo a é um valor regular de F.
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Observacao 1.3 Seja f : U ¢ R® — R uma fungéo diferenciavel. Entéo df,(e;) = f.(p),
df,(e;) = fy(p) e df,(e3) = f.(p). Portanto, dizer que df, : R* — R néo é sobrejetora equivale
a dizer que fy(p) = fy(p) = f.(p) =0.

Logo, a € f(U) é um valor regular de f se, e s6 se, fy, fy e f, ndo se anulam simultaneamente
em qualquer ponto do conjunto f~'(a) = {(x,y,z) € U|f(x,y,z) = a}, chamado a pré-imagem
ou imagem inversa do ponto a.

Para provarmos a proposi¢ao 1.2 precisamos também do Teorema da Aplicagao Inversa.

Teorema 1.1 (Teorema da Aplicacéo Inversa)

Sejam U C R™ um aberto e f : U — R" uma aplicagcdo de classe C*, k > 1, tal que, num
ponto p, € U, df,, : R* — R™ & um isomorfismo linear. Ent4o existe um aberto V C U tal que

Po €V, W = f(V) é aberto e f: V — W é um difeomorfismo de classe C*.

Proposicao 1.2 Se f : U — R é uma fungédo diferencidvel definida no aberto U de R® e
a € f(U) é um valor regular de f, entdo f~'(a) é uma superficie regular em R3.

Prova.
Seja po = (x0,Yo,20) Um ponto de f~'(a). Como a é um valor regular de f, temos que

grad f(po) = (fx(po), fy(po), f2(po)) # (0,0,0).
Suponhamos que f,(po) # 0 e consideremos a aplicagdo F: U — R?® dada por

F(x,y,z) = (X>y) f(x>y»z)) .

Como
1 0 0
dF,, =] 0 1 o |,
fx(po) fylpo) f2(po)

temos que det(dF,,) = f.(po) # 0. Logo, dF,, : R®> — R* é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existe um aberto V C U tal que po € V, W = F(V) é um
aberto de R3, com F(py) = (x0,Yo,a) € W, e F: V — W é um difeomorfismo de classe C*.

Entdo F': W — V, dada por

F_1 (‘LL, V>t) = (X(uN)t))U(U)V)t)) Z(u)v)t)) y
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é diferenciavel e x(u, v, t) = u, y(u,v,t) = v, pois
(ua\)» t) =Fo Fi] (u,v, t) = (x(u,v, t)vy(u) v, t)> f(x(u, vV, t),y(u,v, t)a Z(u>v> t))) )

para todo u,v,t € W.

Afirmacao: F(f'(a) N V) =Wn{(u,v,t) |t = a}

“A t
| W
I
(0,0,a) } ‘_,//
|
T
‘ |
| —
1./- (w0, g0, a) = F(po)
|
i
_——d i e .
| {04y, 0) v
|
) I
s
/
(g, 0,0) ’
4 (0, 40, 0)

u

Fig. 9:
De fato, seja (u,v,a) € Wn{(u,v,t) |t = al.
Entdo existe (x,y,z) € V tal que (u,v,a) = F(x,y,z) = (x,y, f(x,y,z)). Logo, f(x,y,z) = a, ou
seja, (x,y,z) € f '(a) NV,
Portanto, (u,v,a) = F(x,y,z) € F(f'(a)N V).
Seja (x,y,z) € f'(a)NV. Assim, F(x,y,z) = (x,y,a) € WnN{(u,v,t) |t =a}. o

Diminuindo V, se necessario, podemos tomar W = (xo—¢&, xo+¢€) X (yo—&,yo+¢) X (a—¢, a+¢),
onde ¢ > 0.

Seja h: Uy — R a fungao diferenciavel dada por h(x,y) = z(x,y, a), onde
Uy =(xo—&,x0+€) X (Yo—&,Yo+€).
Logo, f~'(a) NV é o grafico da fungéo h, pois

ANV = F'(Wn{xyt) e R’|t=a}) ={F'(x,y,a)|(x,y) € Uo}
= {(X)y>h(x>y)) | (X>y) € UO} = Graf (h) .
Assim, f~'(a) NV é um aberto de f'(a) e a aplicagdo X : Uy — f'(a) NV, dada por
X(x,y) = (x,y, h(x,y)) é, pela proposicao 1.1, uma parametrizagédo de f~'(a) em p,.

Portanto, f~'(a) € uma superficie regular, pois todo ponto p € f~'(a) pode ser coberto por uma
vizinhanga coordenada. g
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Exemplo 1.5 O elipséide

€ uma superficie regular.

De fato, considere a fungao diferenciavel F : R®> — R dada por

Y-y, -2

(x —x0)?
b? * c?

F(x,y,z) = o2 +

Entao

gradFix,y,2) = (2220, 2w 2e2m)) _(0,0,0)

se, e somente se, (x,1,z) = (Xo, Yo, Zo)-

Logo, F~'(0) = £ é uma superficie regular, pois 0 € um valor regular de F, uma vez que o (inico

ponto critico de F, (x¢, Yo, zo), NA0 pertence a F~'(0).
AN

Fig. 10: Elipsoide &€

Em particular, £ € a esfera de centro (xo,Yo,zo) € raior >0quandoa=b =c =r.

Vamos rever agora algumas noc¢oes da Topologia de R™.

Definicao 1.3 Um subconjunto X c R™ é conexo se X ndo pode ser escrito como uma
reuniao de dois abertos (em X) disjuntos e nao-vazios.

Ouseja,se X=AUBeANB=g,onde A=XNU,B=XNYV,Ue YV abertos em R", entao
A=go0ouB=2.
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Definicao 1.4 Um subconjunto X ¢ R™ é conexo por caminhos se para todo par de pontos
P, q € X existe um caminho continuo « : [0, 1] — X tal que x(0) =p e «(1) =q.

Definicao 1.5 Um subconjunto X c R™ é localmente conexo por caminhos se para todo
p € X existe um aberto V. C R" tal que p € V e VN X é conexo por caminhos.
Observacao 1.4 Toda superficie regular S é localmente conexa por caminhos.

De fato, dado p € S, existem um aberto U C R?, um aberto VCc R*e X : U — VNS uma
parametrizagao de S em p.

Seja 6 > 0 tal que B(q;6) C U, onde X(q) = p. Entdo X(B(p;d)) € um aberto em S conexo
por caminhos de S, pois B(p;&) € convexo (logo, conexo por caminhos) e X € uma aplicagao
aberta, uma vez que € um homeomorfismo.

Teorema 1.2 Seja X c R" localmente conexo por caminhos. Entédo

X é conexo <= X é conexo por caminhos .

Corolario 1.1 Seja’s ¢ R? uma superficie regular. Entao

S é conexa < S é conexa por caminhos.

Observacao 1.5 Seja S uma superficie regular conexa. Se a fungéo f: S — R é continua,
entao f(S) € um intervalo. Logo, se f(p) # 0 para todo p € S, entdo f ndo muda de sinal em S.

De fato, sejam t(, t; € f(S), com ty < t; € po,p1 € S tais que f(po) = to € f(p1) = t3. Como
S é conexa por caminhos, existe um caminho « : [0,1] — S continuo tal que «(0) = py €
(1) =ps.

Entao, como fo « : [0,1] — R € continua, f o a(0) =ty € fo (1) = t;, temos, pelo Teorema
do Valor Intermediario, que

[to, t1] C fo ([0, 1]) = f(x([0,1])) C f(S),
provando, assim, que f(S) é um intervalo da reta.

Exemplo 1.6 O hiperboldide de duas folhas

€ uma superficie regular desconexa.

Instituto de Matematica - UFF m



Geometria Diferencial

De fato, consideremos a fungao diferenciavel f : R> — R dada por

XZ yz ZZ

f(x,y,2) =—¥—§+C—2—1

Como

2 2y 2
grad f(x,y,2) = (~53,~ 1%, 5 ) = (0,0,0)

se, esomentese,x =y =z =20, e (0,0,0) ¢ f'(0), temos que 0 ¢ valor regular de f.

z

H

Fig. 11: Hiperboldide de duas folhas H

Portanto, H = f~'(0) é uma superficie regular que é desconexa, pois
H=H"UH,

onde
H =HN{xy,z) eR}z>0 e H =HN{xvy,z) cR¥z<0}

sao abertos disjuntos de H.

Exemplo 1.7 O toro de revolucdo T é a "superficie”obtida pela rotagéo do circulo

de centro (0, a,0) eraio r > 0, a > r, no plano-yz, em torno do eixo-Oz.
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Fig. 12: Construgao do toro de revolugao

Entdo P = (x,y,z) € T se, e s0 se, existe P’ = (0,y’,z’) € C tal que P e P’ estdao sobre o
mesmo paralelo de centro ¢’ = (0,0,z) = (0,0,z).

Logo z = z’ e d(P,c¢’) = d(P/,c¢’), ou seja, /X2 +y? = |y'| = y/, pois y' > 0 para todo
(0,y',2") € C.

Assim, como (y’ — a)? + (z')* = 1%, temos que

2
<\/x2+y2—a> + 22 =1

€ a equacao cartesiana de 7.

Consideremos a fungdo F : R? — {0} — R de classe C> dada por

2
F(x,y,z) = (x/xz +y2— a) + 2%,

Entao, como
OF 2<\/xz4—y2——a) X 3F 2(\/x2%—yz——a> Yy oF 5
aix(x)y)z) - X2_|_y2 ) @(XJJ)Z) - \/m ) aiz(x)y)z’) - Z’)

oF oF oF , .
segue que a(x,y,z) = @(x,y,z) = a—z(x,y,z) =0se,esdse x*+y?=a’ez=0,ou seja,
se, e sb se, F(x,y,z) =0.

Logo, r* € um valor regular de F e F'(r?) = T é uma superficie regular.

A proposicao abaixo fornece uma reciproca local da proposicao 1.1, isto €, toda superficie
regular € localmente o grafico de uma fungao diferenciavel.
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Proposicao 1.3 Sejam S c R uma superficie regular e p € S. Entdo existe um aberto V em
S, comp €V, tal que V é o grafico de uma fungao diferenciavel que tem uma das seguintes
formas:

z="1(xy), y=9g(xz), x=h(y,z).

Prova.
Seja X : U — S uma parametrizagao de S em p. Entdo um dos Jacobianos

(q) ou

é diferente de zero, onde X(q) = p.

(x,y)
o(u,v)

Suponhamos que (q) # 0 e consideremos a aplicagao diferenciavel

moX:U— R, moX(u,v) = (x(u,v),yu,v)).

Como 2&)3; (q) # 0, temos que dq(mo X) : R? — R? é um isomorfismo. Logo, pelo Teorema

da Aplicagao Inversa, existem abertos V; c Ue V, C R?, com q € V; e mo X(q) € V, tais que
o X :V; — V; é um difeomorfismo de classe C*

X (V1)

1
G N

Fig. 13:

Entdo X(V;) =V é um aberto de S com p € V e mlx,) : X(Vi) — V2 € um homeomorfismo,

pois X : Vi — X(V;) =V é um homeomorfismo.
Seja (moX)': Vo, — Vi, (mo X) 7 (x,y) = (ulx,y),v(x,y)).

Como (o X)~" é um difeomorfismo C*®, ¢ = Xo (moX)™' : V;, — X(V;) = V é um homeomor-
fismo diferenciavel sobre X(V;) =V, tal que

cp(x,y) = (X>U>Z(U(X>UJ>V(X>U))) )
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para todo (x,y) € V,.
Isto &, V é o grafico da fungao diferenciavel f : V, — R dada por
fx,y) =z(ulx,y),v(xy)) . m

A proposicao abaixo, que ja utilizamos no exemplo 1.1, s6 sera provada na segao 2.

Proposicao 1.4 Sejam S ¢ R® uma superficie reqular e p € S. Seja X : U — S uma
aplicagao definida no aberto U de R* comp € X(U), tal que:

e X : U — R3 é diferenciavel;
o dX,: R? — R® é injetora para todo q € U;
e X: U — X(U) é uma bijegao.
Entdo X(U) =V é um abertode S e X' : X(U) — U é continua, isto é, X : U — X(U) é uma

parametrizagdo de S emp.

Exemplo 1.8 O cone ¢ de uma folha dado por

z=/x*+y?

nao é uma superficie regular

Nao podemos concluir isto s6 pelo fato da "parametrizacao < z“
natural’de C dada por

(%, y) — (%, Y, VX2 +1y?) 2

nao ser diferenciavel na origem, pois poderia existir outra
parametrizagdao em p = (0,0, 0) satisfazendo as condigoes
da definicao 1.1. Provaremos que isto ndao ocorre, utilizando

a proposicao 1.3. /\
Y

De fato, se C fosse uma superficie regular, existiria, pela x
proposicao 1.3, um aberto V. C S com (0,0,0) € V, que
seria o grafico de uma funcgao diferenciavel de uma das trés formas:

Fig. 14: Cone de uma folha C

z = f(x,y), y=g(x,z), ou x=hy,z),

definida num aberto U c R? com (0,0) € U.

A funcao nao pode ser da forma y = g(x,z) nem da forma x = h(y,z), pois numa vizinhanga
da origem (0,0, 0) as projegdes de C sobre os planos xz € yz ndo sao injetoras. E também nao
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pode ser da forma z = f(x,y) numa vizinhanga da origem, pois teriamos f(x,y) = /x* +y?2
que n&o é diferenciavel em (0,0).

Exemplo 1.9 Uma parametrizagéo para o toro 7 do exemplo 1.7 pode ser dada pela aplicagéo
X:(0,2m) x (0,271) — R3, onde

X(u,v) = ((a+rcosu)cosv,(a+rcosu)senv,rsenu).

De fato, X é diferenciavel e

—rsenucosv —(a+rcosu)senv

dXy = | —rsenusenv (a+rcosu)cosv
TCOSU 0
Logo
IXe AX | = |[(—(a+rcosu)rcosucosv,—(a+ rcosu)rcosuseny, —(a -+ rcosu)rsenu)|?

= (a+rcosu)?r’ >0,
para todo (u,v) € (0,27) x (0, 27), pois a > r > 0.
Portanto, dX(,,) : R* — R? é injetora para todo (u,v).

Provaremos agora que X € injetora.

Sejam (uy,vq), (uz,v2) € (0,27) x (0,27) tais que X(uwy,vi) = X(uy,v,), isto &,

(a+rcosu;)cosvy = (a-+rcosu;)cosv, (1)
(a+rcosu;)senv; = (a-+rcosu,)senv, (2)
rsenu; = rsSenu;. (3)

Entao, por (1) e (2), temos que:

(a + rcosu;)?(cos?v; +sen*vy) = (a+ rcosu,)?(cos? v, 4+ sen’v,)

(a+rcosu;)? = (a+rcosu,)?

o
\%
=

a+rcosu; =a-+rcosuw,

I1

CoOSuy; = Cosu,

Logo u; = u,, pois senu; = senu,, por (3) e uy,u, € (0, 27).

Assim, como a + rcosu; = a + rcosu, # 0, temos, por (1) e (2), que cosv; = cosv; €
senv; = senv,. Logo v; = vy, pois vy, v; € (0, 27).
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Como ja provamos que 7 € uma superficie regular no exemplo 1.7, temos, pela proposigao
1.4,que X: U — V; =T — (C; UC,) &€ uma parametrizagao de 7, onde

e C={xy,z) eR¥z=0ex*+y*=(a+T1)%}.

T

Fig. 15: As curvas u = const sdo os paralelos e as crvas v = const sdo os meridianos do toro 7. O paralelo u = uy € o circulo de centro
(0,0,rsenwugp) e raio a + rcosuy contido no plano z = rsenuy. Se ug € [77‘, 37”] a+rcosug € [a—r,al,eseuy € [0, g] U [37”,27r],
a+rcosup € [a,a+ 1]

Observacao 1.6 O toro 7 pode ser coberto por trés parametrizagdes do tipo acima.

De fato, a aplicacao X; : (mt,37) x <T§[> g + Zn) — V;, dada por

Xz(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+rcosu)senv,rsenu),

x

Fig. 16: Parametrizagdo X, de 7 com V, = T — (D7 U D). A parametrizagdo X3 é visualizada de maneira similar
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€ uma parametrizacao de 7 talque V, = 7 — (D; U D;), onde

D2 = {(X)H)Z)ER3|Z:OeX.z—'—yz:(a_r)z}-

Logo, VinV; ={(a—1,0,0), (0, a+7,0)}. Para cobrir todo o toro, basta tomar a parametrizacao
X3 (g, g +ZT[> x (71, 31) — V3,

X3(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+rcosu)senv,rsenu),

onde V; =7 — (E; U E;), onde
E4 :{(X)U)Z) € R3|Z=T e x2+y2 — aZ}

E; ={(x,y,z) €R¥|y=0¢e (x+a)*+2z*=0}. g

2. Mudanca de Parametros; Funcoes Diferenciaveis sobre
Superficies

Pela definicao de superficie regular, cada ponto P de uma superficie regular S pertence a uma
vizinhanga coordenada. Os pontos de uma tal vizinhanga coordenada sao caracterizados pe-
las suas coordenadas. Assim sendo, deveriamos, em principio, poder definir as propriedades
locais de uma superficie em termos dessas coordenadas.

Mas, como um ponto p de S pode pertencer a varias vizinhangas coordenadas, para que uma
definicao dada em funcao de suas coordenadas locais faga sentido, € necessario que ela nao
dependa do sistema de coordenadas escolhido. Para isto, € fundamental mostrar que quando
um ponto pertence a duas vizinhangas coordenadas, com parametros (u,v) e (&,1), é possivel
passar de um destes pares de coordenadas ao outro através de uma aplicacao diferenciavel.

Seja p um ponto de uma superficie regular Se sejam X : U C R? — R3, Y: VC R? — R®
duas parametrizagbes de S taisque p € X(U) NY(V) =W.

Como X e Y sdo homeomorfismos, temos que W é um aberto de S e, portanto, X~'(W) e
Y~ (W) s&o abertos de R?.
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A
YU pA
£
Sax ()
7

(&

oy

nA LA Y(¥)
AN Y 7
Vv
> £
3
Fig. 17: Coordenadas diferentes em torno do ponto p
Se X e Y sao dadas por
X(LL,V) = (X(U,V), (LL,V),Z(LL,V)), (LL,\)) € u»

entdo a mudanca de pardmetrosh = X' oY : Y-/ (W) — X~ (W), dada por
h(&n) = (u(&n),v(&n)),
é um homeomorfismo com inversah™' =Y o X: X' (W) — Y ' (W),
h ' (u,v) = (E(u,v),n(w,v).
Proposicao 2.1 (Mudanga de Parametros)
A aplicagdoh = X'oY: Y ' (W) — X' (W) é um difeomorfismo C*.

Prova.
Sejar € Y'(W) etome g = h(r) € X"'(W). Entao Y(r) = X(q) € W.

Como X : U — X(U) é uma parametrizacao, temos que

0(x,2)
o(u,v)

9(y,2)
o(u,v)

(g) #0 ou (q) #0.

a(x,y)
Suponhamos que () (q) #0.

Estendemos X a uma aplicagdo F: U x R —; R3 dada por

F(u) V>t) = (X(UN)»U(LL»V)»Z(LL»V) + t) .
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<y

v 1§

. v
Fig. 18: Extensdode X a F

Geometricamente, F aplica um cilindro vertical C sobre U em um “cilindro vertical’sobre X(U),
levando cada secao de C com altura t na superficie X(u,v) + tes, onde e3 = (0,0, 1).

Entao F é diferenciavel, F(u,v,0) = X(u,v) paratodo (u,v) € U, e o determinante da diferencial
dF4,0) € diferente de zero, pois

ox 0x

— — 0

Y 3(x%,y)

9y %Y =0 0.
Ju ov 0 (q) a(uﬂ’)(q) 7
0z 0z 1

ou Ov

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existem um aberto Uy C U C R?, com q € Uy, € > 0 e um

aberto M C R tais que
F:Uy X (—e,e) — M

€ um difeomorfismo C*.
Entdo X(U,) = F(U, x {0}) é um aberto de S contido no aberto M de R3, tal que X(q) € X(U,).

Além disso, X~ = 7o F'[x,) : X(Up) — Uy, onde 7t : R3S — R3, mt(u, v, t) = (u,v), pois
(7-[ o F_]|X(U0) ) o X('LL,V) =To F_] |X(Uo) (F(U,V, 0)) = 7'[('LL, vV, O) - ('LL,V) .

Logo X' : X(Uy) — U, é a restricdo a X(U,) da aplicagdo 7 o F~! diferenciavel definida no
aberto M C R3.

Tomemos U; = X~ (W) N U,.

Entdo q € Uy, W; = X(U;) € W é um aberto de S e V; = Y- 1(W;) é um aberto de R? tal que
Vi C Y_](W), reVieY(V;) =X(U) =W.

Logo,h:V; — U; édadaporh=moF'oY.

ComoY:V, — RiemoF': M — R’ sdo aplicagbes diferenciaveis (C*) tais que Y(V;) =
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W; C M, temos que h é diferenciavel em V;, com r € V;.

Sendo r € Y-'(W) arbitrario, h : Y-'(W) — X~ '(W) é diferenciavel em Y~'(W).

De modo analogo, podemos provar que h™' = YT o X : X~ '(W) — Y~ '(W) é diferenciavel em
X (W). Logo h: Y/ (W) — X~'(W) é um difeomorfismo C>. g

Daremos agora uma definicao do que se entende por funcao diferenciavel em uma superficie
regular.

Definicao 2.1 Seja f : V — R uma fung&o definida num subconjunto aberto V de uma
superficie regular S. Dizemos que f : V — R € diferenciavel em p € V se, para alguma
parametrizagdo X : U ¢ R? — R* de S em p, com X(q) = p, q € U, e X(U) C V, a composta
foX:U C R* — R é diferenciavel em q = X' (p).

A fungdo f: V — R é diferenciavel em V se € diferenciavel em todos os pontos de V.

Observacao 2.1 A definicdo acima independe da escolha da parametrizagéo X.

De fato, seja Y : U; ¢ R? — R3 uma outra parametrizagdo de Sem p, comY(r) =p,rc U; e
Y(U;) C V.

Sejam W =XWNY(U),peW, U =YTW)el =XTW).
Entdo,se h=X"T'oY:Uj — U’, temos que foY =fo Xohem Uj,comr € Uj.

Como, por hipotese, foX : U’ — R é diferencidvel em q e, pela proposicdo 2.1, h: U; — U’ é
um difeomorfismo C*, temos que foY : U; — R é diferenciavel em r. Portanto, foY: U; — R
¢é diferenciavel em r.

Observacao 2.2 Na demonstragio da proposi¢éo 2.1, utilizamos o fato de que a inversa de
uma parametrizagao € continua. Como precisamos da proposicao 2.1 para podemros definir
funcoes diferenciaveis em superficies, ndo podemos prescindir desta condi¢gao na definicao de
uma superficie regular.

Observacao 2.3 Sejam S uma superficie regular, V um subconjunto aberto de R? tal que
S Cc Ve f:V— R uma fungao diferenciavel.

Entdo f: S — R é uma fungao diferenciavel.
De fato, sejamp € Se X: U ¢ R? — X(U) uma parametrizagao de S em p.

Entdo f o X : U — R é uma funcao diferenciavel, pois € a composta de duas fungoes dife-
renciaveis definidas em abertos do espaco euclidiano (R? e R?, respectivamente).
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Exemplo 2.1 A fungédo altura relativa a um vetor unitariov € R, h : S — R, dada por
h(p) = {(p, V), € uma funcdo diferencidvel em qualquer superficie regular S de R?, pois
h:R?> — R é diferenciavel em R3.

Fig. 19: Altura h(p) do pontop € S

h(p) é a altura de p € S relativa ao plano normal a v que passa pela origem.

Exemplo 2.2 Afungédo f: S — R, f(p) = ||p — pol|>, que mede o quadrado da distancia de
p a um ponto fixo p, € R?, é diferenciavel em toda superficie regular S de R?, pois f: R? — R
é diferenciavel em R5.

Mas a fungdo g: S — R, g(p) = ||p — po|, € diferencidvel na superficie S se, e s6 se, p, ¢ S,
pois g : R¥ — R ¢é diferenciavel em todos os pontos p € R* —{p,} e ndo é diferenciavel em p,.

0

A defini¢cao de diferenciabilidade pode ser ViS5 52
estendida a aplicacdes entre superficies. 0 X>3(Us
L . N @ = olp)

Definicao 2.2 Sejam S, S, superficies X, (Uh) —p
regulares e V; um subconjunto aberto de
S;. Dizemos que uma aplicagao continua TXl Xa

. A Af 7 U1 U2
¢ : Vi — S, é diferenciavel emp € V se U, X;logpo X, U,

existem parametrizagoes

X;:UWcR—S, e Xo: WL, cR?—S,

Fig. 20: Diferenciabilidade de ¢ em p.

taisque p € X (W), X;(UW) C Vi, o(Xi(Wy)) C
X2(U;) e aaplicagao
X;'opoXy: U — U

é diferenciavel em q = X;'(p).
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Observacao 2.4 A existéncia de parametrizagbes X; e X, que satisfazem a condicéo
@(X;(U;)) € X;5(U;) segue da continuidade da aplicagao .

De fato, sejam X; : U — X;(U) uma parametrizagdo de S; emp e X; : U, — X;(U;) uma
parametrizagao de S, em o(p).

Como ¢ é continua e X;(U,) € um aberto de S, que contém ¢(p), existe um aberto V{ C V;
tal que p € V| e o(V]) C X,(U,). Basta, entéo, considerar o aberto U; = X;" (X;(U) N V{) para
termos p € X;(U;), X;(UWy) C Vi e

e(Xi (W) =X (W) NV)) C o(Vy) C Xa(Uy).

Observacao 2.5 A definicao dada acima nao depende das parametrizacdes X; e X,.

De fato, sejam Y; : W; — Y;(W;) uma parametrizagao de S;empe Y, : W, — Y;(W;) uma
parametrizagao de S; em ¢(p) tais que @(Y;(W;)) C Y2(W,).

Seja W| = Y (Y1(W;) N X;(Wy)). Entdo W; é um subconjunto aberto de W; que contém
Yi'(p)e (Y,  oXa) o X, o @ oXyo(X;! oY) estd bem definida em W, = Y;'(W,), onde
W, = Y1 (W;) N X (W), pois X' o Y; esta definida em W[ = Y; ' (W,), e Y, o X, esta definida
em X;' (Wo), onde Wo = Ya(Ws) N X, (Uy),

X;'o@oXio(XiTo V) (W)) =X, 0 @(Wo) € X5 (Wo),
jaque
P(Wo) = (Y1 (Wi) N X (Uy)) C Y2(Wa) N Xp(Uy) = W,

Entao, como
YooY =(Y, 0X))oX;lopoX o(Xi oY), emW, =Y, (W),

X;' oYy é diferenciavel em W/ = Y; (W), Y; ' 0 X; é diferenciavel em X;'(W,) e, por hipétese,
X;' o @ o X; é diferenciavel em q = X;'(p), temos que Y;' o @ oYy : W[ — X;' (VVO) é

diferenciavel em (X;" o Y1)7'(q) = Y; ' (Xi1(q)) = Y; ' (p) .
Logo, Y, 0 @ o Y1 : Wy — W, é diferenciavel em Y, (p).
Definicao 2.3 Dizemos que duas superficies regulares S; e S, sdo difeomorfas quando

existe uma bijecdo diferenciavel ¢ : S; — S, com inversa ¢! : S, — S, diferenciavel.
Uma tal ¢ é chamada um difeomorfismo de S; em S,.
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Observacao 2.6 Toda parametrizagdo X : U — X(U) de S é um difeomorfismo entre o
aberto U de R? e o aberto X(U) de S.

De fato, como X : U — X(U) é uma parametrizacdo de S e id : U — U, id(x) = x, &
parametrizagdo de R?, temos que X : U — X(U) é diferenciavel em U, pois a aplicagdo
XoXoid =1id: U — U é diferenciavel, e X' : X(U) — U é diferenciavel em X(U), pois
ido X To X =1id: U — U é diferenciavel.

Isto mostra que toda superficie regular é localmente difeomorfa ao plano R?.

Observacao 2.7 Sejam S;, S, superficies regulares, V um aberto de R* e f: V — R3 uma
aplicacao diferenciavel tais que S; € V e f(S;) € S,. Entdo a restricdo f : S; — S, € uma
aplicacao diferenciavel de S; em S,.

De fato, como f : V — R3 é diferenciavel, temos que f: S; — S, é continua.

Sejam p; € S, X; Uy — X;(Uy) parametrizagdo de S; em p; e X; : U, — X;3(Uy)
parametrizagao de S, em f(p) tais que f(X;(U;)) C Xz(Uy).

Podemos supor (ver demonstragéo da proposigdo 2.1) que X;' = Flx,(u,), onde F: W — R? é
uma aplicacgéo diferenciavel definida num aberto W de R tal que X;(U,) C W.

Logo, X;'ofoX; = FofoX; é diferenciavel em U;, pois € a composta de aplicagdes diferenciaveis
definidas em abertos de R?, R® e R3 respectivamente.

Exemplo 2.3 Seja S uma superficie regular simétrica em relagdo ao plano xy, isto &,
(x,y,z) € S se,esbse, (x,y,—z)€S.

Seja ¢ : R® — R? a aplicagao dada por ¢(x,y,z) = (x,y, —2z).

Entao ¢ é um difeomorfismo tal que ¢! = o.

Como ¢(S) =S, temos que ¢ : S — S é também um difeomorfismo.

Exemplo 2.4 Seja Ry, : R* — R? a rotagao de um angulo 8 em torno do eixo Oz, e seja S
uma superficie regular invariante por esta rotagdo, isto €, se p € S entdo Re.(p) € S.

Ent&o a restrigdo Ry, : S — S € uma aplicagéo diferenciavel.
Exemplo 2.5 Seja ¢ : R?® — R3 a aplicagao dada por

(P(X»U)Z) = ((lX, by,CZ) )

onde a,b,c € R —{0}.
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Entdo ¢ : R? — R3 é um difeomorfismo.
Sejam
$*={(xy,2) e B’ +y* +22 =1}

a esfera unitaria e

2 2 2
31X Y z
5:{(X,U,Z)ER ’az—i_bz_l_cz:]}

o elipsdide, duas superficies regulares. Como ¢(S?) = £, temos que a restricdo ¢ : $* — £ é
um difeomorfismo.

Observacao 2.8 (Exercicio 13, pag. 97)
Seja f : V — R uma fungao definida num aberto V de uma superficie regular S.

Entdo f: V — R é diferenciavel em p € V se, e s0 se, existem um aberto Wde R3, p € W, e
uma fungao F: W — R diferenciavel em p tal que fly~w = Flvaw-

De fato, suponhamos que existem um aberto W c R3, comp € W, e uma fungdo F: W — R
diferenciavel em p tal que flvaw = Flvaw-

Seja X : U — X(U) uma parametrizagao de S em p tal que X(U) C VNW. Entao foX =Fo X
é diferenciavel em X~'(p) e, portanto, pela definicdo 2.1, f é diferenciavel em p.

Suponhamos agora que f : V — R é diferenciavel em p, e seja X : U — X(U) uma
parametrizagdo de S em p tal que X(U) c Ve X! = Glxu), onde G : W, — R? é uma
aplicacao diferenciavel definida num aberto W, de R® tal que X(U) C W,. Seja W = W, N V,,
onde V,NS=X(U)e Vo éumabertode R3. Entafo VNW =VnV,NnW = X(U)NW.

Logo, como flyvaw = flxunw = f o X o X7 xw)nw, temos que flyow = f o X o Glynw, OU Seja,
flvnw € a restricdo a V N W da fungao diferenciavel f o X o G : W — R definida no aberto W
de R3. 0

e Se tivéssemos comegado com essa definicdo de diferenciabilidade, poderiamos ter defi-
nido uma superficie regular S como um conjunto localmente difeomorfo ao R?, isto é, para
todo p € S, existem um aberto V de S com p € V, um aberto U de R? e uma aplicagao
X:U — X(U) =V que € um difeomorfismo.

Vamos agora voltar a teoria das curvas a fim de trata-las do ponto de vista deste capitulo, isto
é, como subconjuntos de R3 (ou de R?).

Definicao 2.4 Uma curva regular em R® (ou em R?) é um subconjunto C de R? (resp. R?)
com a seguinte propriedade: para cada ponto p € C existem um aberto V de R? (de R?), com
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p € V,um intervalo aberto I e um homeomorfismo diferenciavel « : I — VNC tal que «/(t) # 0
paratodot € L.

Observacao 2.9 A mudanga de pardmetro é um difeomorfismo.

Vamos provar este resultado para o caso em que C € uma curva de R*. Quando C é uma curva
plana, a demonstragao € similar e fica como exercicio.

De fato, sejam a: I C R — «(I) e p : ] — B(]) parametrizagdesde Cempe W = «(I)NB(])
um aberto de C que contém p.

Mostraremos que h = ' o : &« ' (W) — B~1(W) é um difeomorfismo C> do aberto o~ '(W)
da reta sobre o aberto 3~'(W) da reta.
Seja ty € a (W) e considere sy = h(ty) € B~ (W) C J.

Como B'(so) = (x'(s0),Y'(s0),2'(s0)) # (0,0,0), temos que x'(so) # 0, y'(so) # 0 ou z'(so) # 0.
Vamos supor que z'(sy) # 0.

Estendemos 3 a uma aplicagédo F : ] x R? — R3 dada por F(s, &,1) = (x(s) + &,y(s) +1,z(s)).

Entao F é diferenciavel, F(s,0,0) = 3(s) para todo s € ] e o determinante da diferencial dFs, o)
¢ diferente de zero, pois

Logo, pelo Teorema da Aplicagao inversa, existem um intervalo aberto J, C J, com sy € Jo,
um aberto U de R? com (0,0) € U e um aberto M de R3 taisque F: Jo x U — M é um
difeomorfismo de classe C*.

Entdo B(Jo) = F(Jo x{(0,0)}) € um aberto de C contido no aberto M de R? tal que B(so) € B(]o).
Além disso, p' = 7o F gy, : B(Jo) — Jo, onde 7 : R® — R, 7t(x,y,z) = x, POis 7t o
Flago)(B(s)) = (mo F1)(F(s,0,0)) = m(s,0,0) = s. Ou seja, B : B(Jo) — Jo € a restricdo a
B(Jo) da aplicacao diferenciavel 7 o F-! definida no aberto M de R3.

Podemos tomar o intervalo aberto J, de modo que Jo C B~ (W) e sy € Jo. Entdo W, = B(]o) €
um aberto de C, pois B : B~ (W) — W é um homeomorfismo.

Seja Iy = o« '(W,). Entédo I, é um subconjunto aberto de R tal que Iy C o« '(W), t, € I, e
o(lp) = Wy = B(Jo).

Logo,comoh =B o =moF'oaem I, temos que h é diferenciavel em t,.
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Como ty € o« '(W) é arbitrario, temos que h = ' o x: &« (W) — B~ (W) é diferenciavel.
De modo anélogo, podemos provar que h™' =« ' o 3 : 7' (W) — o' (W) é diferenciavel, e,

portanto, a mudancga de parametro h: =" — B~'(W) é um difeomorfismo C*.

Observacao 2.10 Se uma propriedade de uma curva regular obtida a partir de uma pa-
rametrizacao independer desta parametrizagao, dizemos que ela &€ uma propriedade local da
curva.

Observacao 2.11 (Exemplo 15, pag. 97)

O comprimento de arco, definido nos capitulos 1 e 2, independe da parametrizagao escolhida,
e é, portanto, uma propriedade local da curva.

pr=a(t1)=05(s1)

De fato, sejfam ax : I C R — «(I) e B : ] — B(])
parametrizagdes de uma curva C num ponto p € C e
seja W = «(I) N B(]).

Sejam po # p; pontos distintos de uma das compo-
nentes conexas de W; to, t; € o' (W); 89,81 € B (W) po=0(to) =B(s0)

tais que «(to) = B(so) = po € x(t1) = B(s1) = p1. Fig. 21: po e p7 ha mesma componente conexa de W

Sejah=p"ox:a (W) — B~(W) amudanga de pardmetro. Vamos supor t, < t; e definir
I" = [to, 1], ]/ = [so, 1] OU J" = [s1,s0], conforme h'(t) > 0 paratodo t € I’ ou h/(t) < 0 para
todot eI’

Como «(t) =B oh(t) paratodot € I’, temos que «'(t) = B'(h(t)) h'/(t) e, portanto,

t

o alto, t)]) = j

to

o' ()] dt = J LB (h(e)]| I ()] dt

S S0
e o {(Blso,s1]) :J IB(s)|| ds, se so < sy, Ou J IB'(s)]| ds, se sy > s;.
So S1

Logo,

N h(ty) 1
j 18(s)] ds = j )HB/(s)Hdszj 1B (h(w)) | W () du

So h(to 1

( rt
|’ (&)] d€,, se h'(u) > 0 paratodou e I

Jto

rt1

— | l&'(&)] d¢, se h'(u) < 0 paratodou e I'.

Jto

Em qualquer caso, os comprimentos coincidem.
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Definicao 2.5 Sejam C uma curva regular de R*, p € C e oc: I — «(I) uma parametrizagéo
de C em p, com «(to) = p, to € 1. Dizemos, entao, que k(to) € a curvatura x(p) deC emp e
T.(to) € a forsdo t(p) de C emp.

Observacao 2.12 As definiges acima independem da parametrizagéo o em p.

Com efeito, seja 3 : ] — B(]J) outra parametrizagao da curva C em p com f(sy) = p.

Seja W = «(I) N B(J) (um aberto em C que contém p), I’ o intervalo aberto de o~ '(W) que
contétm ty e J' = h(I’),onde h = B o : ' (W) — B~ (W) é a fungcdo de mudanca de
parametro, com h(ty) = s, isto &, «(ty) = B(so) = p.

Afirmagéo. Ko(to) = Kﬁ(So) e Tu(ty) = Tﬁ(SQ).

De fato, como o(t) = B’(h(t)) h'(t), temos que «”(t) = B”(h(t)) h'(t)? + B'(h(t)) h"(t).

Entdo, o (t) A () = (B'(h(1) A B”(h(1))) W (£)* e [l ()] = [|B/(h(t))] Ih/()
Logo,
o) A ()]
) ||ou(to)u3
1B (hlto)) A B (i) | W (1)
et
1B (s0) /A B"(s0)]l
B el

Temos, também,

o (t) = B (h(t)) N (t)* + 2" (n(t)) h/(t) h"(t) + B”(Rh(t)) h'(t) h"(t) + B'(R(t)) h"'(t).
Logo,

—(a’(to) A’ (o), o (to))
[lo/(to) A o’ (to) |2

—(B'(h(to)) A B"(n(to)), B (n(to))) h'(to)®
1B’ (h(to)) A B (h(to))[|? [h/(to)I®
_ —(B"(so) AB"(s0), B"(s0))

= :Tﬁ(So).

IB"(s0) A B”(s0)[|2

Toc(tO) =

Um breve comentario: é um fato conhecido que foda curva regular € difeomorfa a um intervalo
aberto ou ao circulo S'.

Usando esse resultado podemos construir uma aplicagdo t : C — R3 (ou R?) de classe C* tal
que t(p) étangente aC emp e ||t(p)|| = 1 paratodo p € C. Isto &, podemos orientar a curva C.
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a e

Fig. 22: C ndo-compacta (esquerda) e compacta (direita)

'(f'(p))
I(F=" (Pl

caso em que C nao é compacto. Quando C é compacta, existe um difeomorfismo g: S' — C.

De fato, se f : I — C é um difeomorfismo, definimos t(p) = para todo p € C, no

(goexp)'(t)

Definimos, entao t(p) = Tlgoexp) (O]

, onde exp(t) = (cost,sent) e g(exp(t)) =p.

Pode-se provar, usando o fato, que g € um difeomorfismo e que as fungbes sen e cos sao
periddicas de periodo 27, que a fungédo t : C — R? (ou R?) esta bem definida.

Com isto, no caso de C ser uma curva plana, podemos definir um campo normal unitario
n:C — R? diferenciavel, isto &, n(p) L t(p) e ||n(p)|| = 1 para todo p € C, tal que {t(p),n(p)}
€ uma base ortonormal positiva para todo p € C.

Assim, definimos a curvatura da curva C em p com sinal como sendo k(p) = kq(so), onde
«: I — «(I) é uma parametrizagao de C em p pelo comprimento de arco tal que «(sy) =p e
o’(s) =t(x(s)) paratodo s € I.

Se C é uma curva regular em R? tal que k(p) # 0 para todo p € C, definimos um campo normal
unitario diferenciavel n : ¢ — R* e um campo binormal diferenciavel b : C — R3 fazendo
n(p) = Nnu(so) € b(p) = bu(sy), onde « : I — «(I) é uma parametrizagao de C em p pelo
comprimento de arco tal que «(sy) =p e «'(s) =t(x(s)) para todo s € L.

Atividade 2.1 Mostre que:

(a) A imagem inversa de um valor regular de uma fungao diferenciavel f : U — R, definida
em um aberto U de R?, é uma curva regular plana. Dé um exemplo de uma curva obtida desta
maneira que ndo é conexa.

(b) A imagem inversa de um valor regular de uma funcgéo diferenciavel F : U — R?, definida
num aberto U de R3, é uma curva regular em R3. Mostre a relagdo entre este fato e a maneira
classica de definir uma curva em R®* como a interse¢do de duas superficies requlares.

(c) Toda curva regular plana C é localmente o grafico de uma fungao diferenciavel, isto é, para
todo p € C, existem um intervalo aberto 1, um aberto V de R?, com p € V, e uma fungao

Instituto de Matematica - UFF



Geometria Diferencial

f: I — R diferenciavel tais que VN C = {(x,f(x)) e R?|x € [} ou VN C ={(f(x),x)|x € I}.

(d) O conjunto C ={(x,y) € R?|x* =y3} ndo é uma curva regular.

Exemplo 2.6 (Superficies de Revolucao) Sejam 7t um plano, L ¢ mumaretae C C muma
curva regular que nao intersecta a reta L.

T

Fig. 23: Curva C e reta L no plano

A superficie S obtida girando a curva C em torno da reta L € chamada superficie de revolucao
com geratriz C e eixo de revolucao L. Os circulos descritos pelos pontos de C sao os paralelos
de S e as varias posicoes de C sobre a superficie S (intersecées de S com os planos que
contém o eixo de revolugao) sdo denominadas meridianos de S.

Vamos considerar o caso em que m =plano xz e L =eixo Oz.

Seja «: (a,b) — «((a,b)) =VNC, x(v) = (f(v),0,g(v)), f(v) > 0, uma parametrizagao de C,
onde V € um aberto de R3, e designamos por u 0 angulo de rotagdo em torno do eixo Oz.

Consideremos a aplicagao X : (0,27) x (a,b) — S dada por:
X(u,v) = (f(v) cosu, f(v) senu,g(v)).

4

meridiano
paralelo

Fig. 24: As curvas v = const. sdo os paralelos e as curvas u = const. sdo os meridianos de S

Afirmacao. X : U — X(U) é uma parametrizagao de S, onde U = (0,27) x (a,b).
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De fato:
(1) X(U) =sn (R*—{(x,y,z) € R¥[y =0 e x > 0}) é um aberto de S.
(2) X é diferenciavel, pois f, g : (a,b) — R sao fungdes diferenciaveis.
(3) dX(uy) : R? — R? é injetora para todo (u,v) € U, pois
[Xu AXo|[2(w,v) = |[(—f(v)senu, f(v) cosu,0) A (f/(v) cosu, f'(v) senu, g'(v))]?
= ||[(f(v) g'(v) cosu, f(v) g'(v) senu, —F(v) f'(v))||?
= fV)? (F'(v)* + g’ (v)?) >0,
para todo (u,v) € L.
(4) X:U — X(U) éinjetorae X~ ': X(U) — U é continua.
De fato, seja (x,y,z) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)).
Entdo z = g(v) e f(v) = V/x2+y2. Como « : (a,b) — af(a,b)), «(v) = (f(v),0,g(v)), é
um homeomorfismo, v € determinado de maneira Gnica por v = o' (Jm, O,z) e é uma

funcdo continua de v/x? + y? e z e, portanto, uma fungao continua de x, y e z.

Além disso, como cosu = —— = —_~ senu = -4 = Y eu € (0,27), 0
’ f(V) A /Xz +y2 ’ f(\)) A /XZ +y2 ) ’

parametro u € determinado de modo Unico.
Logo, X € injetora.
Para provar que X' é continua, temos que mostrar ainda que u é uma fungéo continua de x,

yez.

Seja (x,y,z) = (f(v) cosu, f(v) senu,g(v)) € X(U). Como u € (0,2m), temos que % e (0,m)

e, portanto, cotg % esta definida para todo u € (0,27) e

u u u Yy
w cos 5 2cos 5 sen 5 senu m y
Cotg — = — — — — .
2 sent 2sen-sens 1—cosu g X \/AZiylox
2 2 2 f(v)

Observe que \/x2 +y? —x # 0, pois X(U) C R® —{(x,y,z) € R|y =0e x > 0}.

Yy
VX2 +y?—x
Como S pode ser coberta inteiramente por parametrizagoes similares, segue-se que S é uma
superficie regular.

Entdo u = 2 arc cotg ( ) € uma fungao continua de x, y e z.
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Observacao 2.13 Seja C uma curva regular situada no semi-plano
{(xy,2) eR*|x >0ey =0}

tal que C N eixo Oz ={p, q}

IR

Fig. 25: C corta o eixo Oz nos pontos p e q

Que condi¢oes devem ser satisfeitas por C para garantir que a rotacao de C em torno do eixo
Oz gere uma superficie regular?

Ja sabemos que toda superficie regular é localmente o grafico de uma fungao diferenciavel
sobre o plano xy ou sobre o plano xz ou sobre o plano yz.

Como numa vizinhanga de p (ou de q) S nao pode ser o grafico de uma fungao sobre os planos
xz e yz, deve existir um aberto V.de S comp € V (ou q € V), um disco aberto D de centro na
origem e raio ¢ > 0 e uma fungao diferenciavel F: D — R tal que

V = Graf F :{(X»U)F(X>y)) | (X)y) € D}

ZA

Fig. 26: V é um gréfico perto de p
Seja f(x) = F(x,0), x € (—e¢,¢). Entdo f: (—¢, ) — R é diferenciavel e F(x,y) = f <\/><2 + y2>

para todo (x,y) € D, pois F(x,y) = F(\/x2+yz,0>, jA que os pontos (x,y,F(x,y)) e
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<\/x2 +y?%,0,F <\/><2 + y?, 0)) estao sobre 0 mesmo paralelo.

Logo f(x) = f(—x) para todo x € (—¢,¢), isto €, f é simétrica em relagdo ao eixo Oz e
x — (x,0,f(x)), x € (—e,¢), € uma parametrizacdo de C' em p, onde C' = CUC; e C, é
o simétrico de C em relagao ao eixo Oz.

Como f(x) = f(—x) para todo x € (—e¢,¢), temos que todas as derivadas de ordem impar
de f na origem sao nulas. Em particular, o vetor tangente a curva C no ponto p (ou q) é
perpendicular ao eixo Oz.

Reciprocamente, a curva C gera uma superficie regular S se existe uma vizinhanca V de p (e
de q) em C que € o gréfico sobre o eixo Ox de uma fungao f : [0, ¢) — R diferenciavel, isto €,

V ={(x,0,f(x))|x € [0,¢)}, e afungdo F(x,y) =f (x/xz +yz), (x,y) € D (0) é diferenciavel.

Por exemplo, se C = {(x,0,z)|x* +z> = 1 e x > 0} é o semi-circulo de centro (0,0,0) e raio 1
contido no semi-plano {(x,y,z) € R*|y = 0 e x > 0}, entdo a superficie S obtida girando C em
torno do eixo Oz é uma superficie regular, pois S é a esfera de centro na origem e raio 1.

4
N
L

Fig. 27: Superficie S é obtida girando o semi-circulo em torno do eixo Oz

Neste exemplo, f(x) = 1 —x?, x € [0, 1), € uma funcao diferenciavel cujo grafico,
{(x,0,f(x))|x €[0,1)},

€ uma vizinhanga do ponto p = (1,0,0),

Foou) = (Ve + ) = VT- 8117, (xy) € D1 (0),

€ uma funcao diferenciavel.

Para Q = (—1,0,0), f(x) = —v1—x% x € [0,1), e F(x,y) = —/1— (x* +y?), para todo
(x,y) € Dy (0).

Uma superficie regular obtida girando uma curva C de um plano 7t em torno de uma reta r C m,
tal que r N C # @ sera chamada superficie de revolucao estendida.
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Definimos uma superficie regular como um subconjunto de R?. Mas de modo analogo ao
caso das curvas, podemos definir uma superficie como uma superficie parametrizada. Nao ha
problema com esse ponto de vista, desde que apenas questoes locais sejam consideradas.

Definicao 2.6 Uma aplicagdo X : U — R diferenciavel, definida num subconjunto aberto
U de R?, & uma superficie parametrizada. O conjunto X(U) é o traco de X e X é regular se a
diferencial dX, : R* — R? é injetora para todo q € U. Um ponto q € U onde dX, ndo é injetora
€ chamado um ponto singular de X.

Observacao 2.14 Uma superficie parametrizada, mesmo quando é regular, pode ter um
tragco com auto-intersecgoes.

Exemplo 2.7 Seja « : I — R?® uma curva parametrizada regular. Defina X : I x R — R3
por

X(t,v) = a(t) + va/(t).

Entao X € uma superficie parametrizada, chamada superficie tangente de «.

Fig. 28: Superficie tangente a curva C

Suponhamos que «(t) # 0 paratodo t € 1. Entao

0X

, , X o
S bV =t +va’(t) e S(tv) =a(t)
e, portanto,
(% %) (t,v) = v (a"(t) A a'(1))
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Como k(t) = ot (Hto)c’?t;P(t)H £ 0 para todo t € I, temos que

paratodot € Tetodov € R—{0}. Ouseja, X :Ix (R—{0})) — R3é uma superficie
parametrizada regular, cujo traco tem duas componentes conexas, tendo «(I) como fronteira
comum.

A proposicao abaixo diz que podemos estender os conceitos e propriedades locais da geome-
tria diferencial a superficies parametrizadas regulares.

Proposicao 2.2 Sejam X : U ¢ R*? — R® uma superficie parametrizada regular e q € U.
Entao existe um aberto V. C U, com q € V tal que X : V. — X(V) é um homeomorfismo, isto
é, X(V) é uma superficie regular.

Prova.
Se X(w,v) = (x(uw,v),y(u,v), z(u,v)), temos, pela regularidade de X, que

2(y,z)

a(u,v)(q) 70 ou

o(x,y)
o(u,v)

Suponhamos que (q) # 0, e consideremos a aplicagdo F: U x R — R3 dada por

F(LL, \),t) = (X(UN)»U(LL»V))Z(LL)V) + t) .

Entéo F é diferenciavel e det(dF ) ) = ZE’: 1\33 (q) #0.

Logo, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existem um aberto Uy C U, q € Uy, ¢ > 0 e um
aberto W de R3 tais que F: Uy x (—¢, &) — W é um difeomorfismo (C>).

Sendo X(u,v) = F(u,v,0) para todo (u,v) € Uy, temos que X : U, — X(U,) € uma bijecao e
X71: X(Up) — Uy € continua, pois X~ = 7o F'[xy,), onde mt(u, v, t) = (u,v). g
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3. Plano Tangente; Diferencial de uma Aplicacao

Nesta secao, utilizaremos a condi¢cao 3 da definigao de uma superficie regular S para definir o
plano tangente a S em cada ponto p € S.

Definicao 3.1 Sejam S ¢ R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que v € R® é um vetor
tangente aS empsev = «'(0),onde « : (—e, ¢) — S € uma curva parametrizada diferenciavel
emO0e «x(0) =p.

Observacao 3.1 Umacurva oc: I — S é diferenciavel em t, € Ise,es6 se, x: 1 — R3 é
diferenciavel em t, € I.

Mais geralmente, uma aplicagao f : V — S, definida num aberto V de R™, é diferenciavel em
xo € Vse, esd se, f: V— R é diferenciavel em x,.

De fato, seja X : U — X(U) uma parametrizagao de S em f(xy).

Se f: V — S é diferenciavel em x,, entdo, por definicdo, f é continua em x,. Portanto, existe
um aberto Vo, C V, xo € V,, tal que f(V,) € X(U). Logo, X' o f : V; — R? estd bem definida e
é diferenciavel em x,. Assim, f = X o (X7 o f) : V; — R3 é diferenciavel em x.

Reciprocamente, se f : V — R? é diferenciavel em x,, entdo f : V — S é continua em x,.

Sabemos que existe U, aberto, U, C U, com f(xo) € X(Uy), tal que X~ '|xw, = FIX(U), onde
F: W — R? é uma funcéo diferenciavel definida num aberto W de R? com X(U,) C W. Seja
V, C V aberto tal que xo € Vy e f(Vy) € X(Up). Entdo X "o f = Fo f:V, — R? é diferenciavel
em Xxy.

Proposicao 3.1 SejaX : U c R? — X(U) uma parametrizagdo de S em p, com X(q) = p,
q € U. Entao o subespaco vetorial de dimenséao 2

dX,(R*) Cc R?
€ o conjunto de todos os vetores tangentes a S em p.

Prova.

Sejam v um vetor tangentea Semp e «: (—e, ¢) — S uma curva parametrizada diferenciavel
em 0 tais que x(0) =p e «’(0) =v.

Podemos supor que o(—e¢,e) C X(U) e X' = Flxu), onde F : V — R? é uma fungéo dife-
renciavel definida num aberto V de R? tal que X(U) C V.
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Logo B =X"Toa:(—e¢e) — U, B(t) = (u(t),v(t)), € uma curva diferenciavel e
«(t) = Xo B(t) = X(u(t),v(t))

paratodo t € (—¢,¢).

Assim, B(0) = qev =a'(0) = dXq(B'(0)) = u’'(0)Xu(q) +v'(0)Xu(q) .

Seja agora v = dX,(w), w € R?, e considere a curva diferenciavel § : (—¢, ) — U dada por
B(t) =q+tw. Entao 3(0) =qe p'(0) =w.

Logo o« = Xo B : (—e,e) — X(U) C S é uma curva diferenciavel com «(0) = p e «/(0) =
dXq(B'(0)) = dXq(w) =v. g

Fig. 29: Representagao da curva diferenciavel &« = Xo B : (—e,e) — X(U) C S

Observacao 3.2 Provamos, assim, que o conjunto dos vetores tangentes a S em p é um
espaco vetorial de dimensao dois, e que o subespago dX,(R?) C R?® independe da parametriza-
cao X: U — X(U),com X(q) = p, ouseja, se Y:V — Y(V) é outra parametrizagdo de S em
pcomY(r) =p, €V, entdo dY,(R?) = dX,(R?) = conjunto dos vetores tangentes a S em p.

Definicao 3.2 O plano tangente a S emp, designado por T,S, é o plano que passa por p e é
paralelo ao plano que passa pela origem formado pelos vetores tangentes a S em p.

Seja X : U — X(U) uma parametrizagao de S em p, com X(q) = p. Fazendo a identificagao

T,S = dX, (R?), temos que {X,(q), X,(q)} € uma base de T,S chamada a base de T,S associada
ax.

Sejav = dX4(w). Entao
v =w; dXq(1,0) +w, dX4(0,1) =w; Xu(q) + w2 X,(q),

onde w = (wj,w;). lIsto é, (w;,w;) sdo as coordenadas do vetor v em relacdo a base
{Xu(q),Xv(q)} de T,S associada a parametrizagéo X.
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Observacao 3.3 Seja S;, i = 1,2,3, uma superficie regular ou uma curva regular. Se f :
Sy — S, é uma aplicagao diferenciavelemp € S; e g : S, — S3 € uma aplicagao diferenciavel
em f(p), entdo go f: Sy — S; é uma aplicagao diferenciavel em p.

De fato, existem uma parametrizagao X; : U; — X;(U;) de S; em p, uma parametrizagao
Xz : Uy — X3(Uy) de S; em f(p) e X3 : Uz — X3(Usz) uma parametrizagao de S; em g(f(p))
tais que: f(X; (W) C Xa(Uya), g(Xa(Uy)) C X3(Us), X5' o fo Xy : Uy — U, é diferenciavel em
X;7'(p) e X3'ogoX,: U, — Us é diferenciavel em X5 (f(p)). Logo

Xg]ogofoX1 :X;]ogonoXZ_]ofoX1:U1 — Ujs

é diferenciavel em X;'(p).

Assim, go f: Sy — S; € diferenciavel em p.

Vamos agora definir a diferencial de uma aplicagao diferenciavel entre superficies regulares.

Sejam S; e S, superficies regulares e seja f : V — S, uma aplicacao diferenciavel em p € V,
onde V é um aberto de S;. Sejamv € T,S e « : (—¢,¢) — V uma curva diferenciavel em 0
com «(0) =p e «/(0) = v. Entao, pela observagao 3.3, y = fo «: (—¢,e) — S, € uma curva
diferenciavel em 0 com y(0) = f(p).

Portanto, v’(0) € um vetor tangente a S, em f(p)

T2

\‘ (x"((])

f oo K Sl
/& 7
g So

Fig. 30: Representacao da curva diferenciavel y = fo o : (—¢,e) — S

Proposicao 3.2 Dadov ¢ T,S1, o vetor y'(0) ndo depende de «. Além disso, a aplicaggdo
df, : T,S1 — Ty S, definida por df,(v) =v'(0) é linear.

Prova.
Como f: V — S, é diferenciavel em p, existem uma parametrizacdo X : U — X(U) C V

de S; em p, com X(q) = p, e uma parametrizagdo X : U — X(U) C S, de S, em f(p), com
X(q) = f(p), tais que f(X(U)) c X(U).
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Sejaf=(X)"ofoX:U— U. Entdo f é diferenciavel em q e f(q) = q.
Podemos supor que a(—e,e) C X(U).
Entdo X' o (t) = (u(t),v(t)) é diferenciavelemt =0e v = «/(0) = u/(0)X.(q) +v'(0)X,(q).

Como y(t) = fo x(t), temos que

Y1) =Xo (X) o foX) o (X oa) (1) = (Xo ) (ult),v(t)) = X(fi (w(t), v(t)), f(u(t), v(t))),

onde f(u,v) = (f;(u,v), f>2(u,v)).

Logo,

of
ou

ofz
ov

V() = (S {@n'(0) + 5 (qv'(0)) Xel@) + (2 (@' 10) + T2 (av'(0)) Xel@)  (4)

v ou

Entdo y’(0) s6 depende das coordenadas (u’(0),v’(0)) de v = «/(0) em relagao a base
{Xu(q),X,(q)}, ou seja, y'(0) independe da curva « : (—e,e) — V diferenciavel em p tal
que x(0) =p e «/'(0) =v.

Além disso, por (4), a aplicagdo df, : T,S; — T, S, € dada por:
df,(v) = df,(aXu(q)+bX,(q)) =v'(0)

= a(%(q)_ﬁ(aH%(q)_ﬂa))+b(f(q) (@) + =(q) v(ﬁ))-

ou

Portanto df, : T,S; — TS, € linear e a sua matriz em relagdo as bases {X.(q), X,(q)} de
T,S1 e {Xu(q), Xs(q)} de Ty S, € dada por

ofy ofy
a(q) E(q)
ofy ofy
a(q) E(q)

Definicao 3.3 A aplicagao linear df, : T,S; — T, S2 € chamada a diferencial de f emp

De maneira analoga, podemos definir a diferencial em p de uma fungdo f : V. S — R
diferenciavel em p € V como sendo uma aplicaggo linear df, : T,S — R.

Exemplo 3.1 Sejah : S — R, h(p) = (p, v), a fungéo altura relativa ao vetor unitario
v e RS
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Sejamw € T,S,p € S, e a: (—¢,¢) — S uma curva diferenciavel em 0 tal que x(0) = p e
o/ (0) = w.

Entdo y(t) = ho (t) = (x(t), v) e, portanto, dh, (w) = v'(0) = («'(0), v) = (W, v).
Exemplo 3.2 Seja $? c R® a esfera unitaria
ST ={(x,y,2z) e R3 |} +y* + 22 =1},

e seja R,p : R® — R’ a rotagdo de um angulo 6 em torno do eixo Oz. Ja sabemos que
R.0 : S* — S? é uma fungéo diferenciavel. Na realidade, R, é um difeomorfismo de S* sobre
S2, onde R;é =R, ¢.

Sejamp € $%, v € T,$?, « : (—¢,¢e) — S* uma curva diferenciavel em 0, com «(0) = p e
o'(0) =v, ey =R, 0. Entdo, como R, € linear,

d(RZ,G)p(V) = Y,(O) — (Rz,e o O‘)/(O) - RZ,G((X/(O)) - RZ,S(V) )
isto &, d(R.0)p : T,S* — Tr,_ o S* € dada por d(R.e),(v) = R.0(v).
Como R,¢(N) =N, onde N = (0,0, 1) é o pdlo norte de S?, temos que d(R,g)n : TnS? — TnS?

é a rotagao de um angulo 8 em torno do ponto N, no plano TyS* que é paralelo ao plano xy.

Definicao 3.4 Sejam S;, S, superficies regulares e U um aberto de S;. Dizemos que uma
aplicagao f : U — S, é um difeomorfismo local em p € U se existe um aberto V C U, com
p € V,talque f: V — f(V) € um difeomorfismo sobre o aberto f(V) de S,.

Assim, a versao do Teorema da Aplicacao Inversa para superficies & expressa da seguinte
maneira:

Teorema 3.1 (Teorema da Aplicacéo Inversa)

Sejam S+, S, superficies regulares, U um aberto de S; comyp € U, ef: U — S, uma aplicacao
diferenciavel tal que df, : T,S; — TS, € um isomorfismo. Entéo existe um aberto V C U,

comp €V, tal que f: V — (V) é um difeomorfismo sobre o aberto f(V) de S,, isto &, f é um
difeomorfismo local em p.

Antes de provarmos este teorema, vamos fazer algumas observacoes.
Observacao 3.4 Seja X : U — X(U) uma parametrizagdo de S em p, com X(q) = p. Entdo
dX,:R* — T,S

é um isomorfismo, pois dX, € injetora e dX4(R?) = T,S.
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Observacao 3.5 Sejamf: Vc S, — S, eg: W C S, — S; fungdes diferenciaveis em
p € Ve f(p) € W, respectivamente, tais que f(V) C W, onde V é um aberto de S; e W é um
aberto de S,. Entdo d(g o f),(v) = dg¢y) (df,(v)) para todo vetor v € T,,S.

De fato, seja « : (—e, ¢) — V uma curva diferenciavel em 0 tal que x(0) = p e «’(0) = v, onde
veT,S.

Entdo df,(v) = v'(0), onde A = fo x : (—¢,e) — W & uma curva diferenciavel em 0 com
v(0) = f(p), e, portanto, dg)(dfy(v)) = A’(0), onde y = goy : (—¢,e) — S3 € uma curva
diferenciavel em 0 com A(0) = g o f(p).

Por outro lado, d(g o f),(v) = A’(0), pois

(gofloaft) =go(foux)(t)=goy(t) =A(t)
paratodo t € (—¢,¢).

Logo d(g o f), = dggy) o df,, isto é, vale a regra da cadeia para a composta de aplicages
diferenciaveis entre superficies.

Em particular, se X : U — X(U) é uma parametrizagao de uma superficie S em p, entao
X~1:X(U) — U é diferenciavel e X' o X = id. Logo,

dX;q‘q) 0odXq=d(X'oX)q=id:R* — R’,
Isto &, dX(,, : Tx(q)S — R* € um isomorfismo e dX;/,, = (dXy)™".
Prova.

(do Teorema da Aplicacao Inversa) Sejam X; : U; — X;(U;) c U uma parametrizagao de S;
empeX;: U, — X;(U;) C S; uma parametrizacao de S; em f(p) tais que f(X;(U;)) C Xz (Uy).

Entdo f = X;'ofoX;: U — U, é diferenciavel e, pela observagéo 3.5,

dfq = d(X; e 0 dfy 0 d(X1)q : R — R2.

Portanto, pela observagéo 3.4, df,, : RZ —s R? é um isomorfismo.

Logo, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existem um aberto W; C U, q € W4, e um aberto
W, C Uy, q = X5 (f(p)) € W, tais que

X;lofoX: Wy — W,

é um difeomorfismo, isto é, X;' o foX; : Wy — W, é uma bijecéo diferenciavel e X;' of 10X, :
W, — W, é diferenciavel.
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Como, pela observacao 2.6, X; : W; — X3(W;) e X5 : W, — X;3(W;) sao difeomorfismos,
temos, pela observagao 3.3, que f : X;(W;) — X;(W;) é um difeomorfismo, onde X;(W;) é
um aberto de S; que contém p e X,(W,) é um aberto de S, que contém f(p). g

Podemos agora provar a proposicao 1.4.

"Sejam S C R?® uma superficie regular e X : U — R3 uma aplicacao diferenciavel definida num
aberto U de R? tal que X(U) C S, X : U — X(U) é uma bijecao e dX, : R* — R* é injetora
para todo q € U. Entdao X(U) é um aberto de S e X : U — X(U) € um homeomorfismo, isto €,
X: U — X(U) € uma parametrizacdo de S”

Prova.
Como X(U) c S, temos, pela observacao 3.1, que X : U — S é uma aplicacao diferenciavel
de UemS.

Sejamw € R?* e B : (—¢, ¢) — U uma curva diferencidvel em 0 com 3(0) = q € U e '(0) = w.
Entdo o« = Xof : (—¢,e) — X(U) C S é diferencidvel em 0, x(0) = X(q) e o/(0) = v € dX4(R?).
Logo, pela definigdo de plano tangente, v = «'(0) € T,S.

Portanto dX,(R?) C T,S.Como dim dX4(R?) = dimT,S = 2, temos que dX,(R*) =T,Se
dX,:R* — T,S

é um isomorfismo para todo q € U, pois dX, : R* — R? é injetora.
Dado q € U, existem, pelo Teorema da Aplicagao inversa, um aberto U, C U, q € Uy, € um
aberto W, C X(U) C Sde S, onde X(q) =p € W, tais que

X:Uy — W,

€ um difeomorfismo.
Logo, X(U) = Upex(u) W, é um aberto de S. Além disso, X' : X(U) — U é continua. De fato,
sejaY:V — Y(V) uma parametrizagdode Sem X(q) =p, q € U, talque Y(V) C X(Uq) = W,,.
Entao

XToY:V— U,

é diferenciavel e, portanto, é continua.

Logo, como Y~': V —; Y(V) é continua, temos que
XT=XToYoY:Y(V) — X'(Y(U))

€ continua, onde Y(U) é um aberto de S tal que Y(V) C X(U) e p = X(q) € Y(V).
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Entdo, como p € X(U) é arbitrario, X' : X(U) — U é continua, ou seja, X : U — X(U) € um
homeomorfismo e, portanto, X : U — X(U) & uma parametrizagdo de S. g

Faremos agora algumas observacoes antes de finalizar esta secao.

Observacao 3.6 O plano tangente nos permite falar do angulo entre duas superficies, que
se intersectam, em um ponto de intersegao.

De fato, dado um ponto p em uma superficie regular, existem dois vetores unitarios em R3 que
s&o normais ao plano tangente T,S. Cada um deles é chamado vetor unitario normal a S emp,
e a reta que passa por p e tem a diregao dada por esses vetores normais a S em p € chamada
reta normala$ emp.

O angulo entre duas superficies que se in-
tersectam em um ponto p € o angulo entre
0s respectivos planos tangentes (ou entre
as retas normais) em p.

Dada uma parametrizacao X : U — X(U)
de S em p, podemos escolher um vetor unitario
normal em cada ponto p € X(U) da se-
guinte maneira:

Fig. 31: O &ngulo entre S e S, é 0 dngulo entre T,S7 e T, S»
onde X(q) = p, g € U. Obtemos, assim,
uma aplicagdo N : X(U) — R diferenciavel. Veremos na se¢do 5 que nem sempre é possivel
estender essa aplicagao, de maneira continua, a superficie S.

Observacao 3.7 A definicdo dada para superficie regular exige que as parametrizagdes
sejam de classe C, isto €, que possuam derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Para questdes em Geometria Diferencial, em geral, precisamos da existéncia e da continuidade
das derivadas parciais até uma certa ordem, que varia com a natureza do problema (raramente
precisamos que as parametrizagoes sejam de classe C*, com k > 5).

A hipotese C>, na definicao, foi adotada para evitarmos o estudo das condicdes minimas de
diferenciabilidade em cada caso particular, que podem obscurecer a natureza geomética do
problema.

Exemplo 3.3 (Exemplo de uma superficie de classe C').
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Sejam a curva regular de classe C!
C={(xy,z) eR¥x=0ez=y""}

e a superficie S de revolugao obtida girando a curva C em torno do eixo Oz.

Fig. 32: A curva C e a superficie S que ela produz pela sua rotagdo em torno do eixo Oz

Entao

S = {(x,y,z) eERz= (x2+y2)2} )

isto é, S é o gréafico da fungao f: R> — R de classe C' dada por f(x,y,z) = ¢/ (x? +y?)2.
Como f,(0,0) = fy(0,0) = 0, temos que ToS =plano xy, pois X(x,y) = (x,y, f(x,y)) € uma
parametrizagao de S e {X,(0,0),X,(0,0)} = {(1,0,0),(0,1,0)} gera o espago tangente a S em
(0) O) O) ]

4. Primeira Forma Fundamental; Area

Até aqui, tratamos as superficies sob o ponto de vista da diferenciabilidade. Nesta secao
comegaremos o estudo das estruturas geométricas associadas a uma superficie.

O produto interno canénico de R* induz em cada plano tangente T,S de uma superficie regular
S um produto interno que denotaremos por ( , >p.

Assim, se u = (uy,uz,u3), v = (v1,v2,v3) € T,S C R?, entdo (u, v),, € igual ao produto interno

J. Delgado - K. Frensel



Primeira Forma Fundamental; Area

de u e v como vetores em R3, isto é,
(u, V>p =WV + U2vy +U3zvs.

A esse produto interno, que é uma forma bilinear simétrica (isto &, (u, v), = (v, u), e (u, v),

é linear em u e em v), corresponde uma forma quadratica I, : T,S — R dada por
Ip(V) = <\), V>p = HVHZ > 0.

Definicao 4.1 A forma quadrética I, : T,S — R, I,(v) = (v, v),, é chamada a primeira

forma fundamental da superficie reqular S emp € S.

A primeira forma fundamental vai nos permitir fazer medidas sobre a superficie (comprimento
de curvas, angulos de vetores tangentes, areas de regides etc.), sem fazer mencao ao espaco
euclidiano R?, onde a superficie S esta "mergulhada”.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,,, X, } associada a uma parametrizacao
X:U— X(U) C Sde Sem p.

Seja v € T,S. Entdo existe uma curva « : (—e, ) — X(U) diferenciavel em 0 tal que «(t) =
X(u(t),v(t)), com x(0) =p ev = a'(0) =u'(0) Xu(q) +v'(0) X,(q), onde X(q) =p e q € U.

Entao

Lv) = («(0), «(0))

onde
E(w,v) = Xulw,v), Xulw,v)),,
Flu,v) = Xulw,v), X(w,v)),,
Gwv) = (X(wv), X (uv), .
sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,(u,v), X,(u,v)} de T,S, sendo
q = (u,v) e X(u,v) =X(q) =p.

Observacao 4.1 As fungdes E,F, G : U — R sdo de classe C*, E(u,v) > 0, G(u,v) >0 e
(EG — F?)(u,v) > 0 para todo (u,v) € U, pois

X AX P = Xl X = (Xay X0) = EG = F >0,
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ja que X, (u,v) e X,(u,v) sao LI
Exemplo 4.1 Seja 7 o plano de R? que passa pelo ponto p = (xo,Yo,20) € € paralelo aos
vetores ortonormais wy = (ai, az, az) € w, = (by, by, bs).

Entdo X : R? — m, X(u,v) = po + uw; + vw, € uma parametrizagao de 7 que cobre todo o
plano.

Como X, (u,v) = w; e X,(u,v) =w, para todo (u,v) € R, temosqueE=G=1eF=0em
R?. Entao,
I,(aX, + bX,) = a* + b?,

para todo (u,v) € R%
Exemplo 4.2 Seja C o cilindro reto sobre o circulo x* +y? = 1, ou seja,

C={(xy,z) e R¥|x*+y?>=1}.

T

Fig. 33: Cilindro reto sobre o circulo x2 +y2 =1

Entdo X : (0,27) x R — C, X(u,v) = (cosu,senu,v) &€ uma parametrizacao do cilindro tal
que X((0,2m) x R) = C —{(1,0,z) |z € R}, Xy (u,v) = (—senu,cosu,0) e X,(u,v) = (0,0,1).
Portanto, E=G=1eF=0em (0,2n) x R.

Exemplo 4.3 Considere a hélice circular o : R — R® dada por:
x(u) = (cosu,senu,au), a#0.

Para cada ponto «(u) pertencente a hélice, trace uma reta paralela ao plano xy que intersecta
o eixo Oz, ou seja, a reta r, = {v(cosu,senu,0) + (0,0,au), v € R. A superficie H gerada
por essas retas € chamada um helicoide.
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Fig. 34: Helicoide

A aplicagdo X : R? — #, dada por X(u,v) = (vcosu,vsenu, au) é uma parametrizagéo que

cobre todo o helicoide, isto é, X é de classe C=, X(R?) = H, X : R? — # é um homeomorfismo

e dX, : R? — R? é injetora para todo q € R? (exercicio). Logo # é uma superficie regular.

Como X, (u,v) = (—vsenu,vcosu,a) € X,(u,v) = (cosu,senu,0), temos que
E(u,v)=a’?+Vv,G=1¢e F=0.

Logo, em p = X(u,v),

L,(AX, + BX,) = (a’ + v})A? + B%.

e Como mencionamos anteriormente, a importancia da primeira forma fundamental I vem do
fato de que, conhecendo I, podemos resolver problemas métricos de uma superficie regular
sem fazer referéncia ao ambiente R3 no qual S esta mergulhada.

Assim, o comprimento de arco s de uma curva parametrizada «: I — S é dado por

t

()= | o) at= | Vo).

to t

Em particular, se «(t) = X(u(t),v(t)) esta contida numa vizinhangca coordenada de uma
parametrizacao X : U — X(U) C S, temos que

s(t) = Jt V(82 E(u(t), v(t)) + 2w/ (8)v/(t) Flu(t), v(t)) + v/(t)? G(u(t), v(t)), dt.

O angulo © que duas curvas parametrizadas regulares «, 3 : I — S que se intersectam em
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a(to) = B(to) fazem neste ponto é dado por

(a/(to), B'(t0))

C08 0 = Tt 16"t

Em particular, o angulo ¢ de intersecao das curvas coordenadas de uma parametrizacao X :
u— X(U) é:

Xuy Xy F
cos ¢ = K, Xy)

IXull %]l VEG

oy

v = const

Fig. 35: Curvas coordenadas

Entao, as curvas coordenadas de uma parametrizagao sao ortogonais se, e somente se,
F(u,v) = 0 para todo (u,v) € U. Uma tal parametrizacdo é chamada uma parametrizacao
ortogonal.

Exemplo 4.4 Seja S? = {(x,y,z) € R®|x* +y? +2z* = 1} a esfera unitaria de centro na origem
e seja
X : (0,27) x (0,71) — S?,

X(0, @) = (send cos ¢, send sen ¢, cos 0), uma parametrizagio de S* dada por suas coorde-
nadas esféricas.

Como
Xo(0,¢@) = (cosO cos@,cosO senp,—seno)
Xe(0,9) = (—senb seny,senb cos e,0),
temos que
E=1, G(0,p)=sen’0 e F=0. (5)

Logo X é uma parametrizagdo ortogonal de S* e

Ix(o,)(aXg + bX,) = a’E + 2abF + b’G = a? + b’sen’ 0. (6)
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e Como aplicagdo, vamos determinar as curvas nesta vizinhanga coordenada da esfera que
fazem um angulo constante 3 com os meridianos ¢ =const. que sdo chamadas curvas
loxodrémicas da esfera.

Podemos supor que a curva procurada «(t) € aimagem por X de uma curva t — (0(t), @(t)),
isto &, «(t) = X(0(t), o(t)).

No ponto X(0(t), @(t)) a curva intersecta o meridiano ¢ = ¢(t) =const. Entao, por (5) e (6),

(Xo(8(1), @(t)), &’(t)) 6"(t)

cosp = IXo(0(t), @(O)[ Ta’ (] — \/9’(’[)2 + @’(t)? sen?0(t)

)

pois [|Xe(8(t), @(t))]| =1 e a/(t) = 0'(t) Xe(0(t), @(t)) + @'(t) X, (0(t), @(1)).
Logo, para 3 € [0, 7] — {0, 7t/2, 7t}:

& 0'(t)* sec’ B —0'(t)* — @'(t)* sen?B(t) =0
)

& 0'(t)*tan*p — @'(t)* sen’0O(t) =0
0'(t) | o'(t)
A senO(t) jEtan B

Por integracao, obtemos que

log (tan (62)> = +cotgp (e(t)+ C),

onde C é uma constante.

Fazendo 0(t) = g —t, te (‘%[ E), temos

+cotgp (¢(t) + C) =log (tan (g — %)) .
Logo,

+cotgp (¢(0) + C) =log <tan 745) =0,

isto &, C = —¢(0).

Assim, C é determinada pelo meridiano como o qual « se encotra quando ela passa pelo
equador (0(0) = m/2).
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Fig. 36: Curva loxodromica o«

e Uma outra questao métrica que pode ser tratada com a primeira forma fundamental € o
calculo da area de uma regiao limitada de uma superficie regular S.

Definicao 4.2 Um dominio (regular) em S é um subconjunto aberto e conexo de S tal que sua
fronteira € a imagem de um circulo por uma aplicacao que € um homeomorfismo diferenciavel
regular (isto €, sua diferencial ndo se anula) exceto num namero finito de pontos.

Uma regido de S € a unido de um dominio com a sua fronteira. Uma regiao de S é limitada se
esta contida em alguma bola de R3.

Fig. 37: Regiao limitada

Fig. 38: Regides ilimitadas

Vamos considerar regides limitadas R que estao contidas em uma vizinhanca coordenada X(U)
de uma parametrizagao X : U — X(U) de S. Isto &, R = X(Q), onde Q é uma regiao limitada

de R? contida em U.

Definicao 4.3 SejaR ¢ S uma regido limitada de uma superficie S contida em uma vizinhanga
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coordenada X(U) de uma parametrizacado X : U — X(U) c S. O namero positivo
A(R) = ” [Xu AX | dudv
Q

é chamado drea de R, onde Q = X~ '(R).
Observacao 4.2 Na segéo 6 daremos uma justificativa geométrica para esta definigéo.

Observacao 4.3 A integral

” X A X, du dv
Q

independe da parametrizacao X : U — X(U) de S com R  X(U).

De fato, seja X : U — X(U) uma outra parametrizacdo de S tal que R ¢ X(U) e seja
Q= (X)""(R), isto &, X(Q) =R.

Sejah = XToX: (X) /(W) — X1 (W), h(1,v) = (u(t,v),v(1,v)), a mudancga de pardmetros,
onde W = X(U) N X(U). Entao h é um difeomorfismo tal que h(Q) = Q, pois R ¢ W.

Logo, como X(it,v) = X(h(i,v)) = X(u(t, v), v(iL,v)), temos que

XelT,¥) = Xu(W(T, 7)) 2 (5,9) + X,(h(T, 7)) oo (T, 9),
e
Xo(,7) = X (h(T,9) o (1, ¥) + X, (h(T, 7)) o (5, 7)
Portanto,
K AR = (X AX)ME) (52 o= ) (@)
B —_ _, o(u,v)
= X AX) () g

- (Xu /\ Xv) (h(l_l) V)) det (dh(ﬁ»v)) .
Assim, pelo Teorema de Mudanca de Variaveis para integrais multiplas, temos que

JJ X A Ko (,9) ddv = ” quAvah((a,v))-""(W
Q Q of

=) (w,v)| dudv

= JJ 1 Xu A Xy (u,v) dudv.
Q

Instituto de Matematica - UFF m



Geometria Diferencial

Exemplo 4.5 Seja T o toro de revolugao obtido girando o circulo
C={xy,z) eR|(y—aP+2Z2=r"ex=0}, a>r>0,
em torno do eixo Oz.
Seja X : (0,2m) x (0,27m) — T a parametrizagao de 7 dada por
X(u,v) =((a+rcosu) cosv, (a+rcosu) senv, rsenu),

que cobre o toro 7 menos um meridiano (v = 0) e um paralelo (u = 0).

Como
Xu(u,v) = (—rsenucosv,—rsenusenv, rcosu)
e
Xy(u,v) = (—(a+rcosu)senv,(a+rcosu)cosv,0),
temos que:

E(u,v) =1*, G(u,v)=(a+rcosu)* e F(uv)=0.
Seja R. = X(Q.), onde ¢ > 0 (e pequeno) e

Q:={(uy,v)eR*|e<u<2mn—ec e e<v<2m—e¢}
Vi

5 €
277(€ c

Fig. 39: Dominio Q.
Entdo, como || X, A X,|| = VEG — F2 =r(a + rcosu), obtemos:

2m—e p2M—¢ 2m—e p2m—¢
AR, = J J [IXu % X[ (w,v) dudv:J J r(a+rcosu)dudv

€ € € €
= (2m—2¢)*ar + (2m— 2¢)r*(sen(2m—¢) —sene).
Portanto,

A(T) =limA(R,) = 4nar.

e—0
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5. Orientacao de Superficies

Sejam S uma superficie regular e X : U — X(U), X : U — X(U) parametrizagdes de S em p.

As bases {X.(q), X,(q)}, X(q) =p e Xa(q), X5(q)}, X(q) = p, determinam orientagdes do plano
tangente T,S.

SeW=XWNXWeh=X"oX:X (W) — X (W), h(i,v) = (u(i,v),v(w,v)), h(q) = q,
temos que:

Xa(@) = Xul )%(ﬁH v(q)%(ﬁ)
e (7)
Rel@ = Xala) 22 (@) + Xola) 2o (@)

Entao a matriz de mudanca de base é

ou,_. ou,_
ﬁ(q) ﬁ(q) ,
ov,_. 0v, _
ﬁ(q) %(q)

que é a matriz Jacobiana de h em q.

Portanto, {X.(q), X,(q)} e {X«(q), X5(q)} determinam a mesma orientacao no plano tangente
T,S se, e s se,

Definicao 5.1 Uma superficie regular S é orientavel quando existe uma familia de parametrizagdes
de S, {Xy: Uy — X(Uy) | x € A}, tal que:

(1)'S = Uien Xa(Ua);

(2) se W, = Xo(Uyx) N Xg(Up) 7& g,a aplicagéo de |||udanga de coordenadas
g BLMB
h“ﬁ = X;] o XB : Xg] (Woc[i) — X&] (Waﬁ)

tem Jacobiano positivo em todo ponto q € X5' (Wig).

A escolha de uma tal familia € chamada uma orientacao de S, e a superficie S, neste caso, é
dita orientada.

Instituto de Matematica - UFF ﬁ



f3g

Geometria Diferencial

Se nao existir uma familia de parametrizacdes de S satisfazendo as condicoes (1) e (2), dize-
mos que S é uma superficie nao-orientavel.

Se S é orientada, uma parametrizacdo X : U — X(U) de S € compativel com a orientacao
de S se, juntando X a familia de parametrizagcoes dada pela orientagao, obtém-se ainda uma
(portanto, a mesma) orientacao de S.

Exemplo 5.1 Uma superficie que é o grafico de uma fungéo diferenciavel é uma superficie
orientavel, pois toda superficie que € coberta por uma Unica vizinhanga coordenada é ori-
entavel.

Exemplo 5.2 Se uma superficie S pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas, cuja
intersecdo € conexa, entdo S é orientavel.

De fato, sejam X : U — X(U) e Y: V — Y(V) parametrizagoes de S taisque S = X(U)UY(V)
e W =XU)NY(V)éconexo. Sejah=X"oY:Y (W) — X (W) a aplicagido de mudanca
de coordenadas.

Como Y~'(W) é conexo e det(dh,) # 0 para todo q € Y~' (W), temos que det(dh,) > 0 para
todo q € Y~'(W) ou det(dh,) < 0 para todo q € Y (W),

Quando det(dh,) < 0 para todo q € Y~'(W), procedemos da seguinte maneira para obter uma
familia de duas parametrizagoes {X, Y;} que satisfazem as condi¢oes (1) e (2) da definicao 5.1.

Seja o difeomorfismo 7t : V — V; = n(V) dado por 7t(i,v) = (v, 1), onde ! = .
Tomemos Y; =Yom ' =Yom:V; — Y(V). Entdo Y;(V;) = Y(V) e Y; € uma parametrizagao

de S.

0 1 L A
Como dmy = , a aplicacao de mudanca de parametros
o

hh=X"oY;=X"ToYom=hom: Y, (W) — X (W)

tem Jacobiano positivo, pois
d(h])q = dhﬂ(q) o d7Tq N

e, portanto,
det(d(hy)) = det(dhyq) det(dmy) >0,

paratodo q € Y;'(W).

Exemplo 5.3 A esfera S? ¢ R? pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas (por
exemplo, S* — {N} e S — {—N} dadas pelas projecdes estereograficas sobre o polo norte
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N = (0,0,1) e sobre o pélo sul —N = (0,0,—1)) tais que a intersecdo W dessas vizinhancas
(S2 —{N,—N}) é conexa. Logo, pela observagédo anterior, S* é orientavel.

Daremos agora uma interpretagao geomeétrica para a definicao de orientabilidade de uma su-
perficie regular em R3,

Definicao 5.2 Um campo de vetores normais unitarios diferenciavel (resp. continuo) em um

aberto V de uma superficie S é uma aplicagdo N : V — R? diferenciavel (resp. continua) tal
que |IN(p)|| =1e N(p) L T,S paratodop € V.

Como vimos na sec¢ao 3, dada uma parametrizacao X : U — X(U), existe um campo de
vetores normais unitarios diferenciavel em X(U), N : X(U) — R?3, dado por

Xu A Xy

N(X(u,v)) = m (u,v).
Escolhendo outra parametrizacdo X : U — X(U), tal que W = X(U) N X(U) # @, existe um
campo de vetores normais diferenciavel em X(U), N : X(U) — R?, dado por:

_— X A X

N(X@,v)) = =—"—" (,v).

(X(w,v)) X A (w,v)

Sejah=X"oX: X (W) — X 1(W), h(T,¥) = (u(T,¥),v(T, 7)), a aplicagao de mudanca de
coordenadas. Entao, como, por (7),

X A Xo(W, V) = (Xu A X)) (h(Ww, V)

), (8)

temos que:

Logo,

N(X(,v)) = 9w, v)
T Ny, se 2

Proposicao 5.1 Uma superficie regular S C R é orientavel se, e s se, existe um campo de
vetores normais unitarios N : S — R3 diferencidavel em S.
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Prova.
(=) Suponhamos que S é orientavel. Seja {X, : Uy, — X4(Uy)|x € A} uma familia de

parametrizagdes de S tal que S = |J,cx Xa(Ua) € hag = X' 0 X Xg] (Wap) — X' (Wep) tem
Jacobiano positivo em todos os pontos de Xg‘ (Wag), onde Wy = X (Ug) N Xp(Up) # 2.

Definimos, entao,

onde X,(q) =p.
Afirmacao: N(p) esta bem definido e a aplicagdo N : S — R3 é diferenciavel.

De fato, seja X : Ug — Xg(Up) outra parametrizagao da familia tal que Xg(q) = p.

o(u,v),_
Como 3(E3) (q) > 0, temos, por (8), que
00w v) )
(Xoc)u/\(xoc)v _ (Xoc)u/\ Xoc)v — a(ﬁ)v) _ (Xﬁ)ﬁ/\ (XB)V —
H(Xoc)u/\(xoc)vH (q) H(Xoc)u/\(xoc)vH (haﬁ(q)) ‘a(u,\)) (q ’ a H(Xﬁ)ﬁ/\(XB)VH (q) '
o(w, V)

Logo N : S — R? esta bem definida e é diferenciavel, pois N o X, : U, — R3 é diferenciavel.
(<) Seja N : S — R? um campo de vetores normais unitarios continuo em S.

Afirmacao: Existe uma familia de parametrizacoes {X, : U, — X (Uy)|x € A}, com U,
conexo para todo € A, tal que S = (J,cx Xu(Us) €

N(Xo(w,v) = owdu A ey, ) (10)

para todo (u,v) € U, e paratodo « € A.
De fato, sejam p € S e X: U — X(U) uma parametrizagado de S em p tal que U é conexo.

Considere a fungao continua f : U — R dada por:

Xu A Xy
f(u,v) = <N (X(u»\))) ) W (u,v)> .
Como U é conexo e f(u,v) = +1, temos que:
. , Xu A Xy ,
e f(u,v) = 1 para todo (u,v) € U, isto &, N(X(u,v)) = W(u,v) para todo (u,v) € U;

ou
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Xu A\ Xy

e f(u,v) = —1 para todo (u,v) € U, isto &, N(X(u,v)) = X AX

(u,v) para todo (u,v) € U.

No segundo caso, tomemos a parametrizacdo X = Xom : U — X(U) = X(U) de S, onde
mt: R? — R? é o difeomorfismo 7t(i,v) = (v,u) e U = r(U). Observe que U é aberto conexo
e n(U) = U, pois > = id.

Como det(dny) = —1 para todo (w,v) € U, e, por (8),

Xa AX) (W, 9) = (Xu A X)) (W@, V) det(dmggy))

temos que:
Xa A Xy _ Xu A Xy _
——— (V) = ——————(n(1, V),
Al ) = TR AX )
para todo (i, v) € U.
Logo
- Xu A X Xa A Xy
N(X(,v)) = N(X(n(W,v))) = — 42V (T, V) = 22V (T, V)
(X(w,v)) (X(7(w,v))) IIXuAXVH( (w,v)) HXH/\XVH( )

Conseguimos, assim, uma parametrizagédo X : U — X(U), tal que U é conexo, X(U) = X(U)
Xa A Xy

e N(X(1,v)) :m

(i1, v) para todo (i,v) € U.

Provamos, entao, que todo ponto p € S pertence a uma vizinhanga coordenada conexa que
satisfaz a relacao (10).

Logo N : S — R3 é diferenciavel e S é orientavel, pois se X, : Uy — Xq(Uy) € X : Up —
Xp(Upg) sa@o duas parametrizagoes da familia acima, tais que W, = Xq(Uy) N Xp(Up) # 2, €
hop = X3! 0 Xp : Xg‘ (Wep — X' (Wyp) € a aplicagdo de mudancga de parametros, temos, por
(10) e (8), respectivamente, que

AT %) = NOGE ) = N(Xa(hop(1,9))) = L= AT (o (1,9,
du,v)
© T Ao %)~ T A G e ) o (9
o(w,v)
portanto, ggﬁ:; > 0 para todo (i1, 7) € X;' (Wqg). Assim, S é orientével. g
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Observacao 5.1 A escolha de um campo diferenciavel de vetores normais unitarios
N : S — R3 é chamada uma orientacao de S.

Observacao 5.2 A demonstragdo acima mostra que para S ser orientavel, precisamos su-
por apenas a existéncia de um campo de vetores normais unitarios continuo em S e que um
tal campo de vetores € de fato diferenciavel.

Proposicao 5.2 Toda superficie regular S que é a imagem inversa de um valor regular de
uma fungao diferenciavel, definida num aberto de R3, é orientavel.

Prova.
Sejam f: V C R? — R uma fungéo diferenciavel, a € f(V) um valor regularde fe S = f~'(a).

Como grad f(p) # 0 para todo p € S, existe um aberto W,, C V tal que p € W, e gradf(q) # 0
paratodo q € W,,.

gradf

W — R3 é uma
|| grad f]|

Logo W = |J s W, € um aberto de R* talque S c W C Ve

pes
aplicacao diferenciavel.

SejampeS,veT,Sewa:(—¢e) — S, a(t) = (x(t),y(t),z(t)), uma curva diferenciavel em 0
tal que x(0) =p e ’(0) =v.

Como «(t) € S,
f(x(t),y(t),z(t)) = a

paratodo t € (—e,¢).

Derivando ambos os membros desta expressao em relacao a t, obtemos que em t =0
f(p)x'(0) + fy(p)y'(0) + f.(p)z(0) = 0,

grad f(p)

isto é, (gradf(p), v) = 0. Como v € T,S é arbitrario e grad f 0, temos que ————

um vetor normal unitarioa S em p.

LogoN:S C W — R3,

rad f(x,y, z Ty Ty T2
Ny, 2) — 920 T00b2) (o fyfe)

— = (%Y, 2)
loadituall ~ eip e

€ um campo de vetores normais unitarios diferenciavel em S, e, pela proposi¢ao anterior, S é
orientavel. g
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Exemplo 5.4 Seja S? = {(x,y,z) € R*|x* +y? +z* = 1}. Sendo que S? = f'(0), onde
f: R® — R é dada por f(x,y,z) = x> + y> +z> — 1 e 0 é um valor regular de f, temos, pela
proposicdo 5.2, que S* é orientavel e N : S —; R?, dado por

_ gradf .
N(X)y)z’) - “ gradf” (X‘)y)z’) - (x)y)z’) )

é um campo de vetores normais unitarios diferenciavel em S2.

Fig. 40: Campo de vetores normais unitarios diferenciavel em $?2

. . . . T
Obtemos assim que T,S? é o plano que passa pela origem e é ortogonal ao vetor posicédo Op,
isto €,
T,8* ={veR*|(v, p) =0}.
Temos também que N(x,y,z) = (—x, —y, —z) € um campo de vetores normais unitarios dife-
rencidvel em S%, que determina uma orientagdo em S* oposta a orientagao dada por N.

Fig. 41: Campo de vetores normais unitarios diferenciavel em S2
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Observacao 5.3 Localmente, toda superficie regular é difeomorfa a um conjunto aberto
do plano e &, portanto, orientavel. Mas orientacao é uma propriedade global no sentido de
envolver toda a superficie.

Observacao 5.4 (Exercicio 1, pag. 129)

Seja S uma superficie regular que pode ser coberta por duas parametrizacbées X : U — X(U)
eY:V — Y(V),isto &, S = X(U)UY(V), onde U e V sado abertos conexos, tais que W =
X(W) NY(V) =W; UW, possui duas componentes conexas W; e W,.

Sejah=Y'oX:UuUlW — V,UYV, a aplicacdo de mudancga de coordenadas, onde
u; = X! (Wl) eV, = \a (Wi), 1= 1,2

vh

vl Vv

Fig. 42:

Se det(dh) > 0 em U, e det(dh) < 0 em U,, entdao S é nao-orientavel.

De fato, suponhamos que S € orientavel. Entao, pela proposicao 5.1, existe um campo de
vetores normais diferenciavel em S.

Como U é conexo, temos que

Xu A Xy
N(X(uw,v) = m(ua")» V(u,v) e U,
ou
Xu A Xy
N(X(u,v) = —m(u,v), V(u,v) € U.

E também, como V é conexo,

Ya A Yy

N(Y(E,V)) = m

(w,v), vwv)eV,
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ou
N(Y(T@,v)) = —M(ﬁ,v) , Vv ev.
Logo,
M(u,v) = M(h(u,v)), V(u,v) € U; UU,,
ou
M(u"’) = —M(h(uw)) , Y(,v)elUulu,.

Entao, por (9), det(dh(,,) > 0 para todo (u,v) € U; U U,, ou det(dh,)) < 0 para todo
(u,v) € U; U Uy, isto é, det(dh) ndo muda de sinal, uma contradicao.

Exemplo 5.5 Daremos agora um exemplo de uma superficie ndo-orientada chamada faixa
de Mébius.

Seja C = {(x,y,z) € R*|x* +y> =4 e z = 0} o circulo de raio 2 e centro na origem, contido no

planoz =0,e AB ={(x,y,z) € R®|x =0, y=2 e z € (—1,1)} um segmento aberto centrado
no ponto C = (0, 2,0) contido no plano x = 0.

A faixa de Mobius é obtida quando deslocamos o centro C de AB ao longo de C ao mesmo
tempo que giramos o segmento AB em torno de C, no plano formado pelo eixo Oz e pelo
ponto C, de tal modo que quando C descreve um angulo u, AB tenha girado u/2. Quando C
completa uma volta ao longo de C, o segmento AB retorna a sua posicao inicial, sé que com
0S seus extremos A e B invertidos.

Fig. 43: Formagao da faixa de Mdébius

Do ponto de vista topoldgico, € como se estivéssemos identificando os lados opostos (verticais)
de um retangulo, apds dar uma torgao no retangulo, de modo a identificar cada ponto do lado
AB com o seu simétrico do outro lado em relagao ao ponto médio C.
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A 47 B

Fig. 44: Identificacado de dois lados de uma faixa retangular para obter a faixa de Mébius

Observacao 5.5 E facil ver geometricamente que a faixa de Mébius M é uma superficie
regular nao-orientavel.

Fig. 45: Formagao da faixa de Mdbius

De fato, se M fosse orientavel, existiria um campo diferenciavel N : M — R3 de vetores
normais unitarios. Tomando esses vetores ao longo do circulo x*+y?* = 4, veremos que, depois
de uma volta completa, N voltaria a sua posigao inicial como —N, o que € uma contradigao.

Intuitivamente, nao se pode, sobre a faixa de Mobius, fazer uma escolha do que seria um
"lado”, pois, movendo-se sobre a superficie, podemos passar de maneira continua para o
outro "lado”sem sair da superficie.

e Provaremos agora que M é uma superficie regular que nao é orientavel.

Afirmacao: A aplicacao diferenciavel X : (0,27) x (—1,1) — X(U) ¢ M dada por
u u u
X(w,v) = ((2 —vsen E) senu, (2 —vsen E) cosu, Vv Cos E) ,
€ uma parametrizagao de M tal que
XUW=M-AB=MnN (R —{(x,y,z) eR*|x=0 e y >0},

onde U = (0,27m) x (—1,1) e V =R® —{(x,y,z) € R3|x =0 e y > 0} € um aberto de R>.

J. Delgado - K. Frensel



Orientagao de Superficies

A
o - ,
A SEEhe % -{vcos 5
0] L U
[ — -
vsen§
2
op
Fig. 46:
De fato, como
A% u u A% u u
Xulu,v) = <—— COS — senu -+ (2—v sen —> cosu, —= COS — COSu — <2—v sen —) senu,
2 2 2 2 2 2
—Y sen E) e
2 2
u u u
X, (w,v) = <—senz senu,—senE CcOoSu, CoS Z) ,
temos que:
V2 ou ) u\Z 5 u u
e E(uv) = T cos 5 sen‘u + (2—vsen§> cos u—vcosE senu cosu (2—vsenz>
V2 ou ) u\Z 5 u u
+ T cos 5 cos“u + (2—vsen f) sen u+vcosE cosu senu (2—vsen 5)
+ v sen’ = v cos? ¥ + <2—vsen u>2+v2 sen? &
4 2 4 2 2 4 2
= vz+(2—vsenu>2
4 2
e Guv) = senzg sen2u+sen2% coszu+coszgz1
e F(u,v) = Y sen Y senu cos — —sen s senu COSu(Z—VCOSE>
’ 2 2 2 2 2
+ YsenY cos?u cos +sen s cosu senu <2—vsen 3) Y cos Y sent
2 2 2 2 2 2 2 2
= 0.
Logo,

V2

2
X AX [P, v) = (G — F)(w,v) = 2 + (z v sen g) >0,

para todo (u,v) € U e, portanto, dX(,,,) : R* — R? é injetora para todo (u,v) € U.

e Resta ainda provar que X : U — X(U) é uma bijecdo e que X' : X(U) — U é continua.
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2
Seja (x,y,z) € R tal que (x,y,z) = X(u,v). Entdo x*> +y* = (2 —vsen %) e, portanto,

Y

2—vsen3=\/x2+y2, senuzé, e cosu=-——.
2 VX2 +y2 VX2 +y2

Como u € (0,27), temos que u é determinado de modo Unico e, portanto, v também.

Além disso, como % € (0,m),
u
cotg? = COSE _ [1+cosu _ \/x2+y2+y’
2 sen — 1 —cosu VX242 —y

sent _ [T—cosu  [Vx2+y2—y
2 2 2v/x2 + 42
e 2—vsen%:\/x2+ 2,

temos que u: X(U) — R, dada por

U(X,y, Z) =2 arc COtg \/)mz_i s

é continua, e v: X(U) — R, dada por

(2— \/x2+y2> V2V %2 + 42

v(x,y,z) - )

Vi +yr—y

é continua. Logo X' : X(U) — U é continua.

De modo anélogo, podemos provar que a aplicagdo X : U — X(U), dada por

X, v) = ((2—V sen (%Jrg))sen (ﬁ+§> , (2—Vsen (% %[ )cos( ) , VCOS <%+

€ uma parametrizagao de M tal que
X(U)=Mn (R3 —{(xy,2) eR¥|ly=0ex> O}) .

Como essas duas vizinhancas coordenadas cobrem a faixa de Maobius M,

M = X(U) u X(U), mostramos que M é uma superficie regular.

i)

isto é,
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A intersecdo das duas vizinhangas coordenadas, W = X(U) N X(U) = W; U W, possui duas
componentes conexas W; e W,, onde:

W, = {X(u,v)!ue(O,%) eve(—],])}
e W, = {X(u,v)|ue(§,27r> eve(—1,1)}.

Entao
Tt

U = X' (wWy) = (°>§) ¥ (—1,1), U =X'(W,) = (§,2n> % (—1,1),

— o 3 — o 3
U =X W)= (F,21) x (=1,1),  W=X"(W2) = (0, ) x (=1,1),
e a aplicagio de mudanca de parametros, h = X ' o X : U; U U, — U; U Uy, é dada por:

(u+ 3—71, —v) , para (u,v) € U
h(u,v) - 7-%
<u— z,v) , para (u,v) € U,.

10 10
Como det(dh,,)) = det (0 ]> =—1<0eml, edet(dh,,)) = det (0 1) =1>0emU,,

temos, pela observagéo 5.4, que M nao é orientavel.

6. Uma Caracterizacao das Superficies Compactas Orientaveis

Nesta secao, provaremos a reciproca da proposicao 5.2, no caso em que S é uma superficie
compacta orientavel. Mas ela é valida para qualquer superficie regular orientavel, isto é, "toda
superficie regular orientavel S em R3 é a imagem inversa de um valor regular de alguma fungao
diferenciavel definida num aberto de R3 que contém S”. Mas a prova quando S é ndo-compacta
€ nao-trivial e, portanto, ndo sera feita aqui.

e Seja S C R3 uma superficie orientavel. O ponto crucial da demonstragao consiste em provar
que é possivel escolher, para cada p € S, umintervalo aberto I, centrado em p de comprimento
2¢, sobre a reta normal a S em p de modo que se p # q, p,q € S, entao I, NI, = T e
V = U,es I, € um subconjunto aberto de R* que contém S.

O conjunto aberto V, chamado uma vizinhanca tubular de S, tem a propriedade de que por
cada ponto de V passa uma unica reta normal a S.
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Fig. 47: Vizinhanga tubular de S

e Supondo a existéncia de uma vizinhanga tubular V de uma superficie orientavel S podemos
definir uma funcédo g : V — R da seguinte maneira.

Primeiro escolha um campo normal unitario diferenciavel em S, N : S — R3, para fixar uma
orientagado para S. Como nenhum par de segmentos I, e Iy, p # q, da vizinhanga tubular V se
intersectam, por cada ponto P € V passa uma unica reta normal a S que encontra S em um
ponto p.

Por definicao, g(P) é a distancia de p a P, com um sinal dado pela dire¢gao do vetor normal
unitario N(p) em p.

Se provarmos que g é diferenciavel e que 0 é um valor regular de g, teremos que S = g '(0),
que € o que queremos demonstrar.

e Mostraremos primeiro que cada ponto p de uma superficie regular possui uma vizinhanga
que tem uma vizinhanca tubular.

Proposicao 6.1 Sejam S uma superficie regular e X : U — X(U) uma parametrizagdo de S
emp, com X(uy,vy) = p. Entao existem um aberto W C X(U) de S, comp € W, e um numero
e > 0 tais que os segmentos das retas normais passando pelos pontos q € W, com centro em
q e comprimento 2e, sgo disjuntos e V = |J ., 14 € um subconjunto aberto de R3. Isto é, W

tem uma vizinhanga tubular.

Prova.
Consideremos a aplicagao diferenciavel F: U x R — R? dada por:

F(u,v,t) = X(u,v) + t N(u,v),
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Xu A Xy

(u,v) € um vetor normal unitario a S em X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Geometricamente, F aplica o ponto (u,v,t) do cilindro U x R no ponto da reta normal a S a
uma distancia (orientada) t de X(u,v).

O Jacobiano de F em (uy, vy, 0) € dado por

ox 0x

oy M

Y Y (g, vo) = (Xu A Xy, N (o, vo) = [[Xu A X[ (o, o) # 0,
ou ov

0z 0z

oy

onde N = (N1,N2,N3).

Pelo teorema da aplicagao inversa, existem § > 0 e ¢ > 0 e um aberto V de R3, tais que
F:(uwo—0,up+08) X (vo—08,vo+90) X (—¢g,6) — V

€ um difeomorfismo C®. Isto significa que se p,q € W = X((uy — d,up + ) X (vo — 8,vo + 8)),
P # q, entao os segmentos I, e I, das retas normais centrados em p e ¢, respectivamente,
com comprimento 2¢, ndo se intersectam, e ., I, = V € um aberto de R* que contém W.

Isto €, V é uma vizinhanga tubular de W, onde W & um aberto de S que contém p. g

Proposicao 6.2 Suponhamos a existéncia de uma vizinhanga tubular V de uma superficie
regular orientavel S. Seja N : S — R3> um campo de vetores normais unitarios diferenciavel
em S, que determina uma orientagdo para S. Entdo a fungdo g : V. — R definida como
sendo a distancia orientada de um ponto de V ao pé da perpendicular da unica reta normal a
S passando por esse ponto, é diferenciavel e tem zero como um valor regular em um aberto
V' C V deR? que contém S .

Prova.
Seja X : U — X(U) uma parametrizacao de S em p = X(uy,vy) compativel com a orientagao

escolhida, isto é,
Xu A X,

N(X(u,v)) = m

(w,v),

para todo u,v € U.

Seja F: (up — d,up +8) x (vo — 0,vo + 08) x (—¢,¢) — V, o difeomorfismo C*> dado pela
proposi¢ao anterior, onde F(u,v,t) = X(u,v) + t N(u,v). Podemos escolher ¢ > 0e & > 0 de
modo que V, C V.
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Como F':V, — R F(x,y,2) = (u(x,y,2),v(x,y,2), t(x,y,z)), é diferenciavel e gly, =t:
V, — R, temos que gly, é diferenciavel. Além disso, 0 € um valor regular de g|v,, pois, caso
contrério, existiria (xo, Yo, z0) € V,, tal que t(xo,yo,20) =0 €

at_dt_ot_
ox oy 0z

em (xo, Yo, o), 0 que é uma contradicéo, ja que a diferencial de F~' seria singular em (x,, Yo, zo)-
Como p € S € arbitrario, provamos que existe um aberto V' = |J s V, C V de R3 tal que
ScV’, g:V'— R édiferenciavel e tem zero como valor regular. g

e Para passarmos do local ao global, isto é, para provar a existéncia de uma vizinhanca tubular
de uma superficie orientavel inteira, e ndo apenas de uma vizinhanga de um ponto desta
superficie, precisamos rever alguns conceitos e resultados topolégicos.

Definicao 6.1 Um subconjunto F de R? é fechado se toda seqiiéncia convergente de pontos
de F tem seu limite pertencente a F.

Definicao 6.2 Um subconjunto A de R? é /imitado se esta contido em alguma bola de R?,
isto é, se existem a € R® e r > 0 tais que ||p — a|| < r paratodo p € A.

Definicao 6.3 Um subconjunto K de R3 é compacto se é fechado e limitado.

Exemplo 6.1 A esfera e o toro séo superficies compactas. O paraboldide de revolugéo z =
x* +y? é uma superficie fechada e ilimitada e, portanto, ndo € uma superficie compacta. O
disco aberto x? + y? < 1 e a faixa de Mobius sao superficies limitadas, mas ndo sdo fechadas
e, portanto, nao sao compactas.

Proposicao 6.3 (Bolzano-Weierstrass) Seja K ¢ R? um conjunto compacto. Entdo toda
sequéncia de pontos de K possui uma subsequiéncia convergente cujo limite pertence a K.

Proposicao 6.4 (Heine-Borel) Sejam K c R* um conjunto compacto e {U,} uma familia
de conjuntos abertos de X tal que K = |JU,. Entdo é possivel escolher um numero finito
Uy, ..., Uy, deelementos de{U,} tais que K = Uy, U...UU,, .

Definicao 6.4 Seja B ¢ R® um conjunto limitado. O didmetro de B, denotado diam(B), é o
supremo das distancias entre dois pontos quaisquer de B, isto é,

diam(B) = sup{|lp —ql|Ip,q € B}.
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Proposicao 6.5 (Lebesgue) Sejam K um conjunto compacto e {U,}wc1 uma familia de aber-
fos de K tal que | JU, = K. Entdo existe um numero & > 0, chamado o numero de Lebesgue
da familia {Ll,}, tal que para todo subconjunto A de K com diametro menor que b existe « € 1
tal que A C U,.

Prova.
Vamos supor que nao existe & > 0 satisfazendo as condi¢oes da proposicdo. Entao, dado

n € N, existe um subconjunto A,, de K com diam(A,) < ;—n gue nao esta contido em aberto
algum da familia {U,}.

Tomemos em cada A, um ponto p,,. Como {p.} € uma seqiiéncia de pontos de K, existe, pela
proposicao 6.3, um subconjunto N’ C N infinito tal que a subseqiiéncia {p.}nen’ CONverge para
um ponto p € K.

Seja o, € Ital que p € U,,. Como U,, é aberto em K, existe n, € N tal que
1
B (p;no> NK C Ug,.
Sejan; € N, n; > ny, tal que ||p, —pl| < % paratodon >ny,n e N.
0

Entdo, paratodon € N, n > ny, se q € A,,, temos

1

1 1
_ < — — T
=Pl < lla = pall +1Pn =PIl < 5+ 5 < -

istoé, A, CB ;l NK c Uy, n > ny, 0 que é uma contradicao.
P o 0 [ |

Usando as proposicdes 6.1, 6.4 e 6.5, provaremos a existéncia de uma vizinhancga tubular de
uma superficie compacta orientavel.

Proposicao 6.6 Seja S ¢ R® uma superficie regular, compacta e orientavel. Entdo existe
um numero ¢ > 0 tal que se p,q € S, p # q, 0s segmentos 1, e 1, das retas normais de
comprimento 2¢, centrados em p e q, respectivamente, sdo disjuntos, e V =

aberto de R3.

bes Ip € um

Prova.

Pela proposi¢ao 6.1, existem, para cada p € S, um aberto W, de S, com p € W,, e um
numero ¢, > 0 tais que a proposigao vale para os pontos de W, com ¢ = ¢,, € se tomarmos
0 < g, < &, @ proposi¢ao também continua valendo em W, com ¢ = «,.
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Considerando todos os pontos p € S, obtemos uma familia {W,} de subconjuntos abertos de S
com S = {J,cs Wp.

Pela proposi¢cdo 6.4, é possivel escolher um numero finito W,,,,...,W,, de elementos da
familia {W,} taisque S =W, U...UW,,.

. . ) , , -
Seja 0 < e <min {em yeresEpyy 2}, onde 5 > 0 € o numero de Lebesgue da familia {W,, h<i<x -

Sejam dois pontos distintos p,q € S. Se ambos pertencerem a algum W, ,i = 1,...,k, 0s
segmentos das retas normais centrados em p e ¢ com comprimento 2e nao se intersectam,
POiS € < &p,.

Se p e q ndo pertencem a um mesmo W, , temos, pela escolha de & > 0, que ||p — q| > 9.
Neste caso, se 0s segmentos das retas normais, centrados em p e g com comprimentos 2e,
se encontrassem em um ponto Q € R3, teriamos

5 < d(p,q) <d(p,Q) +d(Q,q) < 2,

contradizendo a escolha de «.
Observe, também, que, paratodo i =1,...,k, U,cw,. Iy, Onde I, & o segmento de reta normal

centrada em p com comprimento 2e, é, pela proposi¢éo 6.1, um aberto de R?, pois 0 < ¢ < ¢, .

Portanto, V= | ] I, éumabertodeR®quecontéms. g

pEW U...UWp
Juntando as proposicoes 6.2 e 6.6, obtemos o seguinte teorema, que é o objetivo central desta
secao.

Teorema 6.1 SejaS ¢ R® uma superficie regular, compacta e orientavel. Entao existe uma
funcao diferenciavel g : V — R, definida em um aberto V de R3, com S C V (uma vizinhanga
tubular de S), que tem zero como valor regular e é tal que S = g~'(0).

Observacao 6.1 E possivel provar a existéncia de uma vizinhanga tubular para uma su-
perficie orientavel qualquer, isto €, mesmo se a superficie ndo € compacta. Portanto, o teo-
rema acima € valido sem a restricdo de compacidade. A demonstragao, no entanto, € mais
técnica, pois, no caso geral, 0 ¢, > 0 ndo € uma constante como no caso compacto, isto é,
pode variar com p. Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada no livro de Elon L.
Lima, Variedades Diferenciaveis, Capitulo 3.

Observacao 6.2 E possivel provar que toda superficie regular compacta em R3 é orientavel.
Portanto, a hipotese de orientabilidade no teorema acima (caso compacto) é desnecessaria.
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Uma demonstracao simples deste resultado pode ver vista no artigo de Elon L. Lima, Duas
novas demonstracées do Teorema de Jordan-Brouwer no caso diferenciavel, Matematica Uni-
versitaria, N° 4, Sociedade Brasileira de Matematica, 1986, 89-105.

7. Uma Definicao Geométrica da Area

Nesta secao daremos uma justificativa geométrica para a definicao de area dada na sec¢ao 4.
Seja R uma regiao limitada de uma superficie regular S e considere uma particao P de R por
um numero finito de regides Ry, isto €, R = [ JR;, onde a interse¢ao de duas regides R; ou é
vazia ou é constituida de pontos da fronteira de ambas.

Fig. 48: Divisao da regido R em sub-regides, R;, disjuntas dois a dois

O diametro de R; € o supremo das distancias em R? de dois pontos quaisquer de R;, e 0 maior
dos diametros dos R; de uma particao é chamada a norma da particao e se designa por (7).

Considerando uma particao de cada R;, obtemos outra particao de R, chamada refinamento
da particao P.

Dada uma parti¢cao P, R = | JR;, de R, escolhemos, para cada i, um ponto p; € R;.

Seja R; a projecéo de R; sobre o plano tangente a S em p; na dire¢do da reta normal a S em p;
e seja A(R;) sua area.
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AR

Fig. 49: Projecao ortogonal R; de R; sobre o plano tangente a S em p;

A soma Z A(R;) € uma aproximacéo do que entendemos intuitivamente por area de R.

Se, escolhendo particoes Py,...,P,,... cada vez mais refinadas de P tais que a norma w, =

w(P.) tende a zero, existir o limite de ZA(E) e esse limite for independente das escolhas

1

feitas, dizemos que R tem area A(R) dada por

AR) = lim 3" AR

Mostraremos que toda regiao limitada de uma superficie regular contida numa vizinhanga co-
ordenada possui de fato uma area.

Proposicao 7.1 Seja X : U — X(U) uma parametrizacdo de uma superficie regular S e
seja R = X(Q) uma regiao limitada de S contida em X(U). Entdo R tem uma area dada por

A(R) = ” X A X | dudv.
Q

Prova.
Seja R = |J; R; uma particdo de R. Como cada R; € compacto (isto &, limitado e fechado)

podemos refinar a particdo dada de modo que as normais a superficie em dois pontos quais-
quer de Ry, onde R; = J; Ry, nao sejam ortogonais.

De fato, como a aplicacédo F: U x U — R, dada por

Xu A Xy
Xu A Xy

Xu A Xy

F((w,v), (1,V)) = ( VX Al

(u,v) (w, ),
€ continua, dado (ug,vy) € U existe um disco aberto D (uy, vo) de centro (uy, vo) € raio 5(ug, vo) >
0 contido em U, tal que (N o X(u,v), N o X(1,v)) # 0 para todos (u,v), (i,v) € D(ug, Vo), POiS

F((uo,vo), (o, vo)) =1 # 0.
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Logo R C UW)EQ X(D(w,v)), onde X(D(u,v)) € um aberto de S para todo (u,v) € Q.

Seja & > 0 o numero de Lebesgue da cobertura aberta {X(D(u,v)) | (u,v) € Q} do compacto R
e seja R; = |J; Ry, para cada i, uma particao de R; cuja norma ; seja menor que o nimero de
Lebesgue 0.

Entao, para cada i;, existe (u;,v;) € Q tal que R;, C X(D(wy;,vy;)). Portanto (N(p), N(q)) # 0
para todos p, q € R;;.

Seja R = |J, Rx um refinamento P’ da particdo P com a propriedade acima. E, para cada k,
escolha um ponto py € Ry = X(Qy).

Vamos agora calcular a area da projegao ortogonal R, de R, sobre o plano tangente a S em py.

Xu A Xy
[Xu A Xy

P = X(uw,vi) e sejam wk, wk vetores ortonormais de R* tais que {wk, wk, N,} € uma base

Para isso, seja Ny o vetor unitario normal a S em p, dado por Ny = (w, v ), onde

ortonormal positiva de R3.

Entao, para todo (u,v) € U,
X(u,v) = pr + (1w, v) W + g (u, v) wh 4+ z(u, v)Ny,
onde x,y,z: U — R, dadas por
X(u,v) = (X(w,v) —pi, wy)
(u,v) = (X(u,v) —pr, W)

Z(u,v) = (X(u,v) — Px» Nk> )

sao fungdes diferenciaveis em U.

- = . 0(x,7)
Afirmacgao: ) # 0 em Q.

o(

De fato, como

% _ _
Xk oy W 0z
ou
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temos que:
(WY gy (XL 0N
Xu A Xy = (au ov ov ou W]/\W2+ ou ov  ou ov W]/\Nk
WGy
+ (au ov  Ou ov Wz/\Nk
a(i> g) o a(i) Z) k a(g? Z) k
o(u,v) N o(u,v) W2 o(u,v) Wi (11)
(%, 1) . .
Logo, se 3w v) (uo,vo) fosse igual a zero para algum (ug, vo) € Qx, teriamos
(X, y) 9(y,z)
X /A X (tt0y Vo) = =05 (o, vo) wh -+ S5 (o, vo) w

e, portanto, o vetor normal a S em X(uy,vy) seria ortogonal a Ny, contradizendo a hipdtese

sobre a dire¢do das normais em Ry. A area de R, é dada por

A(Ry) = ” dx dy,
R
onde (X, y,z) sao as coordenadas de um ponto com respeito ao sistema de eixos ortogonais
P Xyz em R3 com origem em p, e eixos paralelos e com o mesmo sentido de wk, wk e Ny,
respectivamente.

Fig. 50: Sistema px Xy z

Como 28‘:3% (u,v) > 0 para todo (u,v) € Q, pois, por (11),
3% T
aﬁi?}% (ukavk) = HXu/\X\,”(uk,Vk) > 0, (12)
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podemos considerar a mudanga de coordenadas h : Qi — Ry, dada por
h(u,Vv) = pi + X(u, v) W + g(u,v) wh,

e transformar a integral acima em

B _ (%, Y)
A(Ry) = JJQk ()] dudv.

Consideremos a aplicacao continua Ly : Qx — R dada por

Le(ut ) = (X A X)), N = X AX 11 ) = S8 ) = X AX (19), - (19)

onde Lk(uk,vk) =0 por (12)
Sejam M, e my; 0 maximo e o minimo da fungao continua L, na regido compacta Q. Entao,

(%, 1) X , 3X

o(u,v) (u,v) = u A v

mkg ’(u)V)SMlm

para todo (u,v) € Q. Portanto,

kaJ (dudvs AR —”Q 0X p X

u ov
k

dudv < MkJJ dudv.
Qx

Procedendo da mesma maneira para todos os Ry, obtemos

ou

S mAQ) £ Y AR - || T4 T duav< 3 M. (14)
k k k

Afirmacgao: Dado ¢ > 0, existe & > 0 tal que se P’ € um refinamento da partigdo P com norma
< b, entéo

dudv

<e,

A= [[ [

De fato, dados (ug,vo) € Q € € > 0, existe d(up, Vo) > 0 tal que

[£((w,v), (W', vl < e (15)

para todos (u,v), (u,v’) € D(ug,vy), onde ¢’ = D(ug,vo) € 0 disco aberto de centro

_&
A(Q)’
(1o, Vo) € raio 8(up,vo) € f: Q x Q — R é a fungao continua dada por

Xu A Xy

f((uw,v), (,v)) = <Xu/\XV(u>v)> m

(ﬁvv» o HXLL A XVH(uaV) )
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pois f((uo, vo), (Uo,vo)) =0.

EntdoR C X(D(ug,vo)), onde cada X(D(ug,vy)) é aberto em S.
(10,0)€Q

Uo,Vo

Seja 6 > 0 o numero de Lebesgue da cobertura aberta {X(D (o, vo)) | (1, vo) € Q} do compacto
R, e, para cada k, seja Rk = |J; Ry, uma particao de Ry com norma < o.

Logo, para cada k;, existe (w;,v;) € Q tal que Ry, C X(D (w;, vi;))-
Portanto, se py, € Ry,, com X(uﬁj,vﬁj) =Py © (uﬁj,vﬁj) € D(uwy,, vy, ), temos, por (15), que

isto é,
Xu A X,

<Xu A Xy(u,v), m

(i, Vi) — IXu A X[ (u )| < €

para todo (u,v) € X'(Ry,) = Qy, -
Assim, para cada regiao Ry;, temos
—e/ < (Xu AX (1, V) Nig) — [IXu A XS] (u,v) < €'y

para todo (u,v) € Qy;, onde Ny, = M(uﬁj,vﬁj) e, portanto, por (13),

—e' < Ly (u,v) < €',
para todo (u,v) € Q.

Como My < ¢/, my; > —¢’, temos, por (13), que
—AQ) < Y AR~ || X AN dudv < FAWQ),
K, Q

ou seja,

<E.

S AR, - ” X AX| duwdv
K,j Q
Logo, existe o limite de Z A(Ry), que é dado por

A(R) :H IXa AX| dudv,
Q

e é independente da escolha da particao P inicial e dos pontos p, em cada regidao de uma
particao que refina P. g
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Capitulo 4

A Geometria da Aplicacao de Gauss

Como vimos no Capitulo 1, a taxa de variagao da reta tangente a uma curva plana C nos da a
curvatura, uma entidade geométrica importante. Neste capitulo, estenderemos essa idéia para
superficies regulares, isto é, mediremos o quao rapidamente uma superficie S se afasta do
plano tangente T, S, numa vizinhanga de p € S. Isto é equivalente a medir a taxa de variagéao
em p de um campo vetorial normal unitario N em uma vizinhanga de p. Como veremos na
segdo 2 deste capitulo, esta taxa de variagao é dada por uma aplicagéo linear em T,S, que é
auto-adjunta. Mas antes faremos uma breve revisao sobre aplicagoes lineares auto-adjuntas e
formas quadraticas.

1. Aplicacoes Lineares Auto-Adjuntas e Formas Quadraticas

Seja V um espaco vetorial de dimensao 2 munido de um produto interno ( , ). Dizemos que
uma aplicacao linear A : V — V & auto-adjunta se

<AV>W> :<V>AW>>

para todos u,v € V.
Se {e;, e;} € uma base ortonormal de V e (ay), i,j = 1,2, é a matriz de A relativa a esta base,
entao
Cli]‘ = <A€j, €i> = <€j y A€i> = <A€i, €j> = aﬁ,
isto é, a matriz (ay;) é simétrica.

A cada aplicacao linear auto-adjunta A : V. — V associamos uma aplicagao B : V x V — R,
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definida por
B(V>W) = <AV> W>»

que é bilinear, isto é, é linear em v e em w, e é simétrica, isto &,
B(V)W) - B(W,V) )

pois (Av, w) = (Aw, v).

Reciprocamente, se B: V x V — R € uma forma bilinear e simétrica, entao existe uma unica
aplicagao linear A : V. — V tal que

<AV) W> = B(V)W) )
para todos u,v € V, que € auto-adjunta, pois
(Av, w) = B(v,w) = B(w,Vv) = (Aw, v) = (v, Aw),

para todos u,v € V.

De fato, para cada v € V fixo, a fungao
w+— B(v,w)
é linear. Portanto, existe um Unico vetor Av € V tal que
(Av, w) = B(v,w),
paratodow € V. A aplicacdo A : V — V assim definida é linear, pois

(Av+A),w) = Bv+A',w)=Bv,w)+ABHW w)
= (Av, w) + AAV'; w) = (Av+ AAV' [ w) |

para todo w € V e, portanto, A(v + Av') = Av + AA (V') para quaisquer v,v' € Ve A € R.

Por outro lado, a cada forma bilinear simétrica B : V x V — R corresponde uma forma
quadratica Q : V — R em V dada por

Q(v) =B(v,v),

para todo v € V. O conhecimento de Q determina B, pois

B(v,w) = S(Qv+w) —Q(v) —Q(w)),

N —

para todos v,w € V.
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Assim, provamos que existe uma bijecao entre as formas quadraticas em V e as aplicacoes
lineares auto-adjuntas de V.

O nosso objetivo agora é provar que dada uma aplicacado linear auto-adjunta A : V. — V,
existe uma base ortonormal de V tal que a matriz de A relativa a esta base é uma matriz
diagonal e que os elementos da diagonal sdo o maximo e o minimo da forma quadratica
correspondente restrita ao circulo unitario de V.

Lema 1.1 Se a fungdo Q(x,y) = ax* + 2bxy + cy?, restrita ao circulo unitario x* +y* = 1,
tem um maximo no ponto (1,0), entdob = 0.

Prova.
Sejam « : (—e,2m+¢) — S', «(t) = (cost,sent), uma parametrizagdo do circulo unitario
Sh:x*+y?=1.
Entdo, como a fungdo Q o «(t) = acos’t + 2bcostsent + csen’t tem um maximo em t = 0,
temos
d
a(Q o «&(t))l=o =2b =0,
istoé,b=0. g

Proposicao 1.1 Dada uma forma quadratica Q : V — R existe uma base ortonormal{e;, e}
deV tal que sev € V é dado porv = xe; + ye,, entao

Q) = A + Ay’
onde A\ e A\, sdo o maximo e o minimo, respectivamente, de Q sobre o circulo unitario

S'={weV||w|=1}deV.

Prova.
Como S' é compacto e Q : V — R é continua, existem A\; € R e e; € S' tais que

A =Q(er) = Q(v),
para todo v € S', isto é, A; é o maximo de Q restritaa S'.
Seja e, um vetor unitario ortogonal a e; € seja A; = Q(ey).
Se B:V xV — R é aforma bilinear simétrica associada a Q e v = xe; + ye,, temos
Q(v) = B(v,v) = B(xe; +yez, xe; +yez)
= B(er,e1)x” + 2B(er, e2)xy + B(ez, €2y’
= Mx2 4 2bxy + Ay?,
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onde b = B(ey, e3).
Entao, como (1,0) € um ponto de maximo da fungéo (x,y) — A;x? + 2bxy + A,y? restrita ao
circulo unitario x? +y? = 1, temos, pelo lema 1.1, que b = 0.

Basta agora verificar que A, € o minimo de Q sobre o circulo unitario de V. Para isso, tomemos
v = xe; +ye; com x? +y? = 1. Entéo

Q(v) = Mx2 +Ay% > M +y) = Ay,

Jé. que A; > A,. [

Dizemos que A € R é um autovalor de uma aplicagao linear A : V — V se existe um vetor
v € V —{0} tal que Av = Av. E, no caso em que A € R € um autovalor de A, todo vetor w € V
tal que Aw = Aw é chamado um autovetor de A associado ao autovalor A.

Teorema 1.1 Seja A : V. — V uma aplicacéo linear auto-adjunta. Entdo existe uma base
ortonormal {e;, e;} de V tal que A(e;) = Aier, A(ez) = Ase; (isto é, e; e e, sao autovetores de A
relativos aos autovalores A\, e \,, respectivamente). A matriz de A relativa a base {e, e,} € dia-
gonal e os elementos A e A\;, Ay > \,, da diagonal s&o o maximo e o minimo, respectivamente,
da forma quadratica Q(v) = (Av, v) sobre o circulo unitario de V.

Prova.

Pela proposi¢ao 1.1, para a forma quadratica Q(v) = (Av, v), existe uma base ortonormal
{e1,e;} de V tal que Q(e;) = A, Q(ez2) = Az, A2 < Aq, onde A; e A; sao, respectivamente, o
maximo e o minimo de Q sobre o circulo unitario de V.

Resta, entao, provar que
A(€1) = Ajeq e A(ez) =Ae;.

Como B(ey,e;) = (Aer, e;) =0, pelo lema 1.1, e {ej, e;} € uma base ortonormal de V, temos
que A(er) € um multiplo de ey, isto é, existe « € R tal que A(e;) = xe;. Logo,

M =Bler,e1) = (Aer, e1) = (xer, e1) = «,

isto é, A(€1) = Are;.

De modo analogo, como B(ej,e;) = (Aey, e;) = 0 e A, = B(ez, e2) = (Aez, e2), podemos
provar que A(e;) = A\ze;. @
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2. A Definicao da Aplicacao de Gauss e suas Propriedades
Fundamentais
Como vimos no Capitulo 3, uma superficie regular S é orientavel se ela admite um campo

diferenciavel de vetores normais unitarios definido em toda a superficie, e a escolha de um tal
campo N : S — R3 é chamada uma orientagéo de S.

Observacao 2.1 Uma orientagdo N : S — R* em S induz uma orientacdo em cada plano
tangente T, S, p € S, da seguinte maneira.

Definimos uma base {v,w} de T,S como sendo positiva se (v Aw, N(p)) é positivo. Entdo o
conjunto de todas as bases positivas de T,S é uma orientagdo de T,S.

De fato, seja {v, w} uma base positiva de T,S e {v',w’} uma base de T,S. Entao, se v’ = av+bw
e w’ =cv+ dw, temos que

(v Aw', N(p)) = {(av+bw) A (ev+ dw), N(p)) = (ad —be) (v Aw, N(p)),
e, portanto, {v/,w’} € uma base positiva de T,S se, e s0 se, det (E Z) = ad —bc > 0, isto &,
se, e sb se, {v/,w’} tem a mesma orientacao de {v, w}.

Ao longo deste capitulo, S serd uma superficie regular orientavel na qual foi escolhida uma

orientagdo N : S — R3. Diremos simplesmente que S é uma superficie com uma orientagéo
N.

N(p)

P N

‘; ) /N(fr’)
,

Fig. 1: Aplicacdo normal de Gauss N : S — S2

Definicao 2.1 Seja S ¢ R® uma superficie com uma orientagdo N. A aplicagdo N : S — R3
toma seus valores na esfera unitaria

S ={(x,y,2) € R*|x* +y* + 2> = 1}.
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A aplicagdo N : S — S?, assim definida, é chamada a aplicacao de Gauss de S.

Observacao 2.2 A aplicagao de Gauss N : S — S? é diferenciavel.

De fato, a aplicagdo N : S — S? é continua e se X : U — X(U) C S é uma parametrizagao
deSemp,pecS,eY:V — Y(V) C S*é uma parametrizagdo de S> em N(p) tais que
N(X(U)) C Y(V), entao a aplicacao

YToNoX:U—V

é diferenciavel, poir No X : U — R3 é diferenciavel, e Y~' é a restricio de uma aplicagao
diferenciavel definida num aberto de R3.

Sejamp € Se dN,, : T,S — Ty S* a diferencial de N em p. Como Ty(,)S* = T,,S, pois Tn(p)S?
é o plano perpendicular a N(p) pelo exemplo 5.4, do Capitulo 3, dN,, pode ser vista como uma
aplicacdo linear em T,S.

Seja dN,, : T,S — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss em p e seja « : (—¢,e) — S
uma curva diferenciavel com «(0) = p e «’(0) =v € T,S. Entdo dN,(v) = N’(0) € T,S, onde
N(t) = N o «(t), mede a taxa de variagdo com que N, restrita a curva «, muda de direcao
numa vizinhanga de t = 0.

Assim, dN,, mede quanto N se afasta de N(p) numa vizinhanca de p, isto €, mede quanto S
se afasta de T,,S numa vizinhanca de p.

No caso das curvas, esta medida € dada por um nimero, a curvatura. Ja para as superficies,
esta medida é dada por uma aplicagao linear, a diferencial dN,, : T,S — T,S de N no ponto
p eS.

Proposicao 2.1 A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicagdo normal de Gauss é uma
aplicacgao linear auto-adjunta.

Prova.
Como dN, € linear, basta provar que (dN,(w;), wy) = (w;, dN,(w,)) para uma base {w, w,}
de T,S.

De fato, se v = aw; + bw, e w = cw; + dw; sao vetores tangentes a S em p, entdo:

(AN, (v), w) = (dN,(aw; +bw,), cw; + dwy)
= ac(dNpy(wi), wi) + ad(dNy(w;), wy) + be(dNy(wz) , wy) + bd(dN,(w;), wy)
= ac(wy, dNy(w;)) + ad(w;, dN,(w,)) + bc(w,, AN, (w;)) + bd(w,, dN,(w,))
= (aw; 4+ bw,, dN,(cw; + dwy) .
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Seja X : U — X(U) uma parametrizagao de S em p, com X(q) = p, e seja {Xu.(q),X.(q)} a
base de T,S associada a X.

Se a: 1 — X(U), x(t) = X(u(t),v(t)), € uma curva parametrizada diferenciavel em S, com
«(0) = p, temos

dNp(a'(0)) = dNy(u'(0)Xu(q) +v'(0)X,(q)) = 2 (N o X(ult), (1))

= S N(u(t),v()|

onde N = N o X.
Logo dN,(Xu(q)) = Nu(q) e dN,(X,(q)) = Ny(q).

Como (N, X,) = (N, X,) = 0 em U temos, derivando essas expressoes em ralagdo a v e u,
respectivamente, que:

(Nyy Xo) + (N, X)) =0
e (Nuy Xo) + (N Xyu) = 0.
Assim, (N,, X,) = (Ny, X,), isto &,
(AN, (X(@)), Xulq)) = (Xv(q), AN, (Xu(q)))

como queriamos provar. g

Exemplo 2.1 Seja o plano P = {(x,y,z) € R*|ax + by + cz = d}, onde (a,b,c) # (0,0,0).

~ . o b )
Entao, o campo de vetores normais unitarios N(x,y,z) = __@be) € constante e, portanto,
Va2 + b2+ c?
dN = 0, isto &, todo vetor de T,S € um autovetor associado ao autovalor zero.
N
N N
=
y ' =

Fig. 2: Campo de vetores normais unitarios ao plano P

Exemplo 2.2 Ja vimos, no exemplo 5.4 do Capitulo 3, que

N(X>U)Z) = (X>U,Z) € N(X,U,Z) = (_X) —y)—l)
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s&o os dois campos diferenciaveis normais unitarios da esfera unitaria S2.
Seja o : (—e,e) — S%, aft) = (x(t),y(t),z(t)), uma curva diferenciavel com «(0) = p € S* e

«’(0) =v € T,S% Entdo

d

dpN(v) = dN, (x'(0),y"(0), 2'(0)) = 4

N(t)[,_o = (=x'(0), —y'(0), =2'(0)) = —v,

onde N(t) = No (t) = (—x(t), —y(t), —z(t)) , t € (=g, ¢).
Assim, todo vetor de T,S* € um autovetor de dN,, associado ao autovalor —1.

Para N, temos dN,,(v) = v para todo p € S? e todo v € T,S?, isto é, todo vetor de T,S? é um
autovetor de dN,, associado ao autovalor 1.

Exemplo 2.3 Consideremos o cilindro C = {(x,y,z) € R¥|x? +y? = 1}.

Se « : (—&¢e) — C, a(t) = (x(t),y(t),z(t)), € uma curva diferenciavel com «(0) = p e
o'(0) =v e T,C, entdo

X2 +y(t)? =1 Ve (—ee) = 2x(0)x'(0) + 2y(0)y’(0) = 0 = ((x(0),y(0),0), v) =0

Logo N(x,y,z) = (x,y,0) e N(x,y,z) = (—x,—y,0) sdo os dois campos diferenciaveis de
vetores normais unitarios em C e

T(x,y,z) C = {7\(—9,76)0) + H(O)O) 1) |7\) ne R}

Fig. 3: Campos N e N sobre o cilindro
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Assim,

dNp(v) = dNgo(a’(0)) = dN,(x'(0),y"(0),2'(0))

d d

= EN(t”t:O = a(_x(t))_y(t))o)h:o = (_XI(O)>_UI(0))O) = (—v1,—v2,0),

onde N(t) =No (x(t) = (_X(t)) —U(t)> 0O)ev= (VhVZ)VS)-
Logo,

e se v € um vetor tangente ao cilindro e paralelo ao eixo Oz, entao
dN,(v) =0=0v,

isto é, v &€ um autovetor de dN,, associado ao autovalor zero;

e e se w € um vetor tangente ao cilindro e paralelo ao plano xy, entao

dN,p(w) = —w,

isto &, w € um autovetor de dN,, associado ao autovalor —1.

p—

Fig. 4: Vetores N, v sobre o cilindro

Para N temos dN(v) = (v,v,,0), paratodo p € C e v = (vi,v2,v3) € T,C, €, portanto, (0,0, ),

u € R, e A(—y,x,0), A € R, sdo os auto-vetores de dﬁp associados aos autovalores 0 e 1,
respectivamente.
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Exemplo 2.4 Seja o paraboldide hiperbdlico Py, = {(x,y,z) € R®|z = y?> —x?}.

Entdo X : R? — Py, X(u,v) = (u,v,v*—1u?), é uma parametrizagao de Py tal que X(R?) = Py,.
Como
Xu(uav) = (1 y O) _Zu) e XV(LL,V) - (0) ])2\)) )

temos que

Xu A Xy

— ( ) = (u,—v,%)
Xu AX[]

N(X(u,v])
w241

€ um campo de vetores normais unitarios diferenciavel em Py.
Emp =(0,0,0) = X(0,0), temos que
N(p) =(0,0,1), Xu(0,0)=(1,0,0), e X,(0,0)=(0,1,0)
e, portanto, T, Py =plano xy.
Seja a(t) = X(u(t),v(t)) = (u(t),v(t),v(t)* — u(t)?) uma curva diferenciavel com

x(0) =(0,0,0)=p e «'(0)=v=(u’(0),v'(0),0).

Entao

onde v = (a,b,0). Segue-se que v = (1,0,0) e w = (0, 1,0) sao autovetores de dN,, associa-
dos aos autovalores 2 e —2, respectivamente.

by )*?“‘”\

Fig. 5: Autovetores v e w de dN ¢ ¢, 0)
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Exemplo 2.5 Seja o paraboldide
P ={(x,y,z) € R®|z = x* + ky?},
onde k > 0, e seja a fungao diferenciavel F : R? — R dada por
F(x,y,z) =x* + ky* —z

Entao
gradF(X>y)Z) - (ZX) Zky)_” 7& (0)0)0)

para todo (x,y,z) € R®. Portanto, 0 é valor regular de F e P = F~'(0) é uma superficie regular.

Pela proposicao 5.2,

gradF
| grad F||

(_2X> _Zkya 1 )
VA2 4+ 4k2y2 41

N(X»U)Z):_ (X,y,Z):

€ um campo diferenciavel de vetores normais unitarios em P.

Logo, em p = (0,0,0), N(p) = (0,0,1) e T,P = plano xy.

Se «a(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € (—¢,¢€), € uma curva diferenciavel em P, com «(0) = p e
«’(0) = (x'(0),y’(0),0) =v = (a,b,0), entao

ANy (v) = SN (1)l = (—2x'(0), —2Kky'(0),0) = (~2a,~2kb,0)

Assim, (1,0,0) e (0,1,0) s&o autovetores de dN,, associados aos autovalores —2 e —2k, res-
pectivamente.

Associada a aplicagéo linear auto-adjunta dN,, : T,S — T,,S, temos a forma bilinear simétrica
B(v,w) = (dN,(v), w), VYv,weT,S,

e a forma quadratica
Q(v) =B(v,v) = (dN,,v), WeTS.

Para obter uma interpretacdo geométrica desta forma quadratica, precisamos de algumas
definigbes. Por motivos que se tornarao claros depois, usaremos a forma quadratica —Q.

Definigcao 2.2 A forma quadratica II, : T,S — R definida por II,(v) = —(dN,(v), v), é
chamada a segunda forma fundamental de S em p.
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Definicao 2.3 Seja C uma curva regular em S que passa por p, k(p) a curvatura de C em p
e cos0 = (n(p), N(p)), onde n(p) é o vetor normal a C em p e N(p) é o vetor normal a S em
p- O nimero «, (p) = k(p) cos 6 é chamado de curvatura normal de C em p.

Observacao 2.3 No caso em que k(p) = 0, consideramos n(p) = 0.

Observacao 2.4 kn(p) = «(p){n(p), N(p)) é o comprimento da projec¢ao do vetor k(p)n(p)
sobre o vetor N(p) com o sinal dado pela orientacdo N(p) de S em p.

Fig. 6: kn € a projegao do vetor k n sobre a normal N da superficie em p

Observacao 2.5 A curvatura normal kn(p) de C em p ndo depende da orientagéo de C, pois
k(p) € n(p) nao se alteram quando mudamos a orientacao de C, mas muda de sinal quando
mudamos a orientacao N da supeficie para —N.

Observacao 2.6 (Interpretagdo Geométrica da Segunda Forma Fundamental)

Seja C uma curva regular em S, comp € C, e « : I — C uma parametrizagao de C pelo
comprimento de arco tal que x(0) =p e «’(0) =v.

Seja N(s) = N o «(s). Como (N(s), «'(s)) = 0 para todo s € I, temos que

-~/

<N(S)) OC//(S)> = _<N (S)) (X/(S»)
para todo s € I. Logo,
IOI,(v) = I,(a(0)) = —(dN,(’(0)), &’(0)) = —(N (0], &'(0))
= (N(0), «"(0)) = (N(p), k(p)n(p)) = kn(p).

Assim, o valor de II,, em um vetor unitario v € T,S é igual a curvatura normal de qualquer
curva regular em S que passa por p e é tangente a v em p.
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Proposicao 2.2 (Meusnier) Todas as curvas regulares de uma superficie S que passam por
p € S e tém a mesma reta tangente neste ponto, possuem a mesma curvatura normal em p.

e A proposi¢ao acima nos permite definir a curvatura normal de S no ponto p € S segundo uma
dada diregao v em T,S da seguinte maneira:

<np(v) = HP(VV) veT,s—{o.

Observe que kn,(v) = kn,(Av) paratodov € T,S — {0} e A € R.

Definicao 2.4 Sejav € T,S um vetor unitario e seja (N (p),v) o plano que passa por p e é
paralelo aos vetores v e N(p). A intersecao S N 7t(N(p),v) € chamada secdo normal de S em
p ao longo dewv.

e Numa vizinhanga de p, a segdo normal de S em p €
uma curva regular (ver observagao 2.8) em S que passa
por p cujo vetor normal n(p) € £N(p) ou zero, no caso
em que k(p) = 0. Entdo k(p) € o mddulo da curvatura
normal ao longo de v em p.

Assim, o valor absoluto da curvatura normal em p de uma
curva regular « € igual a curvatura da se¢ao normal de S
em p ao longo de «/(0).

Seg¢do normal em
p ao longo de v

Observagao 2.7 Estamos considerando a curva plana  Fig. 7: Representagio do teorema de Meusnier, as
curvas C e Cp tém a mesma curvatura normal em p
C N wt(N(p),v) como uma curva no espago e, portanto, 2a°longodev

k(p) > 0.

Observacao 2.8 Sejam S; e S, superficies regulares tais que po € S1 NSz € T, S1 # Tp,Sa,
isto é, Sy e S se intersectam transversalmente em p,. Entdo S; N'S,, numa vizinhanga de p,, €
uma curva regular.

De fato, como toda superficie regular é localmente o grafico de uma fungao diferenciavel, temos
que toda superficie regular é localmente a imagem inversa de um valor regular de uma funcao
diferenciavel definida num aberto de R3.

Sejam V; e V, abertos de S; e S,, respectivamente, tais que pp € VinV,, e f,g: W — R
funcoes diferenciaveis definidas num aberto W de R3, tais que 0 é um valor regular de f e g,
! (O) =V;e 97] (0) =V,.
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Consideremos a aplicagdo H : W — R? dada por

H(p) = (f(p), g(p)).

Como grad f(py) e grad g(po) sao vetores ndao-nulos normais a S; e S, em py, respectivamente,
temos grad f(po) /A grad g(po) # (0,0,0), pois T,, S # T,So.

Logo existe um aberto W’ C W tal que po € W’ e grad f(p) /A grad g(p) # (0,0,0) para todo
p € W/, isto é,grad f(p) e grad g(p) sé@o LI em W".

Sejam V{ =W’'NS; e V], =W’'NS, abertos de S; e S, respectivamente. Entao

(Hlw)7'(0,0) = (flws)'(0) N (glw)~"(0)
= (inW)n(VaNnw)
= VinV;=($iNS;)nw’.

Além disso, (0,0) € um valor regular de Hly, pois

de:<fx(p) fy(p) fz(p)>
9x(P) gy(p) g:(p)

€ uma matriz de posto 2, ja que grad f(p) e grad g(p) sdo LI para todo p € W'.

Logo, pelo item (b) do exercicio 17 da secao 2.2,
(Hlw/)7(0,0) = (S1NS) N W

é uma curva regular em R3,

Exemplo 2.6 Consideremos a superficie de revolugéo S obtida girando a curva C : {

em torno do eixo Oz.

Vamos mostrar que dN, = 0 em p = (0,0,0) € S. Primeiro, observe que a curvatura de C na
origem € zero, pois, para a parametrizagao regular x(t) = (0,t,t*) de C, temos

_ [ —v0)2'(0) +y'(0)2"(0) |

0
O T R v

ja que o'(0) = (0,1,0) e a”(0) = (0,0,0).

Além disso, como S : z = (x* + y?)?, temos que F'(0) = S, onde 0 é valor regular da fungao
diferenciavel F(x,y,z) = z — (x> + y?)%.
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_ gradF
H0g0 N(P) = grad

vetores normais unitarios em S. Em particular, T,S =

(p) € um campo diferenciavel de

grad F

lano xy, pois N(0,0,0) = ———
Plano xy. pois NI0,0,0) = fgragr

(0)0)0) = (0)0)1)

Portanto, qualquer se¢ao normal a S em p é obtida gi-
rando a curva C em torno do eixo Oz de um angulo 6,
sendo, assim, congruente a C.

x

- Fig. 8: Gréfico da fungdo z = y*
Logo, toda se¢ao normal a S em p tem curvatura zero em ’ Y

p. Portanto, I, (v) = 0 paratodo v € T,S.

Assim, pelo teorema 1.1, o zero é o Unico autovalor de dN,, isto &, dN, = 0.

Exemplo 2.7 Se S é um plano, entéo todas as segdes normais a S sdo retas. Portanto, todas
as curvaturas normais sao nulas. Logo a segunda forma fundamental de S é identicamente
nula em todos os pontos, ou seja, dN, = 0 paratodop € S.

Exemplo 2.8 Seja a esfera unitaria S? : x> + y*> +z> = 1 com a
orientagdo N : S* — S% dada por N(p) = —p.

Entao toda segdo normal C a S? € um circulo centrado na origem e, P \
portanto, de raio 1 e curvatura igual a 1 em todos os pontos. Além
disso, como n(p) = N(p) para todo ponto p € C, temos que todas
as curvaturas normais sdo iguais a 1, isto é, IT,,(v) = 1 para todo

p € S?etodov e T,S com |jv| = 1. \_—!f

Assim, —1 é o Unico autovalor de dN,, ou seja, dN,(v) = —v e
IT,(v) = (v, v) paratodo p € S* e todo v € T,S%.

Fig. 9: A normal no ponto p aponta
para dentro da esfera
Exemplo 2.9 Seja S : x* +y? = 1 o cilindro circular com a orientagdo N : S — S? dada por
N(x,y,z) = (—x,—y,0).

Sep = (a,b,c) € S, entéo T,S é o plano gerado pelos vetores v; = (—b,a,0) e v, = (0,0, 1)
(ver exemplo 2.3).

A curvatura normal no ponto p = (a,b,c) € S segundo a diregao v; = (—b, a,0) € igual a 1,
pois a se¢ao normal, C;, a S em p na diregao v; € um circulo de raio 1 com n(p) = N(p).

A curvatura normal a S em p segundo a diregao v, = (0,0,1) é igual a zero, pois a secao
normal, C,, a S em p na diregdo v, € uma reta e, portanto, tem curvatura zero.
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Como
de(X)y>Z) = _(X)y) 0) )

7

temos que dN,(vi) = —v; e dN,(v2) =0 v,.

Entao, pelo teorema 1.1, 0 € o minimo e 1 é

0 maximo da segunda forma fundamental de | N(p) Ca
S em p no circulo unitario de T,S, pois 0 e 1 i )p”'
sao os autovalores de —dN,,. Assim, as outras } U1 4

segOes normais a S em p, que sao elipses, tem
curvatura 0 < k(p) = kn(w) < 1, onde w € a

diregéo tangente a e”pse em P-D Fig. 10: A normal no ponto p aponta para dentro do cilindro

: N(p)
/
Er
1
Fig. 11: A normal no ponto p aponta para dentro do cilindro Fig. 12: A normal no ponto p aponta para dentro do cilindro

Exemplo 2.10 Seja o paraboloide hiperbdlico Py, : z = y* — x* com a orientagdo

NZ’PHHSZ
2x,—2y, 1
N(X,y,l): (7; Y1) .
Va2 + 4y +1

Entdo, em p = (0,0,0), N(p) = (0,0,1), T,P» =plano xy e dN,(v) = (2v;,—2v,,0), onde

v = (v1,v,0).
Logo,

ev; = (1,0,0) € um autovetor de —dN,, associado ao autovalor —2, e a se¢do normal a P, em p

z
na diregao v; é a parabola « : com curvatura igual a 2 na origem (ny(p) = —N(p));
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e v, = (0,1,0) &€ um autovetor de —dN,, associado ao autovalor 2, e a segdo normal a Py em p

2
z =
na direcao v, é a parabola f3 : k com curvatura igual a 2 na origem (ng = N(p)).
0

Fig. 13: Autovetores de —dN,

Como dN,(v;) = 2vy € dN,(v,) = —2v,, temos que IT,(w) = IL, (xv; + yv2) = —2x* + 2y* para
todo w € T, Py, com ||lw|| = 1.

Portanto, —2 < kn,(w) < 2 paratodo w € T,Py —{0}.
e Sejam dN,, : T,S — R? a diferencial de N : S — S? em p, e {ey, e,} uma base ortonormal de
autovetores de dN,, tal que dN,(e;) = —kje;, dNp(e;) = —kze;, cOm k; > k. Entao,

IT, (xer + yea) = kix* + kay?,

para todo (x,y) € R?, com x*> +y? = 1, isto é, k; € 0 maximo e «, é o minimo das curvaturas
normais a S em p.

Definicao 2.5 A curvatura normal maxima «; e a curvatura normal minima k, sdo chamadas
curvaturas principais de S em p, e as direcoes dadas pelos autovetores e; e e, sao chamadas
direcoes principais de S em p.

Exemplo 2.11

e Num plano, todas as dire¢cdes em todos os pontos sao principais, pois k;(p) = k2(p) =0, €,

portanto, kn,(v) = 0 para todo p e toda diregao v.

» O mesmo ocorre para a esfera S2, pois «;(p) = x2(p) = 1 e, portanto, kny(v) = 1 para todo
p € S?etodov e T,S* —{0}.

Instituto de Matematica - UFF



178

Geometria Diferencial

¢ No cilindro, os vetores vi = (—b, a,0) e v, = (0,0, 1) fornecem as direcoes principais no ponto
p = (a, b, ¢), correspondentes as curvaturas principais 1 e 0, respectivamente.

e No paraboldéide hiperbdlico, os vetores vi = (1,0,0) e v, = (0,1,0) fornecem as direces
principais no ponto p = (0,0,0), ocm curvaturas principais —2 e +2, respectivamente. [

Definicao 2.6 Dizemos que uma curva regular conexa C C S é uma linha de curvatura de S

se, para cada ponto p € C, a diregao da reta tangente a C em p € uma direcao principal de S
em p.

Proposigao 2.3 (Olinde Rodrigues)

Uma curva regular conexa C C S € uma linha de curvatura se, e so se,

para toda parametrizacdo regular x(t) de C, onde N(t) = N o «(t) e A(t) é uma fungcdo di-
ferenciavel de t. Neste caso, —\(t) é a curvatura normal (principal) de S em «(t) segundo
o' (t).

Prova.
A curva C é uma linha de curvatura de S < «’'(t) € uma direg¢ao principal de S em «(t) <

o' (t) € um autovetor de dN ) < existe A(t) € R tal que N'(t) = dNgyu (x/(t)) = Alt)o(1).
(N'(1), o'(1))
(o/(t), &'(1))

e O conhecimento das curvaturas principais de S em p, permite calcular a curvatura normal
em p segundo qualquer diregdo dada de T,S.

Além disso, como «'(t) # 0, a fungao A(t) = é diferenciavel. g

De fato, seja {e;, e;} uma base ortonormal positiva de T,S formada de autovalores de dN,,, com
de(e1) = —Kj€y, de(ez) = —K€) € K1 > Kj.

Entdo, se v € T,,S € unitario, temos que v =cos0e; +senbe,, onde 6 € o dngulo de e; av na
orientagao de T,S.

Logo, a curvatura normal kn em p na diregcdo v é dada por:

kn = II,(v) = —(dNy(v), v) = —(dN,(cosOe; +senbe,), cosbe; +senbe,)

= (kjcosOe; +kysenbe,, cosOe; +senbdey) =k cosze+|<zsen29,

que é conhecida sob o nome de formula de Euler.
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Observacao 2.9 Sejam V um espaco vetorial de dimensao dois, B = {v;,v,} uma base de

V, A:V — V uma aplicagao linear e [A]z = <Z” 212> a matriz da aplicagao A na base B,
21 22
onde
Alvi) = anvi+aywv
A(v2) = apvi+anv;.
Entao

det(A) =apan—appay etragco(A) =ap + an

sao o determinante e o trago da aplicagao A, que estao bem definidos, pois det[A] e trago[A]z
independem da base B tomada em V.

Definigcao 2.7 Sejamp € S e dN, : T,S — T,S a diferencial da aplicagdo normal de Gauss
em p. O determinante de dN, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p, e o negativo
da metade do trago de dN,, é chamado a curvatura media H de S em p. Assim,

K(p) =det(dN,) e  H(p)=— trago(dN,).

N |

No caso em que {e;, e;} € uma base ortonormal de T,S formada de autovetores de dN,,, com
dN,(e1) = —kjer € dN,(e2) = —Kkz €2,

K1 + K2

Kip)=xixa e  Hp)="13

Observacao 2.10 Se mudarmos a orientagao de S, a curvatura Gaussiana ndo muda, mas
a curvatura média muda de sinal.

Definicao 2.8 Um ponto p de uma superficie regular S é chamado:

(1) Eliptico, se det(dN,,) > 0;

(2) Hiperbalico, se det(dN,) < 0;

(3) Eliptico, se det(dN,,) = 0, com dN,, # 0;

(4) Planar, se dN, = 0.

Observacao 2.11 Num ponto eliptico, a curvatura Gaussiana é positiva e, portanto, as cur-
vaturas principais tém o mesmo sinal. Assim, todas as curvas passando pelo ponto tém seus
vetores normais apontando para um mesmo lado do plano tangente.
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Exemplo 2.12 No paraboldide P : z = x* +ky?, k > 0 (ver exemplo 2.5), o ponto p = (0, 0, 0)
é eliptico, pois se tomarmos a orientagdo N : P — S? tal que N(p) = (0,0, 1), temos que
K1 = 2 e k; = 2k e, portanto,

K(p)=4k>0 e  H(p)=1+k.
L]

Exemplo 2.13 Seja Sz(A) = {(x,y,z) € R*|(x — a)* + (y — b)? + (z — c)?* = R?} a esfera de
centro A = (a,b,c) eraio R > 0.
Seja a fungao diferenciavel f : R® — R dada por f(x,y,z) = (x —a)*+ (y —b)* + (z—c)* — R%.

Entdo Sg(A) = f71(0), onde 0 é um valor regular de f e, portanto,

grad f 1

N(p) = —W(P) 7R (p—A)

€ um campo diferenciavel de vetores normais unitarios em Sg(A).

Logo, dN,(v) = —%v para todo v € T,Sg(A). Assim, k; = k1 = % para todo p € Sg(A) e

_ 1

=2 . Em

A=

todas as dire¢gdes em todos os pontos sao principais. Além disso, K(p) eH(p) =

particular, todos os pontos da esfera sao elipticos.

Observacao 2.12 Em um ponto hiperbolico p, a curvatura Gaussiana é negativa. Assim,
as curvaturas principais tém sinais opostos e, portanto, existem curvas passando pelo ponto p
cujos vetores normais em p apontam para lados diferentes do plano tangente.

Exemplo 2.14 O ponto p = (0,0, 0) do paraboldide hiperbdlico Py, : z = y> —x? (ver exemplo
2.10) € hiperbdlico, pois k1 = 2 e k; = —2 para N(p) = (0,0,1) e, portanto, K(p) = 4 < 0e
H(p) =0.

Observacao 2.13 Em um ponto parabélico, a curvatura Gaussiana é nula, mas uma das
curvaturas principais € diferente de zero. No cilindro (ver exemplo 2.9), todos os pontos sao

- ~ - 1
parabdlicos e tém curvatura média constante 7

Observacao 2.14 Em um ponto planar p, todas as curvaturas normais sdo nulas. Portanto
K(p) = H(p) =0.

No plano, todos os pontos sao planares, e para a superficie S : z = (x* +y?)?, do exemplo 2.6,
o ponto (0,0,0) é planar.
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Definicao 2.9 Um ponto p € S é chamado umbilico se «;(p) = kz(p).

Observacao 2.15 Se p é um ponto umbilico, entdo K(p) > 0. Além disso, K(p) = 0 se, e
sO se, p é planar. Ou seja, um ponto umbilico € eliptico ou planar.

Exemplo 2.15 Na esfera e no plano, todos os pontos sdo umbilicos, e a origem é um ponto
umbilico do paraboldide S : z = x* +y%. ]

Proposicao 2.4 Se todos os pontos de uma superficie regular conexa S sdo umbilicos,
entdo S esta contida em um plano ou em uma esfera.

Prova.
Para todo p € S, existe A(p) € R tal que dN,(w) = A(p)w para todo w € T,S.

Afirmacao: A : S — R é diferenciavel.

Seja X : U — X(U) uma parametrizacao de S em p € S, com U conexo. Entao

Nu(u)\)) - dNX(u,V)(Xu(u,v)):A(X(u,v))Xu(u,v)
e (1)

Nv(u)\}) - dNX(u,V](XV(u)V)): (X(U,V))XV(U,V),

para todo (u,v) € U, onde N = N o X.

(Nu(u,v), Xu(w,v))

X[y, X1, ) é diferenciavel, temos que A : S — R é diferenciavel.

Como Ao X(u,v) =

Afirmacgao: A : S — R € constante.

Como A:S — R é continua e S é conexa, basta mostrar que A é localmente constante.

Por (1), N, = AX, e N, = AX,, onde A = A o X. Logo,

Nuv - 7_\v Xu + XXuv

Z|

vu o — Xuxv +Xxvu>

e, portanto, A, Xy — Ay X, = 0. Assim, A, = A, = 0 em U, pois X, e X, sdo LI.
Como U é conexo, temos que A é constante em U, ou seja, A é constante no aberto X(U).
Caso1.A=0emS.

Por (1), N, = 0 e N, = 0. Portanto, N = N o X é constante em U, ou seja, N é constante em
X(u).
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Como N é localmente constante em S, N : S — S? é continuo e S é conexo, obtemos que
N = N, € constante em S.

Afirmacao: A fungao diferenciavel f : S — R dada por f(p) = (p, Ny) € constante.

Para provar que f : S — R é constante, basta observar que f = fo X : U — R é constante
em U, para toda parametrizagao X : U — X(U) de S, com U conexo.

De fato, f, = (Xu, No) =0e f, = (X,, No) =0, pois X, L. Nge X, L No.

e Logo, existe d € R tal que (p, Ny) = d paratodop € S,ouseja, S C m={p € R®|(p, Ny) =
d}, onde 7t € um plano perpendicular a N,.

Caso 2. A(p) = Ao # O paratodop € S.

N(p)

Consideremos a aplicagao diferenciavel f : S — R* dada por f(p) =p — N
0

Afirmacado: f: S — R3 é constante.

Novamente, para provar que f é constante, basta observar que f = fo X : U — R3, dada por

flu,v) = X, v) — eV
0

€ constante, para toda parametrizagao X : U — X(U) de S com U conexo.

De fato, por (1),

= _Nu_ Ao Xy
fo= Xumqt=Xe =25 =0
e
- N, Ao Xy
— v_izx\)_ :O.
f, X i i 0

e SejaA c R¥talquep — NG _ A paratodop € S. Entdo S C Sy, (A), pois
Ao /Mol

z
S lg

Ip— Al =\

para todo p € S, onde S;»,/(A) € a esfera de centro A e raio |7]| ‘H
0

Definicao 2.10 Seja p € S. Dizemos que uma direcdo de T,S é assintdtica se a curvatura

normal em p nesta direcao € zero.

Uma curva assintotica de S € uma curva regular conexa C C S tal que, para todo ponto p € C,
a direcao tangente a C em p é uma diregao assintoética.
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Observacao 2.16 v é uma diregéo assintotica se, e sé se, v # 0 e I, (v) = 0.

Observacao 2.17 Seja C uma curva assintética e o : I — S uma parametrizacdo de C.
Entao,

para todo s € I, onde N = N o «.
Observacao 2.18 Num ponto eliptico ndo existe diregao assintética.

Observacao 2.19 Interpretagido geométrica das diregdes assintoticas.
Sejap € S. A indicatriz de Dupin em p € o conjunto

(weT,S| My(w) =1},

Observe que w € T,S pertence a indicatriz de Dupin em p se, e s6 se, w #0 e

_ (v wy_, 1
“n(W) = kn <ku> = (Hwn) e

Seja {e1, e;} uma base ortonormal de T,S, onde e; e e, sdo autovetores de dN,,, com dN,(e;) =

—kier € dNp(e2) = —kzez, K1 > K.
Sejaw = &e; +ne; € T,S. Entdo w pertence a indicatriz de Dupin em S se, e s0 se,
IT,(w) = k1 & + kam? = 1.

Portanto, se p € um ponto eliptico (k; € k; ttm o mesmo sinal), a indicatriz de Dupin em p é

uma elipse, e se p € um ponto umbilico e eliptico (k1 = k; # 0), a indicatriz € um circulo.
€2

Fig. 14: p € um ponto eliptico
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Se p € um ponto hiperbdlico (k; > 0 > «;), entdo a indicatriz de Dupin em p é um par de
hipérboles conjugadas:

kE+kn'=+1 e  k&+kn’=-1,

que tem o0 mesmo para de assintotas: £ = + _K—Kzn.
1

As diregbes das assintotas, v/—«; e; + /k; ez, sdo as diregoes assintoticas de S em p. lIsto
justifica a terminologia e mostra que um ponto hiperbolico tem exatamente duas direcoes as-

7=\

Fig. 15: p € um ponto hiperbolico

€2

Se p é um ponto parabolico (k; = 0 e k, # 0), a indicatriz de Dupin em p é um par de retas
paralelas ao vetor eq, pois

1

KEEr =+l =Skl =+l &= n=+ ol

A direcao comum destas retas (e;) é a Unica diregao assintotica no ponto p.
€2

Fig. 16: p € um ponto parabolico

e Num ponto planar, a indicatriz de Dupin € o conjunto vazio e todas as dire¢coes sao as-
sintoticas.
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Definicao 2.11 Seja p € S. Dizemos que dois vetores w; e w, ndo-nulos em T,W sdo
conjugados se
<de(W1) y W2> = <W1 y de(W2)> =0.

Duas direcoes r; e r, sao conjugadas se um par de vetores nao-nulos w; e w; paralelos ar; e
T,, respectivamente, sdo conjugados.

Observacao 2.20
e As direcdes principais sao conjugadas.
e Uma direcao assintética é conjugada a si propria.

e Se p € um ponto umbilico ndo-planar (isto &, dN,(v) = kv Vv € T,S, com «k # 0), entdo todo
par de dire¢coes ortogonais sao conjugadas.

e Num ponto planar, duas diregdes quaisquer sao conjugadas.
Observacao 2.21 Sejap € S um ponto ndo umbilico e seja {e;, e,} uma base ortonormal de

T,S formada de autovetores de dN,,, com dN,(e;) = —«k;e; € dN,(e;) = —kze;.

Sejam 0 e ¢ os angulos que um par de diregoes r; e r, fazem com ey, isto &,

w; = cosOe;+senbe;

w, = COS@e;+Senge;,

onde wy,w, € T,S sdo vetores unitarios paralelos a r; e r,, respectivamente.

Entao r; e v, sdo direcées conjugadas se, e so se,

K; COSO COS @ = —k; senb sen . (2)

De fato, r; e r, sao diregdes conjugadas se, e sb se, w; € w, sdo vetores conjugados, isto &,

0 = (dNp(wi), wa)
= —(kj cosBe;+k, senbe,, COS@e; +Seney)

= —(ky COSO COS @ + k; sen 6 sen o).

Observacao 2.22 Num ponto parabdlico p (k; = 0 e k, # 0), 1 e , sdo diregbes conjuga-
das se, e sO se, uma das diregoes € paralela a e; e a outra € qualquer, pois (2), neste caso, é
dada por:

k;senfsenpg=00=0 ou @ =0.
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Observacao 2.23 Construgio geométrica das diregdes conjugadas em termos da indicatriz
de Dupin em p.

» Seja p um ponto eliptico de S. Seja r uma reta passando pela origem de T,S e considere os
pontos de intersegao q; € q, de r com a indicatriz de Dupin.

n
r
€91
© q1
\ 0 ¢
iz €1 N
q2
T,
r

Fig. 17: Um ponto eliptico p a indicatriz de Dupin e a diregao conjugada a reta v

Afirmagao: As retas tangentes a indicatriz de Dupin em q; e g, sdo paralelas, e a diregao
comum 1’ é a direcao conjugada a .

De fato, suponhamos que k1 > k; >0esejar:n=tan0 &, com0 < 0 < 7.

Seja y(t) = (&(t),n(t)) uma parametrizacao da indicatriz de Dupin em p. Entao

K1 &(1)° + kam(t)> =1,
Derivando em relagao a t, obtemos que

K1 &) &' (1) + kam(t)n'(t) =1.

Isto €,
(k1 &(t), k(1)) L (E'(1),n' (1)),
e, portanto, (—k;1n(t),k; &(t)) é a direcao da reta tangente a indicatriz de Dupin no ponto
(&(t),m(t)).
Sejam q; = (&1,m1) € q2 = (&2,7m2) 0s pontos de r que pertencem a indicatriz de Dupin.

Entdo as retas tangentes a indicatriz de Dupin em q; e q; sdo paralelas, respectivamente, ao
vetor vi = (—ky M1, kg &1) € @0 vetor v, = (—ka 1y, K1 &2).

Comon; =tan0 &, en, =tan0 &,, temos que v; || (—k; tanB,k;) e vy || (—«; tan 6, kq) .

Logo v; e v, sdo paralelos e a reta r’ paralela ao vetor (—k; tan 0, k;) que passa pela origem é
)
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dada por
/ K1 1 K1 1
y=— —§&=——+_—¢§¢ =tan .
Ty *Kzt&lnG(E K, tan @ tan g &
Entao,
tancptane:—§<:>Kzsencpsenez—lq cos 6 cos o,
2

isto &, v’ é a diregao conjugada a r.

e Seja agora um ponto hiperbdlico p, k; > 0 > k,, e r uma dire¢cdo de T,S (ver exercicio 12,
pag. 179).

Afirmacao: Se r € uma direcao assintotica, entdao r’ = r, onde r’ é a direcao conjugada a r.

De fato, como

r:nztaneaz,/ia, r:n=tanp& e iztanetan(pz,/itancp,
—K2 —K2 —K2
temosquetancp:,/K—;e, portanto, ¢ = 0.
—K2

e Suponhamos que r: 1 =tan© &, onde tan 6 # =+, /K—;.
—K2

Sejam q; e g, 0s pontos de interse¢do de r com a indicatriz de Dupin em p.

Afirmacao: As retas tangentes a q; e q; sao paralelas e a reta v’ paralela a essas retas que
passa pela origem € a diregao conjugada a r.

De fato, neste caso a indicatriz de Dupin € dada por um par de hipérboles conjugadas,

K1 &2+K2n2::|:1.

q2

T,S

Fig. 18: Um ponto hiperbdlico p a indicatriz de Dupin e a dire¢ao conjugada a reta r
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De modo analogo ao caso anterior, podemos provar que as retas tangentes a indicatriz de
Dupin em q; e g, sa@o paralelas ao vetor (—«k; tan 9, k;) e a reta v’ paralela a esse vetor que
passa pela origem, dada por

oo _ o« 1
T .n_tan(pa_—Kz tanea’

€ a direcao conjugada a r, pois

tancp:—g tancp<=)tancptan6:—§¢>|<z sen @ senf = —k; COS ¢ COSO.
2 2

3. A Aplicacao de Gauss em Coordenadas Locais

Nesta secao, obteremos as expressoes da segunda forma fundamental e da diferencial da
aplicacao de Gauss em um sistema de coordenadas locais.

Seja S uma superficie orientada com orientagdo N : S — S?. Seja X : U — X(U) uma
parametrizagao de S compativel com a orientagao de S, isto é,

Xu A Xy

N(u,v) = N(X(u,v)) = m

(w,v),
para todo (u,v) € U.
Sejaw € T,S, w = AXu(q) + uX,(q), com X(q) = p. Entéo
de(W) =A de(Xu(q)) + Mde(XV(q)) = }\Nu(q) + HNv(q) .
Como N, (q) e N,(q) pertencem a TS, podemos escrever esses vetores na base {X,(q), X, (q)}:

Nu(q) = anXulq)+ axnX,(q)
e (3)
Ny(q) = anXulq) +anX,(q).

Portanto
dN, (W) = (anA + anpp) Xul(q) + (anA + anpu) Xu(q),

aN A _ apr an A
? 22 az daz 22 )

) é a matriz de dN,, na base {X.(q), X,(q)}

isto é,

a a
onde [dN,]z = R
az dax
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apn a2

Observacao 3.1 A matriz [dN,]s = < ) ndo é necessariamente simétrica. Mas se

az az

a base {X.(q), X,(q)} é ortonormal, a matriz [dN, ] € simétrica, pois neste caso, por (3),

anXu(q) + anX, (q , Xo(q))
dN v(q))
(q)))

a =

LL

(
(
= X
(Xulq), anXy (Cl) + anX,(q)) = anz.

A expressao da segunda forma fundamental na base {X,(q), X, (q)} & dada por:

Hp(w) = _<de(W) y W> = _<7\Nu(q) + HNv(q) y }\Xu(q) + Hxv(q»
= e(q) A’ +2f(q) An+g(q) u?

onde

jaque (N, X,) = (N, X,) =0em L.

As fungbes e, f,g : U — R de classe C* sao os coeficientes da segunda forma fundamental
na base {X, X, }.

Como N, = anXy + anX, e N, = a2 Xy + axX,, temos que

(Nu, Xy) = anF+ anG;
—f = (N,, Xy) = aE + axnF;
(Ny, X,) = anF+ anG;
(Nu, Xu) = ank + anF;

onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,}. Entao,

B e f . app ag E F
f g N Ay ap F G ’
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ou seja,
-1
an an) e f) (E F _ ! e f G —F (4)
a2 Qx f g F G B EG—F f g —F E '
Assim,
@ = fF—eG | a _ gF—fG |
T EG-R 2T EG R
o eF — fE o _ fF—gE
2T fG-p’ ZTEG R

As equacoes
Ny = anXy + anX, e N, = apX, + anX,,

com a1, a2, azr, a obtidos acima, sdo conhecidas como as equacdes de Weingarten.

A partir de (4), obtemos que

K(p) = det(dN,) = det(ag) — <4~
(p) =det(dN,) = e(aij)*ﬁ(q)
€ a curvatura Gaussiana de S em p, e que
_trago(dNy) = ann+an  TeG-—2fF+gE
H(p) = > 1 o.p W

€ a curvatura média de S em p, onde X(q) = p.

Sejam k; e k; as curvaturas principais de S em p, isto é,
dN,(e1) = —ky e e dN,(ez) = —kz €2,

onde {es, e,} € uma base ortonormal de autovetores de dN,,.

Como k; +k; =2H e «;k; =K, temos que k; e k; sdo as raizes da equacgao
x?—2Hx+K=0.

Se considerarmos k; > k», temos

2
< = 2H+\/4H “H=+ \/7

\/4|.|z—\/H27

e Ky =

que sao funcdes continuas em S.
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Observacao 3.2 p é um ponto umbilico se, e s6 se, H2(p) = K(p).

De fato,

2 2 2_ 2
Hz(p)—K(p):('quer) s KZZK1+2K1K21—K2 4K1Kz:(K] 4|<2) > 0.

Logo, H?(p) = K(p) se, e s0 se, k; = k..

Observacao 3.3 As fungbes k; = H+ /H? — K e k, = H— \/H? — K sdo diferenciaveis em
p se p nao € um ponto umbilico.

Exemplo 3.1 Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos do toro (ver exemplo 1.9 do
capitulo 3) cobertos pela parametrizacao
X(u,v) = ((a+r cosu)cosv,(a+rcosu)senv,r senu),

onde (u,v) € U = (0,2m) x (0,27).

O calculo dos coeficientes e, f e g depende de N (e, portanto, de X, € X,), Xuwv, Xuu € Xy :

Xu(u,v) = (—rsenucosv,—r senu senv,r cosu);

X,(w,v) = (—(a+rcosu)senv,(a+rcosu)cosv,0);
Xw(u,v) = (—rcosucosv,—r cosu senv,—r senu);
Xw(u,v) = (—(a+rcosu)cosv,—(a+rcosu) senv,0);
Xw(u,v) = (rsenusenv,—r senu cosv,0).

Logo,

— <XuaXu>:T2;
F = (Xu, X)) =0;
G = (X,,X,)=(a+7cosu)?,

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X,}, e

Xu A Xy, X)) det(Xy, Xy, Xuw) 12 sen?v(a+1 cosu) + 2 cos?v(a + T cosu)

ce = (N, Xu) = IXu AX VEG—F2 r(a+rcosu)
— 1‘;
(Xu A Xy y Xuw) det(Xy, Xy, Xuwy) ~
of = (N, X)) = = =0 (X,eX,saolD);
NoXd =FAXT — Veeom ( )
2
eg = (N, Xp) = det(Xy, Xy, Xwv) _T cosu(a+rcosu) _ cosu(a+rcosu),

(a+rcosu)r r(a+ 71 cosu)

sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S na base {X,, X, }.
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eg —f2

. f
Finalmente, como K = et temos que
K_TCOSu(a—l—TCOSu) _ cosu
~ r2(a4+rcosu)?  r(a+rcosu)’

Observe que K s6 depende de u, isto é, K é constante ao longo de um paralelo.
Assim,

37
eu=—

T ~ P T
3 > Os pontos desses paralelos sao parabdlicos,

e K =0 ao longo dos paralelos u =
pois IT, # 0, jaque e =1 #0.

. n . T 31 .
e K > 0 ao longo da regiao do toro dada pela condicao u € (0, f) U (7,27[) ,poisTt > 0e
a > r; 0s pontos dessa regiao sao, portanto, elipticos.

. .. T 371 .
e K < 0 ao longo da regiao do toro dada pela condicao u € (E’ 7>; 0s pontos dessa regiao

s&o, portanto, hiperbdlicos. [

Cireulo
gerador

Fizo de Rotacdo

Fig. 19: Curvatura Gaussiana no toro

Observacao 3.4 Se olharmos para um ponto eliptico do toro, vemos que a superficie situa-
se em um dos lados do plano tangente neste ponto. Por outro lado, se p € um ponto hiperbdlico
dotoro 7 eV C T é uma vizinhanca qualquer de p, existem pontos de V nos dois lados de T, 7,
por menor que seja V. Este exemplo retrata um fato local geral, que € descrito na proposicao
abaixo.

e Sejapy € S. Entéo
TpoS = {p € R°[{p —po, N(po)) = 0}
é o plano tangente a S em py, e

", =P eR(p—po, N(po)) >0} e  H, ={peR’|(p—po, N(po)) <0},

sao os dois semi-espacos abertos determinados por T,,S.
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Proposicao 3.1 Sep, é um ponto eliptico de S, entéo existe um abertoV C S, comp, € S,
tal que V — {po} esta contido em um dos semi-espagos abertos determinados por T,,S.

Se p, € um ponto hiperbolico de S, entao em toda vizinhanga de p, existem pontos de S em
ambos os lados de T,,S.

Prova.
Seja X : U — X(U) uma parametrizagado de S em p,, com X(0,0) =py,esejaD: U — Ra
funcao diferenciavel dada por:

D(u,v) = (X(u,v) —X(0,0), N(po)),

que mede a distancia, com sinal, de X(u,v) ao plano tangente T,,S.

Fig. 20: Distancia de X(u, v) ao plano tangente T, S

Pela formula de Taylor infinitesimal,

X(u,v) = X(0,0) 4+ X (0,0)u+X,(0,0)v+ % ( Xuw (0,01 42X (0, 0)uv + X (0, 0)v* ) +R(w, v),

onde lim Rz(u’v)z =
(uv)—(0,0) U~ +V
Entao,
1 _
D(LL,V) - z ( <qu(o> O) ) N(p0)>u2 + 2<Xuv(0) O) ) N(Po)>u\’ + <Xw(0) 0) y N(P0)>V2) + R(LL,V) )

onde R(u,v) = (R(1,v), N(po)).
Ou segja,

D{u,v) = 5 Iy, (w) + R(u,v), ()

1
2
onde w = uXy(0,0) +vX,(0,0).
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Observagao: ||(w,v)||3 = u? +v? e || (u,v)]|? = E(0,0)u? + 2F(0,0)uv + G(0,0)v? sdo normas em

, (E(0,00 F(0,0)) (u) (u
= (709 700Y (8) (),

) € uma matriz simétrica positiva definida, ja que E(0,0) > 0e E(0,0)G(0,0)—

R?, pois

o (E(0:0) F(0,0)
F(0,0) G(0,0)

F(0,0)* > 0. o
Como duas normas em R? sdo equivalentes, existem Ay, A, > 0 tais que

A2l v)flo < fl(uy vl < Ml (y v)fo -

Assim, como lim R(u"’)z:o, obtemos que  lim R(u,v)2

() =100 [[(1, V)3 (=100 |, v

= 0.

Além disso, sendo |[w|* = ||(u,v)||3, temos, por (5), que

. D(u,v) 1 w
lim >~ _IT — =0.
(uw)—(0,0) ( fwlz2 27 (IIWII))

e Suponhamos que p, = X(0,0) € um ponto eliptico, com curvaturas principais k;(py) >
K2(po) > 0. Entao

K2(po) < II,, <||x||> < ki(po) -
Como
(u,vl)iran(om ( DII(VLVLI)!;) B % Lo (HXH)) =9
dado ¢ = Kz?") > 0 existe U, C U aberto, (0,0) € Uy, tal que

Calpo) _ Dwy) 1 w\ (o)
ek zﬂm(uwu)< e

para todo (u,v) € Uy —{(0,0)}.
Entao,

Wz~ 4 T2

D(u, 1
(u,v) K2(po) N < w ) > _ K2(po)

para todo (u,v) € Uy —{(0,0)}.
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Ou seja, X(u,v) € H; paratodo (u,v) € Uy—{(0,0)}. Logo, p € H,, paratodop € X(U)—{po}-

e Seja agora po € S um ponto hiperbdlico, com curvaturas principais k;(po) > 0 > k2(po) €
er = w Xy (0,0) +viX,(0,0), ex = uyXy,(0,0) +v2X,(0,0), as diregoes principais ortonormais.

te; . . D(tuy, tvy) B 1 te; .
Como II,, (Hteﬂl) =«K1(po) € lm (H‘w]llz 5 II,, (Hte1 H)) =0, temos que

. D(tuy, tvy) _l
*chLT(]) (Htmllz) =3 K1 (po) > 0.

De modo analogo, como

sez \ . (Dlsug,svy) 1 se2 _
L, <||Sez||> =alpo) e 1'53( e 21w (||S€2||)> =0
temos que

. D(sup,svp) | 1
im (Pfie) — 3t <o
Seja V = X(U,) € X(U) um aberto que contém p,. Entao existe & > 0 tal que Ds(0,0) C U,

D(tu1,tv1)
[[te]2

D(suy, svs)

>0 e
[sea |

<0,

para todos t,s € (—06',8’), onde 0 < & < min e D;(0,0) é o disco

d )
)
Vul+vi e
aberto de centro na origem e raio 6.

Logo, X(tu, tvi) € H, N (V —{po}) paratodo t € (—08',8') & X(suz, sv2) € H, N (V —{po}) para

todo s € (—5/,8), ja que ||(tw, twy]| = [thy/uZ+vi < §, |[(suz,sv2)|| = Islh/ui+vi <& e
X(Ds(0,0) C V. g

Observacao 3.5 Quando p é um ponto parabdlico ou planar, nada podemos afirmar.

Exemplo 3.2 Nos pontos parabdlicos de um toro 772 (que sdo os pontos dos paralelos u =
n/2 e uw = 3m/2) o toro fica de um lado do plano tangente e tem em comum com o plano
tangente os pontos do paralelo que contém o ponto parabdlico.

Exemplo 3.3 O cilindro (onde todo os pontos s&o parabdlicos) fica todo de um lado do plano
tangente a qualquer um de seus pontos e tem em comum com o plano tangente a um ponto p
a reta paralela ao eixo Oz que passa por p. [
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Exemplo 3.4 O ponto p, = (0,0, 0) da superficie S : z = (x*4y?)? & planar (ver exemplo 2.6),
S esté toda de um lado do plano tangente T,,S =planoxy e tém em comum com este plano
apenas 0 ponto po. [

Exemplo 3.5 Seja S a superficie regular, denominada sela de macaco, que é o grafico da
funcdo f : R? — R dada por f(x,y) = x> — 3y*x.
Entdo X : R? — R,

X(u,v) = (u,v,u® — 3v?u)

€ uma parametrizacao que cobre toda a superficie S.

<

Fig. 21: Sela de macaco S

Afirmacao: O ponto p, = X(0,0) = (0,0,0) € um ponto planar e em qualquer vizinhanga desse
ponto existem pontos de ambos os lados de seu plano tangente.

De fato, como

Xu(u) \)) = (1 y O) 3u2 - 3V2) ) Xv (u) \)) = (O) 1 ) —6VU) )
Xuw(w,v) = (0,0, 6u); Xw(w,v) = (0,0,—6v);
Xw(u> V) - (O) O) —6‘LL) )

temos que:
Xu(o) O) = (] y O) O) ) XV(O) O) = (O) 130) e qu(o) O) = Xuv(o) O) = XW(O) O) = (0) O) O) .

Portanto, T,,S =planoxy, e(0,0) = f(0,0) = g(0,0) =0, isto é, II,,, = 0.

Logo, po € um ponto planar.
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Seja «(t) = X(t,0) = (t,0,t3),t € R. COmot* < 0set<0et’>0set >0, temos que toda
vizinhanga de p, possui pontos em ambos os lados do plano tangente T,, =planoxy.

Exemplo 3.6 Considere a superficie S obtida girando a curva C : ) ,y € (=1,1),em
0

tornodaretar:

Fig. 23: Superficie de revolugao S
Fig. 22: Vista lateral da superficie de revolugao S

Afirmacao: Todos os pontos do paralelo obtido girando a origem (0,0, 0) em torno da reta r sao
parabdlicos.

Mostraremos isso, usando o seguinte fato, que sera provado no proximo exemplo: todos os
paralelos e meridianos de uma superficie de revolucao S sao linhas de curvatura.

Seja po um ponto do paralelo que passa pela origem. Como o meridiano que passa por p, €
obtido girando a curva C em torno de r de um angulo 6 e a curvatura de C na origem € zero,
temos que a curvatura do meridiano em p, € zero. Entao a curvatura normal kn(v) = 0, onde
v é o vetor tangente ao meridiano em p,. E finalmente, como o meridiano € uma linha de
curvatura, obtemos que uma das curvaturas principais da superficie em p, é nula.

Afirmacao: O paralelo obtido girando a origem em torno da reta r € a se¢cao normal a S em py
na direcao do vetor tangente ao paralelo no ponto po.

De fato, primeiro observe que o plano tangente a S na origem € o plano xy, pois o vetor
tangente a C nesse ponto é paralelo ao vetor (0,1,0) e o vetor tangente ao paralelo nesse
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ponto é paralelo ao vetor (1,0,0).

Além disso, como o vetor tangente ao meridiano no ponto p, é obtido girando o vetor (0, 1,0),
tangente a C em (0,0,0), em torno da reta r de um angulo 0, obtemos que o vetor tangente ao
meridiano em p, é paralelo ao vetor (0, 1,0).

Como os paralelos e os meridianos se cortam perpendicularmente, temos que 7t(w, N(po)),
onde w € o vetor tangente ao paralelo em p,, € um plano paralelo ao plano xz, pois o vetor
normal ao plano 7t(w, N(po)) é o vetor tangente ao meridiano em py, que é paralelo ao vetor
(0,1,0).

Logo a sec¢ao normal a superficie em p, na diregdo w € o paralelo que passa por po. Além
disso, como esse paralelo é uma linha de curvatura e € um circulo de raio 1, temos que a outra
curvatura principal de S em p, € diferente de zero, pois [kn(w)| =1 # 0.

Provamos assim que todos os pontos do paralelo obtido girando a origem em torno da reta r
sao parabdlicos.

Em qualquer vizinhanga de um desses pontos, a superficie possui pontos em ambos os lados
do plano tangente a esse ponto, pois a curva C possui pontos em ambos os lados do plano xy,
que é o plano tangente a superficie na origem.

A expressao da segunda forma fundamental em coordenadas locais € util para estudar as
diregbes principais e assintoticas. Trataremos primeiro das diregdes assintoticas.

Sejam X : U — X(U) uma parametrizacao de S, com X(uy,vo) = po, € e,f, g : U — R 0s
coeficientes da segunda forma fundamental nesta parametrizacao.

Seja C ¢ X(U) uma curva regular conexa. Sabemos que C € uma curva assintotica se, e so
se, para uma parametrizagao qualquer «(t) = X(u(t),v(t)), t € I, de C temos II,(a'(t)) =0
para todo t € I, isto &,

w(t) e(u(t), v(t)) + 2w/ (v (t) F(w(t), v(t)) + v'(t)* g(u(t),v(t)) = 0, (6)

paratodot € I.

A equacao (6) é chamada de equacao diferencial das linhas assintoticas.

Proposicao 3.2 As curvas coordenadas de uma parametrizagdo X : U — X(U) sdo curvas
assintoticas se, e so se, e(u,v) = g(u,v) = 0 para todo (u,v) € U.

Prova.
(=) Seja (ug,vo) € U. Como «(t) = X(t,vo), t € (—e+uy, € +1y) € uma curva assintética, com
u(t) =tev(t) =v,, temos, pela equacgao (6), que e(uy, vy) = 0.
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De modo analogo, como 3(s) = X(uwo, s), s € (—e+ vy, € +Vvo) € também uma curva assintotica,
com u(s) =uy e v(s) = s, obtém-se, pela equacgao (6), que g(uoy,vo) = 0.
(<) Suponhamos agora que e(u,v) = g(u,v) =0 para todo (u,v) € U.

Seja «(t) = X(t,vy) uma parametrizagao da curva coordenada v = vy. Entao, como v'(t) =0,

para todo t, isto €, « € uma curva assintética e, portanto, a curva coordenada v = v, € uma
curva assintotica.

Seja B(s) = X(up,v(s)) uma parametrizacao da curva coordenada u = u,. Entao, como
u'(s) = 0, Ip(B'(s)) = fluls),v(s))u'(s)v'(s) = 0 para todo s, ou seja, 3 &€ uma curva
assintética e, portanto, a curva coordenada u = u, € uma curva assintotica.

fZ

“EgrWY) e

Observacao: Quando e = g = 0 em U, a curvatura Gaussiana K(X(u,v)) =
< 0em U, isto &, um ponto X(u,v) € hiperbdlico ou planar.

Observacao: Quando e = g =0e f # 0 em U, as curvas coordenadas de X sao as unicas
curvas assintoticas de S que passam por um ponto de X(U), pois nesse caso todos os pontos
de X(U) sao hiperbdlicos e, portanto, em cada ponto de X(U), S possui exatamente duas
direcbes assintoticas, X, e X,. Podemos também verificar isso, observando que, quando e =
g =0em U, a equacao (6) é dada por

flu(t), v(t)) u'(t)v'(t) = 0.

Portanto, u(t) =const. ou v(t) =const. sao as unicas solugdes da equacgao se f # 0 em U.

Passaremos agora as dire¢des principais. Sabemos que uma curva regular conexa C em uma
vizinhanga coordenada X(U) € uma linha de curvatura se, e sO se, para uma parametrizacao
qualquer «(t) = X(u(t),v(t)), t € I, de C, temos (ver proposicao 2.3)

Ou seja, «(t) = X(u(t),v(t)) € uma linha de curvatura se, e so se,
w’(t) Ny (X(u(t), v(t))) +v'(t) No(X(u(t),v(t))) = Alt) u'(t) Xy (ult), v(t)) + Alt) v'(t) X, (u(t), v(t))

—
uw(t)(anXy + anXy) (u(t), v(t)) + v/ (1) (@Xu + a2X,) (u(t), v(t)) = AltJu/(t)Xu(u(t),v(t))

—
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anu'(t) +apv'(t) =A(H)u'(t) e axnu/(t)+ axv/(t) = A(t)Vv'(t)

—
(fF — eG)u/(Et();—i;(ngF —fG)V'(t) AW (eF — fE)u/(Et();—i;(:I —gEW'(t) A1)
—
((fF —eG)u'(t) + (gF — fG)V'(t), (eF — fE)u/(t) + (fF — gE)V/(t) ) e (u/(t),v/(t) sao multiplos,
—
(fF —eG)u'(t) + (gF — fG)v'(t), (eF — fE)u'(t) + (fF — gE)v'(t) ) e (—V'(t),u/(t) sdo ortogonais,
—
(eF — fE)u/(t)? + (fF — gE)u/(t)v/(t) — (fF — eG)u/(t)v'(t) — (gF — fG V(1) =0,
—
(eF — fE)u/(t) + (eG — gE)u/(t)v'(t) + (fG — gF)v'(t)* =0,
—
VI(E)? —w (V) w(t)?
E G | =0, (7)
g

que é a equagdo diferencial das linhas de curvatura. g

Proposicao 3.3 Seja X : U — X(U) uma parametrizagdo de S tal que X(u,v) ndo é um
ponto umbilico para todo (u,v) € U.

Entao as curvas coordenadas sao linhas de curvatura se, e so se, f =F = 0.

Prova.

(=) Como X, e X, sao diregcoes principais e num ponto umbilico as dire¢des principais sao
ortogonais, temos F = (X,,, X,) =0.

Seja «(t) = X(t,vo) uma parametrizacao da curva coordenada v = v, que passa por (i, vo)
em t = uy,. Como « € uma linha de curvatura, temos, por (7), que

0 0 1
E 0 G (LL(),V()) =0= Ef(uo,\)o) =0= f(LLo,\)o) = 0, pOiS E(uo,\)o) > 0.
e f g

Como (ug,vy) € U é arbitrario, f = 0 em U.
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(<) Suponhamos que f = F = 0 em U. Entdo «(t) = X(t,vy) € uma linha de curvatura, pois
0 0 1
E 0 G|(t,vy) =0, paratodot,
e 0 g

Ou seja, a curva coordenada v = v, € uma linha de curvatura. De modo analogo, podemos
verificar que a curva coordenada u = u, € uma linha de curvatura. g

Observacao 3.6 Nao usamos a hipotese de que os pontos de X(U) sdo nao-umbilicos para
provar que as curvas coordenadas sao linhas de curvatura. S6 usamos que F = f = 0.

Exemplo 3.7 (Superficie de Revolucio)

Seja S a superficie de revolucao obtida girando a curva regular C, contida no plano xz, em
torno do eixo Oz. Entao
X(u,v) = (@(v)cosu, @(v) senu, Pp(v) ),

v el ue (0,27), € uma parametrizacao de S, onde «: I — C, a(v) = (@(v),0,P(v)) € uma
parametrizagao de C pelo comprimento de arco, com ¢(v) > 0.

Como
Xy = (—¢(v)senu, p(v)cosu,0), X, =(¢'(v)cosu,e’(v)senu,p’'(v)) e ¢'(v)*+p'(v)> =1,
temosE=o((v)’,F=0e G =1.

Vamos agora calcular os coeficientes da segunda forma fundamental.

Sendo
Xw = (—@(v)cosu,—¢(v) senu,0),
Xow = (—¢'(v) senu,@’(v) cosu,0),
Xw = (@"(v) cosu, @”(v) senu,p”(v)),
obtemos:

—@(v) senu @(v) cosu 0
(Xuy Xy Xuar) 1

e = = @'(v)cosu @'(v) senu P'(v)
EG—F)12  fG_
( ) EG-F —@(v) cosu —@(v)senu 0

_ _(P(V)z ' _ '
= o) V(v ==V '(v),
(Xu, Xoy Xuw)
f (EG — F2)1/2 =0 e
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—@(v) senu  @(v) cosu 0
(Xu)XV)XW) ]

g = = —@’(v) cosu @'(v) senu  YP'(v)
EG-F)12 kG _
( ) EG—F @"(v)cosu —¢”(v) senu VP”(v)

= iy (o) seru (@)% (V) — () W[v)

— @) cos’u ('Y (v) — 0" (V) ¥'(v)))
= PV e"vV) =9’V (V).

©

Como F = f = 0, temos, pela proposicao 3.3, que as curvas coordenadas sao linhas de
curvatura, isto é, os paralelos (v =const.) e os meridianos (u =const.) sao linhas de curvatura.

e Provaremos agora que ao longo do paralelo

B(u) = (@(v) cosu, @(v),senu, @(v))

que passa por «(v) = (0), o vetor normal unitario a superficie em B(u) = X(u,v) é obtido
girando o0 vetor normal +~#Axin = ) A sviein ame ~fa) A daven Aa ~ixg Oz de um angulo .

Fig. 24: Superficie de revolugao S e vetores normais ao longo de um paralelo

De fato, como «/(v) = (¢’(v), 0,P’(v)), temos que —n,(v) = (V'(v),0,—¢’(v)). Portanto

NX(uv)) = SE2 1 v) = s (@) cosu, p(vIb'(v) senw, —p(v) ¢'(v))

((2R%
= (P'(v) cosu, Pp'(v) senu, —@’'(v))

€ o vetor obtido girando o vetor —n,(v) em torno do eixo Oz de um angulo wu.

Observacao 3.7 Os meridianos séo se¢des normais de S.

De fato, seja 7t 0 plano que contém o meridiano X(u,,v) € 0 eixo OZ.
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Entao
7T:Senuyx —cosuyy =0,

pois X(uy,v) € m para todo v € 7 e w contém o eixo Oz. Ou seja, 7t € 0 plano que passa pela
origem e é normal ao vetor (senuy, —CoSug, 0).

Como
Xy(uo,v) = (@’(v) cosug, @'(v) senuyg, Ph'(v))
e N(upv) = ('(v) cosug, P'(v) senuy, —@'(v))
sao paralelos ao plano 7t e X(uy,v) € 7, temos que 7t = 7tx(y, v) (X, (1o, V), N(up,v)) e, portanto,

N X(U) ={X(uy,v)|v € I} & a segao normal a X(U) em X(uoy,v) ao longo da diregao X, (i, V)
paratodovel. g

Como os meridianos sao seg¢0es normais € linhas de curvatura, uma das curvaturas principais
de S em X(u,v) é

Ty (Hijn(u,v)) = e(,v) =1’ (v) 9" (v) =" (v) @ (V) = —Kqo (V)

onde k4, (v) € a curvatura do meridiano «,(v) = X(u,v) em v, considerado como uma curva
plana.

Observacao 3.8 O paralelo B,,(u1) = X(u,vy) € uma segdo normal de S em p = B(u) se, e
s0 se, o vetor tangente a C em «(v,) é paralelo ao eixo Oz.

z

Fig. 25: X, é paralelo ao eixo Oz se, e so se, ¢’(v) =0

Primeiro observe que
Xy (0,v0) = (@'(vo), 0, 0" (o))
é paralelo ao eixo Oz se, e sé se, ¢’'(vy) = 0. Nesse caso,
Xy (o, vo) = (¢'(vo) cosu, @’(vo) senu, Ph’(vo)) = (0,0, (vo))

é paralelo ao eixo Oz para todo u.
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Como Trx vy (Xu (1, vo), N(u,vo)) € 0 plano que passa por X(u,vy) € & normal ao vetor X, (1, vo),
temos que Trx,) (Xu(u, vo), N(u,vo)) € paralelo ao plano xy se, e sé se, X, (u,v,) é paralelo
ao eixo Oz.
Logo

S N Txue) (Xu [y vo)y N(u, vo)) = {By, (1) 1 € [0, 27}

se, e sb se, X,(u,Vv,) é paralelo ao eixo Oz, ou seja, se, e sO se, o0 vetor tangente a C em «(v)
é paralelo ao eixo Oz.

Observacao 3.9 Sendo

(8)

a curvatura Gaussiana de S no ponto X(u,v), temos que K(u,v) =0 se, e s6 se, P’(v) =0 ou
V() 0" (v) =" (v) @' (v) = 0.

ZA
Observe que:

e P’(v) = 0 se, e sO se, o0 vetor tangente a C em «(v) é
perpendicular ao eixo Oz.

o P’'(V)”(v) =" (v)@'(v) = 0 se, e sO se, a curvatura de C
em o(v) é zero.

SeYP'(v) =0(&= e=0ed'Ve"v) —YP"(v)e'(v) #0
(& g #0), X(u,v) é um ponto parabdlico. C

Sey'(v) =0e ' (v)e"(v) = "(v)e'(v) =0, X(u,v) € um
ponto planar, pois e = f = g =0 em (u,v).

gY

Fig. 26: o’/ (v) é perpendicular ao eixo Oz

Exemplo 3.8 Seja
v A%
x(v) = (O,a+rcosf,rsen —) , v e, 2mr]
T T

uma parametrizacao pelo comprimento de arco da geratriz do toro.

T 37 ~ . ~ .
e Como «' (Z r) e o (7 r) sao0 0s Unicos vetores tangentes a « que sao perpendiculares ao

eixo Oz e a curvatura de « é diferente de zero em todos os pontos, obtemos, pela observagao

s

. 3n ~ .. -
acima, que os pontos dos paralelos X <u, 5 r> e X (u, 5 r) $a0 0s Unicos pontos parabdlicos

do toro.
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e Como o'(v) é paralelo ao eixo Oz se, e s6 se, v =0 e v = 7tr, temos que X(u,0) e X(u, 7tr)
sa0 0s unicos paralelos do toro que sao se¢oes normais. Nos pontos do paralelo v = 0, que

. , : S ~ 1 1
€ um circulo de raio a + r, as curvaturas principais do toro sao _TH e ——, e, portanto,

K(u,0) = ~ para todo u € [0, 27].

L
(a+T1)

)
T

Nos pontos do paralelo v = 7tr, que € um circulo de raio a — r, as curvaturas principais do toro

~ 1 1
$a0 — e —. Logo, K(u, nir) = N

g

o’ (0)

% para todo u € [0, 27].

N(0,0)

-
N(0,7r)

o' (mr)

N(0, 27r)

2

=
Y

Fig. 27: Normais e tangentes horizontais e verticais no toro

Exemplo 3.9 Seja «(v) = (0,a,v), v € R, uma parame-
trizagao pelo comprimento de arco da geratriz do cilindro

S:x*+y*=d’.

Como « tem curvatura zero e vetor tangente paralelo ao
eixo Oz em todos os pontos, temos que todos o0s pontos
do cilindro sao parabdlicos e todos os paralelos sao secoes

. 1 1 .
normais de curvatura - Logo, 0 e — &0 as curvaturas

principais de S em qualquer um de seus pontos.

-y

]

Fig. 28: Geratriz do cilindro S

Exemplo 3.10 Seja S a superficie de revolugéo (ver exemplo 3.6) obtida girando a curva

z=1y° z=1
C: emtornodaretar:
x =0 x=0.
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Fig. 29: Geratriz da superficie S

Como o vetor tangente a C em (0,0,0) é paralelo a reta r e C tem curvatura zero nesse ponto,
temos que o paralelo que pasa pela origem € uma secao normal e todos os seus pontos sao
parabolicos

Observacao 3.10 A curvatura Gaussiana de uma superficie de revolugao é dada também
por:

Kiuv) =~ 2

De fato, como o¢’(v)? + V’(v)> = 1 para todo v, obtemos, derivando esta expressao, que
e'(v) 9" (v) =—'(v) P (v).
Logo, por (8),

—aly/ ()2 n ! " ! 1
Kiw.v) V) e (v)Ltl\j) M)’ (V) @' (v)

—P' V)2 9" (V) + @' (V) 9" (v) ' (v)
(V)
—W'M +e' W e"v) _ —¢"(v)
o (v) (V)

-0

Observacao 3.11 Seja X : U — X(U) uma parametrizacdo de uma superficie S tal que

f=F=0em U. Entao % e 2 sdo as curvaturas principais.

G
De fato, como K = k; k; = 9 e 2H = «; + & _eG+gE istoé. kikr =< ek tr =+ 9
3 1 K2 EG 1 2 EG ) y KT K2 EG 1 2 E G’
entao % e g sao0 as curvaturas principais.
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Em particular, as curvaturas principais de uma superficie de revolucao sao dadas por

e:—ll);cp:—ll)’ e gzll)/(P//—ll)//(P/-
[0) G

E (@

Portanto, as curvaturas principais sao constantes ao longo de um paralelo e a curvatura média
da superficie é dada por
kit 19 +op' " =" ¢’)

H= = .
2 2 @ -

Exemplo 3.11 Seja f : U — R uma fungéo diferenciavel definida no aberto U de R%. O
grafico de f € uma superficie regular S que pode ser coberta por uma Unica parametrizagao:

X:u — S
(xy) — (xy,f(x,y)).

Entao,
Xx:“»O)fx)) Xy:(0)1)fy)
Xax = (Oa Oa fxx) ) Xxy - (0> 0> fxy)
Xyy = (0,0, fyy) .

Assim,
N(X,y) _ XX/\Xy _ (_fX)_fy’])

||Xx/\Xy|| /]+f%+f§)

€ um campo normal unitario a superficie e os coeficientes da primeira forma fundamental e da
segunda forma fundamental nessa parametrizagao sao dados por:

E=1+f; G=1+1; F="ffy
— frx . — fxy . g= fyy
(T+ 2+ )72 (T+F2+2)172 (T+ 2+ )12

Assim, a curvatura Gaussiana e a curvatura média da superficie sdo:

fxx fyy - f>2<y e H —

_ 1 (14 5) Fx — 265 Fy Ty + (T 4+ 2) Fyy
(1+f2+12)2°

(1+ 12+ 2)32 =

N |

Observacao 3.12 Para todo ponto p de uma superficie S, existe um aberto V C S, com
p € V, tal que V € o grafico sobre o plano tangente a S em p.

De fato, seja {vi,v,} uma base ortonormal de T,S compativel com a orientagdo de S, isto &,
{v1,v2, N(p)} € uma base ortonormal positiva de R>.
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Xu A\ Xy

Seja X : U — X(U) uma parametriza¢do de S tal que X(0,0) =p e N(p) = Xe A

0,0).

Como {e;, e2, N(p)} € uma base ortonormal positiva de R?, existem fungdes x,yz: U — R de
classe C* tais que

X(u,v) — X(0,0) =x(u,v)vi + y(u,v) v; + z(u,v) N(p) .

Entao

Xu(0,0) =%u(0,0) vi +Y,(0,0) v2 +Z,(0,0) N(p),
e

X,(0,0) =%,(0,0) vi +7,(0,0) v2 +z,(0,0) N(p) .
Logo

(Xu N\ Xv) (O) O) = (iu(o) O) 1jv(o) O) - iv(oa O) gu(o) O)) N (p)
— (%u(0,0)%,(0,0) —%,(0,0) 2, (0,0)) v2
+ (9u(0,0)Z,(0,0) — 4, (0,0)Z.(0,0)) vy .

el

Como N(p) é paralelo a (X, A X,)(0,0), obtemos que gﬁi’ 3% (0,0) # 0.

Sejam X: U — R3, X = (X,7,z), e m: R® — R? a projecao n(x,y,z) = (x,y).

Entdo mo X : U — R? é uma aplicagao diferenciavel tal que

d(mto X) 00 : R — R?

é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existem abertos U, ¢ U e U; de R?, com (0,0) € U, e
(0,0) € Uy, tais que to X : Uy — U; é um difeomorfismo.

SejaY =Xo (moX)':U; — R3. Entéo Y é diferenciavel e é dada por:
Y(iy g) =P + iV] + gvz + Z(u(f, U))V(%’ g)) N(p) )

onde
(moX)'(%,7) = (u(x,7),v(%, 7))

Logo Y(U,) é um aberto de S que contém P e é o grafico sobre T,S da fungao

h(¥> g) = z(u(¥> g)»v(i) g)) .
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w2

Fig. 30: Vetor N(p) paralelo a vi Av;

Na parametrizagao Y : U; — R3,
Y(X,y) =p+xvi +yv2+h(X,y) N(p),
temos que
Y(0,0) =p, Yx(0,0) =vi+hg(0,0)N(p)=vi e Y (0,0) =v, +hg(0,0) N(p) =v,,
pois Y¢(0,0), Y5(0,0) € T,S. Logo h(0,0) = hg(0,0) = hy(0,0) = 0.
Além disso, como N(p) = vy A vy,
Yzx(0,0) = hzx(0,0) N(p), Yzg(0,0) =hxg(0,0)N(p) e Yg5(0,0) =hgy(0,0) N(p),
obtemos:

6(0, O) = <N (p) ) Y?i(oy O)> = 7?(0» O) )
f(oa O] = <N (p) ) Y¥§(0> O)) = h&g(oa O) )
9(0) O) = <N (p) ) Yﬂﬁ(o) O)) = hgﬁ(o> O) :

Logo a segunda forma fundamental de S em p com respeito a base ortonormal {v;,v;} =
{Yx(0,0), Y5(0,0)} de T,S é:

IT,(x vy + Y va2) = hgz(0,0)%* 4 2hyy(0,0) XY + hyy(0,0)y?,
que é a Hessiana de h no ponto (0,0).

Observacao 3.13 Vamos utilizar a observagéo acima para dar uma interpretacao geométrica
da indicatriz de Dupin.

Seja p € S um ponto ndo-planar. Dado ¢ > 0, seja

Cs = {(iﬂj) S u] |h(§)_) = 5}-
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Podemos supor que C. # &, pois caso contrario basta trocar a orientagao de S.

Fig. 31: Plano paralelo a T, S

Mostraremos que C. € uma aproximacgao de segunda ordem da indicatriz de Dupin em p.

De fato, sejam «;(p) > «z(p) as curvaturas principais de S em p e tomemos v; € v,, na
observagéo 3.12, como sendo as diregdes principais de S em p, isto &, dN,(v;) = —k;(p)v; e

dN,(v2) = —ka(p) v2.

Entao
e(0,0) = hzz(0,0) =—(Nx(0,0), Yx(0,0)) = ki(p);
£(0,0) = hxg(0,0) = —(Nx(0,0), Y5(0,0)) = 0;
9(0,0) = hyy(0,0) = —(Ng(0,0), Y5(0,0)) = x2(p),

pois Yx(0,0) =v; e Y5(0,0) =v,.

O desenvolvimento de Taylor de h em torno do ponto (0,0) nos da que:

—_—

h(%,7) = 5 (hsx(0, 00X + 2hey(0, 00X Y + hyy(0,0) %) + R(X, 7),

)~ 0, pois h(0,0) = hy(0,0) = hy(0,0) = 0.

<

. R(X
onde lim _Z(X’
(%7)—(0,0) X~ +

<

Logo
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Como k;(p) # 0 ou ky(p) # 0, temos que k;(p)xX* + k2(p)y? = 2¢ € uma aproximagao de ordem
2 dacurva C,.

Fazendo X = xV2e € § = y V2, temos que k;(p)X2 + k2(p) G2 = 2¢ é transformada em
K1 (p)x? + k2(p)y? = 1, que é a indicatriz de Dupin de S em p.

Provamos, assim, que se p € um ponto nao-planar, a interse¢ao de S com um plano paralelo a
T,S e proximo a p € uma curva que tem a indicatriz de Dupin em p como uma aproximagao de
segunda ordem.

Se p é um ponto planar, essa interpretagao deixa de ser valida (ver exemplos 2.6 e 3.5).

Observacao 3.14 Para concluir esta secdo daremos uma interpretacdo geométrica da cur-

vatura Gaussiana em termos da aplicagdo de Gauss N : S — S2. Essa foi a maneira em que
Gauss introduziu a curvatura.

Mas antes, daremos uma definicao e faremos algumas observacgoes.

Sejam S; e S, superficies regulares orientadas e N; : S; — S$?, N, : S, — S? as aplicagbes
normais de Gauss de S; e S;, respectivamente.

Seja ¢ : S; — S, uma aplicacéo diferenciavel tal que de, : T,S; — Ty, S2 € um isomorfismo
em um ponto p € S;.

Dizemos que o preserva (inverte) orientacdao em p, se dada uma base positiva {v;,v,} de T,S;
(i.e., det(vi,v2, Ni(p)) > 0) entdo {de,(v1),de,(v,)} € uma base positiva (negativa) de T, ;S
(i.e., det(d@,(vi), doy(v2), N2(@(p))) > 0 (< 0)).

Afirmacao: Seja {v,v,} uma base positiva de T,S;. Entdo {w;,w,} € uma base positiva de T,S;

an agp

se, e sb se, a matriz ( ) de mudanca de base tem determinante positivo.

azr a

De fato:

det(wi, w2, Ni(p)) = (Wi Awy, Ni(p)) = ((anvi + aziva) A (aivi + anvs), Ni(p))

a a
— det( B ‘2> (vi Avz, Ni(p)).

az dax
, " . an an
Logo, {wq,w;} € uma base positiva se, e s6 se, det > 0.
az daxn

Afirmacao: Na definicao acima, basta verificar que

(dop(vi) Adep(va), Na(@(p))) >0 (<0),
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para uma base {v;,v,} positiva de T,S;, pois se {w;, w,} € outra base positiva de T, S;, entdo

apn agp

(dop(wi) A dey(wz), Na(p)) = det ( ) (dop(vi) Adep(v2), Na(p)) >0 (<0).

azr a

Afirmacao: Sejam S; e S, superficies regulares orientadas e ¢ : S; — S, um difeomorfismo
local. Se S; é conexa, entao ¢ preserva ou inverte orientagao em todos os pontos de S;.

De fato, seja N; : S; — S? a aplicagao normal de Gauss de S; e {X, : Uy — Xo(Uy) | x € A}
uma familia de parametrizacdes, com U, conexo, que cobre S; compativel com a orientacao,
isto &,

(Xa)u A (Xa)y
[ (Xa)u A (Xa)v]|

N](th(u,\))) = (LL,V) y

para todo (u,v) € U, e todo « € A, ou seja,
det( (Xoc)u) (Xoc)w Ny o Xy )(u,v) = <(Xoc)u AN (Xoc)vy Nj o Xoc) (u)v) >0,

para todo (u,v) € U, e todo « € A.

Suponhamos que existe po € S; tal que ¢ preserva orientagdo em py = Xy, (uo,v,)- Provaremos
que o preserva orientacao em todos os pontos de S;.

Como Yy, = @ 0 Xq, & Uy, — @(Xq, (Uy,)) € um difeomorfismo local, U,, é conexo, e
<d(pXo(o(uo,vo)( (Xoco)u(uO)VO) ) AN d(ano(uo,voj( (Xoco)v(LLOyvo) ) ) NZ((p(Xoco (UO,Vo)))> > O)
isto é,
<(Y(xo)u(u0)v0) A\ (cho)v(uO)VO) ) NZ(Yoco (LLO)VO))> > 0)

temos que
<(Yoco)u 74\ (Yoco)\m Ny o Y(XO>('LL,V) > O)

para todo (u,v) € U,,. Logo d¢, preserva orientagdo para todo p € Xy, (Uy, ).

Seja A ={p € S| de, preserva orientagao }.

Por hipotese A # & e, pelo argumento anterior, A € um aberto de S;.

De modo anélogo, podemos provar que B ={p € S;|dy, inverte orientagdo } & aberto em S;.
Como S; = AUB, A # 9, A e B abertos em S; e S; € conexa, temos que B = &, ou seja,

Si=A.g

Voltaremos agora a nossa interpretacdo geométrica.
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Seja S uma superficie regular orientada e N : S — S? sua aplicagdo normal de Gauss.
Sejap € Stal que AN, : T,S — T,S = Ty(p)S? € um isomorfismo.
Entdo det(dN,) = K(p) # 0 e, portanto, p € um ponto eliptico ou hiperbalico.

Se considerarmos S? com a orientagdo N : S> — S2, N(q) = q, T,S e Ty S* terdo a mesma
orientacao.

Seja {ws,w,} uma base de T,S. Como dN, (w;), dN,(w,) € T,S, existem nimeros reais a;; € R,

i,]' = ],2, tais que de(W1) = a1 wi + aw; e de(Wz) = appw) + apws.

Logo,

AN, (wi) A dN, (wy) =det [ 7 D) wy Aw,y = K(p)wy Aws,. 9)
dazr ax

Seja agora uma base {w;, w,} positiva de T,S. Entdo N : S — S preserva orientagdo em p se
K(p) > 0 e inverte orientacao se K(p) < 0, pois

(dNp(wi) A dN,(w2), N(p)) = K(p) (Wi Aw,, N(p)).
Intuitivamente, isto significa o seguinte: uma orientagao de TS induz uma orientagao nas "pe-

quenas” curvas fechadas em torno de p; a imagem por N dessas curvas tera orientagao igual
ou oposta as primeiras curfas conforme o ponto seja eliptico ou hiperbdlico, respectivamente

(ver Figura 32).
4 e 3
y P 3/
4 O’
s 4

Fig. 32: A aplicagao de Gauss preserva a orientagdo nos pontos elipticos e a inverte nos hiperbdlicos

Para levar tal fato em consideracao, faremos a convencao de que a area de uma regiao contida
em uma vizinhanga conexa V = X(U), onde N : V — N(V) é um difeomorfismo (logo K # 0
em V), e a area da sua imagem por N tem 0 mesmo sinal se K > 0 em V e sinais opostos se
K <0em YV (como V é conexo, K ndo muda de sinal em V).
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Ou seja, a area com sinal da imagem por N de uma regiao R C V é dada por:
ANR) = [ | KX A, dudv,
R/

onde X(R’) =R.

Observacao 3.15 Note que N = NoX: U — N(X(U)) € uma parametrizagéo de S?, e que
a area de N(R) (sem sinal) é

JJ INU AN, dudv = JJ IK (1w, v)| [|[ Xy A X || dudv
R’ R’

pois, por (9), Ny, AN, =K (X  AX,) .0

Proposicao 3.4 Sejap um ponto de uma superficie S com curvatura Gaussiana K(p) # 0 e
sejaV = X(U) uma vizinhanga coordenada conexa de p onde K ndo muda de sinal. Entao

A(N(Bn))

Kip) = Jim 5

onde B, C V é uma seqliéncia de regidées que converge para p, isto &, para todo ¢ > 0 existe
ny € N, tal que B, C B.(p) para todon > n,.

Prova.
Sejam R,, = X7 '(B,,) e Ay(R,) a area de R, em R?.

Pelo Teorema do Valor Médio para a integral dupla, existem p,,, q, € R, tais que:

Xu A Xyl dud

Ao(Rn) o AO(Rn) = ||Xu/\Xv||(pn)>
e
K[| Xy A Xy|| dudv
A(N(Bn)) _ JJRn B _
AoRy) Ao(Ry) = K(gn) - [[Xu AX[l(qn) -
Entao
i e ANNGB)) /AR K(ga) - [ Xa AX[[(gn)
A AMNBDAE) =, A(Bn)/Ao(Rn) =, 1Xu A X || (pn)
_ K(p) - [Xu AX|l(p) —K
e A ),

pois lm p, = lm g, =p. g
n—oo n—oo
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Observacao 3.16 Sejam C uma curva regular plana, « : I — C uma parametrizacéo pelo
comprimento de arco de C tal que k(s) # O paratodos € I e x(sp) =poe 0 :1 — R uma
funcao diferenciavel tal que «’(s) = (cos0(s),senB(s)) para todo s € I.

Entao
,_
K(s)) = 0'(so) = lim 28 =0s)
s,s’ — sp s'—S§
s/ >s

onde s’ — s € o comprimento de «[s,s’] e 0(s’) — 0(s) € o comprimento com sinal de «'[s, s'].

o' (s)

Fig. 33: k < 0 no intervalo [s,s’]

Vemos, assim, que a curvatura Gaussiana K € o analogo, para superficies, da curvatura k para
curvas planas.

4. Campos de Vetores

Nesta secao, usaremos os teoremas fundamentais das equagoes
diferenciais ordinarias (existéncia, unicidade e dependéncia
das condicoes iniciais) para provar a existénciua de certos
sistemas de coordenadas em superficies.

Comegaremos com uma apresentacido geométrica do ma- |
terial sobre equagoes diferenciais que utilizaremos. b

Definigao 4.1 Um campo de vetores diferencidvel em um g a4 Gampo de vetores diferencidvel w no

s i 5 berto U
aberto U ¢ R? é uma aplicagdo w : U — R?, w(x,y) = aberto

(a(x,y),b(x,y)), diferenciavel.

Geometricamente, a aplicagdo w : U — R? associa a cada ponto (x,y) € U um vetor
w(x,y) € R? de coordenadas a(x,y) e b(x,y).
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Definicao 4.2 Uma frajetéria de um campo de vetores diferenciavel w : U — R? é uma
curva parametrizada diferenciavel o : I — U tal que o/ (t) = w((t)).

Exemplo 4.1 Uma trajetéria do campo de vetores w : R? —; R?, w(x,y) = (x,y), que passa
pelo ponto (xo,yo) € a semi-reta «(t) = (xoe',yoe'), t € R, pois o’(t) = (t) = w(x(t)).

\'[il S
A

Fig. 35: Campo w(x,y) = (x,y) em R?

Note que a trajetéria de w que passa pela origem é «(t) = (0,0), para todo t. Assim, a origem
€ um ponto singular do campo w.

Exemplo 4.2 Uma trajetéria do campo de vetores
w:R? — R?, w(x,y) = (y, —x), que passa pelo ponto
(x0,Yo) # (0,0) € o circulo

a(t) = (r sen(t + 6y),rcos(t+6y)),

onde (r sen 6y, rcos 0y) = (xo,Yo) , POIS

o'(t) = (rcos(t+0y), —rsen(t + 0y)) = w(x(t)). \

Para (xo,y0) = (0,0), «(t) = (0,0), paratodo t € R, é Fig. 36: Campo w(x,y) = (y, —x) em R?
a trajetéria que passa por (0,0).

Assim, (0,0) é uma singularidade do campo w.

Na linguagem das equacdes diferenciais ordinarias, diz-se que um campo de vetores w : U —
R? determina um sistema de equacées diferenciais,

e que uma trajetdria € uma solucao ou curva integral do sistema (10).
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No que se segue, I e ] denotam intervalos abertos da reta R que contém a origem 0 € R.

Teorema 4.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade)

Sejaw : U — R? um campo de vetores diferenciavel definido num aberto U de R%. Dado
p € U, existem um intervalo 1 e uma trajetoria o« : 1 — U de w (i.e., «'(t) = w(x(t)), Vt € 1)
com «(0) = p. Esta trajetdria é unica, isto €, se  : | — U € outra trajetéria de w com
B(0) =p, entao 3(t) = x(t) paratodot € IN]J.

Teorema 4.2 (Dependéncia Diferenciavel das
Condicoes Iniciais)

Sejaw : U — R? um campo de vetores diferencia-
vel definido num aberto de R%. Para cadap € U,

existem um aberto V. .C U, p € V, um intervalo 1,
comO0 € I, euma aplicagao « : V x I — U tais que:

1. « é diferenciavel.

, Fig. 37: Vizinh de fl | |
2. paratodo q € V, a curva x(q,t), t € I, é a '9- 57+ Vizinhanga de fluxo foca

trajetoria de w que passa por q, isto é:

ox

Oé(q,O) =q, a(q>t) :W((X(q)t))'
Definicao 4.3 A aplicagdo « : V x I — U é chamada de fluxo (local) de w em p.

Lema 4.1 Sejamw : U — R? um campo de vetores diferenciavel definido num aberto U de
R* e p € U tal que w(p) # 0. Entdo existem um aberto U, C U, comp € Uy, e uma fungdo
diferenciavel f : Uy, — R tal que f e constante ao longo de cada trajetoria de w e df, # 0 para
todo q € U,.

Prova.
Sejam v; = m, v, um vetor unitario ortogonal a vi, @, b : U — R fungdes diferenciaveis
dadas por

W(Eaﬂ) = E(Eﬂn) Vi + B(E»ﬂ) V2.
Considere a aplicacdo diferenciavel A : R? — R? dada por
Alx,y) =xvi+yva+p,

e o aberto

AT (W) :U:{(x,y) € R?|xvi +yv, +p GU} .
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Assim (0,0) € U e A(0,0) = p.

Finalmente, sejam as funcdes diferenciaveis a, b : U — R dadas por:

alx,y) = alwv +yv2+p) =alAlxy))

b(x,y) = bxvi+yv2+p) =b(A(x,y)).

Logo,
W(xvi +yva +p) = @xvi +yva +p)vi + b(xvi +yva +p)va = Alx, y)vi + b(x,y)va, (1)

Entdaow: U — R2,

w(x,y) = (a(x,y),b(x,y))

€ um campo de vetores diferenciavel tal que
w(0,0) = (lw(p)]],0), pois, por (11),

_ = _ = w(p)

Sejam V = J; x J», J1 € ], intervalos abertos

comO € J;N]Js, VC ﬂ, I um intervalo aberto,

Fig. 38: Retangulo ], x I e a fungdo t

comO0cl &:VxI— U o fluxo local de

wem (0,0) e x a restricdo de & ao retangulo (\7 X I) N{(x,y,t)[x=0}=T], x L.

Isto &, a(y)t) = &((O)y))t)

Logo &(y,0) = (0,y) e

ox ox ~
St = 2o (0,y), 1) = W(&((0,y), 1))
Como
d&(o’o)(eﬂ = 3—;‘((0>y)>0)’y—0 - (Oa”)
e

@ (e2) = S((0,0), Vo = W(0,0) = ([w]|(p),0),

temos que dx)(e1) € da(o)(ez) s&o LI.
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Assim, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existem intervalos abertos Tz C Ja, I cC 1, com

0€J,N1, eumaberto U c U, com (0,0) € U, tais que

é um difeomorfismo.

Sejax U -—Jox1,& (xy) = (Fix,y),E(x,y)). Entdo

&((0, f(x,y)), tx,y)) = (x,y) -

Seja B a trajetdria de W que passa por (x,y) € U.

Entdo B(t) = &((0, f(x,y)), t), pois
Portanto, para todo t € I,

pois B(t) = x(f(x,y),1).

~ = —\ —1
Além disso, dfg # 0 para todo q € U, pois (&) € um difeomorfismo.

Sejam o aberto Uy = A(U) = {xv; + yv: + pl(x,y) € ﬁ} e « : I — Uy uma trajetoria de
w: U, — R?, isto é,
o (t) = wla(t)) = w(x(t)vi +y(t)va +p),
onde x(t) =p + x(t)vi +y(t)v,, t € L.
Entao, por (11),
o (t) = @(x(t), y(t))vi + b(x(t), y(t))vz,
ou seja,
X (v + /(o = a(x(t),y(t))vi + b(x(t),y(t))v2,

paratodot € L.
Logo x/(t) = a(x(t),y(t)) e y'(t) = b(x(t),y(t)), isto &, x(t) = (x(t),y(t)) € uma trajetoria de

w:U — R2.
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A reciproca também vale, isto é, se « : I — U, x(t) = (x(t),y(t)), € uma trajetdria de
w:U — R2, entdo a(t) = p + x(t)v; + y(t)v, & uma trajetéria de w : Uy — R2.

Seja f: Uy — R a funcao diferenciavel dada por

f(x,y) = F(A" (x,y)),

onde
A7 (x%y) = (((6y) =P, vi), (%, y) =P, v2) ) .

Entdo, se «(t) = x(t)v; + y(t)vs + p, t € 1 & uma trajetéria de w : Uy — R2, temos que

X(t) = (x(t),y(t)), t € I, é uma trajetéria de w : U — R?, e, portanto,

flo(t)) = AT («(t))) = F(x(t),y(t)

é constante.
Além disso, dfy # 0 para todo q € Uo, pois dfy = dfa1(q dA;", dA]" : R2 — R? é um

isomorfismo e dfx 1) # 0.

Definicao 4.4 Afuncéo f: Uy — R é chamada de integral primeira de w em uma vizinhanga
de p.

Exemplo 4.3 A fungéo f : R? —{(0,0)} — R, dada por f(x,y) = x> +y?, é uma integral
primeira do campo de vetores w : R* — R?, w(x,y) = (y, —x). []

Definicao 4.5 Um campo de direcées + em um aberto U C R? é uma correspondéncia que
associa a cada p € U uma reta r(p) em R? passando por p. Dizemos que r é diferenciavel
em p € U se existem um aberto V c U, com p € V, e um campo de vetores w : V — R?
diferenciavel tal que w(q) # 0 e w(q) || r(q) para todo q € V; r é diferenciavel em U se é
diferenciavel em todo ponto p € U.

Observacao 4.1 A cada campo de vetores diferenciavel w : U —; R? que ndo se anula em
ponto algum de U, corresponde um campo de direcoes diferenciavel dado por:
r(p) = reta que passa por p e € paralelaaw(p), Vpel.

Pela propria definicao, cada campo de diregdes diferenciavel da origem, localmente, a um
campo de vetores diferenciavel que nao se anula. Mas, as vezes, isso nao é possivel global-
mente.
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Exemplo 4.4 Seja o campo de diregoes em R? —{(0,0)} dado pelas

retas tangentes as curvas da Figura 39.

Qualquer tentativa de orientar essas curvas de modo a obter um campo

de vetores diferenciavel que nao se anula leva a uma contradi¢do. /\
7\

Definicao 4.6 Uma curva regular conexa C c U é uma curva integral

Fig. 39: Exemplo 4.4
de um campo de direcées v em U se r(q) é a reta tangente a C em q, para todo q € C.

Observacao 4.2 Dado q € U, existe uma curva integral C de r que passa por q.

De fato, dado q € U, existem um aberto V C U, com q € V, e um campo de vetores dife-
renciavel w : V. — R? que ndo se anula tal que w(p) || r(p) paratodo p € V.

Seja « : I — V a trajetoria de w tal que «(0) = q. Como «'(0) = w(q) # 0, existe I, C I,
0 € I, tal que «: Iy — «(Iy) € um homeomorfismo. Logo C = «(Iy) € uma curva integral de r
que passa por q.

Observacao 4.3 Seja r um campo de direcdes diferenciavel em U dado localmente pelo
campo de vetores w: V C U — R?, w(x,y) = (b(x,y), —a(x,y)). Entdo
dx diy .

a(x(t),y(t)) — + b(x(t),y(t))

=0
dt dt

€ a equagcao diferencial das curvas integrais do campo de diregdes r, pois «'(t) = (x'(t),y’(t))
é paralelo a w(x(t),y(t)) = (b(x(t),y(t)),—a(x(t),y(t))) para todo t.

Transportaremos agora as idéias introduzidas acima para uma superficie regular.

Definicao 4.7 Um campo de vetores em um conjunto aberto V de uma superficie regular S
é uma correspondéncia que associa a cada p € V um vetor w(p) € T,S. O campo de vetores
w é diferenciavel em p se, para alguma parametrizagao X : U — X(U) de S em p, as fungdes
a,b: U — R dadas por

W(X(u)\))) - a(u,\)) Xu(u)v) + b(u)\)) Xv(u>v)
sao diferenciaveis em q, onde X(q) = p.

Observacao 4.4 A definicdo dada acima independe da escolha da parametrizacéo
X:U— X(U) de S em p.
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De fato, seja Y : U — Y(U), Y(r) = p, outra parametrizagdo de Sem p e sejama,b: U — R
funcoes dadas por

w(Y(W, V) = AT, V) Ya(T, V) + b(T, ) Y+ (T, V).
SejamW =XUWNYWeh=Y"oX: X' (W) — Y W), h(w,v) = (tu(u,v),v(u,v)), a
aplicagao mudanga de coordenadas.

Como
X1, v) = Ya(h(1, v)) S (1,v) + Yol h(ut,v)) 2 (u,v)
e
Xo(1,v) = Yelh(u, ) oo, v) + Vo(h(w, v)) o (u,v),
temos que:
WY@ V)) = wX(h™(W,))) = a(h™ (T, ¥)) Xy (W (T, V) + b(h ™' (T, ¥)) X, (h ™' (i, 9))
= (a(h (@) S (h 7 (w,9) + b(h T (1w,9) S (h ! (w,9))) Valw, 9
+ (ath (@) o (h T (1,9) + b(h (@, 9) o (h ' (w,9))) Wl v)

Logo, as funcoes

a(t,v) =aoh™ (u,v)a oh ', v) +boh™! (ﬁ,v)a oh™'(w,v),
e
B, V) = aoh”’ (ﬁ,v)% oh (&, v) + boh (u,v)% oh (1, V),

sao diferenciaveis em .

Definicao 4.8 Uma curva parametrizada o : I — V é uma trajetéria de w se «’(t) = w(e(t))
paratodot € L.

Os resultados anteriores provados para campos de vetores em abertos de R? valem também
para campos de vetores em uma superficie regular S.

Teorema 4.3 Sejaw um campo de vetores diferencidvel definido em um aberto V de S.

1. Para cada p € V, existem um intervalo aberto 1, com 0 € 1, e uma curva parametrizada
x:1— Vtalque x(0) =p e o'(t) =w(a(t)) paratodot € L.

2. Se B :] — V é outra trajetoria de w com 3(0) = p, entdo B(t) = «(t) paratodot € INJ.
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3. Paracadap € V, existem um aberto U C V, comp € U, um intervalo aberto 1 C R com
0 € 1, e uma aplicagdo diferenciavel «x : U x I — V tal que

ox

“(q>0) =q € a(q)t) = W((X(q,t)),

paratodoq e Uetodot e I

4. Para cadap € V, existem um aberto U, C V, comp € Uy, e uma funggo f : Uy — R
diferenciavel tal que f é constante ao longo de cada trajetéria de w em U, e df, # 0 para todo
qc U,.

Prova.
1. Sejam X : U — X(U) C V uma parametrizagdo de Sem p = X(q) e sejam a,b: U — R
fungdes diferenciaveis tais que:

W(X(U,V)) = Cl('LL,V) Xu(u)v) + b(u,v) XV(LL,V) .
Considere o campo de vetores diferenciavel em R?, w : U — R?, dado por
VN\)(uav) = (a(u,v),b(u,v)) .

Entao existe uma curva parametrizada « : I — U, x(t) = (x(t),y(t)), tal que

paratodot €1
Sejaax=Xox:I — X(U) CV.

Entdo « € uma curva parametrizada tal que «(0) = X(x(0)) =p e

o (t) = () Xuuft), v(t)) +v'(t) Xy (u(t), v(t))
= afu(t), v(t)) Xu(u(t), v(t)) + blu(t), v(t)) X, (u(t), v(t)
= wXoa(t)) =wlx(t)),

paratodot € I.

2. Seja B : ] — V outra trajetéria de w com 3(0) = p. Entdo existem J' € J, com 0 € J’, tal

que B(J’) C X(U) e fungdes u,v : J' — R tais que B(t) = X(u(t),v(t)).

Como B(t) = (u(t),v(t)) € uma trajetoria de w com B(O) = ¢, temos que E(t) = «(t) para todo

te]nl

Portanto, B(t) = X o B(t) = X o &(t) = «(t) paratodo t € JN 1.
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De modo analogo, podemos provar que o conjunto
A={te]nllaft)=p(t)}

€ um conjunto aberto. Como A # @ (pois «(0) = 3(0) = p), A é fechado em I N ] (pois «x e B
séo continuas) e INJ é conexo (pois 0 € INJ), temos que A =1N7J, isto é, x(t) = B(t) para
todoteIN]J.

3. Sejaw : U — R? o campo de vetores em R? dado por w(u,v) = (a(u,v),b(u,v)). Entdo

existem U C U aberto, com q € U, um intervalo aberto I, 0 € I, e uma aplicagdo & : Ux1 — U
diferenciavel (fluxo local de w em q) tal que

x(r,0) =7
0x

¢ (mt) = w(a(r,t))

Entao
a:X(UW) xI—V, «p,t)=Xo&(X'(p),t),

é o fluxo local de w em p. De fato:
e 0 =Xoxo (X' id) é diferenciavel.

° «(p,0) = Xo (X '(p),0) =P.

o p = TP X (@ (X)) + 2 (X F) ) X, (& (X (), 1))

= a(x(X7'(p)yt)) Xu (& (X7 (p)t)) +b (& (XT'(P)t)) X (& (X7 (p), 1))
= w(Xox (X'(p),t))
= W((X(ﬁvt)))

onde x(r,t) = (f(r,t),g(r,t)).

4. Seja f:Uy—Ra integral primeira do campo de vetores w : U — R?, onde U, C U é um
aberto de R? com q € U,.

Entao f(x(t)) =const. ao longo de cada trajetéria « de w.
Sejaf="foX"':X(Uy) — R. Entdo f é diferenciaval e f o X o & = f o & é constante ao longo
de toda trajetoria « de w.

Como X o a = « sdo as trajetorias de w em X(U,), temos que f € a integral primeira de w em
X(UO), onde P < X(UO) [
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Definicao 4.9 Um campo de direcées + em um aberto V de uma superficie regular é uma
correspondéncia que associa a cada p € V uma reta r(p) de T,S que passa por p. Dizemos

que r é diferenciavel em p € V se existirem um aberto V c V, com p € V, e um campo de
vetores w diferenciavel em V tal que w(q) # 0 e w(q) || (q) paratodo q € V.

Definicao 4.10 Uma curva regular conexa C C V C S é uma curva integral de um campo de
direcées r diferenciavel em V se r(q) é a reta tangente a C em q para todo q € C.

: - o ] (y—a) +22 =12
Exemplo 4.5 Seja T o toro de revolugéo obtido girando o circulo em
x=0,

torno do eixo Oz. Entdo o campo de vetores w em 7 que associa a cada p € T o vetor unitario
tangente ao meridiano, que passa por p, em p € diferenciavel.

De fato, seja X : (0,2m) x (0,2m) — T a parametrizagao de 7 dada por
u u u
X(u,v) = ((a+rcos ?) cosv, (a+rcos ?) senv, rsen ?) .

Entdao w(X(u,v)) = Xyu(u,v), pois X,(u,v) é o vetor tangente ao meridiano, que passa por
X(u,v), em X(u,v), e

Xo(u,v)|| = ||(—sen ™ cosv, —sen " senv, cos ~) || =1.
T T T

Logo w é diferenciavel em X((0, 27t) x (0, 27)) .

De modo anéalogo, podemos provar que w € diferenciavel nos outros pontos do toro.

Fig. 40: Exemplo 4.5
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Exemplo 4.6 Sejam
S ={(xy,z) eR’|X* +y* +2* =1}

a esfera unitaria em R* e w 0 campo de vetores em S? que associa a cada p € S — {pn, ps} O
vetor unitario tangente ao meridiano, que passa por p, em p.

De modo analogo ao exemplo anterior, podemos provar
que w é diferenciavel em S* —{p,, p,}. Considere agora o
campo de vetores v em S? dado por:

v(p) = (1—(p, e3)") wip), sep e S>—{pn,ps)
vipn) = v(ps) =0.

Afirmacao: v € um campo de vetores diferenciavel em S2.

Se p ¢ S —{pn,Ps}, tomemos a parametrizagio de S?
dada por

Fig. 41: Exemplo 4.6

X(u,v) = (senu cosv, senu senv, cosu) ,
onde u € (0,7), v € (vo — 7, vy + 1) € X(up, Vo) = P.

Entao

v(X(u,v)) = (1 — (X(u,v), 63>2)]/2 Xu(u,v) =senu X, (u,v).

Portanto v o X é diferenciavel em (0, 27t) x (vo — 71, vy + 71), OU Seja, v € diferenciavel em p.

Seja agora p = pn = (0,0, 1) e a parametrizagao de S? dada por:

Y(x,y) = (Xay, V1 _Xz_yz) )

onde x* +y? < 1e Y(0,0) = pn.

S

Fig. 42: Parametrizagao da esfera no pélo norte
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Seja (x,y) € R?*talque 0 < x> +y? < 1. Como «(t) = Y(tx,ty) é uma parametrizagio do

meridiano que passa por «(1) = (x,y, V1—x— yz) e

o (1 _ XYXX, +uY, X, =x ])O)_X>+ (O’]’_y)
() ( U) Yy y( y) ( m Y m

_XZ o yz
= ()
1—x2—y?
€ um vetor tangente ao meridiano que passa por «(1) que tem o mesmo sentido de w(x(1)),
temos que:

_ (1 2\'2 (1)
VYOou)) = i) = (1= (1), &)%)
2 2\1)2
= (1-(1=x—y*)"? (](sz_,_yz};]/)z (xYx+yYy)

= (1=x"—y)"2 (x Vi +yVy),

pois

2+ 22
o/ (N[> = x> +y> + 1(X—x2y_Lz = +y?) (145

X 4+yr L (P +y?)
_Xz_yz 1

Y Y R

Logo, como Y(0,0) = (0,0, 1), v(Y(0,0)) =0 e voY é diferenciavel em {(x,y) € R?|x* +y? < 1},
temos que v é diferenciavel em py.

De modo anélogo podemos provar que v € diferenciavel em ps.

Exemplo 4.7 Seja S ={(s,y,z) € R*|z =y?> —x*} 0 paraboldide hiperbdlico. A intersecio de
S=§5— {(0,0,0)} com os planos paralelos ao plano xy determina uma familia de curvas {C,}.

As retas tangentes a estas curvas determinam um campo de direcdes diferenciavel em S.
De fato, seja X : R — {(0,0)} — R3 uma parametrizacio de S dada por
X, v) = (u,v, v —u?).
Entdo SN {z = const = c} é a curva {
Z=C.

Seja «(t) = X(u(t),v(t)) = (u(t),v(t),c), t € I, uma parametrizagao desta curva. Como
v2(t) —u?(t) = c para todo t € I, temos que
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ou seja, (u'(t),v/(t)) || (v(t),u(t)) paratodot € 1.

Logo
w(X(u,v)) = vXi(u,v) +uX,(u,v)

é um campo de vetores diferenciavel que ndo se anulaem S e
w(X(u(t), v(t))) = v(t) Xu(ult), v(t)) +u(t) X, (ult), v(t))

é paralelo ao vetor
o (1) = u'(t) Xy (ult), v(t) +v'(t) X, (u(t), v(t))

para todo t € 1. Entdo w(X(u,v)) || 7(X(u,v)) para todo (u,v) € R? —{(0,0)}. Assim, r é um

campo de direcdes diferenciavel em S.

Fig. 43: Intersegdo do plano z = ¢ com o parabolbide hiperbdlico

Vamos agora determinar um campo de diregoes r’ ortogonal a r e suas curvas integrais.
Seja w/(X(u,v)) = a(u,v) X, (u,v) +b(u,v) X,(u,v) um campo de vetores diferenciavel tal que
w’(X(w,v)) || v (X(u,v)) para todo (u,v) € R —{(0,0)}.
Como E = (Xy, Xu) = 1+4u?, F(u,v) = (X, X,) = —4uve G(u,v) =1+47% temosquer’ L r
se, e sO se,
w(X(w,v)), w(X(uv)) = WXy +uX,, aXy+bX,)) =avE+ (bv+au)F+ubG =0

= auv)v(1 +4u?) —4(vbu,v) +ualu,v))uv+bu,v)u(l+4v?) =0

— a(uy,v)v+bu,vju=0

— (alu,v),bu,v)) || (—u,v),

para todo (u,v) € R* —{(0,0)}.
Ou seja, 7'(X(w,v)) || —uXy(uw,v) +vX,(u,v) para todo (u,v) € R —{(0,0)}.

Seja «(t) = X(u(t),v(t)) uma parametrizagcao regular de uma curva integral de r’.
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Entao

o (t) = u'(t) Xy (u(t), v(t)) + v'(t) Xy (u(t), v(t)) | —ult) Xu(u(t), v(t)) + v(t) X, (u(t), v(t))
= W),V ([) | (—ult),v(t)
= W),V (1) L v(t),ult)
— u)vt)+ut)v'(t)=0
< u(t)v(t) = const.

Logo a familia de curvas ortogonal a familia {C,} é dada pela intersecdo de S com os cilindros
hiperbdlicos xy =const## 0 ou com os planos x =0ey =0.

O principal resultado desta se¢ao é o seguinte teorema.

Teorema 4.4 Sejamw, e w, dois campos de vetores diferenciaveis em um aberto V de uma
superficie regular S que sao LI emp € V. Entao existe uma parametrizagao X : U — X(U) C
V, comp € X(U), tal que para cada q € X(U) as retas tangentes as curvas coordenadas dessa
parametrizagao que passam por q sado paralelas awi(q) e wa(q).

Prova.

Como wi(p) e w;y(p) sao LI, temos que wi(p) # 0 e wy(p) # 0. Entao existem um aberto
W CV,p e W, e fungdes diferenciaveis f, f, : W — R tais que f; é a integral primeira de wj,
i=1,2, navizinhanga W de p.

Afirmacao: d(fi),(wi(p)) =0,1=1,2.

De fato, seja o : I — W a trajetoéria de w; que passa por p, isto é, x(0) =p e &/(t) = wi(x(t))
paratodot € I.

Como f;(x(t)) é constante, temos

para todo t € I. Em particular, em t = 0, d(f;),(wi(p)) =0.0

Além disso, como d(f;), # 0,1 =1,2, e w(p), w,(p) séo LI, temos que
d(f1)p(wa(p)) =a #0 e d(f2)p(wi(p)) =b #0.

Seja a aplicagéo diferenciavel ¢ : W — R? dada por ¢(q) = (fi1(q),f2(q)). Entao

dep(wi(p)) = (d(f1)p(wi(p)), d(f2)p(Wi(p))) = (0, b)
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dep(wa(p)) = (d(fr)p(w2(p)), d(f2)p(Wa(p))) = (a,0).

Logo, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existem um aberto V, ¢ W, com p € V,, e um
aberto U C R? tal que ¢ : V; — U é um difeomorfismo. Portanto, X = ¢~ ': U — X(U) =V,
€ uma parametrizagao de S em p.

Sejam (g, vo) € U e X(up,t) = @ '(up,t) uma parametrizagio da curva coordenada u = u,.
Entao

@ (X(uo, t)) = (f1(X(uo, 1)), f2(X(uo, 1)) = (uo, ),
para todo t. Portanto f;(X(uo,t)) = uo =const. Logo d(f1)x(ugve) (Xy (o, Vo)) = 0.
Como d(f1)xwewe) 7 0 € d(f1)xuowe) (W1 (X(Uo,vo))) = 0, temos que X, (o, Vo) || wi(X(uo,vo)).
De modo anélogo, podemos provar que X, (i, Vo) || w2(X(uo, vo))-

Sendo (uo, Vo) € U arbitrario, o resultado fica provado. g

Observacao 4.5 O teorema nao implica que as curvas coordenadas podem ser parametri-
zadas de modo que os respectivos vetores velocidade sejam w; e w;.

Corolario 4.1 Sejam r e v’ dois campos de direcées diferencidveis definidos num aberto V
de S, comyp €V, tais que r(p) # r'(p). Entdo existe uma parametrizagdo X : U — X(U) C V,
p € X(U), tal que as curvas coordenadas de X sao as curvas integrais der e r'.

Corolario 4.2 Para cada ponto p € S existe uma parametrizacdo X : U — X(U), p € X(U),
tal que as curvas coordenadas sao ortogonais (< F =0).

Prova.
SejaY: Uy, — Y(Up) =V, uma parametrizagao de S em p.

Considere os campos de vetores diferenciaveis w, w; : Vo, — R3 dados por:

WI(Y(E)V)) — Yﬁ(ﬁ)v)
w(Y(w,Vv)) = —F(W,v) Ye(u,v) + E(W,v) Ys(1,v).
Como
(Wi (Y(w, V), wa(Y(I,v)) = —F(@,v)(Ye(w, V), Ye(w,V)) + E(W, v)(Ya(W, V), Ys5(T,v))
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isto €, w; e w, sdo campos de vetores ortogonais que nao se anulam, temos, pelo Teorema
4.4, que existe uma parametrizacao X : U — X(U) C V, de S em p tal que

Xu(w,v) || wi(X(w,v)) e Xy (w,v) || wa(X(w,v))

para todo (u,v) € U. Logo as curvas coordenadas de X sao ortogonais. g

Uma segunda aplicacao do teorema 4.4 € a existéncia de coordenadas dadas pelas direcoes
assintoticas.

Corolario 4.3 Sejap um ponto hiperbdlico de S. Entdo existe uma parametrizagdoY : U —
Y(U) de S em p tal que as curvas coordenadas sao as curvas assintoticas de S em Y(U).

Prova.

Seja X : Uy — X(Uy) uma parametrizacao de S em p, com X(ug, vo) = p.

Como (eg — f2)(uy,vo) < 0, podemos supor que (eg — f?)(u,v) < 0 para todo (u,v) € U,.
Podemos também supor que se

o f(up,vo) # 0 = f(u,v) >0, V(u,v) e U ().

e f(up,vo) =0 (& eg(up,vy) < 0) = eg(u,v) <0, V(u,v) € Uy (%*)

A equacao diferencial das curvas assintéticas nessa parametrizagao
w ()24 2fu/ (1) v(t) + gV (1) =0

pode, entao, ser decomposta em dois fatores lineares da seguinte maneira:

<eu’(t) + (f+ \/fz—eg> v’(t)) (u’( ) + Hm ) 0,

pois

2
+f4+ /P —eg= g+ (F+ VP —eg) _eg P42V —egrfoeg .
I NG P47 —eg '

Afirmacao: Os campos de vetores diferenciaveis

wi (X(1, <f+\/ —e) L, v) + eX, [, v)

wa(X(u,v)) = u(iy V) + Xy (1, v)

f—i—\/fz—e
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estao bem definidos, ndo se anulam e sao LI em todos os pontos (u,v) € U,.

De fato, se ocorre (%), isto é, f(u,v) > 0 para todo (u,v) € Uy, entao (f ++/f2 — eg) (u,v) >0
para todo (u,v) € U,.

E se ocorre (x*), isto €, eg(u,v) < 0 para todo (u,v) € Uy, entdo

(f+ \/fz—eg> (u,v) > <f+\/ﬁ) = (f+If]) (u,v) >0

para todo (u,v) € U,.
Logo w; e w; estdao bem definidos e ndao se anulam em X(U,).

Alem disso, wy € w;, sao LI em X(U,), pois, caso contrario, teriamos

<f+¢7)

e

det

f+\/fe (q) = ((f+\/j) f+\/ﬁ>

em algum ponto q € Uy, ou seja,

= (1+ V<) (a)

Uma contradi¢édo, quando eg(q) < 0 em U,. E quando f > 0 em U,, também chegamos a uma
contradicao, ja que

egl(q) = (f2+f2 eg + 2f1/f2 — eg ) ) <= 2(eg — ) (q) = <2f\/f2—eg> (q),

sendo eg—f*(q) <0 e (f f2 — eg) (q) > 0.

Logo, pelo teorema 4.4, existe uma parametrizacao Y : U — Y(U) C X(U,) de S em p tal que
as curvas coordenadas de Y sao as curvas integrais de w; e w», isto é, as curvas coordenadas

de Y sdo as curvas assintéticas de S em Y(U) (& e =g = 0 em U, onde €, g, f sdo os
coeficientes da segunda forma fundamental da parametrizagao Y). g

Observacao 4.6 Na demonstragéo, supomos que se f(uy, Vo) # 0 entdo f(u,v) > 0 em U,.
Caso contrario, isto é, se f(u,v) < 0 em U,, basta decompor a equacao diferencial das curvas
assintéticas em dois fatores lineares da seguinte maneira:

<—eu'(t) n (—f Yo eg) v’(t)> (u’(t) - mv’(to —0,

e proceder de modo analogo ao caso anterior.
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Exemplo 4.8 Um exemplo que ilustra 0 mecanismo acima é dado pelo paraboldide hiperbdlico
S:z=1y? —x? que pode ser coberto pela parametrizagao X : R> — S dada por

X(u,v) = (u, v, v —u?).
Por um calculo simples, obtemos

—2 fu,v) = e guv) = 2
(a2 a2z Y= IV = sz rayz

e(u,v) =

Portanto,
-2

12 /(42 —
(1 +4u2 + 4v2)1/2(t) (u'(t)*=v'(t)7) =0

€ a equacao diferencial das curvas assintoticas, e se fatora em duas equacoes lineares

w(t)+v(t) =0 <« ([W(t),v'(t) [ (1,-1)

(W' (t) + V() (uw(t) =v'(t) =0 <=
u'(t) V(1) =0 <« (u'(t),v(t) [ (1,1).

Entao w; = X, — X, e w, = X, + X, sao as diregdes assintoticas de S em X(u,v) e a imagem
das curvas

u+v=const =c
u—v=const =c

pela parametrizagao X sao as curvas assintoticas de S, isto €,
X(c—t,t) = (c —t,t,2ct — c?) e X(c+t,t) = (c +t,t,—2ct —c?)

sa0 as curvas (retas) assintéticas de S, onde c € R.

Fig. 44: As duas familias de retas se intersectam ao longo da parabola z = —x? ,y =0

Sejam w; = (1,—1) e w, = (1, 1) campos de vetores em R?, e

f1:R2 — R, fi(u,v) =u+v

f,:R? — R, fo(u,v) =u—v

as integrais primeiras de w; e w;, respectivamente.
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Entao
f; =f; 0 X :ﬁoﬂ:S—ﬂR, fi1(x,y,z) =x+y,

f=fhoX'=fHom:S— R, fixyz)=x—1y,
sdo as integrais primeiras de w; e w;,, respectivamente, pois
X (xy,2) = n(x,y,2) = (x,Y)
€ a projegao sobre o plano xy.
Seja a aplicacéo diferenciavel F : S — R? dada por
F(x,y,2) = (fi(x,y,2), f2(x,y,2)) = (x +y,x —y) .

Logo, F é invertivel e

para todo (i, v) € R

Entdo, pela demonstragdo do teorema 4.4, Y = F' : R> — S é uma parametrizagio de S
cujas curvas coordenadas sdo as curvas assintoticas

Definicao 4.11 Dizemos que uma superficie regular S é regrada quando por todo ponto
p € S passa uma reta inteiramente contida em S.

Entao, pelo provado acima, o paraboldide hiperbdlico € uma superficie regrada gerada por
duas familias de retas.

Outros exemplos de superficies regradas sao o cilindro circular e o hiperboldide de revolugao
de umafolha S : x* +y? — z2 = 1, que também é gerado por duas familias de retas.

A\ V4

T~—
-

Fig. 45: Cilindro circular e hiperboléide de revolugao

J. Delgado - K. Frensel



Campos de Vetores

De fato, seja «(s) = (coss,sens,0) uma parametrizagdo do circulo unitario x> +y?> = 1 no
plano xy contido em S. Para cada s € [0, 27), seja w(s) = «(s) + e3, onde e3 € 0 vetor unitario
do eixo Oz.

Entdo areta ry = {«(s) + v(x/(s) + e3) | v € R} esta contida em S, pois como
ols) +v(o(s) +e3) = (coss —vsens, sens +vcoss, v),
temos que:

(coss —vsens)?*+ (sens+vcoss)? —v* = cos’s—2vcoss sens+v?sen’s + sen’s

+ 2vcoss sens+vicosts —vi=1,

para todos s,v € R.

Fig. 46: O hiperboldide de revolugdo S : x? +y? — z2 = 1 visto como superficie regrada

Além disso, todo ponto (xo,yo,z0) € S pertence a uma dessas retas. Basta tomarv = z; e
so € [0, 27) tal que

X0 +zoYo —ZoXo + yo)
)

COS sy, Sensy) =
( 0y O) ( ]—I—Zé ) ]-1—23

que possui solugao, pois

2 2
X0 + YoZzZo —ZoX0 + Yo 1 5 55 - ,
B = ———— (X35 + 2x0Yo0zo + Ypz5 + z5X5 — 2X0Yozo +
( 1423 > +< 1+ 23 ) (1+z§)2(° 0YoZo T YoZo T ZoXo 0YoZo yo)

1
= 0ra22 (x§ +u5 +z5(x5 + 1))
0
1

jaque xj+ys=1+z.
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Assim, temos

(cos sy —vySensy, sensy + vy CoS Sy, Vo)

B (Xo + zoYo — zo(—2oXo +Yo)  —2zoXo + Yo + zo(x0 + Yozo) Zo)
o 2 ’ 2 y
1+ z§ 1+ z§

_ (xo—l—xoz% Yo —|—yoz(2)

Z = |X Z
]—I-Z(Z) ) 1+Z(2) ) 0) ( 0y Y0, 0)

Se tomarmos w(s) = —a’(s) + e3, podemos provar, de modo analogo ao caso anterior, que a
familia de retas

Ts = {a(s) + v(—a'(s) + e3)|v e R}
também gera o hiperboldide S.

Portanto, o hiperboldide de revolugao de uma folha S : x* +y*—2z? = 1 é uma superficie regrada
gerada por duas familias de retas.

Uma terceira aplicacdo do teorema 4.4 € a existéncia de coordenadas dadas pelas direcoes

principais.

Corolario 4.4 Sejap um ponto ndo-umbilico da superficie S. Entdo existe uma parametrizacdo
Y: U — Y(U) de S emp tal que as curvas coordenadas sao as linhas de curvatura de S em
Y(U).

Prova.
Pelo corolario 4.2, existe uma parametrizagdo X : Uy, — X(Up) de S em p = X(up, Vo) tal
que F = 0 em U,, isto é, as curvas coordenadas sao ortogonais.

Se f(ug,vy) # 0, podemos supor que f # 0 em U,.

Se f(vo,vo) = 0, temos que %(uo,vo) e %(uo,vo) s80 as curvaturas principais de S em p, pois

F(uo, vo) = 0 (ver observagao 3.11).

Como %(uo,vo) + %(uo,vo), isto é, (eG — gE)(uo,vo) # 0, podemos supor (ver observagao 4.7)

que eG — gE > 0 em U,.

A equacao diferencial das linhas de curvatura €
(fE — eF)u/(t)? + (gE — eG)u/(t)v'(t) + (gF — fGV/(1)* =0,
Como F = 0 em U,, a equagao acima fica

fEU/(t)* 4 (gE — eG)u/(t)V/(t) — fGV/(1)* = 0. (12)
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_ 2
Podemos supor também que H2 — K — (51— %2

1 > 0 em U,, isto é, que todos os pontos de

X(Uy) sao nao-umbilicos.

Como as duas direcdes principais num ponto nao-umbilico sdo ortogonais e F = 0 (isto é, X,
e X, sao ortogonais), a equacgao (12) pode ser decomposta em duas equacgoes lineares:

Au'(t) +BV/(t) =0 (i.e., —BX, + AX, é uma diregao principal)
BEu/(t) — AGV/(t) =0 (i.e., AGX, + BEX, é a outra direcao principal),

onde
ABE = fE < AB ="
B2E — A2G = gE — eG (13)
ABG = fG <— AB=".

De fato, se f £ 0 em U,, temos que A = % e, portanto,

2 2 _sz 2
—A“G+ B°E = B2 + B°E =gk —eG
& G+ B*E = (gE — eG)B?
(gE — eG) + 1/ (gE — eG)2 + 4f2EG _
e pr=? \/iE (>0, pois £>0,E>0,G>0)
1/2
(gE—eG)+\/(gE—eG)2+4f2EG
= B= 2E

EntaoBe A = % sao fungdes diferenciaveis em U, que satisfazem (13).

Se gE — eG > 0 em U,, temos também que Be A = % sao fungdes diferenciaveis que satisfa-
zem (13).

Como w;(X(u,v)) = —=BX, + AX, e w(X(u,v)) = AGX, + BEX, sdo vetores que nao se
anulam em X(U,), temos que w; e w, sao as diregdes principais (ortogonais) de S no ponto
X(u,v).

Logo, pelo teorema 4.4, existe uma parametrizagcao Y : U — Y(U) C X(U,) de S em p tal que
as curvas coordenadas sao as curvas integrais de w; e w,, isto é, as curvas coordenadas sao
as linhas de curvaturade Sem Y(U) (& f=F=0em U, onde e, g, fe E, G e F sdo os coefi-

cientes da segunda forma fundamental e da primeira forma fundamental, respectivamente, da
parametrizagao Y). g
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Observacao 4.7 Na demonstragio acima, supomos que se f(uy, vo) = 0 entdo gk —eG > 0

em U,. Se gE — eG < 0 em U,, basta tomar A = —% e

1/2
~(gE — €G) + 1/(gE — €G)? + 412EG

B= 2F ’

e proceder como no caso anterior.

5. Superficies Minimas

Definicao 5.1 Uma superficie parametrizada regular X : U — R3 é chamada minima se a
sua curvatura média é identicamente nula. Uma superficie regular S ¢ R? é minima se cada
uma de suas parametrizagées € minima.

Para explicar a razao a palavra minima para tais su-
perficies precisamos introduzir a nogao de variagao.

hN|
Seja X : U ¢ R* — R? uma superficie parametrizada
_ —
regular. Escolha um dominio limitado D talqueD c U, ¢
e uma funcgao diferenciavel h: D — R.
A variagdo normal de X(D), determinada por h, é a  x® (X+thN)(D)
aplicagao diferenciavel (X—thN)(D)

= Fig. 47: A variagdo normal de X(D)
@:D x (—e,e) — R?

dada por ¢@(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v). Para cada t € (—¢,c¢) fixo, a aplicacao
X': D — R3 dada por X'(u,v) = ¢@(u,v,t) € uma superficie parametrizada com

ox

— X, + thNy + thyN,
ou
t
% — X, +thN, + th,N.

Assim, os coeficientes E', F, G* da primeira forma fundamental de X' sao:
E' = (X, +thNy +th,N, X, + thN, + th,N) = E + 2th(X,,, N,) + t?h?(N,, N,) + t*hZ,
F' = (Xy+thNy+th,N, X, + thN, + th,N)
= F+th((Xu, Ny) + (Nu, Xi)) + PR3Ny, Ny) + t*hyh,,
G' = (X, +thN, +th,N, X, + thN, +th,N) = G + 2th(X,, N,) + t*h*(N,, N,) + t*h2.
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Como —e = (Xy, Ny), —2f = (X, Ny) + (X,, Nu), —g = (X,, N,) e a curvatura média é

_ 1 Eg—2Ff+Ge

H 2 EG-F

obtemos:
E'G'— (F)? = (E—2the+t’h*(Ny, Ny) +t°h}) (G — 2thg + t*h*(N,, N,) + t*h})
— (F=2thf+ t?h*(N,, N,) + t’h,h,)’
= EG —F>—2th(Eg — 2Ff + Ge) + R(t)
= (EG —F?) —4thH(EG — F*) + R(t)
= (EG—F) (1 —4thH) + R(t),

onde lim R(t) =0.
t—0 t

Como D é compacto e

lim (E'G' — (F")?) (u,v) = (EG — F*) (u,v) > 0

t—0

para todo (u,v) € D, temos que, para ¢ suficientemente pequeno, X! é uma superficie para-
metrizada regular.

Além disso, a area A(t) de Xt(D) é

AlY) :JJD\/EtGT(Ft)Zdudv:JJD\/mmdudv,

R

Assim, se ¢ é pequeno, A € uma fungao diferenciavel e sua derivadaemt =0 ¢é

A'(0) = JJ—ZhH\/EG — P dudv, (14)
D
pois
d - 1 —4hH+R'(t
- <\/1 _ 4thH + R(t)) o= T
\/1—4thH + R(t)

ja que R é um polindémio de grau dois em t.
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Proposicao 5.1 Sejam X : U — R3 uma superficie parametrizada regular e D um dominio
limitado tal que D C U. Entdo X é minima em D se, e s6 se, A’(0) = 0 para toda variacdo
normal de X(D).

Prova.
Se X é minimaem D, i.e., H= 0 em D, é claro que a condigao € satisfeita.

Suponhamos agora que a condicdo € satisfeita e que H(q) # 0 para algum q € D. Vamos
supor que H(q) > 0.

Seja ¢ > 0 tal que B.(q) € D e H(p) > M > 0 para ! | | F
todo p € B.(q), e seja h : R* — R uma funcgéo di- | % J‘ { |

—€ -5 q 3 £

ferenciavel tal que h(p) = 1 para todo p € B..(q),
0 < h(p) < 1paratodop € RZ e h(p) = 0 para todo Fig. 48: Fungéo h

p € R? — B,(q) (a existéncia de uma tal fungao pode
ser vista em Curso de Analise, Vol Il de Elon Lima, pag. 431-432). Entao

A'(0) = JJ—ZhH\/ EG—Fdudv < JJ —2MVEG —Fdudv <0
D

Bs/z(Q)

para a variagdo normal de X(D) determinada por essa fungéo h, o que é uma contradi¢éo. g

Assim, qualquer regido limitada X(D) de uma superficie minima é um

ponto critico para a fungédo area de qualquer variagao normal de X(D).
Deve-se observar, no entanto, que este ponto critico pode nao ser um
minimo, o que faz a palavra minima parecer um pouco estranha. Essa
terminologia foi introduzida em 1760 pelo matematico francés Joseph-
Louis Lagrange (1736-1815) ao estudar o seguinte problema: determi-
nar, dentre todas as superficies com 0 mesmo contorno, aquela que
possui @ menor area.

Joseph-Louis Lagrange

Usando a demonstracao da reciproca da proposicao acima pode-se provar que se

A’(0) = 0 para toda variagao normal de X(D) determinada por uma fungao h tal que hl;5 =0,
entdao H= 0 em D. Com isso, toda superficie de area minima dentre todas as superficies com
0 mesmo contorno tem, necessariamente, curvatura média zero.

S6 muito tempo depois de Lagrange é que ficou claro que a reciproca nao é verdadeira. Devido
a essa razao histérica, as superficies de curvatura média zero ficaram conhecidas, embora
impropriamente, como superficies minimas.
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Observacao 5.1 As superficies minimas sdo geralmente associadas as peliculas de sabo,
que podem ser obtidas mergulhando uma moldura formada por um arame em uma solugao de
sabao e retirando-a em seguida com cuidado. Se o experimento for bem executado, obtém-se
uma pelicula de sabao que tem o arame como contorno. Pode-se mostrar, por consideragcoes
fisicas, que a pelicula assume a posicao onde, em seus pontos regulares, a curvatura média
€ zero (para maiores detalhes ver Matematica das peliculas de sabao, de Manfredo Perdigao
do Carmo).

Definicao 5.2 O vetor curvatura média de uma superficie parametrizada regular é o vetor
‘H =HN, onde H é a curvatura média e N € o vetor normal a superficie.

Observacao 5.2 O vetor curvatura média HN independe da orientagdo N, pois para a
orientacao oposta —N, a curvatura média é —H.

Observacao 5.3 O significado geométrico da diregdo de H pode ser obtido através da
equacao (14).

De fato, escolhendo h = H temos que, para essa variagao particular,

A’(0) :—JJDZ(H, H)VEG —Fdudv <O0.

Isso significa que se deformarmos X(D) na diregao do vetor H, a area é inicialmente decres-
cente.

Vamos agora obter uma outra interpretacao para o vetor curvatura média .

Definicao 5.3 Seja X : U — R?® uma superficie parametrizada regular. Dizemos que X é
isotérmica se (X, Xy) = (Xv, X,) € (Xu, X,) =0em U.

Proposicao 5.2 SejaX: U — R3 uma superficie parametrizada regular tal que X é isotérmica.
Entao
X + Xy = ZAZH )

onde N* = (X, Xyu) = (X, X,) .
Prova.
Como X é isotérmica, (X, Xu) = (X,, Xy) e (X, Xy) =0.

Derivando, obtemos

<qu) Xu> — <Xvu3 Xv> e <XuV) Xv> + <Xu) XVV> =0.
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Portanto, (X, Xu) = —(Xu, Xw), isto €, (Xuu + X, Xu) =0.

De modo analogo, temos
<Xuv> Xu> — <XVV) Xv> e <qu) Xv> + <Xu> Xvu> - O,

portanto, <XW, X\;> — _<qu) Xv); IStO é: <qu + XVV’ XV> = O
Segue-se que X, + X, € paralelo a N.

Como X é isotérmica, E = G e F =0. Logo

_1Eg—2Ff+Ge 1Eg+Ee Tg+e

H e —
2 EG-F 2 E? 2 AN

ou seja, 2M*H = g + e = (X, + X, N).
Entdo Xy + X,y = 2MHN = 20K . g

Definicao 5.4 O Laplaciano Af de uma fungao diferenciavel f : U ¢ R? — R é definido por

o o

A .
f ox? + y?

Dizemos que f é harménica em U se Af = 0.

Corolario 5.1 Sgja X : U c R? — R3 uma superficie parametrizada regular e suponha
que X é isotérmica. Entdo S € minima se, e so se, as suas fungdes coordenadas x, y, z S40
harménicas.

Exemplo 5.1 O catendide é a superficie de revolugéo
obtida girando a catenaria

— h z
y = acosh ( »
x=0 / = j
em torno do eixo Oz, a > 0. catendria

Entdo X: (0,27) x R — R3,
X(u,v) = (a coshv cosu, acoshv senu, av), |

€ uma parametrizacao do catendide. Fig. 49: Catengide

Como
Xy = (—a coshv senu, a coshvcosu,0) e X, =(asenhvcosu, asenhvsenu, a),

temos que
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(Xu, Xu) = (Xy, X,) =a? cosh*v e (X, Xo) =0,
portanto X é isotérmica.

Além disso,
Xw = (—a coshv cosu, —a coshv senu,0) e X,, =(acoshvcosu, acoshvsenu, 0);

logo, Xuu+Xy, = 0. Assim, pelo corolario 5.1, X € minima.

Observacao 5.4 Pode-se mostrar que o catendide é a Unica superficie de revolugdo que é
minima.

Exemplo 5.2 Seja H o helicdide obtido a partir da hélice circular «(u) = (cosu, senu, au),
u e R.

Como j& vimos no exemplo 4.3 do capitulo 3, X : R? — H,
X(u,v) = (v cosu, vsenu, au),

€ uma parametrizacao de H que cobre todo o helicéide.

Portanto, como h(u,v) = (u, a senhv), (u,v) € R?, é um difeomorfismo de R? sobre R?, temos
que Y =Xoh:R?> — H,

Y(u,v) = (a senhv cosu, a senhv senu, au),

€ uma parametrizagao de H que cobre todo o helicéide.

Sendo

Y, = (—a senhv senu, asenhv cosu, a)
e

Y, = (a coshv cosu, a coshv senu, 0),
temos

Yy, Yu) = a*(senhv? + 1) = a’cosh*v = (Y, Y,)
e (Y., Y,) =0; portanto Y € isotérmica.

Além disso, como
Yw = (—a senhv cosu, —a senhv senu, 0)

Y,» = (a senhv cosu, a senhv senu, 0),

temos Yy, + Yy, = 0. Logo, pelo corolario 5.1, o helicéide é uma superficie minima.
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Observacao 5.5 Pode-se mostrar que o helicdide é a Unica superficie regrada, além do
plano, que € minima.

Observacao 5.6 O helicéide e o catendide foram descobertos em 1776 por Meusnier, que
também demonstrou que a definicao de Lagrange para superficies minimas como pontos
criticos de um problema variacional € equivalente a curvatura média ser zero. Durante muito
tempo, esses foram os Unicos exemplos conhecidos (além do plano) de superficies minimas.
S6 em 1835, Scherk encontrou novos exemplos, um deles descrito no exemplo 5.4.

Exemplo 5.3 A superficie de Enneper é a superficie parametrizada

ug V3
X(u,v) = (u— ) +wv?, v — 3 +vu?, uz—vz) , (u,v) e R,
Como
Xy = (1 —u?+v*, 2uv, 2u) e X, = (2uv, 1=V +u?, —2v),
temos:
Xuy Xo) = (1T —(u2—v3))?2 +4uPv? + 4u?
= 12—V + (U2 —v?)? +4uPv? + 4u?
= 14202+ 2v2 +ut + v+ 2uh?
Xy, Xy) = 4+ (1— (W —u?))2+ 47
= 4uV?+1 -2V —u)+ (V—ud) + 47
= 1420+ 20 +ut + v+ 2u?
e

Xuy X)) = (1= +v)2uw + (1 —v? +u?)2uv — 4uv

= 2uv— (u? —v*)2uv + 2uv + (u? —v?)2uv — 4uv = 0;

portanto X é isotérmica. Além disso, sendo
Xuw = (—2u,2v, 2) e Xw = (2u, —2v,—2),

temos X, + X,, = 0. Logo, pelo corolario 5.1, X & uma superficie parametrizada regular
minima.

Note que ao trocarmos (u,v) por (—v,u), trocamos na superficie (x,y,z) por (—y, x, —z), pois

w 2 v 2 1242
X(u,v) = U— S Fuvs, Ve o et ut -y

V3 LL3
X(—v,u) = <—v+3—vu2, u—+uv2,v2—u2) )
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. ~ iy T . . ~
Assim, ao efetuarmos uma rotacao positiva de 5 em torno do eixo Oz seguida de uma reflexao
com respeito ao plano xy, a superficie permanece invariante.

Uma caracteristica interessante da superficie de Enneper € que ela possui auto-intersecoes,
e que a intersecao da superficie com os planos y = 0 € x = 0 sdo as Unicas curvas de auto-
intersegao da superficie.

ZA Zh
|
/// //I
’;'f/,:/’.l/’:l/ y
\——__"v
) Y 4 \ Y
B x :
/./l 7 4
,./" s “a,ﬂl'%, - )‘\‘
1 ]
Fig. 50: Superficie de Enneper Fig. 51: Superficie de Enneper girada de 5 em relagéo ao eixo Oz

Antes de passarmos ao proximo exemplo, vamos estabelecer uma relacao entre superficies
minimas e fungdes analiticas de uma variavel complexa & = u + iv, (u,v) € R?.

Definicao 5.5 Uma fungéo f : U ¢ C — C, f(&) = fi(u,v) + if2(u,v), é analitica (ou
holomorfa) quando f; e f, tém derivadas parciais continuas de primeira ordem que satisfazem
as chamadas equacoes de Cauchy-Riemann:

o o o

ou  Ov ov  ou’
Seja X : U c R? — R3 uma superficie parametrizada regular e defina as fungdes complexas
@1, 92 € @3 por:

ox  .0x 0 .0
=i, ea(f) =52~ @)

_a
u ov’

©1(&)

onde x,y, z sao as fungoes coordenadas de X.

Lema 5.1 X éisotérmica se, e sé se, ¢! + @3+ @3 = 0. Se essa dltima condigdo é satisfeita,
X é minima se, e so se, @1, ¢, € @3 sado fungdes analiticas.

Instituto de Matematica - UFF @



Geometria Diferencial

Prova.
Como

P+ @3+ @3 = (xu— 1)+ (Yu— iyy)® + (20 —iz,)?
= (XL +yp+zo) — (x5 + s+ 20) = 2ixuxy + Yuly + Zuz)
— (E— G)—2iF,

temos que ¢? + @3+ @3 =0se,esdse, E=GeF=0,isto é, se, e so se, X é isotérmica.

Além disso, X, + X,» = 0 se, e s0 se,

(Y]
x

SICHIR T
ou \ou ov ’
) = =)
du \ou/ v ’
i(%) _ 0 (i)
du \ou/ ov\ov/’
que sao metade das equacoes de Cauchy-Riemann para ¢4, ¢, € ¢3. Como a outra metade
0 <ax> B _(_ 0 <ax>>
ov \ou/ ou \ov ’
G = (@)
ov \ou/ ou\ov//’
(o) = ()
ov \ou ou \ov

€ sempre satisfeita, concluimos que X, + X,, = 0 se, e s0 se, @i, ¢, € @3 sdo analiticas. g

QU
c <

Qo
nNo<

Exemplo 5.4 A superficie de Scherk é a superficie parametrizada dada por:

&+ 1
g 52_]'>>

&£ +1, &4 +i, onde & =u+1iveargé é o angulo que O faz com o eixo real.

E+1 E+1

E_i,arga_],lo

X(u,v) = (arg

Como para um numero complexo z # 0 qualquer, z = |z|(cos 6 +isen 0), onde 6 = arg z, temos
que
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Logo,
a+i> u+i(v+1) (u+iv+1) (u—ifv—1))
g(&—i g<u—|—i(v—1) arg u + (v—1)2
_ argu2+v2—]—zi(u(v—1)—u(\)+1):argu2+v2—1+2ui
ul+ (v—1)2 ul+ (v—1)2
= arctanziu-
N w+v2—1’
E—H) (u+1)+1iv (u+1)+iv) ((u—1) —1v)
ar e = ar — X | =ar
9(5—1 g<(u—1)+iv 4 (W= 1212
_ argu2—1+v2+i(v(u2—1)—v(u+1)):arg (U2 +v2—1) —2vi
(W—T1)2+V2 (u—T1)2+v2
_ arctan 2.
N w+v2—1’
2 2.2 . 2.2 2 2,2
log Ez—i— — log (u2 v —H)—i—Z?uv :1|Og (U —vo+1)" +4uv .
£2 -1 (W —v2—1) +2iuv| 2 (U2 —v2 —1)2 +4uy?
Portanto,
ox .0x 1 2w +vF—1) —4u? . 4uv
P1 = -l == 7 212112 ROV SO RV
ou ov u (U +v—1) (U +v2—1)
1+(2 d )
us 4 vs—1
- —Z(uz—v2+1)+4uvi_ —2(1 +u? —v? — 2uvi)
T (VP12 4w ut v 2ulv T = 2(u? v2) 4 4l
B —2(1 +u?2 —vZ — 2uvi) =201 +u — v = 2ui)
WV R 2(u2 —v2) T 2uiv (1 u? —v2) 2 4ud?
— _2 .
ST+
0 .0 1 4 2V —1) =12
0y — 79_1713: uv —|—21(u +vi—1)—2v
du  dv - 4yv? (U2 +v2—1)2 (U2 +v2—1)2
(U2 +v2—1)2
_ Auv + 2i(u —vE—1) B —2i(—(uZ —v2 —1) + 2{uv) =211 +v2 —u? 4 2iuv)
W HvE=1)2 44 (W HvE—1)2 44 (T4 —ud)2 - 4ud?
JEN— _Zi .
=
4¢
P = T
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pois, como log z = log|z| ¥ = log|z| + 10, temos que

e2+1\) _ 0 241 .9
(o0 (557)) =g (1o 15 (e

£2+]D = @3(&),

£2-1
portanto,
1 (2882 1) - 2E(E7 1) _ 4% 4
@AQ_8+‘( (&2 =12 )_%8+m8—n_1—8'
Entao
ool tel = oot 1

(T+82)2 (1—-82)2 " (1§42
401 = &2 —4(1 + £2)2 + 1682
(1—¢4)?
40 —282 + 81 —4(1 +282 + &) + 1687
(1—&%)2 B

0,

ou seja, X é isotérmica.
Como @1, @; e @3 sao funcdes analiticas, obtemos, pelo lema 5.1, que X é minima.

Temos também que:

COSX = COS (arg(‘zﬂLi)) _ |5—ilm<£+i)

£—1 & + 1] &E—1
= BT T e )(E D)

1€+ 1| |& —if?
:|8L”muu+w+nuw—hh4ﬁn

1 2, .2
- 1
u2 —vZ2 4+ 1+ 2uvil (W +v )

u?4+v:—1 _
(U2 —v2 +1)2 +4un?)1/2”

oy = e (21)) - (5

_ u 1 -

B |E+1|\g_1|2m((£+])(5 1))

_ 1 ) o 21

— |£2_]|9‘{(((u+1)+w)((u—1)_w)) -
w2 4+v:—1

(U2 = v2=1)2 +4uv?)1/2”
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Logo

z:log( )

Esta representacao mostra que a superficie de
Scherk é definida num dominio que tem a forma
da unido dos quadrados pretos do tabuleiro de
xadrez.

(U2 —v2 +1)2 +4ud?

(u?2 —vZ —1)2 + 4ut?

12 COos
) =log (—y
cos x

Observe que:

lim z = 400; lim Z = +00;
x = (5)” x— (=5)F

lim z=—00; lim zZ=—00.
y— (3)7 y— (=3)7"
X € (_g’%t) X € (_%)g)

Fig. 52: Dominio de definigdo da superficie de Scherk

Como e*cosx = cosy, temos que as retas paralelas ao eixo Oz que passam pelos vértices
dos quadrados do tabuleiro também pertencem a superficie.

Fig. 53: Superficie de Heinrich Scherk (circa 1835)

Fig. 54: Dupla periodicidade da superficie de Scherk
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Exemplo 5.5 A superficie de Costaou superficie de Costa-Hoffman-Meeks, é uma superficie
minima "completa” mergulhada em R3.
Esta superficie foi descoberta ma-
tematicamente por Celso Costa em
1982. Até entdo os Unicos exem-
plos de superficies minimas com-
pletas mergulhadas em R* eram o
plano, o catendide (Euler, 1760) e 0
helicoide (Meusnier, 1776). O mo-
delo computacional da superficie de
Costa foi feito por James T. Hoff-
man em 1983. ApoOs a visualizacao
grafica da superficie David Hoffman
e William Meeks Ill provaram que

A 3
elaé mergulhada no espaco R , que Fig. 55: Superficie de Costa
contém retas e que possui simetrias.

Enquanto o plano e o helicoide sao homeomorfos a esfera menos um ponto (superficies de
género zero com um fim) e o catenoide € homeomorfo a esfera menos dois pontos (superficie
de género zero com dois fins), a superficie de Costa € homeomorfa ao toro menos trés pontos
(superficie de género um com trés fins).

Entretanto, a teoria que desenvolveremos neste curso nao basta para descrever matematica-
mente a superficie de Costa.

Referéncias na Internet:
1. The Scientific Graphics Project: http://www.msri.org/about/sgp/jim

2. Stewart Dickson Portfolio:
http://emsh.calarts.edu/~mathart/portfolio/SPD_Costa_portfolio.html

(Nesta pagina vocé pode ver uma animagao feita usando o Mathematica que mostra o toro menos 3 pontos sendo

transformado na superficie de Costa: http://emsh.calarts.edu/~mathart/portfolio/costal.mpg).
3. Bloomington’s Virtual Minimal Surface Museum: http://www.indiana.edu/~minimal/

4. Touching Soap Films: http://page.mi.fu-berlin.de/polthier/booklet/intro.html
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Capitulo 5

Geometria Intrinseca das Superficies

No capitulo 3 introduzimos a primeira forma fundamental de uma superficie S € mostramos
como ela pode ser usada para calcular conceitos métricos simples sobre S (comprimento,
angulo, area). O ponto importante é que tais calculos podem ser feitos, conhecendo-se a
primeira forma fundamental, sem ”sair” da superficie. Por causa disto, dizemos que estes
conceitos sao intrinsecos a superficie S.

A geometria da primeira forma fundamental ndo se limita apenas aos conceitos simples menci-
onados acima. Como veremos neste capitulo, muitas propriedades locais importantes de uma
superficie podem ser expressas s6é em termos da primeira forma fundamental. O estudo de
tais propriedades é chamado de geometria intrinseca da superficie.

Na secao 2, por exemplo, demonstraremos a férmula de Gauss que expressa a curvatura
Gaussiana K como uma fungao dos coeficientes da primeira forma fundamental e de suas
derivadas. Isto significa que K € um conceito intrinseco, um fato surpreendente, ja que K foi
definida usando-se a segunda forma fundamental.

1. Isometrias; Aplicacoes Conformes

No que se segue, S; e S; denotam superficies regulares.
Definicao 1.1 Dizemos que um difeomorfismo ¢ : S; — S, é uma isomeiria se
(i, wa) = (dep(wi), dep(wa))y )

para todo p € S; e todos wy,w, € T,,Sy, isto é, de, : T,S; — T,S, é uma aplicacéo linear que
preserva produto interno para todo p € S. Diz-se entao que S e S; sdo superficies isométricas.
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Observacao 1.1 Um difeomorfismo ¢ : S; — S, é uma isometria se, e somente se,
I,(w) = Iyp (dey(w)) paratodo p € S; etodow € T,S;.

De fato, se ¢ é uma isometria, entao

Ip(w) = <W) W>p = <d(pp(w)) d(Pp(W»(p(p) = Icp(p) (d(pp(w)) .
Suponhamos agora que ¢ preserva a primeira forma fundamental. Entao
(Ip(wr +wa) — I, (wq) — I, (ws))

(Wi, Wz>p =

(Icp(p) (d(Pp(W1) + d(Pp(Wz)) - Icp(p) (d(Pp(W1)) - I(p(p) (d(Pp(Wz)))

Nl = Nl —

—~

d(p'p (W1) ) d(p‘P (W2)>(p(p] °

Definicao 1.2 Dizemos que S; € localmente isométrica a S, se para cada p € S; existem um
aberto V; C Sy, com p € V;, um aberto V, C S, e uma isometria ¢ : Vi — V5.

Dizemos que S; e S, sao localmente isométricas se S; é localmente isométrica a S, e S, é
localmente isométrica a S;.

Observacao 1.2 Se existir uma aplicacdo diferenciavel ¢ : S; — S, sobrejetora tal que
de, : T,S1 — Ty Sz preserva produto interno para todo p € Sy, entdo S; e S, sdo localmente

isometricas.
De fato, como de, : T,S1 — Ty(p) S2 € um isomorfismo, existem, pelo Teorema da Aplicagio

Inversa, um aberto V; C S;, com p € V; e um aberto V, C S,, com ¢(p) € V,, tais que
¢ : V; — V, é um difeomorfismo e, portanto, € uma isometria.

Observacao 1.3 Duas superficies podem ser localmente isométricas sem serem global-
mente isométricas.

Exemplo 1.1 Sejam X : R? — R3, X(u,v) = (u,v,0), uma parametrizagao do plano xy, com
E=G=1eF=0,eX:(0,2m) x R — R3, X(u,v) = (cosu,senu,v), uma parametrizagéo do
cilindro C: x*+y*=1,comE=G =1,F=0eX(U) = C—{(x,y,z) e R*|[x =1, y=0 e z € R},
onde U = (0,27) x R.

Afirmacéo: A aplicacdo @ = Xo X : X(U) — X(U) é uma isometria.

De fato, se p € X(U) e w € T,C, existe uma curva diferencidvel « : I — X(U), (t) =
X(u(t),v(t)), tal que x(0) =p e

«'(0) =w = x"(0)Xy(uo, vo) +y'(0)X, (1o, vo)
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onde p = X(ug, o).

A.
v

b
=
=)

O

Fig. 1: Isometria do cilindro menos uma reta sobre a faixa plana (0, 271) x R
Entao B(t) = ¢ o a(t) = X(u(t),v(t)), t € I, & uma curva diferenciavel em X(U) tal que
B(0)=ewl(p)e

dep(w) = B’(0) = u'(0)Xu(uo, vo) +'(0) X, (1o, Vo) -

I, (w) = (&(0), a’(0)) = E(uto, vo)u'(0)* + 2F(uo, vo)u' (0)v'(0) + G (uo, vo)v'(0)?

Lo (dep(w)) = (B'(0), B'(0)) = E(uo, vo)u'(0)* + 2F(uo, vo)u'(0)v/(0) + G(uo, vo)v'(0)? .

ComoE=E, G =G eF=Ftemos que
Iy (w) = Iy (dey(w))

para todo p € X(U) e todo w € T,C, isto &, ¢ é uma isometria. 0

Observacao 1.4 Logo, o cilindro e o plano sdo localmente isométricos. Mas o cilindro e o
plano nao sao globalmente isométricos, pois o cilindro ndo € nem mesmo homeomorfo a um
plano. Nao cabe aqui uma demonstracao rigorosa desta ultima afirmagao, mas o argumento
intuitivo dado a seguir pode dar uma idéia da demonstragao.

Qualquer curva fechada simples no plano pode ser deformada continuamente em um ponto
sem deixar o plano. Tal propriedade & certamente preservada por um homeomorfismo. Mas
um paralelo do cilindro ndo possui esta propriedade, e contradiz a existéncia de um homeo-
morfismo entre o plano e o cilindro.
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-
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Fig. 2: No plano as curvas fechadas simples sdo contrateis a um ponto enquanto que no cilindro os paralelos nao séao contrateis a um ponto

Observacao 1.5 Isometrias ndo preservam necessariamente a curvatura média em pontos

correspondentes. Por exemplo o plano e o cilindro C : x* +y* = 1 sdo localmente isométricos,
mas o plano tem curvatura média constante igual a zero e o cilindro C tem curvatura média

. 1
constante igual a 7

Antes de proseguirmos, vamos generalizar o argumento usado acima para obter um critério
para isometria local em termos de coordenadas locais.

Proposicao 1.1 Sglam X : U — X(U) ¢ S e X : U — X(U) C S, parametrizagbes

de S, e S,, respectivamente, tais que E = E, F = Fe G = G em U. Entdo a aplicagcdo
@ =Xo X :X(U) — X(U) é uma isometria.

Prova.
Primeiro observe que ¢ é um difeomorfismo, pois X e X~' sdo difeomorfismos.

Sejamp € X(U),w e T,S1 e «: (—¢,e) — X(U), (t) = X(u(t),v(t)), uma curva diferenciavel
em X(U) tal que x(0) =p e

O(/(O) =W= LLI(O)Xu(LLO,Vo) + \)/(O)Xv(uo,\)o) )

onde X(ug, vo) = p.

Seja B(t) = @(x(t)) = X(u(t),v(t)), t € I. Entdo p : I — X(U) é uma curva diferenciavel em

X(U) tal que B(0) = (p) e

u(uO)VO) + VI(O)XV(uO)VO) .

o
S
e
Z

!
)
B

!

:\
B

<
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I,(w) = (a/(0), o(0)) =u'(0)E (1o, Vo) + 21’ (0)v'(0)F (19, Vo) + V' (0)*G (10, Vo)
= u/(0)*E(uo, vo) + 2u’(0)v'(0)F(uo, vo) + v'(0)*G (ug, vo)
= I (dep(w)).

Portanto, de, : T,S; — Ty ,)S2 preserva produto interno. g

Exemplo 1.2 Vimos no exemplo 5.1, do capitulo 4, que X : U — X(U)
X(u,v) = (acoshvcosu, acoshvsenu, av),
€ uma parametrizacao do catendide C tal que
X(U) =C —{(acoshv,0,av)|v € R},

E =G = a?cosh’veF =0, onde U = (0,2r) x R, e no exemplo 5.2, do capitulo 4, que a
aplicagdo X : U — X(U) dada por

X(u,v) = (asenhvcosu, asenhvsenu, au),

é uma parametrizacdo do helicoide H tal que X(U) é uma ”volta’do helicoide, e que
E=G=a’cosh’veF=0.
Portanto, pela proposi¢do 1.1, ¢ = Xo X 1. X(U) — X(U) é uma isometria.

Variando o dominio U, obtemos que o catendide e o helicoide sao localmente isométricos. Mas
nao sao globalmente isométricos, pois H € homeomorfo ao plano, ja que

X:R? — H
(u,v) —— (asenhvcosu, asenhvsenu, au)

é um difeomorfismo e C: x> +y? = a? (cosh z>2 € homeomorfo ao cilindro S : x* +y? = a?,
jaque
p:R> — RS
(x,y,z) — ( x Y z)

z ) z )
cosh £ cosh Z

€ um difeomorfismo tal que ¢(C) = S (verifique!).

Como o plano e o cilindro ndo sao homeomorfos (ver observagao 1.4), H e C também nao sao
homeomorfos.
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Atividade 1.1 (Exercicio 14, pag. 254.)

Quando duas fungées diferenciaveis f,g : U ¢ R? — R satisfazem as equagées de Cauchy-
Riemann

of _ 99 of _ 99

du_ v’ ov  ou’
elas sao harmoénicas. [De fato, f., = gyu € fvv = —guy = fuu + fvv = 0. De modo anélogo, verifica-se que

guu + 9w = 01. Neste caso, diz-se que f e g sGo harmonicas conjugadas.

Sejam X e Y parametrizagées isotérmicas de superficies minimas tais que os pares formados
pelas respectivas fungbes coordenadas sejam de fungbes harmoénicas conjugadas. Diz-se
entdo que X e 'Y sdo superficies minimas conjugadas.

Prove que:
(a) O helicoide e o catendide sao superficies minimas conjugadas.

Sejam
X:(0,21) xR —C, X(u,v) = (acoshvsenu, —acoshvcosu, —av),

uma parametrizagdo isotérmica do Catendide e

X:(0,2m) xR — H, X(u,v) = (asenhvcosu, asenhvsenu, au),

uma parametriza¢do isotérmica do helicdide.

Como
Xy = acoshvcosu=x,; X, = asenhvsenu=—x,;
Yu = acoshvsenu=7y,; Yy, = —asenhvcosu=—1j,
zw = 0=1%,; Zy, = —Q=—Zy,

temos que x e X, y €y, z € Z sdo harmdnicas conjugadas. Logo o catenoide e o helicoide sdo
Superficies minimas conjugadas.

(b)+(c) Dadas duas superficies minimas conjugadas, X eY, a superficie

Z' = (cost)X + (sent)Y

€ minima para todo t € R. Além disso, todos os membros da familia a 1-parametro {Z'} tém a
mesma primeira forma fundamental.

De fato, como

Z! =costX, +sentY, e Zi =costX,+sentY,,

J. Delgado - K. Frensel



Isometrias; Aplicacées Conformes

temos que:
o E' = (Xu, Xy cos*t+2(X,, Yu)costsent + (Y, Y,) sen’t
= (Xu, Xu)cos*t —2(X,, X,)costsent + (X,, X,)sen’t
= (Xu, Xu) = Yo, Yu)
o F' = (Xu, X,)cos*t+ (Xy, Y, costsent+ (Y., X,)costsent+ (Y, Y,)sen’t
= (X, Xy)costsent— (X,, X,)costsent
= 0=(Xy, Xy) =Yy, V)
e G' = (X,,X,)cos’t+2(X,, Y,)costsent+ (Y,, Y,)sen’t
= (X, X,)cos*t +2(X,, X,)costsent + (X, X,)sen’t
= (X, X,)cos*t + (X,, X,)sen’t
= (X, X) =M, V),
pois
Xe =Yy, Xy =Yy, (Xu, Xo) = ( ~0.

Fig. 3: Estagios consecutivos na deformagdo isométrica do helicdide no catendide
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Entdo Z' é isotérmica para todo t € R e todas as superficies da familia a 1-pardmetro {Z'} tém
a mesma primeira forma fundamental.

Além disso, cada uma das superficies Z' é minima, pois Z' é uma parametrizacao isotérmica,
e
Z =costXy, +sentYy, e Zi =costX,, +sentY,,;

portanto,

Zhu + Zf;v = COSt(qu + va) +sen t(Yuu + va) =0.
Observe também que dois membros quaisquer da familia sao isométricos ja que tém a mesma
primeira forma fundamental.

Assim, provamos que duas superficies minimas conjugadas podem ser ligadas por uma familia
a 1-pardmetro de superficies minimas isométricas.

Exemplo 1.3 Mostraremos neste exemplo que o cone de revolugdo de uma folha menos o
vértice,

C:z=kyx*+y?, k>0, (x,y)#(0,0),
e o plano sao localmente isométricos.
Sejax € (0,7t/2) talque k = cotg x e seja (0, p sen«, p cos«), p € (0,00), uma parametrizacao

) _ z=ky,y>0
pelo comprimento de arco da semi-reta gue gera o cone.
x=0

ZA
Entao Y: (0,00) x (0,2tsen ) — R,

Y( 9)—( Sen o Cos —— | p sen « sen cosoe)
P,O)= 1P Senoc’p p y

sena’

€ uma parametrizacao do cone, onde a

Y((0,00) x (0,2tsenw) ) =C —{(x,0,kx) |x > 0},

<y

E=(Y,,Y,) =1, G=(Yg,Ye)=p> e F=(Y,, Ye)=0.

Sejaagora Y: (0,00) x (0,2rsenx) — R,
Fig. 4: Reta geratriz do cone

Y(p,0) = (pcos®, psend, 0),
uma parametrizagao do plano tal que

E:<VD)VD>:1; G:<79)76>2p2 € F:<YD)Y6>:O
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1

1

) /" Zecily
1

1

1

1 ~
1

1

1

1

1

Fig. 5: Parametrizagao Y

Logo, pela proposicao 1.1, temos

Y oY Y(U) — Y(U)

€ uma isometria, onde U = (0, c0) x (0,27sen «).

Variando o dominio U, podemos provar que o cone e o plano s&o localmente isométricos.

Observacao 1.6 O cone e o plano néo séo globalmente isométricos, pois o cone é homeo-
morfo a R* —{(0,0)}, ja que

¢ : R? —{(0,0)}

_)
(xy) — (X}J,k\/X“ry

é um difeomorfismo, e R? e R?—{(0, 0)} ndo sdo homeomorfos, pois toda curva fechada simples
em R? pode ser deformada continuamente em um ponto e o circulo S' : x*+y? = 1, por exemplo,
nao pode ser deformado continuamente em um ponto em R? —{(0,0)}.

) Y

A7)
\

Fig. 6: Curvas fechadas simples em RZ e RZ —{(0,0)}, respectivamente

sy
sy
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Observacao 1.7 [Distancia Intrinseca em S]

Veremos agora que o fato de podermos calcular comprimentos de curvas sobre uma superficie
utilizando apenas a primeira forma fundamental da lugar a nogao de distancia intrinseca entre
pontos de S.

Definicao 1.3 Dizemos que uma curva « : [a,b] — S é diferenciavel por partes se existe
uma particdo {to = a < t; < ... < t, = b} do intervalo [a, b] tal que |, , +, € diferenciavel para
todoi=1,...,n.

Seja S uma superficie regular conexa (< conexa por caminhos) e sejam p, q € S.

Considere o conjunto:
Cpq ={«:[a,b] — S|« é diferenciavel por partes; x(a) =p e «(b) = q}.

Afirmagao: C, 4 € ndo vazio.

De fato, como S é conexa por caminhos, existe uma curva f : [a,b] — S continua tal que
B(a) =p e PB(b) =q. Mas, como [a, b] &€ compacto, € uniformemente continua.

Para cadat € [a, b] existe uma parametrizagao X; : U; — X;(U;) de S em B(t) tal que U; & um

disco aberto de RZ. Como p([a,b]) é compacto, X;(U;) €& aberto para todo
t € [a,b] e B([a,b]) C Ute[a’b] Xi(Uy), temos, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, que existem

pontos si,..., sk € [a,b] tais que
B(la,b]) C X5 (Us) U... U Xp(Uy), (1)

onde Xj (U]) = ij (Usj).
Seja & > 0 o nimero de Lebesgue da cobertura {X;(l;)|j =1,...,k}. Como 3 € uniformemente

continua, existe p > 0 tal que

t—sl < ts € la,bl = (1)~ B(s) < 5. B

SejaP ={ty = a <t < ... <t, = b}uma particdo de [a,b] com norma < u, isto &,
[ti—ti 1| <uparatodoi=1,...,n.
Como, por (2), diam(p([ti_1,t])) < g < & e 6 € o numero de Lebesgue da cobertura (1), existe

jie{1,...,k}tal que
B([ti—hti]) - in(u]'i) .

J. Delgado - K. Frensel



Isometrias; Aplicagbes Conformes

Fig. 7: Cobertura do caminho 3
Para cada i = 1,...,n, sejam qi_1,q; € U, tais que X, (qi1) = B(ti1), X (qi) = B(ti) e
«; : [ti1,t] — U;, uma parametrizagao diferenciavel regular da reta que passa pelos pontos
x(ti1) = qi-1 € &(ti) = g;.
Entdo o = X, o &; : [tig, ti] — X, (U;,) € uma curva diferencidvel em S tal que
oi(ti) =B(ti) e oulty) =B(t).

X, (Uj,)

Fig. 8:

Logo a curva « : [a,b] — S dada por oy, ,+) = o, para todoi = 1,...,n, é uma curva

diferenciavel por partes tal que «(a) =p e «(b) = q.

Definicao 1.4 A distancia intrinseca entre dois pontos p, q € S é definida por:

d(p, q) = inf{comprimento de «|x € C,, 4}

Proposicao 1.2 Afungdod:S x S — R satisfaz as seguintes propriedades:
(@) d(p,q) 20ed(p,q) =0=p=q;
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(c) d(p,7) < dlp,q) +dlq,1),

para quaisqueryp, q,r € S, 0 que torna S um espago métrico.

Prova.

(a) Seja o : [a,b] — S uma curva diferenciavel por partes tal que «ly, ,, € diferenciavel,
paratodoi=1,...,n, a(a) =pe a(b) =qg,onde{ty=a < t; <...<t, =b}éuma particao
de [a, b].

Entao, paratodoi=1,...,n,

or(ty) — o(ti—1)

B o) — ox(tiq)
t) — tio = (t ) - — dt
Tot) — ity X~ lba)) L s T et
tl
< | o)l at = comprimento (a1t
ti—1
ou seja,
comprimento (of[ti_1,ti]) > |Jee(ti) — x(ti1)]| -
Portanto,
n t; n
comprimento (&) = ZJ o' ()] dt > > [lx(t) — ex(tin)]| = [[p —q -
i=1 J b i=1
Logo,

d(p, q) = inf{comprimento () |x € C, 4} > |[p —q|| -
Assim, d(p,q) >0ed(p,q) =0 p=gq.
(b) Seja o : [a,b] — S uma curva diferenciavel por partes tal que «(a) =p e x(b) = q.

Entdo B : [a,b] — S, dada por (t) = x(a+b—t), é diferenciavel por partes, (a) = «(b) = q,
B(b) =wa(a)=pe

b a b
[Ieonac= [ jta+v-uienac= | e,

a b
isto €, comprimento () = comprimento («) .
Logo d(q,p) < comprimento (3) = comprimento («) para todo « € C,, 4.

Portanto d(q,p) < d(p, q).
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De modo anélogo, temos que d(p, q) < d(q,p). Assim, d(p,q) = d(q,p).
(c) Sejam « : [a,b] — S e v : [a,b] — S curvas diferenciaveis por partes tais que x(a) = p,
x(b) =r=7vy(a) e y(b) =gq.

Entaoacurva p =« Vvy:la,b] — S, dada por

x(2t—a), sete [a, %b}
B(t) =
Y(2t—b), sete [<2b],

é diferenciavel por partes, f(a) = a(a) =p, B(b) =v(b) =q e

b
Latb

> b
comprimento (B) = |  ||B/(t Hdt+J 18'(0)] dt

Ja

b
Latb

b
= ’ [l t—aHZdt—l—J |y (2t —b)|| 2 dt

Ja 2

“l(zanra )H sz’+J

R da+j (8] dE

Ja

rb

(2557w e

Ja

= comprimento (x) + comprimento (y) .
Como{axVylaec C,, e yeC.q4CC,q,temos que
d(p,q) = inf{comprimento(A)|Ac C,q}
< inf{comprimento (a Vy)|axc C,; € vy € C,q}
inf{ comprimento («) |« € C,,} + inf{ comprimento (y) |y € C, 4}

= d(P,T) + d(T, q) )

concluindo assim a prova da proposicao. g

Observacao 1.8 A topologia induzida por d em S coincide com a topologia em S induzida
de RS.

De fato, sejam V um aberto de S com a topologia induzidade R*e p € V.

Ent&o existe uma bola aberta B, (p) ={q € R*|||q—p|| < 7, } tal que B, (p) NS C V.

Como d(p,q) = [[p — q|[, temos que

B,,(p) ={q € S|d(p,q) <m} C B, (p)NSCV.
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Logo, V = U, ey §rp (p), ou seja, V é um aberto de (S, d), pois E}v (p) € um aberto de (S, d) para
todop € V.

Para provar a reciproca precisamos do seguinte fato, que sé sera provado mais tarde: para
todo ponto p € S, existe ¢, > 0, tal que ﬁs(p) ={q e S|d(q,p) < e}, 0< e < ¢y, €um aberto de
S com a topologia induzida de R3.

Logo, dado um aberto V de (S, d), para cada ponto p € V, existe ¢, > 0 tal que
B.,(p) ={q € Sld(q,p) < g} C V.

Pelo resultado acima, existe ¢, > 0 tal que §5(p) € um aberto de S com a topologia induzida

de R’, paratodo 0 < ¢ < ¢/.

Entao, se ¢, = min{e, &}, §gp (p) € um aberto de S com a topologia induzida de R* tal que

Bz, (p) C V.

Assim, V = Upev Bz, (p) € um aberto de S com a topologia induzida de R3 .

Atividade 1.2 [Exercicio 3, pag. 272]

Um difeomorfismo ¢ : S — S é uma isometria < comprimento (¢ o «) = comprimento (o),
onde « : [a,b] — S é uma curva parametrizada diferenciavel por partes qualquer em S.

(=) Seja o : [a,b] — S uma curva parametrizada diferenciavel por partes em S.
Entao B'(t) = doyu) («'(t)), onde B(t) = ¢ o «(t).
Assim, como ||B'(t)]| = [[deaw) (' (1))] = ||&'(t)]], pois ¢ € uma isometria, temos que

b b
comprimento (B) = J IB'(t)]| dt = J o/ (t)|| dt = comprimento (o) .

a

(<) Segjamp € S ev € T,S —{0}. Vamos provar que ||de, (V)| = |]v|.
Suponhamos, por absurdo, que || de, (V)| # [[v].
Seja « : (—e, ¢) — S uma curva diferenciavel tal que «’(0) = p e &’'(0) = v.

e Se ||do, (V)| > |||, ou seja, M = ||de, (V)| — |v|]| > 0, temos, por continuidade, que existe
d>0,0d<e¢, tal que

I dpa (@ (®) = (8] = T,

para todo t € -5, d].

J. Delgado - K. Frensel



Isometrias; Aplicagbes Conformes

Logo,

. ’ ® M
comprimento (¢ o al_sz) = J ld@a (oc'(t))udtzj (5 +le@)]) at
-5 5

M . .
= 726 + comprimento («l_ss ) > comprimento («|i_sg ) -

uma contradicao.

e Se ||de, (V)| < ||v|]| chegamos, de modo analogo, a uma contradi¢&o.

Observacao 1.9 Pelo exercicio anterior, temos que se @ : S — S é uma isometria, entao

d(e(p),e(q)) =d(p,q),

para quaisquer p, q € S.
De fato,

Comroq ={looalac Cpgl,
pois B : [a,b] — S é uma curva diferenciavel por partes em S tal que B(a) = @(p) e B(b) =
¢(q) se,esbdse, o 'op =a:la,bl — S éuma curva diferenciavel por partes em S tal que
a(a) =pe «a(b) =q.

Logo, pelo exercicio anterior,

d(e(p), ©(q)) = inf{ comprimento (pox) | € C, 4 } = inf{ comprimento () [ € Cp 4} = d(p,q).

Observacao 1.10 A reciproca do resultado acima também é verdadeira, mas ainda néo
podemos prova-la.

Se ¢ : S — S é uma aplicagao diferenciavel tal que d(¢(p), ©(q)) = d(p, q) para quaisquer
pP,q €S, entdo ¢ : S — @(S) é uma isometria sobre o aberto ¢(S) de S. Além disso, se S é

completa e S é conexa, entdo ¢(S) =S.

Superficies difeomorfas sao equivalentes do ponto de vista da diferenciabilidade, enquanto
superficies isométricas sao equivalentes do ponto de vista métrico. Existe ainda outro tipo
de equivaléncia, a equivaléncia conforme, que € utilizada quando lidamos com problemas
associados a func¢des analiticas complexas.

Definicao 1.5 Um difeomorfismo ¢ : S — S é chamado uma aplicacdo conforme se existe

uma fungéo diferenciavel A> : S — (0, co) tal que

<d(Pp(V) y d(Pp(W)> = )\Z(p)<v) W> y
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para todo p € S e todos v,w € T,S. Neste caso, dizemos que S e S sdo conformes.

Observacao 1.11 Ainversa ¢ ' : S — S de uma aplicagio conforme é uma aplicagdo
conforme.

De fato,

1
M9~ (q))

1

ZWW’W)’

(do,'(v), do,' (W) = (dpg1(q) (dog' V), deg1(q) (dey' (W)

para todo q € S e todos v, w € T,S, onde :S — (0,00) é uma aplicagéo diferenciavel.

A2o !

Observacédo 1.12 A composta de duas aplicagées conformes @ : S — Sep:S — S é
uma aplicagao conforme.

De fato, po @ :S — S é um difeomorfismo e

<d(1b o (P)p(\)) ) d(lb o (p)p(W» - <d1-|)(p(p)(d(pp(v)) ) dl-l)(p(p)(d(pp(w)»
= W (e(p)){de,(v), do,(w))
= (Ko )(p)-M(p)v, w),

onde (de,(v), dey(w)) = N(p)(v,w) e (dbq(¥), dby(w)) = w(q)(¥, W), sendo
A2:S — (0,00) € u2:S — (0,00) funcdes diferenciaveis.
Logo

<d(1b © (P)p(V) y d(ll) o (P)P(W)> = 62(p)<\), W> y
para todo p € S e todos v,w € T,S, onde & = (u?o @) -A*: S — (0,00) € uma fungéo
diferenciavel.

Definicao 1.6 Dizemos que S é localmente conforme a S se para todo p € S existem um

aberto V.C S, p € V, um aberto W C S e uma aplicagdo conforme ¢ : V — W.

Definicao 1.7 Dizemos que S e S sdo localmente conformes se S é localmente conforme a

S e S é localmente conforme a S.

Observacao 1.13 E facil provar, usando a observagdo 1.12, que a conformidade local é
uma relagao de equivaléncia (exercicio).
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Observacao 1.14 Uma aplicagéo conforme preserva angulos (mas ndo necessariamente
comprimentos).

De fato, sejam «, 3 : I — S curvas diferenciaveis em S que se intersectam em t, € I, isto €,
a(ty) = B(to) = p. O angulo 6 entre x € 3 em t, é dado por:

(o (to), B'(to)) <0<m.

N I R

Entdo @ o «, @ o p : I — S sdo curvas diferenciaveis em S, com ¢ o x(ty) = @ o B(to) = @(p),
que se intersectam em t, fazendo um angulo 8 dado por

(d@yty) (' (t0)), dpy) (B'(t0)))  A2(p){(a(to), B'(to))

g: =
008 = 1 dgay) (@ ()] Td0pi (BTG Ap) o (to)] 1B (to)]

=c0s0.

Portanto 6 = 0.

Fig. 9:
Atividade 1.3 [Exercicio 14, pag. 275]

Seja ¢ : S — S uma aplicacdo diferenciavel tal que de,(v) #0 e

(dop(v), dop(w)) _ (v, w)
ld@p) Tdep (W) — M Tw

para todop € S e todosv,w € T,S —{0}.

Entdo existe uma fungdo diferenciavel \* : S — (0, 0o) tal que

<d(Pp(V) y d(pP(W» = }\Z(p)<v) W> )

para todop € S e todos v,w € T,S. Isto &, se uma aplicagdo preserva angulo entio ela é
localmente conforme.
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Antes de resolver esta atividade, faremos uma observagao de carater geral.

Sejal : V — W uma aplicacao linear tal que L(v) # 0 paratodov € V —{0} e

(L), L)) _ (v, w) @)
ILITEODT — T

para todos v,w € V —{0}, onde dmV =dimW = 2.

Entao, por (3),v 1. w se, e sé se, L(v) L L(w).

Se {vi,v,} € uma base ortonormal de V temos que L(v;) L L(v;).
Sejam A = ||L(v1)|| > 0 e B = ||[L(v,)]| > 0.

Afirmacao: A = B.

Como vy + v, L vi — v, temos que L(vy) + L(v;) L L(vy) — L(v,), isto &,

(L(vi) + L(v2), L(v1) — L(v2)) = 0;

mas isto ocorre se, e somente se,
(L), Lv1)) = (L(v2), L(v2)) =0 = A* ~B*=0¢= A =B.g

Sejam\ = A =B, v =rv; +sv; ew = dv; + &v, dois vetores quaisquer pertencentes a'V.

Entao
(L), Lw)) =N {v, w),

pois
(L(rvi + sv2), L(8v + &vy)) = 1A + sEA? = A2 (1vy + sva, 8V + &),
jaque (v, v2) = (L(wn), L(v2)) =0.1

Voltando a atividade, temos que para cadap € S existe A*(p) > 0 tal que
<d([)p(\)), d(pP(W» :}\Z(p)<v) W)v VV)W € Tps

Seja X : U — X(U) uma parametrizacao de S. Como

2 _ <d(PX(u,v) (Xu(w,v)), dex(u) (Xu(u,v))) _ ({9 o X)u(w,v), (@ 0 X)u(u,v))
A (X(u,\))) N <Xu(u)\))) Xu(u)V)> B <Xu(u’\))’ Xu(u,v)> ’

temos que N> o X : U — R é diferencidvel. Sendo X uma parametrizagao arbitraria, concluimos
que a fungdo \* : S — (0, 00) € diferenciavel.

A proposicao abaixo € o analogo da proposicao 1.1 para aplicagdes conformes.
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Proposicao 1.3 SegjamX: U — X(U) c Se X : U — X(U) C S parametrizagbes tais que

E=ME,G=MNG eF=ATF ondeN :U— (0,c0) é uma funcdo diferenciavel.

Entdo ¢ = Xo X' : X(U) — X(U) é uma aplicagdo conforme.

Prova.
Primeiro observe que A? o X~': X(U) — (0, c0) é uma funcéo diferenciavel.

Sejam p € X(U), v,w € T,S. Entdo existem a,b,c,d € R tais que v = aX,(q) + bX,(q) e
w =cXyu(q)+dX,(q), onde p = X(q).

Logo, como @ o X = X,

(dop(v), dep(w)) = (ade,(Xu(q)) +bde,(Xu(q)), cde,(Xu(q)) + dde,(X.(q)))
= (aXu(q) +bX,(q), cXu(q) + dX.(q))
= ac(Xu(q), Xu(q)) + (ad + be)(Xu(q), Xu(q)) +bd(X,(q), Xu(q))
= acE(q)+ (ad +bc)F(q) + bd G(q)
= MoX '(p)(acE(q) + (ad + bc) F(q) + bd G(q))
= (Ao X (p)(aXulq) +bX,(q), cXu(q) + dX,(q))
= (Mo X N(p)v, w).

Ou segja,
(dop(v), doy(w)) = (Ao X71)(p) (v, w).
para todo p € S e quaisquer v,w € T,S.

Entdo ¢ = Xo X' : X(U) — X(U) é uma aplicagdo conforme. g

Teorema 1.1 Para cada pontop € S existe uma parametrizagao isotérmica X : U — X(U)
de S emp, isto é,

E(u,v) = G(u,v) =N (u,v) >0 e Fluv)=0,

para todo (u,v) € U.

e A prova deste teorema € delicada e nao sera apresentada aqui (ver Riemann Surfaces, de L.
Bers, New York Univ., Institute of Mathematical Sciences, pp 15-35).

Teorema 1.2 Duas superficies quaisquer sdo localmente conformes.
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Prova.
Basta mostrar que toda superficie regular S € localmente conforme ao plano

P ={(x,y,0) | x,y € R}.
Sejamp € S e X: U — X(U) uma parametrizagao de S em p que € isotérmica, isto é,
E(u,v) = G(u,v) = (u,v) >0 e F(uv)=0

para qualquer (u,v) € U.
Seja X : U — P, X(u,v) = (u,v,0), uma parametrizagdo de P. ComoE =G =1eF =0,
temos que

E=ME, G=MG e F=MF.
Logo, pela proposi¢do 1.3, X o X' : X(U) — X(U) é uma aplicacdo conforme. Portanto, S e
P sao localmente conformes.
Se S é outra superficie regular, temos, pelo provado acima, que S e P s&o localmente confor-
mes. Assim, S e S sdo localmente conformes. g

Teorema 1.3 Seja S uma superficie regular orientada com orientagdo N : S — S2. Entdo S
possui uma familia de parametrizagdes {X, : Uy, — Xo(Uy) | € A} tal que S = [Jyep Xo(Us)
e as aplicagbes de mudancga de parametro

Map = X5,

x

"o Xp 1 Xp(Wag) — X' (Wag)
s&o holomorfas, onde W, = X4 (Uy) N Xp(Up) # .

Prova.
Para cada p € S, existe uma parametrizagao isotérmica X, : U, — Xq(U,) de S em p,
com U, conexo, tal que

(u,v), (4)

para todo (u,v) € L.
Sejam X, : Uy — Xo(Uy) € Xp : Ug — Xp(Up) duas parametrizagdes isotérmicas de S que

satisfazem (4) e W, = Xo(Uy) N Xp(Up) # @, onde U, e U sao conexos.

Entdo d(heg) > 0 em X;'(Wag), onde hog = X

x

"o Xp 1 X5 (Wap) — X' (Wqg) é a aplicagéo

de mudanca de parametros.
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Além disso, hap(u,v) = (t(u,v),v(u,v)) é conforme, pois X' e X sdo conformes. Logo,

dhocﬁ(e1) = (Eu»\_)u) uE dhoc[ﬂ(el) = (ﬁvavv)) ||dhoc|3(e1)|| = ||dhoc[5(el)|| €

Assim, (i, v,) = (Vy, —1,), isto &

omw _ ov v ou

wow  ° wmT Taw

que s&o as equagdes de Cauchy-Riemann. Portanto, h,s € uma fungéo holomorfa. g

2. Teorema de Gauss e as Equacoes de Compatibilidade

Como fizemos no estudo das curvas, vamos associar a cada ponto de uma superficie um
triedro (o analogo do Triedro de Frenet) e estudar as derivadas de seus vetores.

Seja S uma superficie regular orientada pelo campo de vetores normais unitarios
N:S — $2. Seja X: U — X(U) uma parametrizacdo de S compativel com N, isto &,

Xu A Xy

N(u,v) = N(X(u,v)) = m

(u,v), V(u,v)el.

Associamos a cada ponto p = X(u,v), o triedro positivo
{Xulw,v), Xi(u,v), N(u,v) }.

Expressando as derivadas dos vetores X,,, X, € N na base {X,, X, , N}, obtemos:

Xouw = F211 Xy + F221 X, + LN , X = FQZXu + FZZZXV + L3N, (5)
Ny, = anXy+anX,, N, = apXy+ anX,,

onde os a, i,j = 1, 2 foram obtidos no capitulo 4.

Tomando o produto interno das quatro primeiras relacoes de (5) com N, obtemos que:
I—1:<qu)N>:e) I—2:<XuV)N>:<Xvu>N>:L2:f) e L3:<XVV)N>:Q)

onde e, f e g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de S.
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Os coeficientes ', 1,j,k = 1,2, sdo chamados simbolos de Christoffel de S na parametrizagao
X. Como X, = X,., temos que
M =T e M =T,

isto é, os simbolos de Christoffel sdo simétricos em relagao aos indices inferiores.

Para determinar os simbolos de Christoffel, tomamos o produto interno das quatro primeiras
relacdes em (5) com X, e X,, obtendo os sistemas:

r]]]F+ F]Z]G - <qu) XV> == Fu_%EV)

r]]zE + r]zzF — <Xu\)) Xu> — %EV
MLF+THG = (X, Xi) =3

rz]zE + FZZZF = (Xw, Xy) =F, — % G
rZ]ZF + rzzzG = <XW) XV> = % Gy,

E F\ [T F,— 1 Gy r 1 G —F\ (F,—1G,
=1, 2 el e 2 . (1)
F G) \I 1G, ) EG-F \_F E 1G,

Assim, os simbolos de Christoffel sdo dados em termos dos coeficientes da primeira forma
fundamental E, F, G e de suas derivadas.

Como conseqliéncia, temos que todos os conceitos geométricos e propriedades expressas em
termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes por isometria.

Exemplo 2.1 Seja S uma superficie de revolugdo parametrizada por:

X(u,v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), f(v)=#0.

Como
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E=f(v)?, F=0¢e G=f(v)?+g'(v)?,

obtemos
E.=0, E,=2ff", F,=F, =0, G, =0 e G, =2(f'f"+g'g").

Logo, por (9), (10) e (11),

M) ! PP +g/? 0 O NV e
M) TRt o 1w2) \=irw) e gnge)

_ )
T PR

SAN 1 PR g 0 () _ (5
I, f(V)2(f'(v)? + g’ (v)?) 0 f(v)? 0 o )’

i. e., r]]] :O, e r]21

0
= (f’(v)f”(V) + 9’(VJ9”(V)) y
f'(v)2 +g'(v)?
'V’ (v) + g’ (v)g"(v) |

: 1 2
he,  Tp=0, e =——Fouranr

U

Obteremos agora relagdes entre os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamen-
tais, considerando as expressoes:

(qu)v - (Xuv)u =0 y (1 2)
(Xw)u - (Xvu)v = O) (13)
Ny — N,y = 0. (14)

Usando (5) podemos reescrever as relagées acima na forma

AXy +BiX,+CiN = 0,
AoXy +BoX, +CN = 0,
AsXy + BsX, + C3N = 0,

onde A;, B;, C;,1=1,2,3,sao fungcdées de E, F, G, e, f, g e de suas derivadas.
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Como os vetores X, X,, N sdo LI, temos que A; =B; = C; =0,1=1,2,3, 0 que nos da novas
relacoes.

Utilizando (5), a primeira relagao (X, )v — (Xw)u = 0, pode ser escrita:

(M Xy + TEX, + eN), — (ML X, +T5X, +fN), =0 =
(r1]1 )vXu + (r121 )va + evN + r111 (r112Xu + r122Xv + fN) + r121 (rgzxu + rzzzxv + QN) + e(a12Xu + aZZXv)
= (M)uXu 4+ (TH)uXy + FuN + T (T Xy + THX, 4+ eN) + T (M, Xy + TEX, + N) + fan Xy + anXy)

(18)
Portanto, igualando os coeficientes de X,, obtemos:

(rfz)u - (Fﬁ)\, + r112r121 - r111 rlzz + r12211122 - r121 r222 = eay — fay

~ (fF—gE eF—fE\ _  eg—f _
_e(EG—FZ) f(EG—F2> = “fc_p = K&

onde K é a curvatura Gaussiana.
A expressao
(Th)w — (T)y + T — T + T — TS, = —KE (19)

que nos fornece o valor de K em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental e de
suas derivadas, € conhecida como formula de Gauss.

Teorema 2.1 (Teorema Egregium de Gauss)

A curvatura Gaussiana K de uma superficie é invariante por isometria.

Prova.

Seja ¢ : S — S uma isometria. Vamos provar que K(p) = K(¢(p)) paratodo p € S.

Sejamp € Se X: U — X(U) uma parametrizagado de S em p, com X(q) = p.

Entdo, X = poX: U — X(U) = @ (X(U)) & uma parametrizagéo da superficie S em ¢(p), com
X(q) =@ oX(q) = @(p).

Como

E('LL,V) - <Xu7 Xu> (LL,V) = <d(pX(u,v) (Xu(u)\)))) d(PX(u,v) (Xu(u)v))> = <Yu) ¥u> (LL,V) = E(u)\});

G(u)\}) = <XV) Xv> (LL,V) - <d(pX(u,v) (Xv(u)\}))) d(pX(u,v) (Xv(u)\})» = <X\/) X\,Mu,\)) = E(u,v);

F(u,v) - <Xu) Xv> (u)V) = <d(pX(u,v) (Xu(u)v))) d(PX(u,v) (XV(U,V))> - <¥u> Xv>(u)V) = F(u,v),
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temos que Ff;(u,v) = F]fj (u,v) para todo (u,v) € U. Logo, pela férmula de Gauss (19),
K(X('LL,V)) - K(X(LHV)) = K((P(X(LL,V))) )

para todo (u,v) € U. Portanto, K(p) = K(@(p)) paratodop € S. g

O teorema de Gauss é considerado, pela extensao de suas conseqiiéncias, um dos fatos
mais importantes da geometria diferencial. Por exemplo, como o catendide e o helicdide sao
localmente isométricos (ver exemplo 1.2), concluimos, pelo teorema de Gauss, que estas su-
perficies possuem curvaturas Gaussianas iguais em pontos correspondentes, um fato que nao
€ geometricamente trivial.

Em verdade, € um fato extraordinario que um conceito como a curvatura Gaussiana, cuja
definicao usa de maneira essencial a posi¢cao da superficie no espago, nao dependa desta
posicao, mas apenas da estrutura métrica (primeira forma fundamental) da superficie.

Veremos na proxima sec¢ao que muitos outros conceitos da geometria diferencial possuem
esta caracteristica observada na curvatura Gaussiana, isto €, eles dependem apenas da pri-
meira forma fundamental da superficie. Faz sentido entao falar sobre a geometria da primeira
forma fundamental, a qual chamamos geometria intrinseca, ja que ela pode ser desenvolvida
sem qualquer referéncia ao espaco que contém a superficie, uma vez dada a primeira forma
fundamental.

Voltando aos nossos calculos, obtemos, igualando os coeficientes de X, em (18), que:

(M)w— (M) +THM, —TATY, = ean —fap

B gF—fG)_ (fF—eG) _ eg—f2 _
_e<EG—F2 lee=r) = teompF=KF

Quando F # 0, essa equacgao nos da outra maneira de expressar a curvatura Gaussiana K em
funcao dos simbolos de Christoffel.

Igualando também em (18) os coeficientes de N, obtemos C; = 0 na forma
e, —fy=el, +f(TH—T,) —gl}. (20)

Aplicando o mesmo método a expressao (X, ). — (X\u)v = 0, obtemos:

(Th)uXu + (T5)uXy + guN + TL (M Xy + TAX, + eN) + T4 (1, Xy + T3 X, + N) + glanXy + aznX,)
= (MW Xu + (TFH)X, + N+ TL (T Xy + TEX, + N) + T (T, Xy + TAHX, + gN) + f(aXy + anX,).
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Entao as equagoes A, = 0 e B, = 0 nos dao, respectivamente,

(M) + Ty + ol — (Ty)y =TT =TTy, = fai — gay

B f(gF—fG>_ (fF—eG)
- "ee—r) e —r,

_eg—f
= gc-r K&

(M) + Tl + Ty — (M) =TT =TTy, = faxn — gay

. f(fF—gE>_ <eF—fE>
- \te-r) e —r

. _eg—f2 _
= 7EG—F2F_ KF,

que sao outras formas da férmula de Gauss.
E a equacao C, = 0 nos da:
gu — v =Ty f + T3 g — e —Thf,
ou seja:
fy—gu = el + (I, —T1) — gl (21)
As equacoes (20) e (21) sao chamadas equacdes de Mainardi-Codazzi

Finalmente, aplicando o mesmo processo a ultima expressao N, — N,,, = 0, obtemos:

(an Xy + (az)vXy + an (MyXu 4+ THX, + FN) + az (T, Xy + THX, + gN)
= (an)uXu + (a22)uXy + an (M Xy + THX, + eN) + azn ()X, + TH X, + N)
Logo, as equagodes Az = 0, B3 = 0, C; = 0 nos dao, respectivamente:
(an)y+anlh+anly, = (an)e+ anl + aaly;
(v +anTh+anls = (an)u+ anlh + anlh;
anf+ayg = ape+ axnf.

Pode-se verificar que a expressao A; = 0 e B; = 0 sado, respectivamente, iguais as equacgoes
(20) e (21) (Exercicio), e que C; = 0 é uma identidade, pois:

Clnf —+ a1g = dane + azzf
fF —eG eF — fE _ gF—A1G fF—gE
= f-r Tw-rY T k-r‘T_r’

& fF—eGf+eFg—fEg = gFe— fGe+ f°F— gEf.
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A férmula de Gauss e as equagdes de Mainardi-Codazzi sdo conhecidas como as equacoes
de compatibilidade da teoria das superficies.

Exemplo 2.2 Seja X : U — X(U) uma parametrizagéo de uma superficie S tal que f = F = 0
(= as curvas coordenadas sao linhas de curvatura).

Neste caso, as equagOes de Mainardi-Codazzi (20) e (21) sao escritas, respectivamente, na
forma:

e, = el — g, e gu =9l — el

Como F = 0, temos, por (9), (10) e (11), que:

E E G G
r121 :—i> r11z_ia rfzzi e l}]z:—z—g.
Logo, as equacoes de Mainardi-Codazzi assumem a seguinte forma:
_Ev e 2)
ev_2<E+G ’ (22)
e
_ Gu (e 2)
6. =2 (£+2). (23)
Além disso, como % e % sao as curvaturas principais (ver observacao 3.11 do capitulo 4),
temos que:
ev:Ev bl :HEV)
2
e
K1+ K
gu:Gu 12 2 :HGu)

onde H é a curvatura media de S em X(u,v).

E natural questionar se existem outras relagcdes de compatibilidade entre os coeficientes da
primeira e da segunda formas fundamentais além das descritas acima. O teorema abaixo
mostra que a resposta € negativa.

Em outras palavras, por derivagdes sucessivas ou por qualquer outro processo nao se obtém
novas relacoes entre os coeficientes E, F, G, e, f, g e suas derivadas.

Na verdade, o teorema afirma que o conhecimento da primeira e da segunda formas funda-
mentais determina a superficie localmente.
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Teorema 2.2 (Bonnet)

Sejam E,F,G,e,f,g : V — R fungdes diferenciaveis definidas num aberto V C R? tais que
E>0,G>0eEG—F > 0. Suponha que estas fungées satisfazem formalmente as equagées
de Gauss e de Mainardi-Codazzi. Entao, para todo q € V, existem um abertoUl C V,q € U, e
um difeomorfismo X : U — X(U) C R? tais que a superficie regular X(U) temE, F, G ee, f, g
como coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, respectivamente.

Além disso, se U é conexo e X : U — X(U) c R3 é outro difeomorfismo satisfazendo as
mesmas condicoes, entdo existem uma translacdo T : R3 — R3 e uma transformacgéao linear

ortogonal R : R® — R3 taisque X = ToRo X.

(Uma demonstracdo deste teorema pode ser encontrada no apéndice do capitulo 4 do Livro Curvas e Superficies
de Manfredo P Do Carmo).

Exemplo 2.3 (Exercicio 1, pag 283)

Mostre que se X : U — X(U) é uma parametrizacao ortogonal, i.e., F = 0, entao

s (), * (6).)
~ e \\vie), " \Uke L)

De fato, pela formula de Gauss (19),

—KE = (Th)u — (My)y + T — T + TH — ThTS

Sendo F = 0 temos, por (9), (10) e (11), que:

E E E G G G
I]H:ﬁ, rﬁ:‘ia r1]z:i> r1222£> rgz:_fga e FZZZZﬁ.
Logo,
G E E2  E.G G EG
—KE = (—u) (J) _=v _ *uMu u vy
2G u+ 2G/y 4EG  4EG AT Ter
_ 1 GGy — G2 N GE,—EG, E  EGy N G2 N E,G,
2 G? G2 2EG 2EG  2G?  2G?
o ) GEZ GE.G, . EGZ  EEG,
= 3rcz <EGGuu EG, +EGEw —EE,Gy — = oy _
Entao
1 ) ,
= —Jeic (2EG(E\, + Guu) — EG;, — EE,G, — GE; — GE,G,,) . (24)
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Vamos agora desenvolver a expressao:

e (7). ().
e \\vee), " Vi),

B 1 (\/EGEW — Eo(EyG + G,E)/2VEG N VEGGuy — Gu(EuG + EGu)/Z\/EG>

_Zw/EG EG EG

1 1
= — 2EGE,, — E2G — EE,G, + 2EGG,,, — GE, G, — EG?

2\@2(EG)3/2( G ’G G, + 2EGG GE,G GL)

1

4F2G2

(2EG(Ew + Gu) — EGL — EE,G, — GE] — GE,G,,) . (25)

Assim, por (24) e (25),

(). (%))
2VEG \ \vEc/, \vEc/, /)

3. Transporte Paralelo; Geodésicas

Comecamos esta secao com a definicao de derivada covariante de um campo de vetores, que
€ 0 analogo, para superficies, da derivacao usual de vetores no plano.

Lembramos que um campo de vetores (tangentes) em um aberto V C S de uma superficie
regular S € uma correspondéncia w que associa a cada p € V um vetor w(p) € T,S. O campo
de vetores w é diferenciavel em p se para alguma parametrizagdo X : U — X(U) € V de S
em p, as componentes a e b de wo X = aX, +bX, na base {X, , X,} sao fungdes diferenciaveis
em ¢, onde X(q) = p. O campo de vetores w € diferencidvel em V se é diferencidvel em todo
pontop € V.

Definicao 3.1 Seja w um campo de vetores dife-
renciavel em um aberto V de uma superficie regular
S. Sejamp € Vey € T,S. Considere uma curva
diferenciavel « : (—e,e) — V tal que x(0) = p e
o/(0) =y. Sejaw = wo o: (—¢, &) — R arestricdo

de w a curva «. A projecao ortogonal de %(O) sobre

o plano tangente T,,S é chamada a derivada covariante

em p do campo w em relagcdo ao vetory. Esta deri-

Fig. 10: Derivada covariante de w

vada covariante é denotada por Dd—ctU(O) ou Dyw(p).
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Observacao 3.1 A derivada covariante D,w(p) ndo depende da curva « e é um conceito
da geometria intrinseca, i.e., sé depende da primeira forma fundamental.

De fato, seja X : U — X(U) uma parametrizagao de S em p, com X(up,vo) = p. Sejam

com u(0) = up, v(0) = vy, €
w o X(u,v) = a(u,v)Xu(u,V) + b(u,V)XV(u,V)

as expressoes de « € w na parametrizacao X.

Entao
W(t) =woua(t) = woX(u(t),v(t))
= a(u(t), v(t))Xu(u(t),v(t)) + bult), v(t)) X, (u(t), v(t)).
Portanto,
%(0) = a(uo, Vo) (Xuu(tto, vo)u'(0) + X (1o, vo)v'(0))
+ (U0, vo) (Xuu(to, vo)u'(0) + Xy (o, vo)v'(0))
+@'(0)Xu(uio, vo) + B (0)X, (e, vo)
onde
a’(0) = u'(0)au(uo, vo) +v'(0)ay (o, vo)
e

Assim, sendo q = (1o, Vo),

——(0) = (@’(0) + a(q)u'(0)};(q) + a(q)v'(0)T,(q) + b(q)u'(0)T;(q) + b(q)v'(0)T5(q)) Xu(q)

+ (B(0) + ala)w (07 (q) + alq)v (O)T%(q) + bl (O)TE(q) + bV (0)T()) Xela) - (26)

Y= «'(0) = u’(O)Xu(q) +\)/(O)X\,(q),

a expressao (26) mostra que [31—1“(0) depende apenas do vetor y e nao da curva «.

Além disso, a expressao (26) mostra que l21—1‘)(0) s6 depende dos coeficientes da primeira

forma fundamental, sendo, portanto, um conceito intrinseco.
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Observacao 3.2 Seja P = planoxy e considere a parametrizagdo X : R? — P de P, dada
por X(u,v) = (u,v,0). Como E =G =1eF =0, temos por (9), (10) e (11) da secao anterior,
que I =0, 1,j,k=1,2,3.

Seja w um campo de vetores diferenciavel definido num aberto V de P. Entao
w o X(LL,\)) - a(u,v)Xu(u,v) + b(u>v)Xv(u)v) y
ou seja,
(,U(LL,V,O) = (a(u,v) ) b(u,v) ) O) .

Portanto, por (26), sendo w(u,v) = w(u,v,0), y = y1Xu(uo, vo) + Y2 X, (uo,vo) = (y1,92,0) €
P = (uo, Vo, 0), temos:

Dyw(p) = @'(0)Xy(to,vo) +B'(0)Xy(uo, vo)
= (yrau(uo, vo) + yY2ay(uo, vo), y1bu(ito, vo) + y2by(uo, vo), 0)
= (dapuow)(Y1,Y2)y dbgue) (Y1,Y2), 0)
= Ay (Y1, Y2) -

Assim, a derivada covariante coincide com a derivada usual de vetores no plano. Isto também
pode ser visto diretamente a partir da definicao 3.1. A derivada covariante é, portanto, uma
generalizagao da derivada usual de vetores no plano.

Uma outra conseqliéncia da equacgao (26) é que a definicao de derivada covariante pode ser
estendida a um campo de vetores que esteja definido apenas ao longo de uma curva. Mas
antes de tornar clara esta afirmagao, precisamos de algumas definigoes.

Definicao 3.2 Uma curva parametrizada « : [0,4] — S é a restrigdo a [0, {] de uma aplicagao
diferenciavel de (—¢, L+ ¢€), e > 0,em S. Se «(0) =p e «(¢) = q, dizemos que « liga o ponto p
ao ponto q. E « é reqular se «’(t) # 0 para todo t € [0, £].

Definicao 3.3 Seja «: I — S uma curva parametrizada em S, onde I = [0, {]. Um campo de
vetores ao longo de « € uma correspondéncia que associa a cada t € I, um vetor w(t) € Ty S.

O campo de vetores é diferenciavel em ty € 1, se para alguma parametrizagao X : U — X(U),
com «(ty) € X(U), as componentes a € b de

w(t) = a(t)Xu(u(t),v(t)) + bt)X, (u(t),v(t)),

sao diferenciaveis em t;, onde «(t) = X(u(t),v(t)). O campo w é diferenciavel em 1 se é
diferenciavel em todo t € I.
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Atividade 3.1 Mostrar que a definicdo acima independe da parametrizacdo X : U — X(U),
com «(ty) € X(U).

Exemplo 3.1 Seja « : I — S uma curva parametrizada. O campo de vetores tangen-
tes w(t) = o'(t) é diferenciavel, pois se X : U — X(U) é uma parametrizacao e «(t) =
X(u(t)),v(t)), entao w(t) = w'(t)Xy(u(t),v(t)) + v/ ()X, (u(t),v(t)).

Atividade 3.2 Se w é um campo de vetores diferenciavel ao longo de uma curva parametri-
zada «: 1 — S, entdo a aplicagcdo w : 1 — R? é diferenciavel.

Definicao 3.4 Seja w um campo de vetores diferenciavel ao longo da curva parametrizada

« : I — S. A derivada covariante, Dz)t(t), de w emt & a projegao ortogonal do vetor d(ZEt)
sobre o plano tangente T, S.
Portanto, se X : U — X(U) é uma parametrizacdo de S, «(t) = X(u(t),v(t)) e

w(t) = a(t)Xy(u(t),v(t)) + b(t)X,(u(t),v(t)), obtemos, de modo analogo ao que fizemos
anteriormente, que:

z—f(t) = [d/(t) + atuw (T (), v(t) + alt)v (M (u(t), v(t)
+ bt (O (u(t), v(t) + bV (BT, (), v(t)) | Xu(u(t), v(t)
+ [b/(8) + alu/ (DT (w(t), v(t) + a(t)v' (T (u(t), v(t)

+ bW (B (u(t), v(t) + bV (T (u(t), v(t)) | X, (u(t), v(t)) (27)

Observacao 3.3 Se duas superficies S; e S, sdo tangentes ao longo de uma curva parame-
trizada o« : I — S$; N Sy, isto é, Ty S1 = Taw) Sz para todo t € I, entdo a derivada covariante
de um campo w ao longo de « € a mesma para ambas as superficies.

Observacao 3.4 Se «(t) é uma curva parametrizada em S, podemos imagina-la como a
trajetéria de um ponto que se move sobre a superficie. O vetor «’(t) € a velocidade e «”(t) é

!/

~ : : D . :
a aceleragao de «. A derivada covariante di‘ (t) do campo «'(t) é a componente tangencial

!/

da aceleracao «”(t). Intuitivamente, %(t) € a aceleragao do ponto «(t) vista da superficie S.

Definicao 3.5 Um campo de vetores diferenciavel w ao longo de uma curva parametrizada

«:1— S é paralelo se l?1—10(’[) =(0paratodot e l.
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Observacao 3.5 Quando S é um plano, w é um \\/oz
/

campo de vetores paralelo ao longo de uma curva

9%
parametrizada se, e s6 se, \\\X\lll \ > 7

\ / —
Dw dw /

FTRRATY

Fig. 11: Campo w paralelo ao longo de «

para todo t € I, ou seja, se, e sO se, w é constante
em I, ou ainda, o comprimento do vetor w(t) e o
angulo que ele faz com uma direcao fixa sao constantes.

Proposicao 3.1 Sejam v e w campos de vetores paralelos ao longo de uma curva para-
metrizada « : 1| — S. Entdo (v(t), w(t)) € constante. Em particular, ||v(t)| e ||w(t)| s&o
constantes e o angulo entre v(t) e w(t) é constante.

Prova.

~ dw dv ~ .
Como v e w sao campos paralelos, E(t) e E(t) sao vetores normais ao plano tangente

asSem x(t).

dv

Portanto, <%(t), V() = {w(t), T

(t)) =0, pois v(t), w(t) € Tyw) S. Logo,

d dv dw

SO, ) = (1), w®) + (v(t), L ®) =0,

paratodot € I, isto &, (v(t), w(t)) é constante em I. g

Exemplo 3.2 Sejam S? a esfera unitaria centrada na origem, p € S?ev € T,,S, ||v|| = 1. Seja
7t 0 plano que passa por p € é paralelo aos vetores p e v.

Entdo m = {q € R*|(q,vAp) =0} é um plano que passa pelo centro (0,0,0) da esfera.

Assim 7N S? é um grande circulo em S? e «(s) = (coss)p + (sens)v, s € [0,2n], € uma

parametrizagdo deste grande circulo, pois, «(s) € me ||«(s)|| = 1 para todo s € [0, 27, ja que

vipelpl=|vl=1

Como «”(s) = —(coss)p — (sens)v = —«(s), temos que «”(s) ndo tem componente tangen-
/

cial, isto é, %(s) = 0. Entdo o’ € um campo paralelo ao longo de «.

Este exemplo mostra que sobre uma superficie arbitraria, campos paralelos podem parecer

estranhos a nossa intuigdo euclidiana.
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Fig. 12: Campo paralelo ao longo de um grande circulo de S?

A proposicao abaixo mostra que existem campos paralelos ao longo de uma curva parametri-
zada « e que eles sao completamente determinados por seus valores em um ponto t,.

Proposicao 3.2 Seja « : I — S uma curva parametrizada em S e sejaw, € T, S, t € L.

Entao existe um tnico campo de vetores paralelo w ao longo de « tal que w(t) = wy.

Prova.

Como foi provado na observagao 1.7, existe uma particdo P ={t, =0 < t; < ... < t, = {} do
intervalo [0, {] tal que, para cadai = 1,...,k, existe uma parametrizagado X' : U; — X;(U;) de
S tal que ([ti1, ti]) € XH(U;).

Sejaiy €{1,...,k} tal que t € [t;, 1, ti,].
Sendo «(t) = X (u(t),v(t)), t € [ti, 1, ti,], temos que um campo
w(t) = a(t)XP (u(t), v(t)) + b()XP (u(t), v(t))

€ paralelo ao longo de «f; e

tig—1otig)

w(t) = wo = apX¥(ug, vo) + boXi (1, vo)

onde X(ug,vo) = x(t) (&= u(t) =uy e v(t) = v), se, e so se, pela equagao (28),

a'(t) = —[a®w ) (ut),v(t) + alt)v' (O, (t),v(t)
+b () (O, (), v(t) + bt (1T, (u(t), v(t)) ]
b(t) = —[a(tuw (BT u(t),v(t) + althy' ()T (u(t), v(t)

b/ (DG (), v(t) + bt (1T (u(t), v(t)) ]

e (a(t), b(t)) = (ao, bo).
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Como, pelo teorema de existéncia e unicidade de solucdes de equacdes diferenciais ordinarias
lineares, existe uma Unica solugédo (a,b) : [ti, 1,ti,] — R? de (28) com condigao inicial
(a(t),b(t)) = (ao,bo) temos que existe um Unico campo de vetores diferenciavel w' para-

lelo ao longo de ‘X|[tioq,tiol tal que wi(t) = wy.

Partindo dos valores w'(t;, 1) e w™(t;,), podemos provar, de modo andlogo, que, para cada
i=1,...,k, existe um campo de vetores diferenciavel w' paralelo ao longo de «ly, , ., tal que
wi(t;) = w'(t;) paratodoi=1,...,k—1.

Precisamos provar ainda que o campo de vetores w definido por wy, ,+ = w, i=1,...,k, &
diferenciavel em [0, ].
Sejai € {1,...,k — 1}. Pelo teorema de existéncia e unicidade de solucdes de equacodes

diferenciais ordindrias, existe um unico campo diferenciavel
v(t) = c()X (u(t), v(t) + d(t)X (u(t), (1),

onde «(t) = X*(u(t),v(t)), paratodo t € [t; — ¢, t; + €] C (0,¢), paralelo ao longo de oy, ¢, 1
tal que v(t;) = wi(t;) = w1 (ty).

Logo, pela unicidade da solugcdo em [t; — ¢, t;] € em [t t; + €], respectivamente, temos que
wi=vemt;—e t] e wt =vem[t,t; + el

Assim, o campo w é diferenciavel em [0, {], paralelo ao longo de «x e w(t) = wy, € € 0 Unico
campo que satisfaz essas trés propriedades. g

Observacao 3.6 Daremos outra demonstragao deste resultado mais adiante nesta segao.

A proposicao 3.2 nos permite falar de fransporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva
parametrizada.

Definicao 3.6 Sejam « : I — S uma curva parametrizada e wy € Ty, S, to € 1. Seja w

o campo de vetores paralelo ao longo de & com w(ty) = wy. O vetor w(t), t € I, € chamado
transporte paralelo de w, ao longo de « no ponto t.

Observacao 3.7 Se « : I — S é uma curva regular, entdo o transporte paralelo nao de-
pende da parametrizacao regular de o(I).

De fato, seja p = xoh : ] — S uma reparametrizagdo de o com h/(s) # 0 para todo s € J.

d(th)(s) _ dw D(woh)(s) _ Dw

m -
Como ds dt ds dt

(h(s)) h/(s), temos que (h(s))h'(s).

Instituto de Matematica - UFF @



209

Geometria Diferencial

D((z:h)(s) = 0 se, e sO se, ?T‘:(h(s)) =0, ja que h'(s) # 0. Assim, w é paralelo ao

longo de « se, e s6 se, w o h € paralelo ao longo de = o h.

Logo,

Observacao 3.8 Sejamp,q e Se «:[0,{] — S uma curva parametrizada tal que «(0) = p
e x({) =q.

Considere a aplicagdo P, : T,S — T,S que associa a cada v € T,S o seu transporte paralelo
ao longo de « em q. Entao P, € uma isometria.

De fato, sejam vo,wy € T,S e v, w 0s campos paralelos ao longo de « tais que v(0) = vy e

w(0) = wy.

Entao, pela proposicao 3.1, (v(t), w(t)) & constante em 1. Em particular,
<VO> W0> - <V(O)> w(0)> - <V(€)) w(@) - <Poc(v0)) ch(WO» .

Observacao 3.9 Se duas superficies S; e S, sdo tangentes ao longo de uma curva parame-
trizada & e wy € Ty S1 = Tato) S2, €NtAO, w € o transporte paralelo de wy relativo a superficie
S; se, e sO se, w é o transporte paralelo de wy relativo a superficie S,.

. . Dw p . .
De fato, como a derivada covariante e de w é a mesma para ambas as superficies, a afir-

mativa segue da unicidade do transporte paralelo.

Observacao 3.10 Sejam S e S superficies regulares, o : I — S uma curva parametrizada
e w 0 campo paralelo ao longo de « tal que w(t)) = wy, to € I. Se F : S — S é uma
isometria, entdo w(t) = dF4u(w(t)) € o transporte paralelo ao longo de f = F o « tal que
@(to) = dFu(ty) (Wo)-

De fato, w(t) = dFyu(w(t) € Troaw S = Tp) S, paratodot €1, e

Dw

P2 = dFuy ()

dt
pois se X : U — X(U) é uma parametrizacao de S,
a(t) = X(u(t),v(t)), e w(t)=alt)Xe(ut),v(t))+b(t)X,(u(t),v(t)),
entdo X = F o X : U — F(X(U)) é uma parametrizagdo de S, B(t) = F o «(t) = X(u(t), v(t)),
E=EF=FG=Ge
(t) = dFy (w(t))
= a(t)dFyy (Xu(u(t),v(t))) +b(t)dFuw (X (u(t),v(t)))
= a(t)Xu(u(t),v(t) + btX,(u(t), v(t) .
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Portanto, pela expressao (26),

aFu (So0) = (a'(t)+alOw O (u(t), v(t) + althy (O u(t), v(t)

b(t)w/ ()M (w(t), v(t)) + b ()T (w(t), v(1)) ) dFan (Xulu(t),v(t)))
(b'(t) + a(t)w' ()T (w(t), v(t) + a(t)v' () (u(t), v(t))
t))

b(t)u/ (6 (u(t), v(t)) + btV ()T (u(

= E(t)v

pois

Xu(u(t),v(t)) = dFo Xu(u(t),v(t))),  Xo(u(t),v(t)) = dFaq (X(u(t),v(1)))

e F =T em U, para todos i,j,k = 1,2,3.

. D , D
Assim, —w=0emlse,esose, —w=0em I.
dt dt

Observacao 3.11 (Envoltéria de uma familia de planos tangentes ao longo de uma curva
de uma superficie)

Sejam S uma superficie regular orientada com orientagdo N: S — S? e oc: I — S uma curva
regular em S.

Suponha que «’(s) nao é uma direcao assintética de S em «(s), paratodo s € I.
Se N(s) = N o «fs), temos que N'(s) = dN,) (o/(s)) # 0, para todo s € I, pois «’(s) néo é
uma direcao assintética para todo s.

Considere a superficie regrada X : I x R — R3, dada por

N(s) AN'(s)

X y = + —7
N BT

Afirmacao: X é regular em uma vizinhanga de v = 0, é tangente a S ao longo de v = 0 e tem
curvatura Gaussiana zero.

De fato, como

N
Xs(s,0) = «'(s) e X80 =—"——,
temos que

X AX)15,0) = o(s) A (MELRREN) (DR ) — 1, (a(s)) N 20,
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para todo s € I (lembre que (UuAV) Aw = (u, w)v— (v, wu).

Entdo X é regular numa vizinhanga V de v = 0.

Além disso, como (X; A X,)(s,0) || N(«(s)), X é tangente a S ao longo de «.
Vamos mostrar agora que K(s,v) = 0 para todo (s,v) € V.

Como X,,(s,v) =0, temos que

9(33\)) = <XW(S»V)> N(S>V)> =0,

onde f\](s,v) = M(S’V) € o vetor normal unitario a superficie parametrizada X em
X(u,v).
Sendo X, (s,v) = (N(S)/,\N(S)) e
IN"(s)]|
~ 1 , N(s)AN(s)\'| . N(s) AN'(s)
N(S,V) = - (04 (S) -+ (,) /\ e — y
X AX] ([ TNl ] NI )
temos que:
f(s,v) = (Xalu,v), N(s,v))
1 , N(s)AN'(s) [N(s)AN'(s)\’
= A
||><SAXVH<°c (s) IN'(s)| ( IN'(s)]] > )
_ 1@, N ) g (N(s)AN’m)’
L A R S TR A
1 (o'(s), N'(s)) = ) N(s) AN'(s)
= N BMSSEREMSE)
HXsAXvH(( el ) TN
o <a'(s),N/(s)>)’N(s) N(s) AN'(s)
X AX] ( IN'(s)]| CIN(9)] /
+ (MN/(S), N(S)//\N(S)>] =0,
IN"(s)]] IN"(s)]]
pois
<< «’(s), N(s )N N'(s), N(SL{\N(S)>:O
IN'(s)] IN"(s)]
L eqg — 2
ogo, K(s,v) = G_E (u,v) =0 para todo (u,v) € V.
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Para finalizar, daremos uma interpretagdo geométrica da superficie X.

Considere a familia {T,) S} de planos tangentes a superficie S ao longo da curva «(s). Se As
é pequeno, os dois planos Ty S € Tysias) S da familia intersectam-se ao longo de uma reta

N(s) AN(s + A
paralela ao vetor (s) A£S+ S).

Fazendo As — 0, esta reta se aproxima de uma posicao limite paralela ao vetor

im N(s) AN(s+ As) — lim N(s) /\N(S-I—As) —N(s)

— —
As—0 As As—0 As =N(s)AN(s).

Isto significa que as geratrizes de X sao as posicoes limites da interseccao de planos vizinhos
da familia {T4) }. A superficie X é chamada a envoltoria da familia de planos tangentes de S

ao longo de «(s).

Exemplo 3.3 Seja oc: I — S? um paralelo da esfera unitaria S? centrada na origem.

Afirmacao: Se «(s) = (coss,sens,0) € um equador de S?, entdo
a envoltéria de planos tangentes de S* ao longo de « é um cilin-
dro.

De fato, como N(s) = a(s), temos que N'(s) = (—sens,cos s, 0).
Logo, N(s) AN'(s) = (0,0, 1). Portanto,

N(s) AN'(s)

X(s,v) = + =7
N BT

= (coss,sens,v)

que é uma parametrizagéo do cilindro x* +y* = 1.
Fig. 13: A envoltéria de « € um cilindro
Afirmacao: Se

x(s) = (\/1—2(2) coss, \/1—z} Sens,zo> , 0<zo<T1,

€ um paralelo contido no plano z = z,, entdo a envoltéria de planos tangentes de S? ao longo
de « € um cone.

De fato, como N(s) = «(s), temos que

N'(s) = (—\/1 —z%sens, \/1—z% coss, O) :
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Entao

— _ o 2 - 2 ]_ )
N(s) AN'(s) - ( zoy/1 —z5 cOSs, —zo\/1 —z; sens, Zo)

— = = (—zo COSs, —zy Sens, y/1 —z(z)) .
IN"(s)]| f1- 22

Portanto

X(s,v) = cx(s)-l—vN

= (\/1—13 coss, \/1—23 sens,zo> +v(—zo COS s, —Zo sens,\/1—z§)
= ((V]—z(z)—vzo) coss, <\/1 —zé—vzo> sens, zo+v 1—2(2)) .
y4

Assim, X € uma parametrizacao do cone de revolugao obtido
girando a reta

{(O, V1 —28—vzo, zo +v4/1 —z%) IVER}

em torno do eixo Oz. Como a reta corta o eixo Oz no ponto

z
\V1-125

. 1 . -
O<op< 75[ com este eixo, temos que (O, 0, Z—) € 0 vertice
0

(0, O,Zl> e faz um angulo ¢, tal que tang = e
0

e

1\ z3
x* +y? = (tan @)? (z——) =0

Zo

é a equagao do cone.

Exemplo 3.4 Seja C um paralelo de colatitude \ (0 < W < 7/2) da esfera unitaria S? ori-
entada com a orientacdo N(p) = p, e seja w, um vetor unitario tangente a C em um ponto
Po € C.

Sejax:1— S,

s+s s+s
° cos ¢ sen——>2°
Ccos @ cos @

a(s) = (COS(p cos ,sencp) ,

uma parametrizacao pelo comprimento de arco de C com «(0) = py € «'(0) = wy, onde

$0 S0
, COS @ sen
COS @ cos @

po:(COS(p cos ,sencp) .
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Vamos determinar o transporte paralelo de w, ao longo de C.
Considere o cone S que é tangente a esfera ao longo de C
(ver observagao 3.11 e exemplo 3.3). Entao (O, 0, co]sxp) é

o vértice, pois C esta contido no plano z = cos{ = sen g, e

7T P A 7 gn
¢=35- P € o0 angulo no vértice do cone.

Como S é tangente & esfera ao longo de C, basta determinar
(ver observacao 3.9) o transporte paralelo de wy ao longo de  Fig. 15: Cone tangente a $* ao longo de C

C no cone S.

Por outro lado, o cone menos uma geratriz € isométrico ao
aberto
U={(pcosO,psend,0)|pec(0,00) € 0 € (0,2tsen¢) }

do plano xy.

Sejam G a isometria entre o cone menos uma geratriz e o aberto U,onde G =F' e

F(pcose,psen6,0)=<psencp cos( ),psen(p sen( ),—pCOS(p—i—

sen @ sen @ sen (p> ’

B =Goxewy=dG,,(wy) = p’(0). Observe que

B(s) = (cotg ¢ cos(tan @(s + so)), cote sen(tan ¢ (s +so)), 0) .

!
H— wo 2r—0
>
B'(s)—" wo=[3'(0)
0
| -
p=tany =cot ¢ I

Fig. 16: Transporte paralelo de wq ao longo de 3

Como no plano o transporte paralelo de w, ao longo de 3 é constante, temos que o angulo
orientado formado pelo vetor tangente B’(s) e o transporte paralelo wy € 2t — 6, onde B(s) €
obtido girando o ponto 3(0) em torno da origem de um angulo 6 no sentido anti-horario.
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Sendo que a isometria preserva angulo e transporte paralelo (ver observacao 3.10), temos que
o transporte paralelo de w, ao longo de « em s € o vetor unitario que faz um angulo orientado
2t —0 com o'(s).

__8
5 T seny
2r—0=2r—Eseny
a/(s)

Sw(s)

Fig. 17: Transporte paralelo de w( ao longo de «

0
sen @
formado por «’(s) e o transporte paralelo w(s) é 2m— 0 = 2t — & sen ¢ (Figura 17).

Entdo, ao girarmos o ponto p, ao longo de « de um angulo ¢ = € (0,27, o angulo

Portanto, apds completar uma volta, o angulo entre «’(0) = w, e o transporte paralelo w(27)
é 2m—2msen @ = 2m(1 —cosp).

Observacao 3.12 Se « é um equador da esfera, entdo w(s) = o/(s), pois, neste caso, ' &
um campo paralelo ao longo de « (ver exemplo 3.2).

Definicao 3.7 Uma aplicagédo « : [0,] — S é uma curva parametrizada reqular por partes
se « € continua e se existe uma particao {to =0 < t; < ... < t, < tx_; = {} do intervalo [0, {]
tal que a restricao |y, .., i =0,...,k, € uma curva parametrizada regular. Cada |y, ., €
chamada um arco reqular de c.

Observacao 3.13 A nogao de transporte paralelo pode ser estendida a uma curva parame-
trizada regular por partes.

De fato, se wy € Ty/) Set’ € [t ti1], realizamos o transporte paralelo de w, ao longo do arco

regular oy, ¢, 1 - Se tiy1 # £, tomamos w(ti11) como o valor inicial para o transporte paralelo

tit

ao longo do arco ol .+, ; © se t; # 0, tomamos o transporte paralelo de w(t;) ao longo do

arco o, ., -
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Prosseguindo desta maneira, obtemos um campo de vetores w continuo em [0, ] tal que

I

Lo . Dwlg, t, )
Wli,t,,, € diferenciavel e %*” — O paratodoi=0,...,k.

Observacao 3.14 As curvas parametrizadas nao-constantes y : I — R? do plano ao longo
das quais o campo de vetores tangentes y’(t) é paralelo sdo as retas deste plano.

De fato, o campo w(t) = «/(t), t € I, é paralelo ao longo de « se, e s0 se,

Dw

E(t) =w'(t) =a"(t) =0.

Ou seja, se, e sé se, x(t) =vt+ A, teI,onde &/(t) =v #0.

Definicao 3.8 Uma curva parametrizada néo-constante vy : I — S é uma geodésica em
t, € I se o campo de vetores tangentes y’(t) € paralelo ao longo de « em t,, isto €,

Dy’

it (to) =0.

Y € uma geodésica se é geodésica em todo t € 1.

Portanto, pela proposi¢ao 3.1, |&/(t)|| = ¢ # 0 para todo t € 1. Assim, o parametro t de uma
geodésica parametrizada y € proporcional ao comprimento de arco, s(t) = ct, de vy.

Observacao 3.15 Uma geodésica parametrizada pode ter auto-intersecgdes, mas é sem-
pre regular.

Definicao 3.9 Uma curva regular conexa C C S é uma geodésica se, para todo p € C, uma
parametrizagao pelo comprimento de arco vy : I — y(I) € C de C em p € uma geodésica
parametrizada, isto é, y’(s) € um campo de vetores paralelo ao longo de «.

Observacao 3.16 De um ponto de vista exterior & superficie, a definicio 3.8 é equivalente
adizer que v”(s) = k(s) n(s) € normal ao plano tangente, isto é, paralela a normal a superficie
em «(s).

Entédo, uma curva regular conexa C C S, com k(p) # 0 para todo p € C, € uma geodésica se,
e sO se, seu vetor normal n(p) em cada ponto p € paralelo ao vetor normal N(p) a S em p.

Observacao 3.17 Toda reta r contida em uma superficie S é uma geodésica de S, pois
v”(s) = 0 paratodo s € I, onde y : I — S é uma parametrizacao pelo comprimento de arco
der.
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Exemplo 3.5 Os grandes circulos s&o as Unicas geodésicas da esfera Sz(A) de centro A e
raio R > 0.

De fato, os grandes circulos C de Sg(A) sao obtidos intersectando a esfera com um plano que
passa pelo centro A da esfera.

A normal n(p) a C em p esta na diregcao da reta que liga o ponto p ao centro A, pois C é
um circulo de centro A. Como Sk(A) é uma esfera, a normal N(p) a esfera em p esta nesta
mesma direcao, o que prova que C é uma geodésica.

Temos também que para cada p € Sg(A) e cada v € T,Sg(A), existe um grande circulo que
passa por p e é tangente a v neste ponto.

Para verificar esta afirmacao, basta tomar o grande circulo C = Sg(A) N7, onde
T={XeR|(X—A,vA(p—A)) =0}

€ 0 plano que passa por A (e por p) € € paralelo aos vetoresve p — A.

Com efeito, neste caso C é um grande circulo que passa por p e é tangente a v em p, poisv €
a Unica direcao que é paralela ao plano 7 e ao plano tangente a Sg(A) em p ao mesmo tempo,
jaque p — A é normal a esfera em p.

Sr(A)

Fig. 18: Circulo C = Sg(A) N7

Provaremos mais adiante nesta se¢ao o fato geral de que para cada ponto p € S e cada diregao
em T,S existe exatamente uma geodésica C C S passando por p e tangente a esta direcao.

Portanto, pelo visto acima, os grandes circulos sdo as unicas geodesicas de uma esfera.

Exemplo 3.6 Vamos determinar as geodésicas do cilindro C : x> +y? = 1.

Todo meridiano do cilindro (reta paralela ao eixo Oz) € uma geodésica, pois, pela observacao
3.17, toda reta contida numa superficie € uma geodésica.
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Por outro lado, todo paralelo do cilindro € uma geodésica.

De fato, como «(s) = (coss,sens,zy) € uma parametrizacao pelo comprimento de arco do
paralelo C N {z = zy}, temos que «”(s) = (—coss,—sens,0) é paralelo ao vetor normal ao
cilindro em «(s), pois N(x,y,z) = (x,y,0). € um vetor normal unitario a C em (x,y, z).

Antes de determinar as outras geodésicas do cilindro precisamos do seguinte resultado:

SeF:S; — S, éumaisometriae «: I — S; € uma geodésica de S, entdao B = Fo o é uma
geodésicade S, .

De fato, como 3'(s) = dF4) («'(s)), temos, pela observagao 3.17, que

DB’ (o) — aFy, (D“'(s)) —0,

ds ds

para todo s € I.

Para verificar a existéncia de outras geodésicas C no cilindro que passam por um ponto
p = (Ccosuy, Senuy, vy) € C, consideremos a parametrizagao

X:(ug—mug+7m x R — C —{meridianou = uy — 7}

dada por
X(u,v) = (cosu, senu,v),

onde X(up,vo) = p. Nesta parametrizacdo, uma vizinhangca de p em C é expressa por
a(s) = X(u(s),v(s)), onde s € o comprimento de arco e «x(0) = X(u(0),v(0)) = X(ug,vo) = p.

V4

N

meridiano

u=tug—7 T——"

]

st

xr

(up,vo)

Uo
Uy —T ug+7m

Fig. 19: Hélice «
Como X é uma isometria (E = G = 1 e F = 0), temos, pela observacao feita acima, que « é
uma geodésica do cilindro parametrizada pelo comprimento de arco com «(0) = p se, e s0 se,
B(s) = (u(s),v(s)) € uma geodésica do plano parametrizada pelo comprimento de arco que
passa pelo ponto 3(0) = (ug, Vo).
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Portanto, B(s) = (as + uy, bs +v,), com a? + b? = 1, isto é, B(I) € um segmento de reta que
passa por (g, Vo).

eSea=0,B(s) = (ug,£s +vy), portanto, «(s) = (cos uy, senuoy, s +vy) € um meridiano.

eSeb =0, p(s) = (Es+up V), portanto, «(s) = (cos(E£s+uy),sen(+s+uy),vo) € um paralelo.

eSea#0eb#0, x(s) = (cos(as +uy),sen(as +uy), bs +v,) € uma hélice de passo Z%b. ]

Observacao 3.18 Se dois pontos p e q pertencem a um mesmo paralelo, entdo os dois
arcos deste paralelo sdo as Unicas geodésicas do cilindro que ligam p e q.

Observacao 3.19 Se dois pontos p e q ndo pertencem a um mesmo paralelo, entio eles
p Peq P Y

podem ser ligados por um nimero infinito de geodésicas, em contraste com o que o corre no

plano, onde dois pontos quaisquer sao ligados por uma Unica geodésica (isto &, por uma Unica

reta).

De fato, sejam p = X(uy,vo) = (cOsugy, senuy, vo) € q = X(uy,vy) = (COSuy, senu;, vi),
onde uy € (uy — 7, ug + 7) € vy £ V.
Sejama,b € R,coma’+b’>=1,es; € (—g, g) tais que (as; + ug, bs; +vy) = (uyg,vy). Isto

é, (a,b) é o vetor unitario paralelo a Unica reta no plano que liga os pontos (uy,vo) € (ug,vy).
Portanto, se p e q nao estdo no mesmo meridiano, existe uma unica hélice que liga os pontos
p € q antes de completar uma volta.

Sejam
2
A — ™M + s1a o B, — bs; )
\/(27m+s1a)2+bzs% \/(Zﬁn+s1a)2 + b2s?
onden=0,1,2,..., e seja a hélice «, : R — C dada por:

o (s) = (cos(An s +up), sen(Ans +1ug), Bus+vy) .

Entdo «,(0) =p e an(sn) = g, onde

Sp = —r = + = e

__bsy 2+ asy 2m  asg asy c mm
Bn  An An | A An '

Logo, a hélice «, s6 passa pelo ponto q apds completar n voltas.
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(65

\f; 7é

Fig. 20: Hélices o7 € o

Observacao 3.20 No plano, as geodésicas (isto é, as retas) sdo também caracterizadas
como sendo as curvas regulares de curvatura zero.

No plano, associamos a uma curva «(s) = (x(s),y(s),0) parametrizada pelo comprimento de
arco, uma curvatura com sinal

k(s) = («"(s), n(s)),

onde n(s) = (—y’(s),x'(s),0) é o vetor normal a x em s tal que { «/(s),n(s), (0,0,1)} € uma
base positiva de R3. O sinal de k depende da orientagao da curva e do plano (N = (0,0, 1)).

Por analogia com o plano, definiremos a seguir a curvatura geodéesica de uma curva reqular
numa superficie S cujo sinal depende da orientacao da curva e da superficie, e caracterizare-
mos as geodésicas como sendo as curvas que possuem curvatura geodésica nula em todos
0S seus pontos.

Definicao 3.10 Seja w um campo diferenciavel de vetores unitarios ao longo de uma curva

parametrizada « : I — S sobre uma superficie orientada S.
Como |jw(t)|] = 1 para todo t € I, temos que (w’(t), w(t)) = 0 para todo t € I. Portanto,
D

d—(:(t) é paralelo ao vetor N(t) A w(t), isto &, existe A(t) € R, tal que

P2 = A (N(1) A w(t),
onde N(t) = N o «(t).

O numero real A(t) denotado por [%(t)}, € chamado valor algébrico da derivada covariante

de w emt.
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Du
dt

(V] (1) = (39 4) ) N(6) A w(t), pois l?i—(:(t) & a componente

Observacdo 3.21 At) = [ =

tangente de %(t) e N(t) A w(t) é um vetor tangente a S em «(t).

Observagao 3.22 {w(t), N(t) Aw(t), N(t) } € uma base positiva de R?, isto é,
det (w(t), N(t) Aw(t), N(t)) =1.

Observacao 3.23 O valor algébrico [Z—ﬂ depende da orientacéo de S e de «.

Observacao 3.24 As definigbes de derivada covariante, transporte paralelo e geodésica
nao dependem da orientagao de S.

Definicao 3.11 Seja C uma curva regular orientada contida em uma superficie orientada S,
e seja « : I — C uma parametrizagao de C, numa vizinhanga de p € C, pelo comprimento de

!

arco positivamente orientada. O valor algébrico {de (s)] = K4(s) da derivada covariante de

«’ em s é chamada curvatura geodésica de C em p, onde «(s) = p.

Observacao 3.25 As geodésicas so as curvas regulares em S que tém curvatura geodésica
nula em todos os seus pontos.

Observacao 3.26 A curvatura geodésica de C muda de sinal se mudarmos a orientagéo de
SoudeC.

Observacgao 3.27 Pela observagéo 3.22, k4(s) = («”(s), N(s) A «(s)). Portanto, como a

curvatura normal de oc em s é kn(s) = (a”(s), N(s)), temos que
«”(s) = Kkg(s) N(s) A a(s) + kn(s)N(s) .

Entao

K(s)? = [l (s)]|* = kq(s)* + kn(s)*.

Assim, de um ponto de vista externo a superficie, o valor absoluto da curvatura geodésica k4 (s)
de C em p = «(s) é o valor absoluto da componente tangencial do vetor «”(s) = k(s) n(s), e 0
valor absoluto da curvatura normal kn(s) de C em p é o valor absoluto da componente normal
do vetor «”(s) = k(s)n(s), onde « € a curvaturade C em p e n € o vetor normal a C em p.
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Fig. 21: |kg| é o valor absoluto da componente tangencial de o’

Exemplo 3.7 Seja C o paralelo de colatitude @, 0 < ¢ < m, na T —

s . 1
esfera unitaria centrada na origem S*. Como k = sono e |k =1

. . ~ v
(pois k; = k, = 1 para a orientagdo N(p) = —p em S?), temos que:

2=1+k2.
(sen (p) T K
Ou seja, Fig. 22:
1 1—sen’¢ cos?o
2 2
K2 = —1 = = = cot .
g + (sen@)? sen? @ sen? @ g e

Portanto, os paralelos tém curvaturas geodésicas constantes. ‘ 2 : / =
N N
Tomando S* com a orientagdo N(p) = p, p € S?, e o paralelo C '
@

com a orientacao dada na figura ao lado, temos que

a(s)
_— L,
- v
Kg(s) =cotge.
Em particular, se ¢ = 725 isto €, se C & um grande circulo, kg = 0,

ou seja, C € uma geodésica.
Fig. 23:

Vamos agora obter uma expressao para o valor algébrico da deri-
vada covariante. Para isto, precisamos de alguns preliminares.

Seja o : I — S uma curva parametrizada, e sejam v, w dois campos diferenciaveis de vetores
unitarios ao longo de «.

Seja v(t) = N(t) Av(t). Entdo {v(t),v(t) } € uma base ortonormal positiva de TS para todo
t € I. Assim, w(t) pode ser expresso como
w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t).
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onde a,b : I — R sao fungdes diferenciaveis com a + b? = 1.

~ . . ~ N v(t)A
Entao, fixada uma determinacao ¢, do angulo de v(t,)

a w(ty) (i.e., cospy = a(ty) € sen(py) = b(ty)), existe

uma unica fungdo angulo ¢ : I — R diferenciavel tal que N

@(to) = @o € a(t) = cos (t), b(t) = sen (t) para todo <0 |
w(t

t e I- \I

. , . , v(t)
Podemos agora relacionar a derivada covariante de dois

campos de vetores unitarios ao longo de uma curva com Fig. 24:
a variacao do angulo formado por eles.

Lema 3.1 Sejam v e w dois campos diferenciaveis de vetores unitérios ao longo da curva

«:1—S. Entao

[‘L‘“} _ [@} _ de
dt dt ] dt’

onde ¢(t) é uma determinacao diferenciavel do angulo de v(t) a w(t), na orientagdo de S.

Prova.
Sejam N = N o «(t), ¥(t) = N(t) Av(t), @(t) = N(t) Aw(t) e ¢ : ] — R uma determinacgéo
diferenciavel do angulo de v(t) a w(t) na orientacao de S, isto &,
w(t) =cos e(t)v(t) +sen(t)v(t).
Portanto,
w(t) = N(t) Aw(t) =cos @(t)N(t) Av(t) +sene(t)N(t) AV(t) = cos @(t)V(t) —sen @(t)v(t),

e
w'(t) = —(sen@(t))@’(t)v(t) + (cos o(t))e'(t)V(t) +cos @(t)v'(t) +sen @ (t)V'(t).
Como [Z—f(t)} = (w’(t), w(t)), temos que:
[Z—f(t)} = (—@'(t)v(t)sen@(t) + @'(t)V(t) cos @(t) + v'(t)cos @(t) +V'(t)sen @(t),

V(t)cos @(t) —v(t)sen@(t))

= (sene(t))*@’(t) + (cos @(t))*@’(t) + (cos @(t))*(v'(t), V(t))

— (sen@(t)*(¥'(t), v(1))
= o'(t) + (v'(t), V(1))
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pois
jaque

paratodot € I.

Assim,

Observacao 3.28 Sejam C uma curva regular orientada em S, o : I — C uma parametri-
zagao pelo comprimento de arco de C em p positivamente orientada e v um campo paralelo
de vetores unitarios ao longo de «. Entdo, tomando w(s) = «'(s), obtemos, pelo lema acima,
que

ols) = | 5 (6)] = $209).

Ou seja, a curvatura geodésica € a taxa de variagcao do angulo que a tangente a curva faz
com uma direcao paralela ao longo da curva. No caso do plano («'(s) = cos ¢(s)(1,0,0) +
sen @(s)(0,1,0)), a diregao paralela é fixa ((1,0,0)) e a curvatura geodésica reduz-se a curva-
tura k(s) usual.

Proposicao 3.3 Sejam S uma superficie orientadae X : U — X(U) C S uma parametrizagdo
ortogonal compativel com a orientacdo de S. Seja w(t) um campo diferenciavel de vetores
unitarios ao longo da curva «(t) = X(u(t),v(t)). Entao

Dw 1 dv du do
Dop_ 1 v _E 7> de
[ dt } 2WVEG (G” dt v odt + dt’

onde ¢(t) € uma determinacdo do angulo de X,, a w(t) na orientagdo de S.

Prova.
X X Xu A X .
Como ¢ —= X N="2_"" % ¢éuma base ortonormal positiva de R3, temos que se
{\/E VG VEG } P a
er(t) = Xu(u(t),v(t)) )
E(u(t),v(t))
entao
Xy (u(t),v(t))
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Portanto, sendo
w(t) =cos@(t)e(t) +seno(t)e(t),
temos, pelo lema anterior, que
[Dw] _ [Der)  de
dt ] L at dt
Além disso, como

B 0] = (o), B0) = (o (01X +V(0Xun) + < E(u(l),v(t))) . 7
= _]EG (u'(t) K, Xo) + V' (1) X, X))
_ \/I;G (—u/ (1) (X, Xou) + V(1) Xy s X))
_ ﬁ(euv'(t)—au’(t)),
(POis (Xu, Xy) =0, By = 2(Xu, Xu) € Gy = 2(X,, X)), Obtemos:

Como consequiéncia da proposicao 3.3, provaremos novamente a existéncia e unicidade do
transporte paralelo (proposicao 3.2).

Seja « : 1 — S uma curva parametrizada e wy € Ty,)S, to € I = [0,(]. Entao existe um unico
campo de vetores paralelo ao longo de « tal que w(ty) =wy.

Prova.

Suponhamos que «(t) € X(U) paratodot € I, onde X: U — X(U) C S é uma parametrizacao
ortogonal de S. Sejam «(t) = X(u(t),v(t)),

() = cos (1) 22 (u(t),v(t) + sen p(t) 7 (u(t), v(1)
e ¢, uma determinacao do angulo de i;%(u(to),v(to)) a wy na orientacao dada.
Entao, pela proposicao 3.3, w é um campo paralelo se, e so se,
1
"t) = ———— (GuV'(t) — E,u/(t)) = B(t).
@'(t) 2\@( vi(t) u'(t)) (t)

Logo,
t

olt) =<P0+J B(E) de,

to
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0 que demonstra a existéncia e a unicidade de w neste caso.

Caso «(I) nao esteja contido em uma Unica vizinhanga coordenada, utilizamos a compacidade
de I para dividi-lo em um namero finito de subintervalos to =0 < t; < ... < t, = { de modo que,
para cadai = 1,...,k, «([ti_1,ti) esteja contido numa vizinhanga coordenada X;(ll;), onde
X; : U; — X;(U;) € uma parametrizagao ortogonal de S. Utilizando a existéncia e a unicidade
obtida na primeira parte da demonstracao, podemos provar a existéncia e a unicidade de um
campo de vetores w paralelo ao longo de «, com w(ty) = wy, da mesma maneira como foi
feita na demonstragao anterior. g

Uma outra aplicagao da proposicdo 3.3 é a seguinte expressao para a curvatura geodésica,
conhecida como formula de Liouville.

Proposicao 3.4 (Férmula de Liouville)

Seja C uma curva regular orientada sobre uma superficie regular orientada S, e seja
« : I — C uma parametrizacdo pelo comprimento de arco positivamente orientada de uma
vizinhanga de um ponto p € C. Suponha que «(I) c X(U), onde X : U — X(U) é uma
parametrizagcao ortogonal de S compativel com a orientagdo. Se ¢(s) é uma determinacdo do
angulo de X,, a o’ (s) na orientagao dada, entao

d
Kg = (Kg)1 COS @ + (Kq)25€n @ + d—f,

onde (kq)1 € (kq), S0 as curvaturas geodésicas das curvas coordenadasv = const. eu = const.,
respectivamente.

Prova.
Tomando w(s) = «'(s) na proposi¢ao 3.3, obtemos

_ 1 (g v _pdu) do
Ko = VEG <Gu ds & ds) + ds’ (29)
/ Xu v
onde o/(s) = cos @(s) N +sen(s) 7

Sejam «(s) = X(u(s),v(s)) = X(B(s)), so € I, y1(t) = X(w(t),v(so)) uma parametrizacao
pelo comprimento de arco da curva coordenada v = v(sp) tal que v;(t;) = X(uw(ty),v(so)) =
X(u(so),v(so)) € v2(&) = X(u(so),v2(&)) uma parametrizagdao pelo comprimento de arco da
curva coordenada u = u(sy) tal que v, (&) = X(ul(so),v2(&2)) = X(u(so), v(so)).
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('

v\ — 0~
v(sp) &

Fig. 25:

Entao, como [[yi(t)[| = [[uj(t) Xulwi(t),v(so))[| = 1 e [[v3(E)[| = [[va(E)Xv(ulso),v2(E))]| =T,

/ — 1 ! = 1
Podemos supor ue ilt) = vt - ) VaTutsoh va(@]

Pela proposicao 3.3, obtemos, fazendo w(t) = y;(t), que

Ey

@(
2VEG

((s0), (s0))

(Kg)i(t) = —

~

onde @;(t) é o angulo de ﬁ(m (t),v(s0)) ayi(t).

VE

u

VE

Como vi(t) = (uq(t),v(so)), temos que ¢, = 0 e, portanto,

E,

(k)i (t) = —— & duy B

TE—G(U(SO)N(SO)) at t) =—

(u(s0), v(so)) . (30)

De modo analogo, podemos provar que

(ko)2(£2) = zg\jﬁ(u(so),v(so))- (31)

Logo, por (29), (30) e (31),

Kg(s0) = (Kg)1(t1)VE((S0), v(s0) )1t (s0) + (Kg)2(E2) VG (w(s0), V(50))V' (80) + @' (50) -

Além disso, como

w'(s)Xu(u(s), v(s))+v'(s)Xy(uls), v(s)) = &'(s) = cos ¢(s)

temos que
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Logo,
Kg(s0) = (Kg)1(t1) COS @(s0) + (Kg)2(E2) SEN @(80) + @' (S0) -
Como s, € 1 é arbitrario, a formula de Liouville vale paratodo s c I. g
Determinaremos agora as equagoes de uma geodésica em uma vizinhanga coordenada. Para
isto, seja « : I — S uma curva parametrizada de S e seja X : U — X(U) uma parametrizacao

de S em «(ty), to € I. Sejam J C I um intervalo aberto contendo t, tal que «(]) C X(U), e
a(t) = X(u(t),v(t)), t € J, a expressao de x na parametrizagao X.

Como o campo de vetores tangentes o/(t) é dado por
o' (t) = w ()X, +V ()X,

o fato de «’ ser paralelo € equivalente ao sistema de equacdes diferenciais (nao-linear):

(32)

w’(t) + I (w(4)2 + 2Mu/ (t)v/(t) + T, (v (1))? = 0
V(t) + TH (W (1) + 2M5u/ (Hv/(t) + TS (v(1)? = 0,

obtido da equacao (26) fazendo a(t) = u/(t) e b(t) =v'(t), e igualando a zero os coeficientes
de X, e X,.

Em outras palavras, « : I — S é uma geodésica se, e so se, 0 sistema (32) é satisfeito para
todo intervalo aberto ] C I tal que «(]) esteja contido em uma vizinhang¢a coordenada.

O sistema (32) é conhecido como as equacdes diferenciais das geodesicas de S.

Proposi¢ao 3.5 Dados um pontop € S e um vetorw € T,S, w # 0, existem um ¢ > 0 e uma
Unica geodésica « : (—e,e) — S tal quey(0) =p ey'(0) = w.

Prova.

Sejam X : U — X(U) uma parametrizacao de S em p = X(up,vo) € a,b € R tais que
w = a Xy (ug, vo) + b X, (1, vo).

Pelo teorema de existéncia e unicidade de equacgdes diferenciais ordinarias, existem ¢ > 0 e
uma unica solucao B(t) = (u(t),v(t)), t € (—e, e) do sistema (32) tal que B(0) = (ug,vo) €
B’(0) = (a,b).

Logo, «(t) = X(u(t),v(t)), t € (—e,¢), € a Unica geodésica de S tal que x(0) = p e «’(0) =
aXy+bX,=w. g
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Observacao 3.29 A razdo para tomarmos w # 0 na proposicdo acima vem do fato de
termos excluido as curvas constantes na definicao 3.8 de geodésicas parametrizadas.

Daremos agora algumas aplicagdes geométricas do sistema de equacdes diferenciais (32) no
caso em que S é uma superficie de revolugao.

Exemplo 3.8 Seja S a superficie de revolugdo parametrizada por X : (0,27) x (a,b) — S,
X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)) ,

com f(v) >0,v € (a,b).

Como vimos no exemplo 2.1 da secao 4.2, os simbolos de Christoffel sao dados por

moo o 7 - LI g g
Com os valores acima, o sistema (32) fica:
u” + Zgl uv = 0
/ o (33)

Vamos obter alguns resultados a partir destas equacoes:
1. Os meridianos, «(s) = X(uo, v(s)), parametrizados pelo comprimento de arco sao geodésicas.
De fato, a primeira das equacoes de (33) é trivialmente satisfeita, pois u(s) = uy, =const.

A segunda equagao para u(s) = uy, =const. fica:

P74 9'9" (y(s)) (v/(5))2 = 0.

VS e

Como o meridiano «(s) = X(uyo, v(s)) esta parametrizado pelo comprimento de arco, temos

[V'(8) Xy (w0, V()| = 1 4= v/ (s)2(F'(v(s))* + g'(v(s))*) =1,

para todo s.

Derivando a expressao acima, obtemos:

2" (s)v"(s)(F'(v(s))* + g'(v(5))?) + (2F"(v(s))f" (v(s)) + 29" (v(s))g" (v(s)))V'(s)* = 0,
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ou seja,
1N f'(v(s))f"(v(s)) + g'(v(s))g”"(v(s)) , \3
V(s)v'(s) = — (f'(v(s)))2 + (g’ (v(s)))? v'(s)
Como v'(s) # 0, temos
" () (v(s) + g’ (v(s))g" (v(s) s y2
viis) P @ )

Portanto, ao longo do meridiano a segunda equacgao de (33) também é satisfeita, o que mostra
que de fato os meridianos sao geodésicas.

Uma outra maneira de verificar que os meridianos parametrizados pelo comprimento de arco
sao geodésicas consiste em observar que sua curvatura geodésica € nula, pois k = |knl, ja
que os meridianos sdo seg¢des normais de S, e, portanto, pela relagéo k? = kj, + Ké, obtemos
que Ké = 0 ao longo de um meridiano. Ou simplesmente observando que o vetor aceleracao

de um meridiano é paralelo ao vetor normal a superficie, ja que ele € uma secado normal de S
e, portanto, a derivada covariante do vetor tangente ao meridiano é nula.

2. Um paralelo € uma geodeésica se, e so se, € uma secdo normal, ou seja, se, e SO se, o vetor
tangente a geratriz da superficie de revolugao no ponto que da origem ao paralelo é paralelo
ao eixo de revolugdo (<= f'(v) =0).

eizo de rotacdo

geodésica

geratriz

__'% nao €

—— I geodésica

Fig. 26: Geodésicas na superficie de revolugao

De fato, se um paralelo € uma secao normal, entao seu vetor aceleracao é paralelo ao vetor
normal a superficie e, portanto, a derivada covariante do vetor tangente ao paralelo é nula.

Reciprocamente, se um paralelo é uma geodésica, a derivada covariante do vetor tangente ao
paralelo € nula, isto €, o vetor aceleracao do paralelo é paralelo ao vetor normal a superficie
e, portanto, o paralelo é gerado pela rotagcdo de um ponto da curva geratriz onde a tangente é
paralela ao eixo de revolugao.

Podemos obter o mesmo resultado utilizando o sistema (33).
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De fato, se X(u(t),vy) € uma parametrizacao pelo comprimento de arco de um paralelo que é
uma geodésica, obtemos, da primeira equacao, que u”(t) = 0 (= u/(t) =const.# 0), e da
segunda equacgao que
—f(vo)f'(vo)
(f'(vo))? + (g’ (vo))

Logo f'(vy) =0, ja que u'(t) # 0 e f(vy) > 0.

5 (W(1)? =0.

3. (Relacao de Clairaut)

A primeira equacao do sistema (33) pode ser escrita como
(fu) = fu” 4 2ff'u'v' = 0.
Portanto,
f2(v(t))u'(t) = const. =c.
Por outro lado, o angulo 6, 0 < 0 < g de uma geodésica X(u(t),v(t)) parametrizada pelo

comprimento de arco com um paralelo que a intersecta € dado por

X X X
cosO = [(Xu, uHXu’TV vl = [u'f],
1'8

pois (X, , X,) = f2.

Como f(v(t)) = r é o raio do paralelo no ponto de interseccao, obtemos a relacao de Clairaut:
T cosO = const. =|c|.

No exemplo 3.9 mostraremos como esta relacao pode ser util.

4. O sistema (33) pode ser integrado por meio de primitivas.

Seja X(u(s),v(s)) uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, que nao é um
meridiano nem um paralelo. A primeira equagao de (33) € escrita como

(f(v(s)))*u’(s) = const. =c,

com ¢ # 0, pois, caso contrario, u'(s) = 0, e portanto, u(s) =const., ou seja, a geodésica seria
um meridiano.

Como X(u(s),v(s)) esta parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

[ ()X + V' ()X 1P = w/(8)*(Xuy Xu) + 20/ ()0 () (Xuy Xo) +V'(8)2(Xy 5 X)
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pois E = (X, Xu) = f(v)?, F= (X, X,) =0, e G = (X,, X,) = (f'(v))* + (g’(v))?.
Afirmacao: A equacao
(Fv(s))*w'(s)* + ((F'(v(s)))* + (g'(v(s)))P)V'(s)* =1, (34)

junto com a primeira equagdo de (33), (f(v(s)))*u'(s) = ¢ # 0, é equivalente a segunda
equacao de (33).

De fato, substituindo (f(v(s)))*u/(s) = c em (34), obtemos

Derivando a identidade (35) com relagao a s,

2" (s)v"(s)((F'(v(s)))? + (g'(W(s)))?) + (V' (s))P (2 ((s))F"(v(s)) + 29" (v(s))g" (v(s)))
f

pois

Dividindo a equacgao acima por 2v'(s)((f'(v(s)))? + (g’(v(s))?)), obtemos a segunda equagéo
de (33):

V”(S) +

f(v(s))f"(v(s)
((f'(v(s)))

0J

Observacao 3.30 Se v'(sy) = 0, a geodésica é tangente no ponto X(1(s,),v(so)) ao para-
lelo v = v(sp). Entdo este paralelo ndo pode ser uma geodésica, pois, caso contrario, pela
unicidade das geodésicas, a geodésica seria o proprio paralelo, uma contradicdo, ja que esta-
mos supondo que a geodésica nao é um paralelo.

Mas uma geodésica pode ser tangente a um paralelo que ndo é uma geodésica. Se isto ocorre
em sy, isto &, v/(sy) = 0, entao existe uma sequiéncia s, — s, tal que v/(s,) # 0. De fato, caso
contrario, existiria um intervalo aberto I, so € I, tal que v/(s) = 0 para todo s € I, ou seja, a
geodésica restrita ao intervalo I estaria contida no paralelo v = v(s,) €, portanto, este paralelo
seria uma geodésica, uma contradigao.

Como a equagao (36) pode ser obtida da equacéo (34) e da equacgao (f(v(s)))*u’(s) = c nos
pontos s,,, obtemos, por continuidade, que 0 mesmo vale em s,.
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Por outro lado, como u’(s) # 0 para todo s, a funcao u(s) possui uma inversa s(u). Seja
v(u) =v(s(u)).

. ds\?2 .
Multiplicando (34) por (@) , Obtemos:

() = otsw? (Listun) (L)’

ds du
ou seja,
2 > 2
(W) = (FEw))? + ((FFw) + (o' Fw)P) (S w) (37)
Como
du, \\? c?
(&) = (Fv(s))*’
obtemos que
as )P _ (i)’
<a( )) -
Logo, (37) fica
- 4_ 2 - 2 ' 2 - 2\ (dV 2
(5t = e (00 + (50 + (' G0F) (20) )
ou seja,
i 2 4 2P 4 ()P (dv
(FFw)) = 2+ c s ()
dv L fv(uw) f(v(u)))? —c?
— @M= \/(f'(v(u))>2+ (g/u))?
Logo, como
du _ 1
R T,
a u(v
temos que
du, ., ¢ [(FE@)2+(g'(M)?
&V = F \/ R —c

310 J. Delgado - K. Frensel



Transporte Paralelo; Geodésicas

ou seja,

/ 2 / 2
u(v) = iJ f(cv) \/(f (E;)()v); (_gc(zv)) dv + const. , (38)

que é a equacao de um segmento de geodésica de uma superficie de revolucao que nao é um
meridiano nem um paralelo.

Observacao 3.31 Como v(u) = v(s(u)) e s’(u) > 0 para todo u, temos que o sinal "+~
ocorre quando v'(s(u)) > 0 e o sinal ™—”, quando v/(s(u)) < 0.

Exemplo 3.9 Vamos mostrar neste exemplo que qualquer geodésica do paraboldide de
revolugdo z = x* + y?, que ndo € um meridiano, se auto-intersecta uma infinidade de vezes.

Primeiro observe que nenhum paralelo do paraboldide € uma geodésica, pois o vetor tangente

2
N . z=Yy . ~ .
a geratriz C : do paraboldide nao é paralelo ao eixo Oz em ponto algum da curva C.

x =0

Fig. 27: Os meridianos sao as Unicas geodésicas no paraboldide que passam pela origem
E, pela unicidade das geodésicas, temos que os meridianos sdo as Unicas geodésicas que
passam pela origem (0,0, 0).
Sejam y(s) = (v(s)cosu(s), v(s)senu(s), v(s)*) uma geodésica que passa por p, # (0,0,0),
P, 0 paralelo que contém p,, 1, 0 raio deste paralelo e 6y, 0 < 0y < 725 , 0 angulo que y faz com
Py em py.
Pela relacao de Clairaut,

1COSO =17C080) =|c|.
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[

X

Fig. 28: -y € uma geodésica no paraboléide que passa pelo ponto pgy # (0,0, 0)
Como y n&o é um meridiano, temos que 6 € [0,%) e [c| # 0.

Observe, pela relagao de Clairaut, que quando r cresce, entao cos© decresce, portanto 0
cresce.

Além disso, como (v(s))?u/(s) = c # 0, podemos supor u'(s) > 0 e, portanto, ¢ > 0.

Pela relacao de Clairaut temos que v(s) =r > c paratodo s € R, e v(s) =c se, e s6 se, 0 =0,
ou seja, a geodésica y é tangente ao paralelo de raio ¢ no ponto de interseccao.

Afirmacao: Existe um unico s; € R tal que v(s;) = c.

Para provar esta afirmacgao precisamos do seguinte fato (ver §4.7 do livro de Manfredo do
Carmo): nenhuma geodésica de uma superficie de revolugdo pode ser assintotica a um para-
lelo a ndo ser que este paralelo seja uma geodésica.

Como nenhum paralelo do paraboldide é uma geodésica, a geodé- -

sica y nao pode assintotar paralelo algum.

f
Seja ¢’ = infer v(s). Se existe s; € Rtal que v(s;) =c’ ec’ > c,

temos, pela relagao de Clairaut, que o angulo 8’ que y faz com

o paralelo v = ¢’ no ponto de interseccao € diferente de zero, ou

seja, y corta o paralelo transversalmente (v'(s;) # 0); portanto,

existiriam pontos de 'y em paralelos com raios menores do que c,

uma contradicao, ja que ¢’ = inf,cr v(s).

. _ -y o Fig. 29: vy é geodésica que passa por
Logo, se existe 57 € R tal que v(s;) = ¢/, devemos ter ¢’ =ce, 70,00

neste caso, a geodésica y é tangente ao paralelo de raio ¢ no
ponto de interseccao y(s;).

Suponhamos agora que nao existe s; € R tal que v(s;) = ¢’ = inf,cr v(s). Entao existe uma
seqgléncia (s,) de numeros reais tais que a seqléncia (v(s,)) é decrescente, v(s,) — ¢’ €
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v(s,) > ¢’ para todo n € N. Logo, pela hipotese (A's; € R; v(s;) = ¢’), (s,) ndo possui uma
subsequéncia limitada. Portanto, |s,| — 4.

Podemos supor que s,, — oo € (s,) € crescente.

Entdo v(s) € (v(sni1),v(sn)) paratodo s € (s, sni1), POIS, caso contrario, existiria’s € (s,, Sni1)
tal que v'(s) = 0, e, pela relacao de Clairaut, teriamos v(s) = c; neste caso, inf,cr v(s) seria
igual a c e existiria’s € R tal que v(s) = c, contradizendo a hipotese.

Logo v(s) — ¢’ quando s — oo e v(s) > ¢’ para todo s € R, ou seja, a geodésica vy €
assintotica ao paralelo P, de raio c¢’, uma contradicao.

Assim, existe s; € R tal que v(s;) = c e a geodésica y é tangente ao paralelo P. no ponto
v(s1).

Suponhamos que existe s, # 57 tal que v(s;) = c. Entao, sendo s; < 57, ou v(s) = ¢ para todo
s € [s2,$1] ou existe um ponto de maximo s; € (33,57), onde v(s3) > c e v/(s3) = 0. No primeiro
caso chegamos a uma contradi¢ao, pois 0 paralelo v = ¢ nao é uma geodésica, e no segundo
caso também chegamos a uma contradi¢ao, pois r cos 6 seria maior que ¢ em s3, uma vez que
r=v(s3) >ced(s;) =0.

Logo existe um unico ponto s; € R tal que v(s7) = c e, portanto, pela relacao de Clairaut, existe
um unico ponto s; € R tal que v/(s7) = 0.

Temos, entao, v/(s) > 0 em (s7,00) € v/(s) < 0 em (—o0,37).
Afirmacao: Se s — Fo0 entao v(s) — +oo (= 0 — 7).
De fato, suponhamos que v(s) —~ oo quando s — +oo.

Entao existe uma seqliéncia crescente (s, ) tal que s, — +oco e (v(s,)) converge para um
ponto ¢’. Como a sequéncia (s,) é crescente, s, — +oo e v/ > 0 em (57, +00), temos que
v(s) — ¢’ quando s — +oo € ¢’ = SUp(, ) V(S), OU seja, a geodésica y é assintética ao
paralelo P.. de raio c¢'.

Logo v(s) — oo quando s — oo. De modo analogo, podemos provar que v(s) — oo quando
s — —00.

Afirmacao: Se s — 400 entao u(s) — +oo.

De fato, sendo f(v) = v e g(v) = V%, temos, pela expressao (38), que

A I T By
u(v) —ul(e) = icL ;\/md\/,

onde ¢; > c.
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Para s > 57, onde v/ > 0, temos, pela observacao 3.32, que:

vl 1+ 4v?

———dv
vV v2—¢?

u(v) —u(ey) = CJ

¢

> CJ %dv:c(logv—log(:]),

c

1+ 472

>1lec>0.
V2 — 2

pois

Logo u(v) — +oo quando v — 400, ou seja, u(s) — +oo quando s — +oo, ja que
lim v(s) = +oo.

S—00

Para s <57, onde v/ < 0, temos, pela observacao 3.32, que:

v 2
uv) —uley) = —CJ ! ﬂdv

2 __ 02
C1V A% (¢

< —CJ %dv:—c(logv—log(:]).

&

Assim, lim u(v) = —oo0, ou seja, lim u(s) = —oo, pois v(s) — +oo quando s — —oo.
S—00

V—00

Podemos, entao, concluir que a geodésica vy intersecta todos os meridianos um namero infinito
de vezes e, portanto, se auto-intersecta uma infinidade de vezes, ja que os dois segmentos de
geodesica Y/, o) € Yl(—os,s,) d20 uma infinidade de voltas em torno do paraboldide.

Fig. 30: v se auto-intersecta infinitas vezes, pois € uma geodésica no paraboléide que ndo é um meridiano.
No exemplo acima, usamos o fato de que qualquer geodésica y do parabolodide esta definida

para todo s € R, isto €, vy : R — S esta definida em toda a reta. Isto resulta do fato de o
paraboldide ser uma superficie fechada em R3.
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4. Teorema de Gauss-Bonnet e suas Aplicacoes

Nesta secao, apresentaremos o Teorema de Gauss-Bonnet e algumas de suas aplicacoes.
A dificuldade em prova-lo provém de certos fatos topoldgicos, que serdo apresentados sem
demonstracoes.

O Teorema de Gauss-Bonnet €, provavelmente, o teorema mais pro-
fundo da Geometria Diferencial das Superficies. Uma primeira versao
deste teorema foi apresentada por Gauss no seu célebre trabalho Ge-
neral Investigations of Curved Surfaces (re-editado pela Raven Press,
New York, 1965) e trata de friangulos geodésicos em superficies (isto
é, triangulos cujos lados sao arcos de geodésicas). A grosso modo, ele
afirma que o "excesso” sobre 7t da soma dos angulos internos ¢4, @, €
@3 de um triangulo geodésico T é igual a integral da curvatura Gaussi-
ana K sobre T, isto &,

Fig. 31: Triangulo geodésico

Entao, se:

3
e K = 0, obtemos que Z @; = 7, uma extensao do teorema de Tales para superficies com
i=1
curvatura nula.
3
e K = 1, obtemos que Z @; —m = area(T) > 0, ou seja, sobre uma esfera unitaria a soma
i=1
dos angulos internos de qualquer triangulo geodésico € maior que 7 € 0 excesso sobre 7t €
exatamente a area de T.

K=-1,Z¢;<n K=1,%¢,>w

Fig. 32: Triangulos geodésicos em superficies com Curvatura Gaussiana —1 e 1
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e K = —1, a soma dos angulos internos de qualquer triangulo geodésico é menor que 7t (por
exemplo, na pseudo-esfera — exercicio 6 da §3.3. do livro de Manfredo P. Do Carmo).

A extensao do teorema a uma regiao limitada por uma curva simples deve-se a Bonnet. Para
estendé-lo a superficies compactas, algumas consideragdes topoldgicas serao necessarias.

Uma das mais importantes caracteristicas do Teorema de Gauss-Bonnet € a de estabelecer
uma surpreendente relacao entre a topologia de uma superficie compacta e a integral de sua
curvatura (ver corolario 4.2).

Para provar a versao local do teorema de Gauss-Bonnet, precisamos de algumas definicoes.

Definicao 4.1 Seja o : [0,£] — S uma aplicacdo continua de um intervalo fechado [0, {]
sobre uma superficie regular S.

Dizemos que « € uma curva parametrizada simples, fechada e reqular por partes se:
(1) o(0) = (£) .
(2) x(t1) # «(t2), se ti,t, € [0,0) ety #t;.

(3) existe uma particao 0 =ty < t; < ... < t < t,; = € do intervalo [0,(] tal que « é
diferenciavel e regular em cada subintervalo [t;, t;1],1=0,1,...,k.

Intuitivamente, « € uma curva fechada (condicdo 1) sem auto-intersecgdes (condi¢cdo 2) que
deixa de ter uma reta tangente bem definida apenas em um numero finito de pontos (condicao
3).

Os pontos «(t;),1=0,1,...,k, sdo chamados vertices de «, e 0s tragos «|[t;, t;,1] sdo chama-
dos arcos regulares de «.

Sejam
a/(tH) = lim o/(t e «'(t7) = lim o/(t
()= lim (1) ()= lim (t)
t> 4 t<ty

Seja N : S — S? a orientagdo de S e seja 03], 0 < |6;] < 7r, a menor determinagao do angulo
de o/(t7) a o/ (t]").

Se |6;] # 7t (i.e. «(t;) ndo é uma cuspide), o sinal de «; é positivo se
{o/(t7), o/ (1), N(e(ti)) )

€ uma base positiva (< det( o/(t;), «'(t;), N(«(ti)),) > 0); e &€ negativo se
{o/(t7), o/ (1), N(e(ti)) )

€ uma base negativa (< det( o/(t; ), o'(t), N(x(ti)),) <0).

O angulo 6; € (—m,0) U (0,7t) € chamado angulo externo do vértice o(t;).
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No caso em que o vértice € uma cuspide, isto €, |6;| = 7, escolhemos o sinal de 6; do seguinte
modo.

Fig. 33: Angulos externos nos vértices o(t;) e x(t;)
. o' (t]) oo .
Sejam v, = T (] e v, um vetor unitario ortogonal a v;, de modo que {vi,v,, N(x(t;))} € uma
x’'(t.
1

base ortonormal positiva de Ty, S.

Seja X : U — X(U) uma parametrizacao ortogonal de S compativel com a orientacao tal que
X(0,0) = «(t;) e X, (0,0) = v;. Logo X, (0,0) = v;.

Seja B : (t; — d,t; + 6) — U a curva diferenciavel por partes tal que X(3(t)) = «(t). Entao,
como B(t;) = (0,0), dXpp,) (B'(t7)) = «'(t;) € dXpqry) (B'(t)) = o'(t]"), temos que B'(t;) =
(=l ()], 0) & B'(t) = (lle’ (£, 0)-

Assim, existem &’ > 0, ¢ > 0 e fungbes f, g : [0, ¢) — R diferenciaveis tais que ([t t;+8')) =
{(x,g(x))|x € [0,¢)} é o grafico da fungao g, e B((t; — &', ti]) ={(x,f(x)) [x € [0,¢)} € o grafico
da funcao f.

Como « nao tem auto-intersecgoes, ou f(x) > g(x) ou f(x) < g(x) para todo x € (0,¢). No
primeiro caso, definimos 6; = 7t e, no segundo caso, definimos 0; = —.

YA YA
0, /
f
B (ti+€)
B (ti—§)
i3 i
B'(ti—¢)
B (ti+§)
/
g
Fig.34:0; == Fig.35:0; ==

Seja S uma superficie regular orientada. Dizemos que uma regiao R C S (uniao de um conjunto
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aberto conexo com a sua fronteira) € uma regiao simples se R € homeomorfo a um disco e a
fronteira OR de R € o trago de uma curva parametrizada simples, fechada e regular por partes
x:1—8S.

"l -

Fig. 36: R é simples Fig. 37: R nao é simples

7w

Dizemos entao que « & orientada positivamente se para cada «(t) pertencente a um arco
regular, a base ortonormal positiva {«’(t), h(t)} satisfaz a condicao de que h(t) aponta para
dentro de R, ou seja, para qualquer curva 3 : I — R com 3(0) = «(t) e B'(0) # «/(t), temos
que (B'(0), h(t)) > 0.

Fig. 38: h(t) aponta para dentro de R

Intuitivamente, isto significa que ao andarmos pela curva « na dire¢ao positiva com a cabeca
apontada para N, a regiao R estara a nossa esquerda.

Pode-se mostrar que uma das orientagdes possiveis de « faz com que ela fique positivamente
orientada.

Seja X : U — X(U) uma parametrizagao isotérmica compativel com a orientacao de S tal que
U & homeomorfo a um disco aberto do plano.

Seja « : [0,¢] — X(U) C S uma curva parametrizada simples, fechada e regular por partes,
com vértices «(t;) e angulos externos 6;,1 =0,1,...,k.

Sejam o; : [ti, tiy1 ]| — R funcdes diferenciaveis que medem em cada t € [t;, ti,1 ] 0 angulo
positivo de X,, a «/(t).

O primeiro fato topoldgico que apresentaremos sem demonstragao € o seguinte.
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Teorema 4.1 (Teorema do indice de rotacao)

Com a notacao acima,
k

K
Z((P(tm) —@(t)) + Zei = +2m,
i—0

i=0

sendo +2m se « esta orientada positivamente, e —2mt se « esta orientada negativamente.

A ®

1,7,10

‘3\
X
=

N\
N

Fig. 39: indice de rotagéo

o

O teorema acima diz que a variacao total do angulo do vetor tangente a « com uma direcao
dada mais os "saltos” nos vértices € igual a 2.

Uma demonstracao do teorema do indice de rotacao pode ser vista em H. Hopf, Comp. Math.
No. 2 (1935), pag. 50-62.

Para o caso em que « € uma curva simples, fechada e regular (isto &, sem vértices) contida
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num plano, a demonstragao de H. Hopf pode ser encontrada no livro de Manfredo Do Carmo
(teorema 2, §5.7).

Observacao 4.1 Sejam agora X : U — X(U) c S uma parametrizacdo compativel com
a orientacao de S e R C X(U) uma regido limitada de S. Se f : S — R é uma fungao
diferenciavel, entdo a integral

H foXVEG—Fdudv,
X~T(R)

nao depende da parametrizagcao X compativel com a orientacao de S.

De fato, seja Y : U — Y(U) outra parametrizacdo de S compativel com a orienta¢éo de S tal

que R C Y(U).

EntioRCc W =X(UWNY(U).Sejah=X"oY:Y (W) — X (W) a aplicagido de mudanca
de coordenadas.

Como

Yo AY. (1) = ggﬁg (T, 7) (X AX) (T, 7)) e

temos, pelo teorema de mudancga de variaveis em integrais duplas, que:

0(u,v)
o(u,v)

>0 em Y (W),

f(X(u,v)) VEG — F2(u,v) dudv
Jx-1(r)
_ [ FX(h(T,¥))) VEG — P (h(ir,v)) 22V (w, v) dww dv
JIh-1(X-1(R)) a(u,v
[ #vamw) VEG - P v) audv,
JIY=T1(R)
jaque
EG-F (@v) = |[YaAYs|TW9)
= X AX (R ) S ()
~ VEG—F (hwv) 2™V (. v).

a(u:\))

Esta integral € chamada integral de f sobre a regiao R e € denotada por ” fdo.
R
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Teorema 4.2 (Teorema Local de Gauss-Bonnet)

SejaX : U — X(U) uma parametrizagdo isotérmica da superficie S compativel com a orientagao,
onde U C R? é homeomorfo a um disco aberto. Seja R c X(U) uma regido simples de S e seja
«: I — S tal que OR = «(I). Suponha que « é orientada positivamente, parametrizada pelo
comprimento de arco s, e sejam «(sy), ..., x(sy) €0, ..., 0, respectivamente, os véertices e 0s
angulos externos de . Entao,

k

ZJSM Kg(s)ds+JJ'RKdG+iei =2m, (39)
i=0

i=0 Y8t

onde kg4 € a curvatura geodésica dos arcos regulares de « e K é a curvatura Gaussiana de S.

Observacao 4.2 Veremos no corolério 4.2, que o resultado acima é vélido para qualquer
regiao simples de uma superficie regular. Isto é plausivel, pois a equacgao (39) nao envolve de
maneira alguma uma parametrizagao particular.

Prova.
Seja «(s) = X(u(s),v(s)) a expressao de « na parametrizacdo X. Pela proposicao 3.3 da
secao 4.3, temos:

1 dv du do;
= (.Y -t f)
o(3) 2WVEG < Yds v ds + ds ’
onde ¢;(s) € uma funcao diferenciavel que mede o angulo positivo de X, a «/(s) em [s;, si,1].
Integrando a expressao acima em todos os intervalos [si, s;,1] € somando os resultados, obte-
mos:

Sit1

« s 1 dv du £ do;
ZJ Kg(s)dS:ZJ AEﬁG(GudS—EVdJ ds+§L 2 ds. (40)

i=0 vYSi i=0 vYSi

Utilizaremos, agora, o Teorema de Gauss-Green no plano: se P(u,v) e Q(u,v) sao funcoes

diferenciaveis em uma regido simples A C R?, cuja fronteira € dada por B(s) = (u(s),v(s)),
entao:
k Sit1
oodu o dvy oL 0Q op
;L <PE+Q£) ds-J]/\(au av> dudv.

Logo, a expressao (40) fica:
k

B[ e[, (). () J v £t

° ds
i=0 i

Como F = 0, temos, pelo exemplo 2.3 da secao 4.2, que

Instituto de Matematica - UFF



522

Geometria Diferencial

<=5 (v5a), * ().
~avie [\vie ), T \Ee )

Portanto,

[ 1GEs) (o) | awav=—[] | kvEGauan=—] ko,

Por outro lado, pelo teorema do indice de rotagao,

k

K psiv ) .
ZJ ! ddq: dS:Z((Pi(SiH)_(Pi(Si)) :2”_291,
i=0

i=0 vSi i=0

pois « é orientada positivamente.

Utilizando os fatos acima, obtemos

k

Zrm Kg(S) ds—l—JJ'RKdO‘—I—iei =21.@m

i=0 vSi i=0

Observacao 4.3 Antes de passarmos a verséo global do teorema de Gauss-Bonnet, vamos
mostrar como as técnicas utilizadas na demonstracdo do teorema acima podem ser usadas
para obter uma interpretacao da curvatura Gaussiana em termos de paralelismo.

Sejam X : U — X(U) C S uma parametrizagcao ortogonal compativel com a orientagao,
R C X(U) uma regiao simples sem vértices e p € int(R).

Seja « : [0,¢] — X(U) uma curva parametrizada regular tal que «([0,{]) = 9R.

Seja wy, um vetor unitario tangente a S em «(0) e seja w(s), s € [0, (], o transporte paralelo de
Wy ao longo de «.

Entao, pela proposicao 3.3 da secao 4.3 e pelo teorema de Gauss-Green no plano, obtemos:

¢ ¢ ¢
[P0 s [ (g, @ g, du do
0 = Jo [ ds} dS_JO 2VEG (Gu ds Ev ds) dS+JO ds ds

_ _”RchhL (1) — 0(0) =—” K do + Ag,

R

onde ¢(s) & uma determinacao diferenciavel do angulo positivo de X, a w(s) e X(u(s),v(s)) =

o(s).

Entao, como

Ag :” Kdo,
R
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temos que Ag nao depende da parametrizacao ortogonal X, nao depende da escolha de w, e
também nao depende da escolha de «(0).

Fig. 40:

Tomando o limite, como na proposi¢ao 3.4 do capitulo 4, temos:

. Ap
émw = K(p),

onde A(R) é a area da regiao R.

e A expressao H Kdo = A também é valida quando oR é uma curva simples, fechada e
R

regular por partes, i.e., quando R é uma regiao simples com vértices.

Observacao 4.4 Sejam C um paralelo da esfera unitaria S* de colatitude ¢ e w, um vetor
unitario tangente a C em um ponto p € C. Entao o angulo orientado entre w, e seu transporte
paralelo apés completar uma volta é dado por

21T @ 21 r@
A(p:” Kdg:” do‘:J J \/EG—FZd(pdE):J J sen @ de d0 = 27(1 — cos ¢),
R R

0 Jo 0 Jo

como haviamos obtido anteriormente no exemplo 3.4 da secao 3 deste capitulo, onde E =1,
G = (sen @)?, F = 0 sdo os coeficientes da primeira forma fundamental da parametrizagéo

X(@,0) = (sen¢ cosO, senp send, cos @)

da esfera unitaria. g

Para demonstrarmos a versao global do teorema de Gauss-Bonnet, precisamos de alguns
preliminares topoldgicos.
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Definicao 4.2 Seja S uma superficie regular. Dizemos que uma regiéo R C S é regular se R
€ compacta e a sua fronteira 0R € uma uniao finita de curvas fechadas, simples, regulares por
partes que nao se intersectam.

g &

Fig. 41: Regular ) %z
Fig. 42: Nao é regular

Observacao 4.5 Vamos considerar uma superficie compacta como uma regido regular, cuja
fronteira é o conjunto vazio.

Definicao 4.3 Dizemos que uma regido simples que tem apenas trés vértices é um triangulo.
Definicao 4.4 Uma triangulacdo de uma regido regular R ¢ S é uma familia finita 7 de
triangulos T;, i =1,...,n, tal que

(1) U?:] Ti =R,

(2) Se TiNT; # @,i#j, entdo T; N T; € uma aresta comum de T; e T; ou € um vértice comum
de T, e TJ

& AEa

Fig. 44: Nao sao triangulacoes
Fig. 43: Triangulacao

Definicao 4.5 Dada uma triangulacdo 7 de uma regiéo regular R ¢ S de uma superficie S,
denotamos por F o nimero de tridngulos (faces), por E o nimero de lados (arestas) e por V o
numero de vértices da triangulagao. O nimero

ZR)=F—E+V

€ chamado a caracteristica de Euler-Poincare da triangulagao 7.
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Exemplo 4.1 Para a triangulacédo do disco D dada pela figura abaixo temos: F =4, E =8 e
V =5. Portanto, Z(D) =4 -8 +5=1.

\/

D

Fig. 45: Triangulagao do disco D

As proposicoes abaixo serao apresentadas sem demonstracdo. Uma exposicao destes fa-
tos pode ser encontrada, por exemplo, no livro de L. Ahlfors e L. Sario, Riemann Surfaces,
Princeton Univ. Press, NJ. 1960, cap. 1.

Proposicao 4.1 Toda regido regular de uma superficie regular admite uma triangulago.

Proposicao 4.2 A caracteristica de Euler-Poincaré de uma regido regular R de uma su-
perficie S ndo depende da triangulacdo de R.

Proposicao 4.3 Sejam S, e S, superficies regulares. Entdo duas regides regulares Ry C S;
e R, C S, sdo homeomorfas se, e sO se, 0R; e 0R, tém o mesmo numero de componentes
conexas e Z(Ry) = Z(R,).

A proposigao acima mostra que a caracteristica de Euler-Poincaré € um invariante topologico
de uma regiao regular R.

Tendo em vista as aplicacoes do teorema de Gauss-Bonnet, mencionaremos o importante fato
de que este invariante topolégico possibilita uma classificacao das superficies compactas em
R® (= orientaveis).

Observemos primeiro que a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera € 2, a do toro (esfera
com uma alga) € zero, a do bitoro (esfera com duas algas)é —2 e, em geral, a de um g—toro
(esfera com g algas) é 2 — 2g.

De fato, demonstra-se em Topologia Combinatéria (ver o livro de Seifert e Threlfall,
Lecciones de Topologia) que toda superficie compacta orientavel é o espaco quociente de
um poligono por uma relagao de equivaléncia segundo a qual os lados que constituem o bordo
do poligono sao identificados dois a dois, de acordo com 0s esquemas que sao ilustrados nas
figuras abaixo.
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Se n: P — S é a aplicacdo quociente do poligono P de 4n lados sobre a superficie S, o
contorno de P é transformado por 7t numa reunido de 2g circulos com um ponto em comum.

O numero
€ chamado o género de S.

/ =
\ .
Fig. 47:

Fig. 46: Esfera F=4E=6V=4=x(S?)=4—-6+4=2
F=8E=12,V=6=%(S3)=8—12+6=2

Fig. 49: Poligono de 4 lados
F=12,E=18,V=6=x(T)=12—-1846=0

Fig. 51: Poligono de 8 lados

Fig. 50: Bitoro )
F=8,E=12,V=2— x(bitoro) =8—12+2=-2
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Em geral: g—toro~ esfera com g algas

Fig. 52: Poligono de 4g lados

— x(g—toro) =4g—6g+2=2—2g

Teorema 4.3 (Teorema de classificacdo das superficies compactas regulares em R?)

Toda superficie regular compacta S C R®> é homeomorfa a esfera ou a um g—toro. Entao
=(S)=2-2g9,g=0,1,..., sendo g =0 no caso da esfera.

Corolario 4.1 Sejam S, e S, duas superficies requlares compactas em R3. Entdo S, é ho-
meomorfa as, se, e so se, Z(S;) = =Z(S,).

Proposicao 4.4 Sejam S uma superficie regular orientada e seja {x, : U, — Xq(Uy) | €
A} uma familia de parametrizacées compativeis com a orientacdo de S que cobre toda a su-
perficie S. Seja R uma regido regular de S. Entao existe uma triangulacdo 7 de R tal que
cada triagngulo T € T esta contido em alguma vizinhanga coordenada X, (U,) da familia {X.}.
Além disso, se a fronteira de cada triangulo esta orientado positivamente, triangulos adjacentes
determinam orientagdes opostas no lado em comum.

R
Fig. 53: Triangulag&o da regido R
Finalmente, seja R C S uma regiao regular de uma superficie orientada S e seja 7 uma
triangulacéo de R tal que todo triangulo T; € 7, j = 1,...,k, esta contido em uma vizinhanga
coordenada X;(l;) de uma familia de parametrizagoes {X, : Uy — X (Uy)|ox € A} com-
pativeis com a orientacdo de S. Seja f : S — R uma fungao diferenciavel. A proposicao
abaixo mostra que faz sentido falar da a integral de f sobre a regiao S.
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Proposicao 4.5 Com a notagéo acima, a soma

Z ij1 fo Xj (Uj,\)j) EjG]’ — sz(Uj,\)j) d'LLJ d\)j

nao depende da triangulagdo T nem da familia {X,} de parametrizagées de S.

Esta soma é chamada a integral de f sobre a regiao regular R e sera denotada por

s

Teorema 4.4 (Teorema de Gauss-Bonnet Global)

Seja R uma regido regular de uma superficie orientada S e sejam C,,...,C, as curvas fe-
chadas, simples e regulares por partes que formam a fronteira 9R de R. Suponha que cada
C: é orientada positivamente e que {61, ...,0,} € o conjunto de todos os &ngulos externos de

Cy,...,Cy. Entao

n

>

i—1 YCi

P
Kg(s) ds + ”R Kdo+ Z 0; = 2n=(R),
i=1

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; € a soma das integrais em
cada arco regular de C;.

Prova.

Seja {X, : Uy, — X4(Uy) € S| € A} uma familia de parametrizagcoes isotérmicas com-
pativeis com a orientacao de S que cobre toda a superficie. Pela proposicao 4.4, existe uma
triangulagcdo 7 tal que cada triangulo T € 7 estd contido em uma vizinhanga coordenada
X«(U,) da familia {X,}. Além disso, se a fronteira de cada triangulo é orientada positivamente,
triangulos adjacentes determinam orientacoes opostas no lado em comum.

=
=

Fig. 54:
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Aplicando o teorema de Gauss-Bonnet local a cada tridngulo e somando os resultados obte-
mos, utilizando a proposicao 4.5 e o fato de que cada aresta "interior” € contada duas vezes

com orientagdes opostas, que
F3

iJ Kg(s) ds+”Rch+ > 0j, = 2nF,

i=1 JCi i k=1
onde F é o nimero de tridngulos de 7 e 65, 6;,, 6;3 sdo os angulos externos do triangulo T;.

Definimos ¢; = 7 — 6; como sendo o angulo interno a uma curva fechada, simples e regular
por partes num de seus vértices que tem angulo externo 6;.

Z S

9@'>0, (,07;:7'['—91'<7T 6i<01 (,Oi:ﬁ'—gi>ﬂ'
=T, ;= 0;=—m, ;=27
Fig. 55:

Entao

Ze]k_ Z” Z@]k—m—z P

j,k=1 j,k=1 j, k=1

Utilizaremos a notacao:
e E. =numero de arestas externas de T;
e E; =numero de arestas internas de T;
e V., =numero de vértices externos de T;
e V; =numero de vértices internos de 7.
Como as curvas Cy,...,C, do bordo de R sao fechadas, temos que V., = E..

Além disso, como 3F é a soma do numero de lados dos triangulos de 7, temos que
3F=2E + E..

Portanto,

Instituto de Matematica - UFF @



Geometria Diferencial

F3 F3
E Gj’k = 2’7'[Ei + 7TEe — E Pjx -
jk=1 Jyk=1

Os vértices externos podem ser vértices de alguma curva C; ou vértices introduzidos pela
triangulagao. Entao
Ve = Vec + Vet )

onde V.. & 0 numero de vértices das curvas C; e V., € 0 numero de vértices externos da
triangulacao que nao sao vértices de alguma das curvas C;.

Como a soma dos angulos internos ao redor de um vértice interno é 27, e a soma dos angulos
internos em torno de um vértice externo que nao é um dos vértices das curvas C; & 7, obtemos:

F3 b
Z Ojx = 2mE; + mEe — 27V — Vet — Z(n —0,).
= =
O
O.
27 m
Fig. 56:

Somando e subtraindo ntE. na expressao acima e sendo E. = V, = V.. + V,, concluimos que:

F3 P
> 0 = 2mEi+ 2, — 7k — 2mV; — Ve — Ve + ) 0y

jrk=1 =1

P
= 271(E + Eo) — mt(Ver + Veo) = 271Vi — Ve — Ve + ) 6
(=1

j
= 2mE — 27(Vi + Ver + Vee) + > _ 6
(=1

P
= 27TE—27TV+ZGQ.
(=1

Juntando os resultados acima, obtemos

n
i=1

P
J Kg(s)ds+JJ KdO‘-i—Zei:ZTt(F—E-l-V)ZZWE(R)..
Ci R i=1
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Como a caracteristica de Euler-Poincaré de uma regido simples R € 1 (ver exemplo 4.1 e
proposicao 4.2), obtemos (ver observagao 4.2):

Corolario 4.2 Se R é uma regido simples de S, entdo
k

Sit1 Kk
ZJ Kg(S)dS—)—J'J’RKdG—l-Zei:ZT[.
i=1

i=1 vSi

Levando em conta o fato de que uma superficie compacta pode ser considerada como uma
regido com fronteira vazia, obtemos:

Corolario 4.3 Seja S uma superficie reqular compacta em R*. Entdo

”s Kdo =2nZ(S).

Faremos agora algumas aplicacdes do teorema de Gauss-Bonnet. Para estas aplicacoes e
para os exercicios no final desta secao, precisaremos do seguinte resultado da topologia do
plano.

Teorema 4.5 (Teorema da curva de Jordan)

Seja C c R? uma curva fechada, simples e regular por partes. Entdo R?> — C tem duas compo-
nentes conexas, uma limitada D e outra ilimitada A, tais que 0D = 0A = C. Além disso, D é
homeomorfo a um disco, isto é, C é o bordo de uma regiao simples.

(1) Uma superficie compacta com curvatura positiva € homeomorfa a uma esfera.

Pelo corolario 4.3, a caracteristica de Euler-Poincaré de uma tal superficie é positiva. Portanto,
pelo teorema 4.3 S € homeomorfa a uma esfera.

(2) Seja S uma superficie orientavel com curvatura Gaussiana nao-positiva

(i.e. K < 0). Entao duas geodésicas vy, e vy, que partem de um ponto p € S T
nao podem se encontrar novamente em um ponto q € S de tal forma que os

tracos de y; e v, constituam a fronteira de uma regiao simples R de S. R

Suponhamos que o contrario seja verdade. Como Z(R) = 1 e as curvas do
bordo de R sao geodésicas, temos pelo teorema de Gauss-Bonnet, que 2

JJR Kdo + 91 + 62 = 27'[, Fig. 57

onde 6; e 0, sdo os angulos externos do bordo de R no pontos p e g.
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Temos |0;| # m, isto &, |6;] < 7, 1 = 1,2, pois, caso contrario, as geodésicas seriam tangentes e,
portanto, iguais, pela unicidade das geodésicas; nao seriam, entdo, bordo de regido alguma.
Logo, como K < 0, teriamos 3 %
7
2t >0, +06,; :27t—” Kdo > 2m,

R

uma contradigao.

/

Quando 0; = 0, = 0, a uniao dos tragos das geodésicas y; e y, consti- M
tuem uma geodésica simples e fechada de S (isto é, uma curva regular, Fig. 58:
simples e fechada que é uma geodésica).

Entdo sobre uma superficie de curvatura Gaussiana K < 0, ndo existe uma geodésica simples
e fechada que seja fronteira de uma regiao simples.

V2

Fig. 59:

(3) Seja S uma superficie homeomorfa a um cilindro com curvatura Gaussiana K < 0. Entdo S
tem no maximo uma geodésica fechada simples.

Sendo S homeomorfa a um cilindro, existe um homeomorfismo ¢ : S — R? —{p} entre Se o
plano menos um ponto p.

Suponhamos que S contém uma geodési
fechada simples I'. Entao ¢(I') é o

(1)

S

bordo de uma regido simples em R?
gue contém p em seu interior.

De fato, como K < 0, pela aplicacao
(2), T nao pode ser o bordo de uma
regiao simples; portanto, ¢ (") tem que
ser 0 bordo de uma regiao do plano que contém o ponto p em seu interior.

Fig. 60:

Suponhamos agora que S contenha outra geodésica simples fechada T.

E um fato conhecido que se duas superficies regulares em R3? sdo homeomorfas entdo elas
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s&o difeomorfas. Podemos, ent&o, supor que ¢ : S — R? — {p} € um difeomorfismo.
Afirmagao: I'n r=o.

(1°) T e T ndo podem se intersectar em apenas um ponto.

Fig. 61:

Suponhamos, por absurdo, que ¢(T') e @(I') se intersectam sé no ponto q. Entao ¢(I") e ¢(T)
sao tangentes em . De fato, sejam r uma reta que passa por q e nao € ortogonal as retas

tangentes a ¢(I') e ¢(T") em q.

Sejamvy, v : (—¢,e) — S parametrizagoes pelo comprimento de arco de ¢(I') e ¢(I"), respec-
tivamente, tais que y(0) =vy(0) = q.

Seja ainda v; um vetor unitario paralelo a reta r € v, um vetor unitario ortogonal a v;. Entao
existem fungdes diferenciaveis x, y, X, §: (—¢,¢) — R tais que

Y(s) = q+x(s)vi+y(s)va,
Y(s) = q+x(s)vi+y(s)va,

Logo, sendo x(s) = (y(s) —q, vi) e x(s) = (y(s) —q, v1), temos que:

x'(0) = (y'(0),vi) #0
e X(0) = F(0),v) #£0.

Portanto, existe ¢’ > 0, ¢’ < ¢, tal que x|(_¢/ery € X|_erery S80 invertiveis.
Sejam s(x) e s(x), x € (—9,0), as inversas de x|_..y € Xl ), respectivamente.
Logo,

B(x) = v(s(x)) =q+xvi+yls(x))vz

e Bx) = Y(sx) =qg+xvi+y(sx)vs.
Ou seja, ¢(TN) e (p(F) podem ser escritas como graficos sobre a reta r numa vizinhanga do
ponto q.
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Sejam f(x) =y(s(x)) e f(x) =

Entao, como ¢(I") esta contida na regiao limitada por ¢(I"), temos que f(x) < ?(x) para todo x.
Logo /(0) = f'(0), pois 0 & um ponto de minimo de f — f, ja que (f — f)(0) =0 e (f — f)(x) > 0
para todo x € (-5, ).
Portanto, como
B'(0) = wvi+f'(0)v,
e PB'0) = vi+f(0)vy,

(') e @(I'") sao tangentes no ponto q.

Sendo (') e cp(F) tangentes no ponto q, I' e T também seriam tangentes no ponto ¢ '(q);

uma contradicao, pois, pela unicidade das geodésicas, teriamos I' = T..

(2°) Suponhamos que (') N cp(F) #+ @. Entao, pelo provado acima, ¢(T') N @(I") consiste de
pelo menos dois pontos.

Sejam r; e r; dois pontos consecutivos da interseccao o(I') N ().

/@(F)

r2
Fig. 63:

Entao a uniao de um dos arcos de ¢(I") com um dos arcos de (p(F) entre r; e r, formaria a
fronteira de uma regiao simples em R? — {p}.
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Assim, na superficie S, existiria uma regiao simples limitada por dois arcos de geodésicas, uma
contradi¢ao, pela aplicacao (2), pois K < 0.

Logo I'NT = @, como foi afirmado.

(3°) Suponhamos agora que existam duas geodésicas fechadas e simples I' e ' em S que néo

se intersectam.
r
R
©w
/—_——_\“‘
i J(T)

Fig. 65:

il

Seja R aregiao limitada por I' e T. Como R é homeomorfa a um anel, temos que =(R) =0 (ver
triangulagao abaixo).

p(R)

Fig.66:F=8,E=16,V=8 = x(R) =8—16+8 =0
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Por outro lado, pelo teorema de Gauss-Bonnet,
” Kdo =2nZ(R) =0,
R

0 que é uma contradicao, ja que K < 0.

(4) Se existem duas geodésicas fechadas e simples I'; e I, numa superficie S compacta, co-
nexa e com curvatura Gaussiana K > 0, entao I e I; se intersectam.

Para provar este resultado precisamos do teorema da curva de Jordan na esfera: Seja C c S?
uma curva fechada, simples e regular por partes. Entao S*— C tem duas componentes conexas
D; e D, limitadas homeomorfas a um disco, tais que 0D, = 0D, = C.

Pela aplicagéo (1), S € homeomorfa a uma esfera S? e, portanto, difeomorfa.

Seja ¢ : S — S? um difeomorfismo. Suponhamos que S possui duas geodésicas fechadas
e simples T7 e I, que nao se intersectam. Entao ¢(I7) e ¢(I,) sdo duas curvas regulares,
fechadas e simples na esfera que nao se intersectam.

Seja D a regiao limitada por ¢(I7) que contém ¢(I3). Como D é homeomorfa a um disco,
temos que a regiao R delimitada por ¢(T7) e ¢(I%) € homeomorfa a um anel. Logo, =(R) = 0.

2

Pelo teorema de Gauss-Bonnet,
U Kdo =2nZ(R) =0,
R

uma contradi¢ao, ja que K > 0.

(5) Provaremos agora o seguinte resultado, devido a Jacobi: Seja « : [0,{] — S uma curva
parametrizada regular fechada (i.e. x(0) = «({) e «'V(0) = «¥(() parai = 1,2,...,m,...)
com curvatura diferente de zero em todos os pontos. Suponha que a curva descrita pelo vetor
normal a curvan : 1 — S? é simples. Entdon (1) divide S* em duas regiées com areas iguais.

Podemos supor que « esta parametrizada pelo comprimento de arco.
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Seja
sts) = | Inte) e,
0
a fungcdo comprimento de arco da curvan : I — S%. Entdo s'(s) = |[n’(s)]| e

L) =i
& T WE

onde s(s) é a inversa de s(s).

A curvatura geodésica kg denosems é:

d’(mos)
ds?

5), mos)E A e gy

Kg (§) = < ds

onde estamos considerando a esfera S* com a orientagdo N(p) = p, para todo p € S%.

Como
dmnos) ., ds _, s — _ _ ds ,_
. 125 (5) = '(s()) - £05) = (—x(s(5)(5(5)) — 7(s(5)) - b(s(5))) 5)
2(m o 2 2
o T = (cxa —)(s(5) S5 05) - (e + B (s(3) () 65)
2
—( + ) s(5)(s) (§) ),
. dsey 1 1
& T WGE @R GE)
obtemos:
- 1 , _y d*(mo -
%5 = e e+ T Am(s(s), S (s(s)

1 / = /Wi / —
= Tt <06, (Kat Th)(s(E)

k't —1'k

= m(s(s))z (|<2+T2 (S(S))T(S)

k't —1'k _.,ds, _
ds

— —% (arctan E) (s(3)) %(5)-

Entao, sendo s([0,{]) = [0, {], temos

Je Kg(S) ds = —Je % (arctan %) (s)ds =0,

0 0
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pois T(0) = (t) e k(0) = «(0), j& que a(0) = «(0), a’(0) = (L), &”(0) = &(0) € a”(0) =
o (0).

Observe também que 1n(0) = n(¢) (= b(0) = b(¢)) en’(0) =n’'(L), isto é,n: I — S? é uma
curva fechada e regular.

Seja R uma das regides limitadas por n(I) na esfera. Como n € uma curva simples, fechada e
regular, pelo teorema da curva de Jordan na esfera, R € uma regiao simples. Logo Z(R) =1 e,
pelo teorema de Gauss-Bonnet,

area(R) = ” Kdo = 2nZ(R) = 2m,
R

jaque K = 1. Assim, area(S* — A) = 4 — 27t = 2m, pois area(S?) = 4.

(6) Seja T um triangulo geodésico (i.e. os lados de T sdo geodésicas) em uma superficie
orientada S. Sejam 0, 0, e 05 os angulos externosde Te @ =1—0;, @ = 1—0,, @3 = 1—0;3
os angulos internos.

Pelo teorema de Gauss-Bonnet,

3
” Kd0+ZGi:27t.
T i=1

Assim,

Ent4o a soma dos angulos internos ) ¢; de um triangulo geodésico é:

i=1
1. Igual a m se K = 0;
2. Maior que mtse K > 0;

3. Menor que tse K < 0.

3

Além disso, Z @; — 7 (0 excesso de T) é dado por H Kdo. Se K# 0em T e a restricao de

i=1 T

N a T é injetora, ” Kdo é a area (com sinal) da imagem N(T) de T pela aplicagcdo de Gauss
T

N :S — S? (ver final da observagao 3.14 do capitulo 4).

Esta foi a forma como o préprio Gauss enunciou seu teorema: O excesso de um triangulo
geodésico T é igual a area de sua imagem esférica N(T).
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O fato acima esta relacionado com uma controvérsia histérica sobre a possibilidade de provar
(a partir dos quatro primeiros axiomas) o quinto axioma de Euclides (o axioma das paralelas),
do qual decorre que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo € igual a 7.

Considerando as geodésicas como retas, é possivel mostrar que as superficies com curvatura
negativa constante constituem um modelo (local) de uma geometria onde valem os axiomas
de Euclides, exceto o quinto e 0 axioma que garante a possibilidade de estender retas indefi-
nidamente.

Em verdade, Hilbert mostrou que ndo existe em R*® uma superficie com curvatura negativa
constante cujas geodésicas possam ser estendidas indefinidamente (a pseudo-esfera do exercicio
6, secao 3.3 do livro de Manfredo Do Carmo, tem uma aresta circular de pontos singulares).
Portanto, as superficies em R* com curvatura Gaussiana negativa constante nao fornecem um
modelo para testar a independéncia do quinto axioma de Euclides.

No entanto, utilizando a nogao de superficie abstrata, € possivel contornar este problema e
construir um modelo de geometria onde todos os axiomas de Euclides, menos o quinto, sao
validos. Este axioma é, portanto, independente dos demais.

YA

] 1 11 [

=Y

Fig. 68: Semi-plano de Poincaré

O Semi-plano de Poincaré (figura acima) é o semi-plano # = {(x,y) € R? |y > 0} com a métrica

(v, W>>(x,y) = JT (v, w),

onde ( , ) é o produto interno usual de R?. Com esta métrica, a superficie (abstrata)  tem curvatura Gaussiana

constante igual a —1 e suas geodésicas sao as semi-retas e os semi-circulos perpendiculares ao eixo Ox.

(7) Campos de vetores sobre superficies
Seja v um campo diferenciavel de vetores em uma superficie orientada S.

Dizemos que p € S é um ponto singular de v se v(p) = 0. O ponto singular é dito isolado se
existe uma vizinhanga V de p em S tal que v ndo tem pontos singulares em V além de p.

A cada ponto singular isolado p de um campo de vetores v vamos associar um numero inteiro,
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o indice de v em p, da seguinte maneira:

Seja X : U — X(U) C S uma parametrizagao ortogonal em p = X(uo,vo), (uo,vo) € U,
compativel com a orientacao de S, tal que v(p) # 0 paratodo p € X(U)—{p}, e seja « : [0,{] —
S uma curva parametrizada simples, fechada, regular por partes e orientada positivamente tal
que «([0,¢]) C X(U) é a fronteira de uma regiao simples R contendo p em seu interior.

Seja v(t) = v(x(t)), t € [0,¢], a restricao de v ao longo de «, e seja ¢ : [0,{] — R uma
determinacao diferenciavel por partes do angulo positivo de X,, a v(t), isto é,

v(t)
vl

= cos (1] 5 (B(1)) + senp(t) 2 (B(t)

onde «(t) = X(B(t)) (o lema 5.1 do capitulo 1 pode ser estendido a curvas regulares por
partes).

Como « é fechada (x(0) = «({)) existe um inteiro I definido por

{
2nl = (€) — (0) :L‘p'(” dt, (41)

pois cos @({) = cos @ (0) e sen (L) = sen(0), ja que v(0) = v({), Xu(B(0)) = Xu(B(X)) e
Xu(B(0)) = X,(B(2). O inteiro T é chamado o indice dev emp.

Precisamos mostrar que I esta bem definido, isto é, que I independe da parametrizacao X e
da curva « escolhidas.

1° I independe da parametrizacao X.

Seja wy € Ty S um vetor unitério e seja w(t) o transporte paralelo de w, ao longo de «. Seja
P(t) uma determinagao diferenciavel por partes do angulo positivo de X, (B(t)) a w(t).

Entao, pela observagao 4.3,

P(0) —p(0) = H K do, (42)

R
que independe da parametrizacao X.

Subtraindo as relacdes (41) e (42), obtemos:

HRchr—zmlz (b — )(0) — (b — )(0), (43)

Xy X
g Py ealt) = 5

e w(t) =cos(t) er(t) +senP(t) ey(t).

Sejam eq(t) = (B(t)), wilt) = = COS @ (t) e;(t) +sen @(t) e,(t)

LN
v(t)]]
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Sejam v,(t) = N(«x(t)) Awvi(t) e &(t) uma determinacao diferenciavel por partes do angulo
positivo de v;(t) a w(t), isto é,

w(t) =cosé&(t)vi(t) +sené&(t) va(t).
Entdo, sendo N(t) = N o «(t), temos:
w(t) = cosg(t)(cose(t)e(t) +seno(t)eat))

)N(t) Aes(t))
= COos&(t) (cos@(t)er(t) +sen@(t)e(t)) +seng(t)(cos @(t)e(t) —seno(t)e(t))
= Cos(&(t) + @(t)) er(t) +sen(&(t) + @(t)) ex(t).

+ sené&(t)(cos @(t)N(t) Aei(t) +seno(t
)

Logo, existe k € Z, tal que
Y(t) = &(t) + @(t) + 27k,
para todo t € [0, {]. Assim,
(b —@)(0) = (b — ¢)(0) = £(¢) — &(0)
independe da parametrizacao X.
Portanto, I independe da parametrizacao X.
2° I independe da curva «.

Sejam «y € «; duas curvas como na definicao do indice. Suponhamos primeiro que os tracos
de «, € oy ndo se intersectam. Suponhamos também que «, e «; estao definidas no mesmo
intervalo I = [0, {] e que «, esta contida na regiao simples R limitada pelo traco de «;.

\ \

Fig. 69:

Sejam @, : [0,¢] — R determinagdes diferenciaveis por partes do angulo positivo de X, av
ao longo de « e «4, respectivamente.

Sejam a,b : [0, — S as fungdes continuas dadas por:

a(t) = (cosg(t),seno(t)) e  bt)=(cosP(t), sen(t)).
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e Consideremos primeiro o caso particular em que vale |a(t) — b(t)| < 2 para todo t € [0, {],
isto €, os pontos a(t) e b(t) nunca sao antipodas.

Entao podemos tomar ¢ (0) = @, € P(0) =P de modo que |@y — Pyl < .

Como a(t) e b(t) nunca sao antipodas, temos que |¢(t) — P (t)| # m paratodo t € [0,{]. Este
fato, junto com |@(0) — P (0)| < 7t nos da |p(t) — P (t)| < 7w para todo t € [0, £].

Sendo

27(I(oa) — (o)) = (Y (€) —P(0)) — (@(£) — @(0)) = (W () — @(€)) — (Y(0) — ¢(0)),
temos que
127t(T(cc1) — T(oxo)| < b(€) — (O] + Wb (0) — @ (0)] < 27,
ou seja, |T(o) —I(xo)| < 1. Logo, I(e1) = I(oxp).

e Como R é homeomorfa a um disco, «y € «; sao livremente homotopicas, isto é, existe uma
aplicacdo continua
H:[0,€ x [0,1] — R,

tal que H(t,0) = ao(t), H(t, 1) = oy (t) € H(0,s) = H(1,s) paratodo s € [0, 1], isto €, para todo
s € [0,1],acurva Hy : [0,¢] — R, H¢(t) = H(t,s), é fechada.

Sejam as fungobes continuas f, g : [0,¢] x [0, 1] — R dadas por:

v(H(t,s))

) Xu(B(tys))
v(H(t, s))]

| Xy(B(t,s))
[Xu(B(ty )]

— f(t, s 11Xy (B(t, )]

+g(t,s

onde X(B(t,s)) = H(t,s).

Logo H: [0, x [0,1] — S', H(t, s) = (f(t,s), g(t, s)), € uma funcdo continua (uma homotopia)
tal que H(t,0) = a(t), H(t, 1) = b(t) e H(0,s) = H(, s).

Como H : [0, €] x [0,1] — S' é uniformemente continua, existe 5 > 0 tal que
s —s| <8 = [H(t,s) — H(t,s")| < 2,
para todo t € [0, {].
Sejam 0 = sp < 57 < ... < s, = 1 tais que s;.1 — s; < 6 e definamos os caminhos fechados
aQ =a,ai,...,ax=bemS', pondo a;(t) = H(t,s;). Entdo
lai(t) — ai ()] < 2,
para todo t € [0, {].

Logo, pelo provado acima, I(«y) = I(H,) =I(Hs,) =... =I(Hs, _,) = () .
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Observacao 4.6 O lema 5.1 do capitulo 1 também vale para caminhos B : [0,{] — S’
continuos, isto é, se 3(0) = (cos6,, senB,), existe uma Unica fungao 0 : [0,£] — R continua
tal que 6(0) =6, e

B(t) = (cosO(t), senB(t)),

para todo t € [0,(]. Fato que usamos acima, ja que os caminhos a;,...,a,_; SA0 apenas
continuos.

e Se os tracos de «y € «; se intersectam, escolhemos uma curva suficientemente pequena
cujo traco nao intersecta os tracos de «, € «; e aplicamos o resultado anterior.

>
.

Fig. 70:

Observacao 4.7 A definicdo de indice também pode ser aplicada quando p nao é um ponto
singular de v (isto &, v(p) # 0). Neste caso o indice € nulo.

De fato, sendo v # 0 numa vizinhanga de p, existe, pela observac¢ao abaixo, uma parametrizagao
X: U — X(U) ortogonal, com p € X(U), compativel com a orientagdo de S, tal que v || X,..

el —e(0) _ 4

Assim, @(t) =0 ou @(t) = . Em qualquer caso, I = 3

Observacao 4.8 Seja Y : V — Y(V) uma parametrizagdo ortogonal de S em p. Sejam as
funcdes diferenciaveis a,b : V — R dadas por

W(Y(ﬁy v)) = a(ﬁ) V)Yﬁ(ﬁ) \7) + b(ﬁ> v)YV(ﬁ) V) .

Considere agora o campo de vetores diferenciavel w ortogonal ao campo w dado por:

w(Y (i, v)) = (bG) (W, V)Y (1, v) — (ab) (W, v) Y5(w, V),

OndeE - <Yﬁ, Yﬁ) e G - <YV) Yv>
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Como w(p) e w(p) sao LI, existe, pelo teorema 4.4 do capitulo 4, uma parametrizagao
X : Uy — X(Up) de S em p, tal que X, (u,v) || w(X(u,v)) e X,(u,v) || w(X(u,v)) para todo
(u,v) € Uy. Entdo X é uma parametrizacao ortogonal.

Xu A Xy

UV (L),
e AN )

Caso X nao seja compativel com a orientagao de S, isto &, N(X(u,v)) = —

basta considerar a parametrizagdo X = Xoh : U — X(U), onde h(i,v) = (1, —v) e h(Uy) = U
(= h(W) = h*(Up) = Uy).

De fato, Xg (11, v) = X, (i1, —v) || w(X(1w,v)), Xs(iL, V) = —X, (11, —V) e, portanto,

— -t (u,—v) = N(X(Tw, —v)) = N(X(T, V) .

Exemplo 4.2 Calcularemos os indices de alguns campos de vetores no plano que tém (0, 0)
como ponto singular. As curvas que aparecem no desenho sao as trajetérias dos campos de
vetores.

(1) wix,y) = (—x,—y).

Fig. 71:

Restringindo w a curva fechada «(t) = (cost,sent), t € [0, 27], obtemos
w(t) =w(x(t)) = (—cost,—sent) = (cos(t + ), sen(t + 1)),
isto &, o angulo positivo de (1,0) a w(t) é t + 7. Logo, o indice do ponto singular (0,0) €

H_(p(Zn)—(p(O)_37r—7r_1
o 27 2

(2) W(X,U) = (_X)y)-
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Fig. 72:

Tomando a curva fechada «(t) = (cost,sent), t € [0, 27], obtemos que:
w(t) =w(x(t)) = (—cost,sent) = (cos(—t + m),sen(—t + 7)),

isto é, ¢(t) = —t+ 7t € o angulo positivo de (1,0) a w(t). Logo o indice do ponto singular (0, 0)
é

= @M -e©0) -nm-m .

27 27

(3) wix,y) = (x> — 3xy?,y* — 3xy).

Fig. 73:

Restringindo w a curva fechada «(t) = (cost,sent), t € [0, 27], obtemos:
w(t) =w(a(t)) = (cos®t —3cost sen’t,sen’t — 3 cos’t sent) = (cos(—3t),sen(—3t)),
pois:

cos3t = cos(2t+t) =cos2tcost—sen2tsent = (cos’t —sen’t)cost —2sen’tcost

= cos’t—3sen’tcost,
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sen3t = sen(2t+t) =sen2tcost+cos2tsent =2sentcos’t+cos’tsent—sen’t

— —sen’t+3sentcos’t.

Logo ¢(t) = —3t é o0 angulo positivo de (1,0) a w(t).
Portanto, o indice do ponto singular (0,0) é

_ e2m) —((0) _ 6m _
1= 2m =30

Sejam S ¢ R? uma superficie compacta orientada e v um campo de vetores diferenciavel em S
cujos pontos singulares sao isolados.

Entao v tem um numero finito de singularidades, pois, caso contrario, o conjunto dos pontos
singulares teria, por compacidade, um ponto de acumulacao que seria uma singularidade nao
isolada.

Seja{X, : Uy — Xy(Uy) | x € A} uma familia de parametrizacdes ortogonais compativeis com
a orientacao de S que cobre toda a superficie. Seja 7 uma triangulagao de S tal que:

(1) Cada triangulo T € T esta contido em alguma vizinhanga coordenada da familia {X}.
(2) Cadatriangulo T € T contém no maximo um ponto singular e se existir, esta no seu interior.
(3) A fronteira de qualquer triangulo T € T esta orientada positivamente.

Aplicando a equagao (43) a um dos tridngulos T; € T, obtemos

ﬂ Kdo —2nl; = & (&) — &i(0) (44)
T.

i

onde &;(t) € uma determinagao diferenciavel por partes do angulo positivo de vi (t) = m

a wi(t), sendo w;(t) o transporte paralelo de um vetor unitério wy € TS ao longo da
parametrizagao «; : [0, ;] — S regular por partes do bordo 9T, isto é, w;(t) = cos &;(t)vi(t) +
sen &; (1) (N(t) Avi(t)).

Seja T € 7 um triangulo que tem uma aresta, «; : [ti, ti;1] — S, em comum com o tridngulo
T;.
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)

a(0) = a(f)

Fig. 74:

Seja f3; : I — S uma parametrizac¢ao regular por partes do bordo 9T; orientada positivamente,
tal que Bjli5; s;,,1 € @ parametrizagao regular do lado em comum com T;.

Entdo existe uma fungdo diferenciavel decrescente h;; : [sj, sj11] — [ti, tiyi]

alti) =pB(sj+1)

a(tiv1)=p5(s;)
Fig. 75

tal que B;(s) = «i(hyj(s)) paratodo s € [sj, sj;1].

Seja wj(s) o transporte paralelo do vetor unitario wi(tii1) € To1,,)S = Tpy(s;)S @o longo de

Bj : [sjy sj41] — S.

Seja wj(s) = wi(hy(s)). Como

%(S) _ Dwi

2 (5) = D (hy(5)) hy(s) =0,

e w;(s;) = wi(hy(s;)) = wi(tiy1), segue-se da unicidade do transporte paralelo, que wj(s) =
Wj(s), para todo s € [sj, sj1].

Logo
wj(s) = wi(hy(s)) = cos(&;(hy(s)))vi (hy(s)) 4 sen(&; (hy(s)))vi(hy(s))
onde vi(t) = N(t) Awvi(t).

(Bj(s))

Ou seja, &; o hy € uma determinacéo diferenciavel do angulo positivo de m
j

awj(s).

Entao
(&i o hy)(sjt1) — (& o hy)(sy) = &i(ti) — &iltin) = —(&iltin) — &(t)) .
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Observacao 4.9 A diferenca &(ti.1) — &(t;) ndo depende do campo paralelo de vetores
unitarios ao longo da curva parametrizada regular o : [ti, t;;1] — S.

De fato, sejam w; e w, campos de vetores unitarios paralelos ao longo de «, e
wi(t) = cos&(t)vi(t) +sen&(t)va(t),
wy(t) = cos&(t)vi(t) +sen&y(t)va(t),
onde &;(t) € uma determinagao diferenciavel do angulo positivo de v;(t) a w;(t), i =1,2.

Como
(wi(t), wa(t)) =cos&;(t) cosé,(t) +sené&;(t) sené&,(t) =cos(&;(t) — &,(t)) = const.,

DWz

. d - DW]
pois — (w1, wa)(t) = ( T

dt dt
0o € R e ko € Z tais que

(1), wa(t)) + (wy(t), (t)) = 0 para todo t, temos que existem

E1(t) — & (t) = 0o + 27k
para todo t.

Logo
Ei(ti) — &) = & (ti) — & (),

como haviamos afirmado.

Aplicando a equacao (44) a todos os triangulos T € 7, somando os resultados e levando em
conta que a aresta de cada T € 7T aparece duas vezes com orientacoes opostas, obtemos,
pelo provado acima, que

k
” Kdo—2n) I, =0,
S i=1

onde I; € o indice do ponto singular p;,i=1,...,k.

Entao, pelo teorema de Gauss-Bonnet (corolario 4.3), chegamos finalmente a

- 1
;L: Zﬂﬂsta:;(S).

Provamos, assim, o seguinte resultado:

Teorema 4.6 (Teorema de Poincaré)

A soma dos indices de um campo de vetores diferenciavel v.com singularidades isoladas em
uma superficie compacta S € igual a caracteristica de Euler-Poincaré de S.
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Este resultado implica que Z I; nao depende de v mas apenas da topologia de S.

Por exemplo, em qualquer superficie homeomorfa a uma esfera, todos os campos de vetores
diferenciaveis com singularidades isoladas devem ter a soma de seus indices igual a 2. Em
particular, nenhuma destas superficies pode ter um campo de vetores diferenciavel sem pontos
singulares, ou seja, uma esfera cabeluda nao pode ser penteada.

J. Delgado - K. Frensel



Capitulo 6

Rigidez da Esfera

Vamos provar que a esfera é rigida, isto é, se uma superficie regular S € isométrica a uma
esfera, entdo S € de fato uma esfera.

Para provar a rigidez da esfera, precisamos do seguinte resultado.

Teorema 0.7 Seja S c R® uma superficie regular, compacta e conexa com curvatura Gaus-
siana constante K. Entao S é uma esfera.

A rigidez da esfera segue-se deste teorema. De fato, seja ¢ : ¥ — S uma isometria de uma
esfera ~ sobre uma superficie regular S. Entao, como ¢ é continua, ¢(X) = S € compacta e
conexa. Além disso, S tem curvatura constante igual a da esfera X, pois a curvatura Gaussiana
€ invariante por isometria, isto é, Ks(@(p)) = Ks(p) para todo p € X, onde Ks e Ks sao as
curvaturas Gaussianas de S e X respectivamente.

Observacao 0.10 Existem superficies homeomorfas & esfera que néo séo rigidas.

S/ S//

AN 7

S

Fig. 1: Superficies homeomorfas a esfera que nao sao rigidas
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Substituindo um disco da regiao plana P da superficie regular S por uma "lombada para fora”
de forma que a superficie resultante S’ seja regular, obtemos uma outra superficie regular
S”, refletindo os pontos de S’ acima do plano P em relagao a este plano, que é isométrica a
superficie S’. Observe que ndo existe uma isometria de R* em R3 que leve S’ em S”.

Observacao 0.11 Na realidade, a rigidez da esfera segue-se de um resultado mais geral,
devido a Cohn-Vossen:

"Se ¢ : S — S, é uma isometria entre duas superficies ovais, entao ¢ é a restricao de uma
isometria de R® (i.e., a composta de uma isometria linear com uma translagdo)”. As superficies
ovais ou ovaldides sao as superficies compactas conexas em R?* com curvatura Gaussiana
positiva em todos os pontos.

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Curves and Surfaces in Euclidean
Spaces de S. S. Chern, Studies in Global Geometry and Analysis, MAA Studies in Mathema-
tics, The Mathematical Association of America, 1967. o

A demonstracdo do Teorema 1 é baseada no seguinte lema local, no qual escolhemos as
curvaturas principais «; € k, de modo que k;(q) > kz(q) para todo q € S. Desta maneira,
K1 € K, sa0 fungdes coninuas em S que sao diferenciaveis exceto, possivelmente, nos pontos
umbilicos (onde k; = k;) de S (ver observagoes 3.1, 3.2 e 3.3 do Capitulo 4).

Lema 0.1 Sejam S uma superficie regular e p um ponto de S satisfazendo as seguintes
condicées:

1. K(p) > 0, isto é, a curvatura Gaussiana de S em p é positiva.

2. p é ao mesmo tempo um ponto de maximo local da fungdo x; e um ponto de minimo local
da fungao k; (k1 > Kz).

Entao p € um ponto umbilico de S.

Prova.

Suponhamos que p nao € um ponto umbilico. Entao existe uma parametrizagao X : U — X(U)
de S em p tal que as curvas coordenadas sao as linhas de curvatura (ver Corolario 4.4 do
Capitulo 4).

Logo f = F =0 e, pela Observagao 3.11 do Capitulo 4, as curvaturas principais sao dadas por
£ 9
E°G

Podemos supor também que todos os pontos de X(U) ndo sdo umbilicos e que x; = — €

m| o
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Ky = % em X(U) (intercambiando as variaveis u e v, se necessario).

Neste sistema de coordenadas, as equacdes de Mainardi-Codazzi (ver Exemplo 2.2 do Capitulo
5) sao:

1 1
e\)ZEEV(K1 +K2) e gu:EGu(lﬁ +K2)-

. ~ e ~
Derivando a equacgao k; = £ com relacao a v,

ey = (Kl)vE+ K1 Ev>

~ 1
e usando a equacao e, = EEv(uq + k;), obtemos

1 1
EEV(K] + KZ) = (K])VE + Kk &t (Kl)v = EEV(KZ - K]) . (1)
Analogamente, derivando a equagao k, = % com relagdo a u e usando a equacao

Ju = %Gu(K] + k,), obtemos que

G (Kk2)u = %Gu('ﬂ —K2). (2)

Por outro lado, como F = 0, a formula de Gauss (ver Exercicio 2.3 do Capitulo 5) se reduz a:

e ((56), (36,
~ avie \\vee), T \Vie ), )

Logo,
En  Gu (VEG) B, (VEG) G
—ZKJE_:\/EJF\/E— i
ou seja,
—2KEG = E,, 4+ Guu + ME, + NGy, (3)
onde M = — <\/E>" eN = —@ sao fungdes diferenciaveis em U
VEG VEG '

Pelas equacoes (1) e (2),

2E(x1)y

Ev = Ky — K] (4)
e G, = 60 (5)
K1 — K2
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Derivando as equacoes (4) e (5) com respeito a v e a u, respectivamente, obtemos:

2B, (k1)v + 2E(K1)w . 2E(k1)v(Kk2 — K1)y

E,n, =
K2 — K1 (KZ_Kl)Z
e G _ 2Gy(k2)u +2G(K2)uu . 2G(k2)u(K1 — K2)u .
= 7 »
K] — K2 (k1 —K2)
Ou segja,
_ _ZE(K1)W
Evv - K] — Ko + L(Kl )v (6)
2 uu T
e Guu = M + L(KZ)LL) (7)
K1 — K2

onde L(u,v) e f(u,v) sao fungdes diferenciaveis em U.

Introduzindo as equacgoes (4), (5), (6) e (7) na equacao (3), temos:

2E 2G —~ ~
(Kl)vv+ (KZ)uu+M(K1)v+N(K2)u»
K1 — K2 K1 — K2

—2KEG = —

onde M e N sao fungoes diferenciaveis em U.

Entao,

—2(k1 — K2)KEG = —2E(K1 )y + 2G(K2)uu + M(K1 — K2) (K1)y + N(K1 — K2)(K2)1y - (8)

Como K(p) > 0 e ki(p) > kz2(p), 0 primeiro membro da equagao (8) é negativo em p.

Por outro lado, como «; atinge um maximo local em p e k; atinge um minimo local em p, temos:
(K1)v:O> (KZ)uzoy (K1)vv§0 € (KZ)uuZO)

em p. Assim, 0 segundo membro da equacao (8) é positivo ou nulo, 0 que é uma contradigao,
ja que o primeiro membro é negativo. g

Observacao 0.12 Supondo que k; tem um minimo local e k, um maximo local em p, ndo se
chega, na demonstracdo acima, a uma contradicao. Em verdade, como veremos no exemplo
abaixo, tal situacdo pode ocorrer em uma superficie com curvatura Gaussiana positiva sem
pontos umbilicos.

Exemplo 0.3 Seja S a superficie de revolugéo dada por

X(u,v) = (@(v) cosu, @(v) senu, P(v)),

J. Delgado - K. Frensel
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onde u € (0,2m), ¢ > 1,

@(v) = ccosv,

P(v) = J:\H—czsenzad&, P(0) =0,

e |v| < arcsen % , de modo que VP (v) fique bem definida.

Entao:
E = ¢(v)?=c’cos’v;
= 0:
G = o'W +V' V=1,
e = —@(WVv)P'(v) =—ccosvy1—c?senlv;
f = 0;
g = V'V e"(v) =y "(v)e'(v)

5. ¢>senvsenv cosv
= —ccosvy1—c?sen‘v—

V1—c?sen?v
_ ccosv(1—c?sen?v+c? sen?v)
V1—cZsentv
B ccosv
- )
V1—c?sen’v
e, pela Observacao 3.11 do Capitulo 4,
e V1—c?sen?v
K] = _ = —
E c COSV
g c Cosv
e Ky = = =—F—F———,

G V1 —cZsen?v

com Kk; > Kz, pois ¢ > 1.

Portanto, S nao tem pontos umbilicos e tem curvatura Gaussiana K = k; k, = 1 positiva e
constante.

, . 1
Além disso, como k; = — parav=0e

V1 —c2sen?v 1

Ky = — > ——,
Cc COsv C
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para v # 0 (pois cos’v — 1 = —sen’v > —c? sen’v), temos que k; atinge um minimo e,
portanto, k, atinge um maximo (pois k; k, = 1) nos pontos do paralelo v = 0.

Este exemplo também mostra que a hipétese de compacidade da superficie no Teorema 1 é
essencial, pois a superficie S dada acima tem curvatura positiva constante, mas nao € uma
esfera.

Fig. 2: Superficie com curvatura positiva constante em todo ponto e que nao é uma esfera

Na demonstracao do Teorema 1 vamos utilizar o seguinte resultado.
Lema 0.2 Uma superficie reqular compacta S C R* possui um ponto eliptico.

Prova.
Seja py € R? e considere a fungao diferenciavel f : S — R dada por f(p) = ||p — pol|*-

Como S é compacta e f € uma fungao continua, existe p; € S tal que f(p;) > f(p) para todo
p € S,ouseja, ||[p —pol <R, paratodop € S, onde R = ||p1 — poll -

J. Delgado - K. Frensel
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Afirmacao 1: T,,S = T, (Sr(po)) , onde Sg(po) é a esfera de centro p, e raio R.
De fato, seja Ty, (Sk(po)) = { g € R*[(q —p1, po — p1) = 0 } 0 plano tangente a Sg(po) em p;.

Pelo Exercicio 18 da se¢do 2.4, basta mostrar que (T, (Sk(po))) N'S = {p1}, pois, neste caso,
teremos T,,S = T, Sr(po) . 0

Afirmacao 2: Se ||q —po|| < R, entdo (q —p1, po—Pp1) > 0,e {(q—p1, po—Pp1) =0 se, e so se,
q ="
De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(=P, Po—p1) = <q_p0+p0_P1»PO_P1>=<q—po,p0—p1>+R2
> —lla—poll lpo—pil +R* > —R* +R* =0,

pois [[q —poll < Re [[po —pi1] =R.
E(qd—pi,po—p1)=0se,esdse [q—po=Re

(q—Po, Po—p1) =—llq —pol l[po — 1] = —R?

Como (q —po, Po—p1) = —[ld —poll [po — Pl s€, € s0 se, ¢ — po = Alpo —p1), COMA < 0, €

Iq —poll = [lpo —p1ll = R, temos que (q —p1, po —p1) = 0 s€, 80 s, g —po = —(po—Pp1), OU
seja, se,esdse,q=pi.- o

Sejamv € T,,S — {0} e m, 0 plano que passa por p; e € paraleloav e p, —p; .

Entao 7t, N Sk(po) € um grande circulo e t, NS = C, é a segao normal de S em p; na diregao v.

Fig. 4:
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Seja « : (—¢,e) — C, uma parametrizagao pelo comprimento de arco de C, em p; tal que
«(0) = py, e considere a funcao diferenciavel f: (—e, ¢) — R dada por

f(s) = (ax(s) —po, x(s) —po) -
Como f(0) = ||p1 — pol|* = R* e f(s) < R? para todo s € (—&,¢), 0 € um ponto de maximo da

funcao f.

Assim, f'(0) = 2(a/(0), p1 —Ppo) =0€
£7(0) = 2(«”"(0), p1 — po) + 2(’(0), &’(0)) =2 ({«”(0), P1 —Po) + 1) <0,

pois ||/ (0)]] = 1.
Como «”(0) L «/(0) e («”(0), po—Pp1) > 1, temos que «”(0) € um multiplo positivo de py — ps-
Entao

_a”(0) _ po—p1 _
n(O)_”CX”(O)H— = = N(p1),

onde n(0) é o vetor normal a « em 0 € N(p;) € o vetor unitario normal a superficie S em p;.

Assim,

(ka(0)N(0), po —P1) = Ka(O) (PP po — i) = kalO)R > T,

ou seja,

A=

onde k,(0) é a curvatura de o« em 0.

Entdo, tomando N(p;) = p";p‘, knp, (V) = Ka(0)(n(0), N(p1)) = kq(0) > % para todo

v € T,§S — {0}, onde kn,, (v) € a curvatura normal de S em p; na dire¢éo v.

Portanto p; € um ponto eliptico de S, pois K(p1) = ki (p1) k2(p1) > % > 0, ja que as curvaturas
. ~ . . . 1

principais, k;(p1) € k2(p1), de S em p; sao ambas maiores ou iguais a R |

Prova.

(Demonstracao do Teorema 1) Como S € compacta, pelo Lema 2, S possui um ponto eliptico.

E sendo K constante, K > 0 em S.

Por compacidade, a fungao continua «; atinge um maximo em um pontop € S. Como K = k; k;
€ uma constante positiva, k, € uma fungao decrescente de «, e, portanto, atinge um minimo
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em p. Logo, pelo lema 1, p € um ponto umbilico de S, isto é, k;(p) = kz2(p). Seja g um ponto
qualquer de S. Como estamos supondo que k;(q) > kz2(q), temos que

Ki(p) > xi(q) > ka(q) > ka2(p) = ki1 (p).

Portanto, k;(q) = «z(q) para todo q € S, isto €, todos os pontos de S sdo umbilicos. Assim,
pela Proposicao 2.4 do Capitulo 4, S esta contida em uma esfera ou em um plano. Sendo
K > 0, S esta contida em uma esfera L.

Por compacidade, S é fechada em £ e como S € uma superficie regular, S é aberta em X. Logo,
como X é conexa, S = L.

Ent&o, a superficie S € uma esfera. g

Observacao 0.13 O Teorema 1 é um resultado tipico da Geometria Diferencial Global, isto
é, informagao sobre conceitos locais (neste caso, a curvatura) junto com hipdteses globais
fracas (neste caso, compacidade e conexidade) implicam fortes restricbes sobre a superficie
como um todo (neste caso, ser uma esfera). Observe que o Unico efeito da conexidade é impe-
dir a ocorréncia de duas ou mais esferas na conclusao do Teorema 1. Por outro lado, a hipétese
de compacidade é essencial em varios aspectos. Uma de suas fungdes foi a de assegurar que
obtemos uma esfera inteira e nao apenas uma superficie contida em uma esfera.

Observacao 0.14 Nademonstracdo do Teorema 1, a hipétese de que K = «; «, é constante

(e portanto, positiva) foi usada para garantir que «; € uma funcao decrescente de ;. A mesma

K1+ K2 .

conclusao é valida se supormos que a curvatura média H = > ¢© constante.

Teorema 0.8 Seja S uma superficie regular compacta e conexa com curvatura Gaussiana
positiva e curvatura média constante. Entdo S é uma esfera.

A demonstracao deste Teorema é analoga a que foi dada para o Teorema 1.

Em verdade o argumento pode ser aplicado sempre que k, = f(k;), onde f é uma funcao
decrescente de ;.

Teorema 0.9 Seja S uma superficie regular compacta e conexa com curvatura Gaussiana
K > 0. Se existe uma relacdo x, = f(k;) onde f é uma funcdo decrescente de ki, k1 > Ka,
entdo S é uma esfera.

Observacao 0.15 O Teorema 2 pode ser enunciado da seguinte maneira: Um ovoldide com
curvatura media constante é uma esfera.
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Por outro lado, uma conseqiiéncia do Teorema de Gauss-Bonnet (aplicacdo 1) € que um
ovoldide é homeomorfo a uma esfera. H. Hopf provou que o Teorema 2 continua valido com o
seguinte enunciado (mais forte): Uma superficie reqular com curvatura média constante que é
homeomorfa a uma esfera é uma esfera.

Um teorema devido a A. Alexandroff estend