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Perko [Per01].

2. Introdução

As equações diferenciais são equações onde as incógnitas são funções “suaves” e
estas equações estabelecem certas relações entre as diversas derivadas delas.

Uma equação diferencial ordinária é uma equação diferencial onde todas suas
incógnitas são funções reais ou vetoriais de uma variável real.

A grande maioria dos modelos da F́ısica, Qúımica, Biologia e Economia envolvem
equações diferenciais. A continuação mencionaremos alguns exemplos importantes.

2.1. Cálculo de integrais. O exemplo mais simples de equação diferencial que
já temos encontrado em cursos anteriores, é o de cálculo de integrais. De fato,
pelo Teorema Fundamental do Cálculo sabemos que se f : ra, bs Ñ R é uma função

cont́ınua e F : ra, bs Ñ R é uma função C1 tal que F1ptq “ f ptq, para todo t P pa, bq,
então

ż b

a
f ptq dt “ Fpbq ´ Fpaq.

Isto significa que se desejamos calcular a integral
şb

a f ptq dt, então uma possibili-
dade é resolver a equação diferencial

9xptq “ f ptq.

2.2. As leis de Newton. Na Mecânica Clássica a trajetória de uma part́ıcula ao
longo do tempo costuma ser descrita por uma função x : R Ñ R3. Em geral esta
função é duas vezes diferenciável, sua derivada primeira v :“ 9x : R Ñ R3 é chamada
de velocidade e sua derivada segunda a :“ 9v “ :x : R Ñ R3 de aceleração.

Neste modelo, se a part́ıcula está se movimentando dentro de um campo de
forças externo F : R3 Ñ R3, então a Segunda Lei de Newton estabelece que existe
uma constante m, que depende só da part́ıcula envolvida e não do campo de forças
atuante, chamada massa da part́ıcula, tal que

m:xptq “ F
`

xptq
˘

, @t P R.

Este é um exemplo de uma EDO de segunda ordem, já que nesta equação só
aparecem derivadas de ordem menor o igual a 2.

Porém, por um argumento já clássico, esta EDO de segunda ordem pode ser
transformada num sistema de EDOs de primeira ordem:

$

&

%

9xptq “ vptq,

9vptq “
1
m

F
`

xptq
˘

.
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2.3. Noções básicas e notação. Uma equação equação diferencial ordinária (EDO)
para nós será uma equação da forma

F
´

t, xptq, xp1qptq, . . . , xpkqptq
¯

“ 0,

onde Ω Ă RˆRkˆd é um conjunto aberto e F : Ω Ñ Rd uma função cont́ınua.
Uma solução desta equação, é uma função Ck x : J Ă Rd tal que J é um intervalo

aberto não vazio,
`

t, xptq, xp1qptq, . . . , xpkqptq
˘

P Ω, e F
`

t, xptq, . . . , xpkqptq
˘

“ 0, para
todo t P J; e onde

xpkqptq :“
dkx
dtk ptq.

Também utilizaremos as notações clássicas 9xptq “ x1ptq “ xp1qptq e :xptq “ x2ptq “
xp2qptq.

Infelizmente em geral é bastante complicado lidar com EDOs tão gerais e por-
tanto é mais comum utilizar elas na sua forma expĺıcita, cuja existência só pode
ser garantida nos casos em que as hipóteses do Teorema da Função Impĺıcita são
verificadas.

Por este motivo, doravante trabalharemos quase exclusivamente com EDOs ex-
pĺıcitas da seguinte forma:

(1) xpkq “ f
´

t, xptq, xp1qptq, . . . , xpk´1qptq
¯

,

onde Ω Ă RˆRpk´1qˆd é aberto e f : Ω Ñ Rd é uma função cont́ınua.
Nestas definições, o número natural k é chamado a ordem da EDO e o d a

dimensão do espaço de fases, ou também a quantidade de equações do sistema, já
que uma função com valores em Rd pode ser pensada como d funções de reais.

2.3.1. Redução da ordem. É fácil ver que introdução de variáveis auxiliares, como
foi feito na § 2.2, permite transformar qualquer EDO de ordem k e dimensão d
numa EDO de primeira ordem e dimensão kˆ d.

Por este motivo é que daqui para frente trabalharemos a maior parte do tempo
só com EDOs de primeira ordem.

2.3.2. Equações autônomas. A EDO (1) é dita autônoma quando a função f inde-
pende da variável independente t.

É importante mencionar que fazendo uma mudança de variáveis similar àquele
feito em § 2.2, é posśıvel transformar uma EDO não-autônoma numa autônoma
aumentando a dimensão do espaço de fases.

De fato, seja Ω Ă RˆRd um conjunto aberto e f : Ω Ñ Rd uma função cont́ınua.
Consideremos a seguinte EDO

(2) 9xptq “ f
`

t, xptq
˘

.

Por outro lado, seja g : Ω Ñ Rd`1 a função dada por

gpyq “
`

1, f pyq
˘

, @y P Ω,

e consideremos a EDO autônoma

(3) 9y “ gpyq.

Exerćıcio 1. Mostre que x : J Ă R Ñ Rd é solução da equação (2) se e só se a

função y : J Ñ Rd`1 dada por

yptq :“
`

t, xptq
˘

, @t P J,

é solução da equação (3).
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2.3.3. Problemas de valores iniciais. Seja Ω Ă RˆRd um conjunto aberto, f : Ω Ñ

Rd uma função cont́ınua e pt0, x0q P Ω um ponto qualquer. O problema de valores
iniciais (PVI) associado a estes dados é o seguinte:

(4)

#

9xptq “ f
`

t, xptq
˘

,

xpt0q “ x0.

Uma solução deste PVI é um par pφ, Jq, onde J Ă R é um intervalo aberto com

t0 P J, φ : J Ñ R é uma função C1 tal que

Graphpφq :“
 `

t, φptq
˘

: t P J
(

Ă Ω,

φpt0q “ x0 e φ1ptq “ f
`

t, φptq
˘

, para todo t P J.
É bem sabido, do curso de Cálculo 2, que em geral as EDOs não costumam ter

uma única solução (e.g. cálculo de integrais indefinidas, vide § 2.1), mas com o
seguinte exemplo vamos ver que existem PVIs que também admitem mais de uma
solução:

Exemplo 2.1. Seja Ω “ R2 e f : Ω “ R2 Ñ R dada por f pt, xq “ 3x2{3. Dado
c P R, definamos a função φc : R Ñ R dada por

φcptq :“

#

pt´ cq3, t ě c;
0, t ă c.

Observar que dado qualquer t0 P R, pφc, Rq é solução do PVI
#

9x “ 3x2{3,

xpt0q “ 0,

para todo c ą t0, o que significa que este PVI admite infinitas soluções diferentes.

Este exemplo nos leva a definir uma noção de ordem parcial entre as soluções
de um PVI: dadas duas soluções pφ, Iq, pψ, Jq do PVI (4), dizemos que pφ, Iq é uma
extensão de pψ, Jq, e notamos pφ, Iq ě pψ, Jq, quando I Ą J e φptq “ ψptq, para todo
t P J.

Como é usual, uma solução pφ, Iq será dita solução maximal quando dada qual-
quer outra solução pψ, Jq tal que pψ, Jq ě pφ, Iq, então temos pφ, Iq “ pψ, Jq.

Como consequência direta do Lema de Zorn é fácil ver que sempre existem solu-
ções maximais.

Outro exemplo importante é o seguinte:

Exemplo 2.2. Seja Ω “ R2 e f : R2 Ñ R dada por f pt, xq “ x2 ` 1. Considere o
seguinte PVI

#

x1 “ f pt, xq “ x2 ` 1,

xp0q “ 0.

Pelo método de separação de variáveis é fácil ver que a única solução maximal
do PVI é φ : p´π{2, π{2q Ñ R2 dada por φptq “ tan t, para todo t P p´π{2, π{2q.

Mais ainda, pode-se verificar que dada qualquer condição inicial pt0, x0q P R2, o
domı́nio da solução maximal única do PVI correspondente tem comprimento π.

3. Existência e unicidade de soluções

Nesta seção discutiremos alguns resultados de existência e outros de unicidade de
soluções para problemas de valores iniciais, também chamado problema de Cauchy.

O teorema fundamental sobre existência de soluções para problemas de Cauchy
é devido a Peano:
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Teorema 3.1 (Teorema de Peano). Seja Ω Ă RˆRd um conjunto aberto e não
vazio, f : Ω Ñ R uma função cont́ınua e pt0, x0q P Ω um ponto arbitrário. Então
existe uma solução pφ, Iq para o PVI dado por (4).

Demonstração. A demonstração deste teorema combina uma idéia inspirada no
método da poligonal de Euler e o Teorema de Arzela-Ascoli.

Inicialmente, observemos que, como consequência do Teorema Fundamental do
Cálculo, pφ, Iq é uma solução do PVI (4) se e só se

(5) φptq “ x0 `

ż t

t0

f
`

s, φpsq
˘

ds, @t P I.

Dado que o domı́nio Ω é aberto, sabemos que existe um número real r ą 0 tal
que Ar :“ rt0 ´ r, t0 ` rs ˆ Brx0, rs Ă Ω, onde Brx0, rs denota a bola fechada de
centro x0 e raio r.

Dado que Ar é compacto e f é cont́ınua, temos

Cr :“ sup
pt,xqPAr

} f pt, xq} “ max
pt,xqPAr

} f pt, xq} ă `8.

Definamos então α :“ mintr, r{Cru ą 0 e sejam Iα :“ rt0 ´ α, t0 ` αs e Aα :“
Iα ˆ Brx0, αs Ă Ω.

Para cada k P N, consideremos o intervalo Iα dividido em 2k subintervalos iguais
e a função φk : Iα Ñ Rd definida da seguinte forma: inicialmente definimos

φkptq :“ x0, @t P rt0 ´ α{k, t0 ` α{ks.

Uma vez feito isto, indutivamente, suponha que φk já foi definida no intervalo
rt0 ´ αi{k, t0 ` αi{ks, para algum i P t1, 2, . . . , k´ 1u; então definimos a função φk
nos intervalos rt0 ´ αpi` 1q{k, t0 ´ αi{kq e pt0 ` αi{k, t0 ` αpi` 1q{ks por

φkptq :“ x0 `

ż t`α{k

t0

f
`

s, φkpsq
˘

ds, @t P rt0 ´ αpi` 1q{k, t0 ´ αi{kq,

e

φkptq :“ x0 `

ż t´α{k

t0

f
`

s, φkpsq
˘

ds, @t P pt0 ` αi{k, t0 ` αpi` 1q{ks.

Observemos que a famı́lia de funções tφk : Iα Ñ Rdukě1 é equicont́ınua já que,
para todo k ě 1 temos∣∣φkptq ´ φkpt1q

∣∣ ď Cr
∣∣t´ t1

∣∣ , @t, t1 P Iα,

o qual em particular implica que

|φkptq ´ x0| “ |φkptq ´ φkpt0q| ď Cr |t´ t0| ď Crα ď r, @t P Iα.

Portanto, o gráfico da função φk está contido em Ω, para todo k ě 1, e pode-
mos aplicar o Teorema de Arzelá-Ascoli para concluir que existe uma subsequência
tφkj

ujě1 e uma função cont́ınua φ : Iα Ñ Brx0, rs tais que φkj
Ñ φ uniformemente

em Iα, quando k j Ñ `8.

Para provar que pφ, Iαq é de fato uma solução de (4), mostraremos que φ satisfaz
(5). Para isso, seja t um ponto arbitrário de rt0, t0` αs (o caso em que t P rt0´ α, t0s

se trata em forma completamente análoga) e observemos que, dado k P N, temos

φkptq “ x0 `

ż t

t0

f
`

s, φkpsq
˘

ds´
ż t

t´α{k
f
`

s, φkpsq
˘

ds, @k ě 1.

Desta forma temos por um lado que∣∣∣∣∣
ż t

t´α{k
f
`

s, φkpsq
˘

ds

∣∣∣∣∣ ď
ż t

t´α{k

∣∣ f
`

s, φkpsq
˘
∣∣ ds ď

α

k
Cr Ñ 0,
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quando k Ñ `8.
Por outro, o fato de que φkj

Ñ φ uniformemente em Iα nos permite afirmar

ż t

t0

f
`

s, φkj
psq

˘

ds Ñ
ż t

t0

f
`

s, φpsq
˘

ds, quando k j Ñ `8,

e para todo t P rt0, t0 ` αs.
Portanto, pφ, Iαq satisfaz a equação (5). �

É importante observar que a demonstração do Teorema 3.1 nos permite ter uma
estimativa inferior para o comprimento do intervalo de definição de uma solução
do problema de valores iniciais (4) que só depende da geometria do domı́nio Ω e a
cota superior do | f | numa vizinhança da condição inicial.

Provaremos a continuação o chamado Teorema de Picard que estabelece a uni-
cidade de soluções para PVI como (4) sob a hipótese adicional de regularidade de
f . Mas para isso precisamos antes relembrar as conceitos de regularidade.

Uma função f : X Ă Rm Ñ Rn é dita Lipschitz se existe uma constante L ą 0
tal que

} f pxq ´ f pyq} ď L }x´ y} , @x, y P X.
De esta forma, uma função f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd é dita Lipschitz na sua segunda

variável quando função existe uma constante L ą 0 tal que

} f pt, xq ´ f pt, yq} ď L }x´ y} , @pt, xq, pt, yq P Ω.

Finalmente, diremos uma função f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd, onde Ω é um conjunto
aberto, é localmente Lipschitz na segunda variável quando para todo pt0, x0q P Ω
existe uma vizinhança V Ă Ω de pt0, x0q tal que f

ˇ

ˇ

V é uniformemente Lipschitz na
segunda variável.

Exerćıcio 2. Mostre que toda função C1 f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd, com Ω aberto, é
localmente Lipschitz.

Exerćıcio 3. Seja Ω Ă Rm um conjunto aberto, K Ă Ω compacto e f Ω Ñ Rn

uma função localmente Lipschitz. Mostre que f
ˇ

ˇ

K é Lipschitz.

Precisaremos também do seguinte resultado:

Proposição 3.2 (Ponto Fixo de Banach). Seja pX, dq um espaço métrico completo
e f : X Ñ X uma aplicação contrativa, i.e. existe uma constante L P p0, 1q tal que

d
`

f pxq, f pyq
˘

ď Ldpx, yq, @x, y P X.

Então existe um único ponto p P X tal que f ppq “ p e f npxq Ñ p, quando n Ñ `8,

para todo x P X (onde f 1pxq “ f pxq e f n`1pxq “ f
`

f npxq
˘

, para todo n ě 1).

Exerćıcio 4. Provar a Proposição 3.2

Corolário 3.3. Seja pX, dq um espaço métrico completo e f : X Ñ X uma aplicação
cont́ınua tal que existe n0 P N tal que f n0 é uma contração. Então existe um único
ponto fixo p P X para f e f npxq Ñ p, quando n Ñ `8, para todo x P X.

Exerćıcio 5. Prove o Corolário 3.3.

Teorema 3.4 (Teorema de Picard). Seja Ω Ă R ˆ Rd um conjunto aberto e

f : Ω Ñ Rd uma função cont́ınua localmente Lipschitz na segunda variável. Consi-
dere o PVI dado por (4).

Então existe uma única solução maximal pφ, Iq para (4). Por outro lado, se
a, b, M ą 0 são constantes tais que Aa,b :“ rt0 ´ a, t0 ` as ˆ Brx0, bs Ă Ω e

sup
pt,xqPAa,b

| f pt, xq| ď M,
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então rt0 ´ α, t0 ` αs Ă I, onde

α :“ min
"

a,
b
M

*

.

Demonstração. Seja Iα :“ rt0 ´ α, t0 ` αs e X :“ C0`Iα, Brx0, bs
˘

. Consideremos a
X munido da distância d dada por

dpφ1, φ2q :“ max
tPIα

}φ1ptq ´ φ2ptq} , @φ1, φ2 P X.

Considere o operador F : X Ñ C0pIα, Rdq definido por

Fpφqptq :“ x0 `

ż t

t0

f
`

s, φpsq
˘

ds, @t P Iα, @φ P X.

Primeiramente observemos que, por (5), todo ponto fixo de F é solução do PVI
(4). Por outro lado temos

}Fpφqptq ´ x0} ď

ż t

t0

›

› f
`

s, φpsq
˘
›

› ds ď Mα ď b,

para todo φ P X, e todo t P Iα. Logo FpXq Ă X.
Portanto, provaremos que o operador F possui um único ponto fixo mostrando

que algum iterado de F é uma contração e aplicando então o Corolário 3.3.
Dado que f é localmente Lipschitz na sua segunda variável, pelo Exerćıcio 3

sabemos que f
ˇ

ˇ

Aa,b
é Lipschitz na segunda variável e portanto existe K ą 0 tal que

} f pt, x1q ´ f pt, x2q} ď K }x1 ´ x2} , @t P Iα, @x1, x2 P Brx0, rs.

Afirmamos então que,

(6) }Fnpφ1qptq ´ Fnpφ2qptq} ď
Kn |t´ t0|n

n!
dpφ1, φ2q, @φ1, φ2 P X,

para todo n ě 0 e qualquer t P Iα.
Provaremos (6) indutivamente. Isto é trivialmente verdadeiro para n “ 0. Então

supondo que (6) é verdadeiro para n “ k, observemos que dados quaisquer φ1, φ2 P X
e t P Iα temos

›

›

›
Fk`1pφqptq ´ Fk`1pφ2qptq

›

›

›
“

›

›

›

›

ż t

t0

f
`

s, Fkpφ1qpsq
˘

´ f
`

s, Fkpφ2qpsq
˘

ds
›

›

›

›

ď

ż t

t0

›

›

›
f
`

s, Fkpφ1qpsq
˘

´ f
`

s, Fkpφ2qpsq
˘

›

›

›
ds

ď

ż t

t0

K
›

›

›
Fkpφ1qpsq ´ Fkpφ2qpsq

›

›

›
ds

ď

ż t

t0

K
Kk

k!
|s´ t0|k dpφ1, φ2q ds

“
Kk`1 |t´ t0|k`1

pk` 1q!
dpφ1, φ2q.

Logo, para concluir a existência de um único ponto fixo φ P X para aplicação
F : X ý basta aplicar o Corolário 3.3, observando que existe n0 P N tal que

Kn0 αn0

n0!
ă 1.

O feito até aqui nos permite afirmar que para todo ponto pt̄, x̄q P Ω existe um

intervalo aberto Ipt̄, x̄q, com pt̄, x̄q P Ipt̄, x̄q, e uma função C1 φt̄,x̄ : Ipt̄, x̄q Ñ Rd que
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é solução do PVI
#

x1ptq “ f pt, xptq
˘

,

xpt̄q “ x̄,

tal que se pψ, Jq é uma outra solução deste PVI, então

φt̄,x̄ptq “ ψptq, @t P Ipt̄, x̄q X J.

Isto nos permitirá concluir a demonstração do teorema, mostrando que de fato
existe uma única solução maximal.

Para isso, sejam pφ, Iq e pψ, Jq duas soluções maximais do PVI (4), e consideremos
o “conjunto de coincidência”

C pφ, ψq :“ tt P I X J : φptq “ ψptqu.

Dado que φ e ψ são cont́ınuas, temos que C pφ, ψq é fechado em I X J. Por outro
lado, pela observação anterior e dado que pφ, Iq e pψ, Jq são soluções maximais,
temos que

C
`

t, φptq
˘

Ă I X J, @t P I X J.

Isto mostra que C pφ, ψq é também aberto em I X J. Finalmente, dado que I e
J são conexos, isto implica que I “ J “ C pφ, ψq, e portanto pφ, Iq “ pψ, Jq, o que
mostra que a solução maximal é única. �

A unicidade de soluções maximais para o PVI (4) nos permite estabelecer a

seguinte notação: se supomos que f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd é uma função cont́ınua
e o PVI (4) admite uma única solução maximal para todo pt0, x0q P Ω, então

esta solução maximal será denotada por φt0,x0 : Jpt0, x0q Ñ Rd, onde Jpt0, x0q “
‰

ω´pt0, x0q, ω`pt0, x0q
“

, com ωpt0, x0q P RY t´8u e ω`pt0, x0q P RY t`8u.

4. Soluções maximais e equações completas

Dada uma função cont́ınua f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd, dizemos que uma solução
pφ, Iq da EDO

x1 “ f pt, xq

é completa quando I “ R. Mas ainda, diremos que a EDO é completa quando toda
solução maximal de qualquer PVI associado a esta EDO é completa.

O seguinte resultado nos permite entender o comportamento assintótico das so-
luções maximais quando o tempo converge a alguns dos extremos do domı́nio da
solução:

Teorema 4.1 (Teorema do escape de compactos). Seja f : Ω Ă RˆRd Ñ Rd uma
função cont́ınua, sendo Ω um conjunto compacto. Dado pt0, x0q P Ω, considere o

PVI dado por (4), e φ : sω´, ω`rÑ Rd uma solução maximal do PVI. Então temos
`

t, φptq
˘

Ñ BΩ, quando t Ñ ω˘,

o que significa que dado qualquer K Ă Ω compacto, existem números reais a, b, com
ω´ ă a ă b ă ω`, e tais que

`

t, φptq
˘

R K, @t Psω´, arYsb, ω`r.

Demonstração. Só provaremos a afirmação para ω`. Raciocinando por contradi-
ção, suponha que ω` ă `8, existe K Ă Ω compacto e uma sequência ptnqně1
contida em sω´, ω`r que converge a ω` e tal que

`

tn, φptnq
˘

P K, para todo n ě 1.

Pela compacidade de K, existe uma subsequência ptnjqjě1 e pω`, x̄q P K tais que
`

tnj , φptnjq
˘

Ñ pω`, x̄q, quando nj Ñ `8.
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Mostraremos agora que a função φ pode ser estendida continuamente a ω`. De
fato, para isso basta provar que

`

sn, φpsnq
˘

Ñ pω`, x̄q, para toda sequência psnqně1
contida em sω´, ω`r tal que sn Ñ ω` quando n Ñ `8.

Raciocinando novamente por contradição, suponha que isto não é verdade. Então
afirmamos que não há perda de generalidade fazendo as seguintes suposições:

‚ a sequência ptnjqjě1 é estritamente crescente;

‚ existe uma vizinhança compacta V de pω`, x̄q, com V Ă Ω e tal que
`

tnj , φptnjq
˘

P V, para todo j ě 1;

‚ para todo j ě 1, existe sj P ptnj , tnj`1q tal que
`

sj, φpsjq
˘

P BV, (onde BV
denota o bordo do conjunto V) e

`

t, φptq
˘

P V, para todo t P psj, tnj`1q.

(Exerćıcio: Mostre que de fato não há perda de generalidade em ter feito estas
suposições.)

Pela compacidade de V, existe M ą 0 tal que | f pt, xq| ď M, para todo pt, xq P V.
Desta forma, pelas hipóteses feitas acima sobre a vizinhança V e as sequências psjq

e ptnjq, e como consequência da desigualdade do valor médio temos que para cada

j ě 1, vale
›

›

›
φpsjq ´ φptnj`1q

›

›

›
ď max

tPpsj ,tnj`1 q

›

›φ1ptq
›

›

∣∣∣sj ´ tnj`1

∣∣∣
“ max

tPpsj ,tnj`1 q

›

› f
`

t, φptq
˘
›

›

∣∣∣sj ´ tnj`1

∣∣∣
ď M

∣∣∣sj ´ tnj`1

∣∣∣Ñ 0, quando j Ñ `8,

o que claramente contradiz o fato de que
`

tnj , φptnjq
˘

Ñ pω`, x̄q, quando j Ñ `8,

sendo pt̄, x̄q um ponto do interior de V, e que
`

sj, φpsjq
˘

P BV, para todo j ě 1.

Isto nos permite mostrar que definindo φpω`q :“ x̄ obtemos uma extensão cont́ı-
nua da nossa função φ. Finalmente, aplicando a técnica utilizada para demonstrar
o Teorema 3.1 pode se estender a solução φ a uma vizinhança do ponto ω`, con-
tradizendo o fato de que φ é uma solução maximal. �

O Teorema de Escape de Compactos nos permite estabelecer critérios para de-
terminar a completitude de EDOs “com crescimento linear:”

Teorema 4.2. Seja f : RˆRd Ñ Rd uma função cont́ınua e suponha que existem
funções cont́ınuas C, b : R Ñ r0,`8q tais que

} f pt, xq} ď Cptq }x} ` bptq, @pt, xq P RˆRd.

Então a EDO x1 “ f pt, xq é completa.

Este resultado permite obter o seguinte corolário sobre a completitude dos siste-
mas lineares:

Corolário 4.3. Seja gldpRq o espaço de matrizes dˆ d com coeficientes reais, e

A : R Ñ gldpRq e b : R Ñ Rd aplicações cont́ınuas. Então a EDO

x1ptq “ A
`

xptq
˘

xptq ` bptq

é completa.

Exerćıcio 6. Prove o Corolário 4.3, mostrando que ele segue do Teorema 4.2.

Para provar o Teorema 4.2 antes precisamos do seguinte
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Lema 4.4 (Lema de Gronwall). Sejam x : ra, bs Ñ R e g : ra, bs Ñ r0,`8q funções
cont́ınuas e K ą 0 uma constante, tais que

xptq ď K`
ż t

a
xpsqgpsq ds, @t P ra, bs.

Então vale

xptq ď K exp
´

ż t

a
gpsq ds

¯

, @t P ra, bs.

Demonstração do Lema 4.4. Considere a funções u, h : ra, bs Ñ R dadas por

uptq :“ K`
ż t

a
gpsqxpsq ds,

e

hptq :“ K exp
´

ż t

a
gpsq ds

¯

, @t P ra, bs.

Então temos

h1ptq “ hptqgptq, @t P ra, bs;

e por outro lado, lembrando que xptq ď uptq, para todo t P ra, bs, temos

u1ptq “ gptqxptq ď gptquptq, @t P ra, bs.

Observemos que

´u
h

¯1

ptq “
u1ptqhptq ´ uptqh1ptq

phptqq2

“
u1ptqhptq ´ uptqhptqgptq

phptqq2
“

u1ptq ´ uptqgptq
hptq

ď 0,

para todo t P ra, bs; e dado que upaq “ hpaq “ K, isto implica que

uptq
hptq

ď
upaq
hpaq

“ 1, @t P ra, bs,

o que prova que

xptq ď uptq ď hptq “ K exp
´

ż t

a
gpsq ds

¯

, @t P ra, bs.

�

Demonstração do Teorema 4.2. Seja pt0, x0q um ponto arbitrário de Ω “ RˆRd e
pφ, Iq uma solução maximal do PVI

#

x1 “ f pt, xq,

xpt0q “ x0.

Para provar a completitude da EDO, mostraremos que dado qualquer R ą 0 tal
que o intervalo I`R :“ rt0, t0 ` Rq está contido em I, então t0 ` R P I. O caso para
valores menores do que t0 é completamentamente análogo.

Desta forma, seja R ą 0 tal que I`R Ă I. Definamos então a constante

M :“ max

$

&

%

max
tPI`

R

|Cptq| , max
tPI`

R

}bptq}

,

.

-

.
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Logo, como consequência de (5) temos que para todo t P I`R vale

}φptq} “
›

›

›

›

x0 `

ż t

t0

f
`

s, φpsq
˘

ds
›

›

›

›

ď }x0} `

ż t

t0

›

› f
`

s, φpsq
˘
›

› ds

ď }x0} `

ż t

t0

Cpsq }φpsq} ` bpsq ds

ď }x0} ` RM`

ż t

t0

M }φpsq} ds.

(7)

Então, pelo Lema 4.4 sabemos que

}φptq} ď
`

}x0} ` RM
˘

exp
ˆ
ż t

t0

M ds
˙

ď
`

}x0} ` RM
˘

eMR, @t P I`R .

Isto mostra que
`

t, φptq
˘

P IR ˆ B
“

x0,
`

}x0} ` RM
˘

eRM‰

, @t P I`R ,

sendo este último conjunto compacto em RˆRd. Logo, pelo Teorema 4.1 conclúı-
mos que t0 ` R P I`R , e portanto, se I “sω´, ω`r, então ω` “ `8.

Por outro lado, como já foi dito acima, com um racioćınio completamente análogo
pode-se provar que ω´ “ ´8, e portanto a EDO é completa. �

5. Dependência em relação às condições iniciais

Seja Ω Ă RˆRd um conjunto aberto e f : Ω Ñ Rd uma função cont́ınua que
é localmente Lipschitz na sua segunda variável. Então, pelo Teorema de Picard
(Teorema 3.4) sabemos que para todo ponto pt0, x0q P Ω existe uma única solução

maximal φt0,x0 : Jpt0, x0q Ñ Rd do PVI (4).
Consideremos então o conjunto

Ω̂ :“
!

pt, t0, x0q P RˆRˆRd : pt0, x0q P Ω, t P Jpt0, x0q
)

.

Então o primeiro resultado sobre a dependência em relação às condições iniciais
é o seguinte

Teorema 5.1 (Continuidade respeito às condições iniciais). Se f e Ω̂ são como

acima, então o conjunto Ω̂ é aberto e aplicação φ : Ω̂ Ñ Rd dada por

φpt, t0, x0q :“ φt0,x0ptq, @pt, t0, x0q P Ω̂,

é cont́ınua.

Iste resultado tem como consequência o seguinte

Corolário 5.2. Sob as hipóteses do Teorema 5.1, dados pt0, x0q P Ω, I Ă Jpt0, x0q

um intervalo compacto e ε ą 0 arbitrário, existe δ ą 0 tal que para todo pt1, x1q P

B
`

pt0, x0q, δ
˘

Ă Ω se verifica I Ă Jpt1, x1q e

}φpt, t1, x1q ´ φpt, t1, x1q} ă ε.

Exerćıcio 7. Demonstre que o Corolário 5.2 é consequência do Teorema 5.1.

Demonstração do Teorema 5.1. Para provar que Ω̂ é aberto basta mostrar que dado
um ponto arbitrário pt0, x0q P Ω e qualquer par de números reais a, b P Jpt0, x0q,
com a ă t0 ă b, existe um δ ą 0 tal que

(8) I :“ ra, bs Ă Jpt1, x1q, @pt1, x1q P B
`

pt0, x0q, δ
˘

.

Raciocinando por contradição, suponha que existem a, b P Jpt0, x0q, com a ă
t0 ă b, e uma sequência de pontos tptn, xnquně1 tais que ptn, xnq Ñ pt0, x0q quando
n Ñ `8 e que b R Jptn, xnq, para todo n ě 1. O caso do ponto a pode ser tratado
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em forma completamente análoga. Por simplicidade de notação, para cada n ě 0
denotaremos φn :“ φtn ,xn .

Dado que o conjunto
 

pt, φ0ptqq : t P I
(

Ă Ω é compacto, e Ω é aberto, existe
η ą 0 tal que o conjunto compacto

K :“
ď

tPI

B
“

φ0ptq, η
‰

Ă Ω.

Dado que K é uma vizinhança do ponto pt0, x0q, não há perda de generalidade
supondo que ptn, xnq P K e que a ă tn ă b, para todo n ě 0.

Desta forma, dado que estamos supondo que b R Jptn, xnq para todo n ě 1,
então pelo Teorema 4.1 teremos que, para cada n ě 1, existe um único ponto sn no
intervalo aberto stn, br tal que φnpsnq P BK e φnptq P int K, para todo t Pstn, snr.

Por compacidade do intervalo ra, bs e do conjunto K, não há perda de generalidade
supondo que existem s̄ P rt0, bs e x̄ P BK tais que sn Ñ s e φnpsnq Ñ x̄, quando
n Ñ8.

Se defininimos M :“ maxpt,xqPK } f pt, xq}, então podemos ver que

}xn ´ φnpsnq} “ }φnptnq ´ φnpsnq} ď M |tn ´ sn|Ñ M |t0 ´ s| ,

o que mostra que t0 ă s, já que xn Ñ x0 P int K e φnpsnq Ñ x̄ P BK, quando
n Ñ `8.

Logo, dados a1, b1 números rais quaisque com t0 ă a1 ă b1 ă s, temos que que
existe N ą 0 tal que tn ă a1 e b1 ă sn, para todo n ě N. Isto implica que φnptq P K
e

›

›φ1nptq
›

› “
›

› f
`

t, φnptq
˘
›

› ď M, @t P ra1, b1s,

e todo n ě N.
Logo, pelo teorema de Arzelà-Ascoli, existe uma subsequência φnj e uma função

cont́ınua ψ : ra1, b1s Ñ Rd tais que φnj Ñ ψ uniformemente em ra1, b1s.
Observando que

φnjptq “ xnj `

ż t

tnj

f
`

s, φnjpsq
˘

ds, @t P ra1, b1s,

e todo nj ě N, tomando limite com nj Ñ `8 vemos que

ψptq “ x0 `

ż t

t0

f
`

s, ψpsq
˘

ds, @t P ra1, b1s.

Pela unicidade de soluções para os PVIs associados à EDO x1 “ f pt, xq, vemos
que, de fato, ψ ” φ0 sobre o invervalo ra1, b1s. Dado que isto vale para qualquer b1

arbitráriamente perto de s, vemos que se contradiz o fato de que φnjpsnjq Ñ x̄ P BK.

Logo, isto mostra que existe δ ą 0 tal que a condição (8) se verifica.

Para mostrar a continuidade da função φ : Ω̂ Ñ Rd, provaremos que se I “ ra, bs
e δ ą 0 são como acima, então para qualquer sequência de pontos tptn, xnquně1 con-
tida na bola B

`

pt0, x0q, δ
˘

tal que ptn, xnq Ñ pt0, x0q quando n Ñ `8, mostraremos
que φn :“ φtn ,xn Ñ φ0 :“ φt0,x0 uniformente em ra, bs, quando n Ñ8.

Para isso vemos que pelo feito anteriormente temos que existe uma subsequên-
cia tφnjunj que converge uniformemente à função φ0 sobre o intervalo ra, bs. Mas

seguindo este racioćınio estamos provando que qualquer subsequência da sequência
original contém um sub-subsequência que converge para o mesmo limite. Mostre
que isto implica que a sequência original φn Ñ φ0 uniformemente em ra, bs. �

Este resultado nos permite obter o seguinte
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Corolário 5.3. Se Ω Ă RˆRd é um conjunto aberto e f : Ω Ñ Rd é Ck com

k ě 1, então a função φ : Ω̂ Ñ Rd dada pelo Teorema 5.1 é Ck`1 com respeito às
suas primeiras e segunda variáveis.

Exerćıcio 8. Prove o Corolário 5.3. Dica: para provar a regularidade respeito à
segunda variável, utilize o fato de que

φ
`

t´ s, t0 ` s, φpt0 ` s, t0, x0q
˘

“ φpt, t0, x0q.

O Lema de Gronwall (Lema 4.4) permite nos dar uma estimativa do “módulo de

continuidade” da função φ : Ω̂ Ñ Rd:

Proposição 5.4. Se f : Ω Ñ Rd e φ : Ω̂ Ñ Rd são como no Teorema 5.1 e supomos
que f é Lipschitz respeito a sua segunda variável com constante de Lipschitz k ą 0,
então para todo pt0, x0q P Ω tem-se

}φpt, t0, x0q ´ φpt, t0, y0q} ď ek|t´t0| }x0 ´ y0} , @t P Jpt0, x0q X Jpt0, y0q.

Demonstração. Pela equação integral (5) sabemos que

φpt, t0, x0q ´ φpt, t0, y0q “ x0 ´ y0 `

ż t

t0

f
`

s, φps, t0, x0q
˘

´ f
`

s, φps, t0, y0q
˘

ds,

para todo t P Jpt0, x0q X Jpt1, x1q. Isto implica que, tomando t ą t0 obtemos

}φpt, t0, x0q ´ φpt, t0, y0q} ď }x0 ´ y0} `

ż t

t0

k }φps, t0, x0q ´ φps, t0, y0q} ds,

e aplicando o Lema 4.4 obtemos

}φpt, t0, x0q ´ φpt, t0, y0q} ď }x0 ´ y0} ekpt´t0q, @t P Jpt0, x0q X Jpt0, y0q, t ě t0.

O caso t ă t0 pode ser tratado de foma completamente análoga. �

5.1. Diferenciabilidade respeito à variavel de estado. Para estudar a diferen-
ciabilidade da solução φ : Ω̂ Ñ Rd respeito à terceira variável, precisamos considerar

um PVI auxiliar. Para isso, suponhamos que a função f : Ω Ñ Rd é cont́ınua e C1

respeito à sua segunda variável, i.e. B2 f “ Bx f : Ω Ñ Rd existe e é cont́ınua. Seja

então φ : Ω̂ Ñ Rd a função solução dada pelo Teorema 5.1.

Definimos então a função J : Ω̂ Ñ gldpRq dada por

J pt, t0, x0q :“ B2 f
`

t, φpt, t0, x0q
˘

, @pt, t0, x0q P Ω̂,

e consideremos então o seguinte PVI:

(9)

#

xptq1 “ J pt, t0, x0qxptq;

xpt0q “ Id,

onde a função x tem valores em gldpRq e Id é matriz identidade dˆ d.
Desta forma obtemos

Teorema 5.5. Continuando com a notação introduzida acima, temos que a função
φ : Ω̂ Ñ Rd é C1 na sua terceira variável (i.e. a variável espacial) e a função

B3φ : Ω̂ Ñ gldpRq é solução do PVI (9), i.e. B3φpt0, t0, x0q “ Id e

B1
`

B3φpt, t0, x0q
˘

“ J pt, t0, x0qB3φpt, t0, x0q, @pt, t0, x0q P Ω̂.

Para provar este teorema precisaremos do seguinte resultado elementar de cál-
culo:
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Lema 5.6. Seja U Ă Rd um conjunto aberto não vazio e f : pa, bq ˆU Ñ Rd uma

cont́ınua e C1 respeito a sua segunda variável. Então existe uma função cont́ınua
f̂ : pa, bq ˆU ˆU Ñ gldpRq tal que

f̂ pt, x, xq “ B2 f pt, xq, @pt, xq P pa, bq ˆU,

e
f pt, x2q ´ f pt, x1q “ f̂ pt, x1, x2qpx2 ´ x1q, @t P pa, bq, @x1, x2 P U.

Demonstração do Lema 5.6. Dado que U é convexo, basta definir

f̂ pt, x1, x2q :“
ż 1

0
B2 f pt, sx2 ` p1´ sqx1q ds, @t P pa, bq, @x1, x2 P U.

�

Demonstração do Teorema 5.5. Seja pt, t0, x0q um ponto arbitrário de Ω̂, e a, b nú-
meros reais tais que ω´pt0, x0q ă a ă t0 ă b ă ω`pt0, x0q. Pelo Teorema 5.1 sabe-
mos que existe δ ą 0 tal que ra, bs Ă Jpt̄, x̄q, para todo pt̄, x̄q P B

`

pt0, x0q, δ
˘

Ă Ω.

Seja ek :“ p0, . . . , 1, . . . , 0q P Rd o k-ésimo versor coordenado. Para cada h P
s ´ δ, δr, consideremos a função φh : ra, bs Ñ Rd dada por

φhptq :“ φpt, t0, x0 ` hekq, @t P ra, bs.

Então, aplicando o Lema 5.6 obtemos

φhptq ´ φ0ptq
h

“ ek `
1
h

ż t

t0

f
`

s, φhpsq
˘

´ f
`

s, φ0psq
˘

ds

“ ek `

ż t

t0

f̂
`

s, φ0psq, φhpsq
˘φhpsq ´ φ0psq

h
ds

Isto significa que, para cada h Ps ´ δ, δr a função ψh : ra, bs Ñ Rd dada por

ψhptq :“
φhptq ´ φ0ptq

h
, @t P ra, bs,

satisfaz a relação

ψhptq “ ek `

ż t

t0

f̂
`

s, φ0psq, φhpsq
˘

ψhpsq ds, @t P ra, bs.

Isto permite mostrar que, como consequência do Lema 4.4 e dado que função f̂
é cont́ınua, a famı́lia tψhuhP´s´δ,δr é equicont́ınua. Logo, pelo Teorema de Arzelà-

Ascoli, existe uma sequência thnuně1 no intervalo aberto s ´ δ, δr, com hn Ñ 0,
quando n Ñ 8 tal que a sequência tφhnuně1 converge uniformemente em ra, bs a
uma função ψ que será solução do PVI

#

ψ1ptq “ B2 f
`

t, φ0ptq
˘

ψptq “J pt, t0, x0qψptq,

ψpt0q “ ek.

De isto segue que ψptq “ limhÑ0 ψhptq e portanto, ψptq “ B3φpt, t0, x0qek. �

5.2. Equações com parâmetros. Muitas vezes temos que lidar com EDOs e PVIs
que dependem de certos parâmetros. Por exemplo, na § 2.2 vimos como a Segunda
Lei de Newton pode ser interpretada como uma EDO de segunda ordem e nessa
equação a massa poderia ser considerada um parâmetro.

É por este motivo que às vezes é preciso considerar equações do tipo

x1 “ f pt, x, λq,

onde f : Ω Ă RˆRd ˆRp Ñ Rd é uma função cont́ınua e Ω um conjunto aberto,
e para cada valor de λ podemos pensar que temos uma equação diferente.
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Desta forma surge a questão da dependência das soluções, não só em relação às
condições iniciais, mas também em relação ao parâmetro.

Podemos dar uma resposta em forma muito simples a esta questão observando
que é posśıvel modificar uma equação com parâmetros obtendo uma “equivalente à
original” que não depende de parâmetros.

De fato, se f : Ω Ă RˆRdˆRp Ñ Rd é uma função como acima e pt0, x0, λq P Ω
é um ponto qualquer, fácil ver que φ : Jpt0, x0, λq Ñ Rd é uma solução maximal do
PVI

#

x1ptq “ f pt, xptq, λq,

xpt0q “ x0,

se e só se a função Φ : Jpt0, x0, λq Ñ Rd ˆRp dada por Φptq :“
`

φptq, λq é solução
do PVI

#

X1ptq “ F
`

t, Xptq
˘

,

Xpt0q “ px0, λq,

onde F : Ω Ñ RdˆRp é dada por Fpt, x, λq “
`

f pt, x, λq, 0
˘

, para todo pt, x, λq P Ω.

6. Equações diferenciais lineares

As EDOs lineares são um tipo particular de equações diferenciais ordinárias
extremamente importantes.

Uma EDO linear de primeira ordem é uma equação da forma

(10) x1ptq “ Aptqxptq ` bptq,

onde A : I Ă R Ñ gldpRq e b : I Ñ Rd são funções cont́ınuas e I um intervalo
aberto. Desta forma vemos que o conjunto Ω, o domı́nio do “lado direito” nas
seções anteriores, neste caso é da forma Ω “ I ˆRd. Além disso, estas EDOs
claramente satisfazem as hipóteses do Teorema de Picard (Teorema 3.4) e portanto
todo PVI associado a uma EDO linear adimite uma única solução maximal.

Por outro lado, pelo Teorema 4.2 sabemos que a EDO é completa sempre que
I “ R.

6.1. Motivações. Uma das principais motivações para estudar EDOs lineares é
que elas costumam ser utilizadas para “aproximar” EDOs que não podem ser resol-
vidas explicitamente e desta forma obter algum tipo de informação sobre a solução
desconhecida da EDO original.

Um caso clássico de “aproximação por linearização” no movimento do pêndulo
que é estudado como um osciladora harmônico simples.

6.1.1. Oscilador harmônico simples. Consideremos um objeto de massa m que pode
se desplacar horizontalmente sobre uma superf́ıcie em atrito como mostra a Figura 1.
Neste caso é sabido que existe uma constante k ą 0, que depende só da elasticidade
da mola tal que a força exercida no corpo de massa m quando ele se encontra no
ponto x é igual a F “ ´kx. Isto significa que, pela segunda lei de Newton da § 2.2, a
dinâmica deste sistema, usualmente chamado de oscilador harmônico simples, vem
dada pela equação

(11) m:xptq “ ´kxptq.

Pode se provar que toda solução da equação (11) é da forma

xptq “ α1 cos

˜

c

k
m

t

¸

` α2 sin

˜

c

k
m

t

¸

, @t P R,

onde α1, α2 P R são constantes.
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Figura 1. Dinâmica da mola.

Figura 2. Dinâmica do pêndulo.

Em particular, isto implica que qualquer solução diferente da identicamente nula
(i.e. quando α2

1 ` α2
2 ‰ 0) é periódica de peŕıodo

T “ 2π

c

m
k

.

6.1.2. O pêndulo. Como é bem sabido, um pêndulo consta de uma massa m pendura
de uma corda de comprimento `, sendo a força de gravidade a única “externa” que
atua sobre o sistema (vide Figura 2).

Neste caso pode-se mostrar que a equação que determina a dinâmica deste sis-
tema é a seguinte:

(12) m`:θptq “ ´mg sin
`

θptq
˘

,

onde g é a força de gravidade exercida pela Terra.
A diferença da equação (11), a EDO (12) não é linear e solução identicamente

nula é a única que vem dada por uma função “elementar”. Porém a linearização da
EDO (12), numa vizinhança de θ “ 0, é de fato a equação

:θptq “ ´
g
`

θptq,

e pelo mencionado na § 6.1.1 conhecemos todas as soluções desta EDO.
O fato de que todas as soluções desta última equação que não são identicamente

nulas têm o mesmo periódo, tem sido muito usado ao longo da história no desenho,
entre outras coisas, de relógios (de pêndulo). Porém, será verdade que todas as
soluções não identicamente nulas da EDO (12) têm de fato o mesmo peŕıodo?



16 A. KOCSARD

6.2. Equações diferenciais lineares homogêneas. Dizemos que a EDO linear
(10) é homogênea quando b ” 0.

No curso de Cálculo já temos estudado como resolver EDOs lineares em dimensão
1. Lembramos então

Exerćıcio 9. Seja a : I Ñ R uma função C0 e t0 um ponto qualquer de I e x0 um
número real arbitrário. Então a função φ : I Ñ R dada por

φptq :“ x0 exp
´

ż t

t0

apsq ds
¯

, @t P I,

é a solução maximal do seguinte PVI:
#

x1ptq “ aptqxptq,

xpt0q “ x0.

Teorema 6.1. Seja A : I Ă R Ñ gldpRq uma aplicação cont́ınua. Então toda
solução maxiaml da EDO

(13) x1ptq “ Aptqxptq

está definidad em todo I e o conjunto das soluções maximais de esta EDO é um
subespaço vetorial de C1pI, Rdq de dimensão d.

Demonstração. O fato de que toda solução maximal da EDO está definida em todo
I segue da demonstração do Teorema 4.2.

Seja então C :“ tx P C1pI, Rdq : x1ptq “ Aptqxptq, @t P Iu. Se x, y P C e α P R,
então é claro que x` αy P C , o que mostra que C é um espaço vetorial.

Para determinar a dimensão do espaço C , basta considerar um ponto qualquer
t0 P I e aplicação evt0 : C Ñ Rd dada por

evt0pxq :“ xpt0q, @x P C .

A aplicação evt0 é uma transformação linear, e pelo Teorema 3.4, ela é uma

bijeção. Logo, C é isomorfo a Rd. �

As EDOs lineares de primeira ordem podem ser consideras tanto com valores
em Rd, quanto em gldpRq. De fato, dada uma A : I Ñ gldpRq, diremos que φ P

C1pI, gldpRqq é solução de (13) sempre que

φ1ptq “ Aptqφptq, @t P I,

onde a derivação da φ é feita coodenada a coordenada. Sempre quer for necessária
a distinção falaremos de soluções matriciais e vetoriais dependendo do caso.

Exerćıcio 10. Mostrar que φ : I Ñ gldpRq é uma solução matricial de (13) se e só
se cada uma das suas funções colunas é uma solução vetorial.

Proposição 6.2. Seja φ P C1pI, gldpRqq uma solução matricial da EDO (13).
Então existe t0 P I com det φpt0q “ 0 se e só se det φptq “ 0, para todo t P I.

Demonstração. Suponha que existe t0 P I tal que det φpt0q “ 0. Então, existem
constantes α1, . . . , αd P R tais que se definimos

ψptq :“
d
ÿ

i“1

αiφiptq P Rd, @t P I,

onde φptq “ rφ1ptq, . . . , φdptqs e φiptq denota o i-ésimo vetor coluna, teremos que
ψpt0q “ 0. Por outro lado, pelo Exerćıcio 10 e o Teorema 6.1 sabemos que ψ é
uma solução vetorial de (13). Pela unicidade de solução e o fato de que ψpt0q “ 0,
conclúımos que ψ ” 0 em I. Logo, det φ ” 0 em I.

A outra implicação é totalmente trivial. �



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 17

Isto nos leva à seguinte

Definição 1. Uma solução matricial φ P C1pI, gldpRqq da EDO (13) é dita uma
solução fundamental quando

det φptq ‰ 0, @t P I.

Se notamos por GLdpRq o grupo geral linear com coeficientes em R, i.e.

GLdpRq :“ tA P gldpRq : det A ‰ 0u ,

então observemos que pela Proposição 6.2 teremos que φ P C1pI, gldpRqq é solução
fundamental se e só se φptq P GLdpRq, para todo t P I.

Observe que φ P C1`I, gldpRq
˘

é solução fundamental da EDO (13) se e só se ψ P

C1pI, gldpRqq dada por ψptq :“ φptqB é solução fundamental para toda B P GLdpRq.

Exerćıcio 11. Seja A : I Ñ gldpRq uma aplicação C0 e, continuando com a notação

utilizada na § 5, sejam Ω̃ :“ I ˆ I ˆRd e ϕ : Ω̂ Ñ Rd a solução geral da EDO

x1ptq “ Aptqxptq,

i.e. Bt ϕpt, t0, x0q “ Aptqϕpt, t0, x0q, e ϕpt0, t0, x0q “ x0, para todo pt, t0, x0q P Ω̂.
Se φ : I Ñ GLdpRq é uma solução fundamental qualquer, então mostre que

ϕpt, t0, x0q “ φptq
“

φpt0q
‰´1x0, @pt, t0, x0q P Ω̂.

Teorema 6.3 (Teorema de Liouville). Se A : I Ñ gldpRq é uma aplicação C0 e
φ : I Ñ gldpRq é de classe C1 tais que

φ1ptq “ Aptqφptq, @t P I,

então vale

(14) det φptq “ detφpt0q exp
´

ż t

t0

trApsq ds
¯

, @t0, t P I.

Para demonstrar este teorema precisaremos antes do seguinte

Lema 6.4. Seja φ : I Ñ gldpRq uma aplicação diferenciável. Então, se φptq “
“

φ1ptq, φ2ptq, . . . , φdptq
‰

, onde cada φiptq denota o i-ésimo vetor coluna da matriz,
então temos

pdet φ
˘1
ptq “

d
ÿ

i“1

detrφ1ptq, . . . , φ1iptq, . . . , φdptqs, @t P I.

Exerćıcio 12. Provar o Lema 6.4.

Demonstração do Teorema 6.3. Comecemos observando que, pelo Exerćıcio 9, para
mostrar (14) é suficiente provar que

pdet φq1ptq “
`

trAptq
˘

det φptq, @t P I.

Por outro lado, pela Proposição 6.2, vemos que (14) é trivialmente satisfeita
sempre que exista um ponto t P I tal que det φptq “ 0.

Portanto, podemos supor daqui para frente que φ é uma solução fundamental.
Notemos φptq “ rφ1ptq, . . . , φdptqs, onde φiptq denota o i-ésimo vetor coluna da
matriz φptq.

Então, aplicando o Lema 6.4 obtemos:

pdet φq1ptq “
d
ÿ

i“1

det
“

φ1ptq, . . . , φ1iptq, . . . , φdptq
‰

“

d
ÿ

i“1

det
“

φ1ptq, . . . , Aptqφiptq, . . . , φdptq
‰
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Dado que os vetores φ1ptq, . . . , φdptq são linearmente independentes para todo
t P I, existe um aplicação α : I Ñ gldpRq tal que

Aptqφiptq “
d
ÿ

j“1

αi,jptqφjptq, @t P I, @i P t1, . . . , du,

onde αi,jptq P R denotam os coeficientes da matriz αptq. Observemos que as matrizes

Aptq e αptq são conjugadas e portanto, trAptq “ trαptq, para tod todo t P I. Agora
voltando à ultima igualdade obtemos

pdet φq1ptq “
d
ÿ

i“1

det
“

φ1ptq, . . . , Aptqφiptq, . . . , φdptq
‰

“

d
ÿ

i“1

det
”

φ1ptq, . . . ,
d
ÿ

j“1

αi,jptqφjptq, . . . , φdptq
ı

“

d
ÿ

i“1

det
“

φ1ptq, . . . , αi,iφiptq, . . . , φdptq
‰

“ trαptqdet φptq

“ trAptqdet φptq.

�

6.3. Equações lineares não homogêneas. É claro que toda EDO linear não
homogênea tem uma EDO linear homogênea naturalmente associada a ela. De
fato, dados A : I Ñ gldpRq e b : I Ñ Rd cont́ınuas, a EDO

x1ptq “ Aptqxptq

é a EDO linear homogênea associada à EDO não homogênea

x1ptq “ Aptqxptq ` bptq.

Nesta seção veremos que dada uma solução fundamental da EDO linear homo-
gênea é posśıvel, em prinćıpio, resolver a EDO não homogênea.

De fato temos a seguinte

Proposição 6.5. Se A e b são como acima e ϕ : I Ñ Rd é a solução maximal do
PVI

#

x1ptq “ Aptqxptq ` bptq,

xpt0q “ x0,

para quaisquer t0 P I, x0 P Rd, e φ : I Ñ GLdpRq é uma solução fundamental da
EDO linear homogênea associada, então temos

ϕptq “ φptq
”

rφpt0qs
´1x0 `

ż t

t0

rφpsqs´1bpsq ds
ı

, @t P I.

Demonstração. A demostração da Proposição 6.5 fica como exerćıcio. �

6.4. Equações lineares com coeficientes constantes. Nesta seção estudaremos
em detalhe as EDO lineares autônomas, i.e. equações do tipo

(15) x1ptq “ Axptq,

onde A P gldpRq.
Pelo Corolário 4.3 sabemos que estas EDOs são completas.
No caso unidimensional, que já foi estudado no curso de Cálculo sabemos que a

solução geral da EDO x1 “ ax, com a P R, é ϕ : Ω̂ “ R3 ˆR Ñ R dada por

ϕpt, t0, x0q “ x0eapt´t0q, @pt, t0, x0q P R3.
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Aqui procuraremos uma fórmula análoga para dimensão maior.
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