NOTAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

ALEJANDRO KOCSARD
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2. INTRODUGAO

As equagoes diferenciais sdo equagoes onde as incégnitas sdo fungoes “suaves” e
estas equagoes estabelecem certas relagoes entre as diversas derivadas delas.

Uma equacgdo diferencial ordindria é uma equacdo diferencial onde todas suas
incognitas sao fungoes reais ou vetoriais de uma varidvel real.

A grande maioria dos modelos da Fisica, Quimica, Biologia e Economia envolvem
equacoes diferenciais. A continuagdo mencionaremos alguns exemplos importantes.

2.1. Célculo de integrais. O exemplo mais simples de equacao diferencial que
ja temos encontrado em cursos anteriores, é o de calculo de integrais. De fato,
pelo Teorema Fundamental do Célculo sabemos que se f: [a4,b] — R é uma funcéo
continua e F: [a,b] — R é uma fungao C! tal que F/(t) = f(t), para todo t € (a,b),
entao

be(t) dt = F(b) — F(a).

Isto significa que se desejamos calcular a integral Ss f(t) dt, entao uma possibili-
dade é resolver a equacao diferencial

£(t) = £(0).

2.2. As leis de Newton. Na Mecénica Cléssica a trajetéria de uma particula ao
longo do tempo costuma ser descrita por uma funcéo x: R — R3. Em geral esta
funcéo é duas vezes diferencidvel, sua derivada primeira v := x: R — R3 é chamada
de velocidade e sua derivada segunda a := 9 = ¥: R — R3 de aceleracdo.

Neste modelo, se a particula estd se movimentando dentro de um campo de
forcas externo F: R3 — R3, entéo a Sequnda Lei de Newton estabelece que existe
uma constante m, que depende s6 da particula envolvida e nao do campo de forgas
atuante, chamada massa da particula, tal que

mi(t) = F(x(t)), VteR.
Este é um exemplo de uma EDO de segunda ordem, ja que nesta equagao sé
aparecem derivadas de ordem menor o igual a 2.

Porém, por um argumento ja classico, esta EDO de segunda ordem pode ser
transformada num sistema de EDOs de primeira ordem:

Date: 18 de setembro de 2019.



2 A. KOCSARD

2.3. Nocgoes basicas e notagdo. Uma equagao equagdo diferencial ordindria (EDO)
para nés serd uma equacao da forma

P(Lxﬁ)ﬂnaxuwxﬁkﬂ)=0,

onde O ¢ R x R4 ¢ um conjunto aberto e F: QO — RY uma funcio continua.
Uma solucio desta equagio, é uma funcao C¥ x: J ¢ RY tal que | é um intervalo
aberto nao vazio, (t,x(t),x(l)(t), . .,x(k)(t)) €, e F(tx(t),.. .,x(k)(t)) =0, para
todo t € J; e onde
®) g . dx
xV(t) = T (1).
Também utilizaremos as notacdes classicas x(£) = x/(t) = x(D () e #(t) = 2" () =
x@(#).

Infelizmente em geral é bastante complicado lidar com EDOs tao gerais e por-
tanto é mais comum utilizar elas na sua forma explicita, cuja existéncia s6 pode
ser garantida nos casos em que as hipdteses do Teorema da Funcao Implicita sao
verificadas.

Por este motivo, doravante trabalharemos quase exclusivamente com EDOs ex-
plicitas da seguinte forma:

(1) x“>=f(nxaLxOMop.wx“*Uag,

onde O ¢ R x RE=D*4 ¢ aberto e f: Q — R? é uma fungéo continua.

Nestas defini¢oes, o nimero natural k é chamado a ordem da EDO e o d a
dimensao do espaco de fases, ou também a quantidade de equacoes do sistema, ja
que uma fungao com valores em R? pode ser pensada como d fungoes de reais.

2.3.1. Reducao da ordem. E f4cil ver que introducgao de varidveis auxiliares, como
foi feito na § 2.2, permite transformar qualquer EDO de ordem k e dimensdo d
numa EDO de primeira ordem e dimenséo k x d.

Por este motivo é que daqui para frente trabalharemos a maior parte do tempo
s6 com EDOs de primeira ordem.

2.3.2. Equagées autonomas. A EDO (1) é dita auténoma quando a fungao f inde-
pende da varidvel independente f.

E importante mencionar que fazendo uma mudanca de varidveis similar aquele
feito em § 2.2, é possivel transformar uma EDO nao-autonoma numa auténoma
aumentando a dimensao do espago de fases.

De fato, seja Q R x R? um conjunto aberto e f: Q- R? uma funcéo continua.
Consideremos a seguinte EDO

(2) x(t) = f(tx(1)).

Por outro lado, seja g: Q2 — R a funcdo dada por
sw) =LfW), vyeQ,

e consideremos a EDO autoénoma

(3) y=238W).

Exercicio 1. Mostre que x: ] © R — R? é solucdo da equacio (2) se e s6 se a
fungio y: | — R¥*1 dada por

y(t) :== (t,x(t)), Vie],

é solugdo da equagao (3).
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2.3.3. Problemas de valores iniciais. Seja () < R x R? um conjunto aberto, f: () —

R? uma funcao continua e (fy, xp) € QO um ponto qualquer. O problema de valores

iniciais (PVI) associado a estes dados é o seguinte:

" #0) = f(1,x(),
x(tg) = xo.

Uma solugao deste PVI é um par (¢, ]), onde | € R é um intervalo aberto com

toe ], ¢: ] > R é uma funcao C! tal que

Graph(¢) := {(t,¢(t)) : te J} < O,
P(to) = xp e ¢'(t) = f(t,¢(t)), para todo t € J.

E bem sabido, do curso de Célculo 2, que em geral as EDOs nao costumam ter
uma unica solucao (e.g. célculo de integrais indefinidas, vide § 2.1), mas com o
seguinte exemplo vamos ver que existem PVIs que também admitem mais de uma
solucao:

Exemplo 2.1. Seja QO = R? e f: O = R> —» R dada por f(t,x) = 3x2/3. Dado
¢ € R, definamos a fungéo ¢.: R — R dada por

_~\3 .
¢C(t):={(t )} t=c

0, t<ec.

Observar que dado qualquer ¢y € R, (¢, R) é solucao do PVI

X = 3x%/3,
x(i‘o) =0,
para todo ¢ > ty, o que significa que este PVI admite infinitas solugoes diferentes.

Este exemplo nos leva a definir uma nog¢do de ordem parcial entre as solugoes
de um PVI: dadas duas solugbes (¢, I), (1, ]) do PVI (4), dizemos que (¢, I) é uma
extensao de (¢, ]), e notamos (¢, I) = (¢, ]), quando I o J e ¢(t) = ¢(t), para todo
te].

Como ¢ usual, uma solugao (¢, I) serd dita solu¢do mazimal quando dada qual-
quer outra solucao (¢, ]) tal que (¢,]) = (¢, I), entdo temos (¢, I) = (¢, ]).

Como consequéncia direta do Lema de Zorn é facil ver que sempre existem solu-
¢oes maximais.

Outro exemplo importante é o seguinte:

Exemplo 2.2. Seja Q = R? e f: R? - R dada por f(t,x) = x*> + 1. Considere o
seguinte PVI
X = f(tx) = x> +1,
x(0) = 0.

Pelo método de separacao de varidveis é facil ver que a unica solugao maximal
do PVI é ¢: (—m/2, /2) — R?* dada por ¢(t) = tant, para todo t € (—71/2, 71/2).

Mais ainda, pode-se verificar que dada qualquer condicao inicial (o, xg) € R?, o
dominio da solugao maximal tinica do PVI correspondente tem comprimento 7t.

3. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES

Nesta secao discutiremos alguns resultados de existéncia e outros de unicidade de
solugoes para problemas de valores iniciais, também chamado problema de Cauchy.

O teorema fundamental sobre existéncia de solucoes para problemas de Cauchy
¢é devido a Peano:
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Teorema 3.1 (Teorema de Peano). Seja () < R x R um conjunto aberto e nao
vazio, f: QO — R uma fungao continua e (ty, xg) € QO um ponto arbitrdrio. Entdo
existe uma solugao (¢,I) para o PVI dado por (4).

Demonstra¢ao. A demonstracdo deste teorema combina uma idéia inspirada no
método da poligonal de Fuler e o Teorema de Arzela-Ascoli.
Inicialmente, observemos que, como consequéncia do Teorema Fundamental do
Calculo, (¢, I) é uma solugdo do PVI (4) se e s6 se
t

(5) P(t) = xo + J f(s,¢(s))ds, Vtel

to

Dado que o dominio () é aberto, sabemos que existe um ndmero real » > 0 tal
que Ay := [tg —1,tg+ 1] x Blxp, 7] < Q, onde B[xg,r] denota a bola fechada de
centro xq e raio 7.

Dado que Ay é compacto e f é continua, temos

Cr:= sup |f(tx)|= max [f(¢x)| < +oo.
(LxX)EA, tx)EA;

Definamos entdao a := min{r,7/C,} > 0 e sejam I, := [tg —a,tp + a] e Ay :=
Iy x B[xg, ] < Q.

Para cada k € IN, consideremos o intervalo I, dividido em 2k subintervalos iguais
e a funcao ¢y: Iy — R? definida da seguinte forma: inicialmente definimos

¢r(t) :==x9, Vte[tg—a/k to+ a/k].
Uma vez feito isto, indutivamente, suponha que ¢ ja foi definida no intervalo

[fo — wi/k, to + ai/k], para algum i € {1,2,...,k —1}; ent@o definimos a fungéo ¢y
nos intervalos [tg — a(i +1)/k, tg — wi/k) e (tg + ai/k, tg + (i + 1)/k] por

t+a/k

Pr(t) := xo + Jt f(s,¢r(s)) ds, Vte[to—al(i+1)/k to—ai/k),
t—a/k

Pr(t) := xo + J f(s,¢r(s)) ds, Vte (to+ai/k,to+a(i+1)/k].

to
Observemos que a familia de fungdes {¢y: Ix — ]Rd}k>1 é equicontinua ja que,
para todo k = 1 temos
|t — ()| < Cr [t =¥
o qual em particular implica que
|pr(t) = xo| = |¢e(t) — Pre(to)| < Cr [t —to| <Cra <7, Vi€

Portanto, o gréfico da funcéo ¢y estd contido em (), para todo k > 1, e pode-
mos aplicar o Teorema de Arzeld-Ascoli para concluir que existe uma subsequéncia
{4);(/. }j=1 e uma fungdo continua ¢: Iy — B[xo, 7] tais que ¢r; — ¢ uniformemente

, Vit el,

em Iy, quando kj — +o0.

Para provar que (¢, Iy) é de fato uma solugéo de (4), mostraremos que ¢ satisfaz
(5). Para isso, seja t um ponto arbitrério de [tg, tg + «] (o caso em que t € [tg —«, fg]
se trata em forma completamente andloga) e observemos que, dado k € IN, temos

Pr(t) = xo + ft f(s,¢i(s)) ds — L

Desta forma temos por um lado que

t
L f(s, ¢x(s)) ds

—a/k

y f(s,¢r(s))ds, Vk=1.
k

-

t
24
< 7 d <7C —>0/
L_a/k|f(5 Pr(s))| ds 2 Cr
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quando k — +o0.
Por outro, o fato de que gbkj — ¢ uniformemente em I, nos permite afirmar

t t
L f s ¢x(s)) ds — ft f(s,¢(s)) ds, quando kj — +c0,

0
e para todo t € [tg, tg + «].
Portanto, (¢, I,) satisfaz a equagao (5). O

E importante observar que a demonstragao do Teorema 3.1 nos permite ter uma
estimativa inferior para o comprimento do intervalo de definicao de uma solugao
do problema de valores iniciais (4) que s6 depende da geometria do dominio Q) e a
cota superior do |f| numa vizinhanga da condigio inicial.

Provaremos a continuagao o chamado Teorema de Picard que estabelece a uni-
cidade de solugbes para PVI como (4) sob a hipétese adicional de regularidade de
f. Mas para isso precisamos antes relembrar as conceitos de regularidade.

Uma funcéo f: X < R™ — R" é dita Lipschitz se existe uma constante L > 0
tal que

Ifx) = fWl < Llx—yl, vx,yeX

De esta forma, uma funcao f: < R x R? — RY ¢ dita Lipschitz na sua sequnda

varidvel quando fungao existe uma constante L > 0 tal que

If(t,x) = fty)l <Llx—yl, V(tx),(ty)eQ.

Finalmente, diremos uma funcdo f: < R x R? - R?, onde O é um conjunto
aberto, é localmente Lipschitz na sequnda varidvel quando para todo (tg,xg) € Q
existe uma vizinhanga V < Q) de (g, xp) tal que f |V ¢é uniformemente Lipschitz na
segunda variavel.

Exercicio 2. Mostre que toda funcéo C! f:QcRx RY - R?, com Q aberto, é
localmente Lipschitz.

Exercicio 3. Seja 3 < R™ um conjunto aberto, K < ) compacto ¢ fQO — R”
uma func¢do localmente Lipschitz. Mostre que f ‘ x € Lipschitz.

Precisaremos também do seguinte resultado:

Proposigao 3.2 (Ponto Fixo de Banach). Seja (X,d) um espago métrico completo
e f: X — X uma aplicagdo contrativa, i.e. existe uma constante L € (0,1) tal que

A(F(x), Fv) < Ld(x,y), Vaye X.
Entao existe um dnico ponto p € X tal que f(p) = p e f*(x) — p, quando n — +o0,
para todo x € X (onde f1(x) = f(x) e f"(x) = f(f"(x)), para todo n > 1).

Exercicio 4. Provar a Proposigao 3.2

Corolério 3.3. Seja (X, d) um espago métrico completo e f: X — X uma aplicagdo
continua tal que eziste ng € N tal que f"0 € uma contragdo. Entdo existe um unico
ponto fixzo p € X para f e f"(x) — p, quando n — +00, para todo x € X.

Exercicio 5. Prove o Corolério 3.3.

Teorema 3.4 (Teorema de Picard). Seja Q < R x RY um conjunto aberto e
f: Q- R? wma funcdo continua localmente Lipschitz na sequnda varidvel. Consi-
dere o PVI dado por (4).

Entao existe uma unica solu¢do mazimal (¢, 1) para (4). Por outro lado, se
a,b, M > 0 sao constantes tais que A,p = [to —a,tg +a] x Blxo,b] c Q e

sup |f(t,x)| < M,
(t,X)EAa,b
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entdo [tg —w, tg + ] < I, onde

® ;= min ak
= M

Demonstragdo. Seja I := [ty — &, tg +a] e X := C%(Iy, B[xo,b]). Consideremos a
X munido da distancia d dada por

d(Pr o) := maxgy(t) = pa()], V1, 2 € X.

Considere o operador F: X — CO(Ia,le) definido por
t

F(p)(t) == xg +f f(s,¢(s))ds, Viel,, VpeX.

to
Primeiramente observemos que, por (5), todo ponto fixo de F é solugdo do PVI
(4). Por outro lado temos

t
(@)~ 0l < | 1£(9(6))] ds < Mo

para todo ¢ € X, e todo t € I. Logo F(X) c X.

Portanto, provaremos que o operador F possui um tnico ponto fixo mostrando
que algum iterado de F é uma contracao e aplicando entao o Corolario 3.3.

Dado que f é localmente Lipschitz na sua segunda varidvel, pelo Exercicio 3
sabemos que f ’ A, ¢é Lipschitz na segunda varidvel e portanto existe K > 0 tal que

N

b,

If(t,x1) = f(t, x2)| < Klx1 = x2|,  Vte€ Lo, ¥x1,x2 € B[xg, 7]

Afirmamos entao que,

(6) [F*(@1)(8) = F'(¢2) (D) <

para todo n > 0 e qualquer t € I,.

Provaremos (6) indutivamente. Isto é trivialmente verdadeiro para n = 0. Entao
supondo que (6) é verdadeiro para n = k, observemos que dados quaisquer ¢1, ¢p € X
et e l, temos

HFkH((p)(t) _ Fk+l(4)2)(t)H _ U: £, F5(¢1)(5)) — f (s, F*(¢2)(s)) ds

K" |t7t0|
n!

d(¢1,¢2), V1,42 € X,

< [ Fton @) ~ (s, P00 s
< [ k[P0 - P a0 as

t Kk
<f K—\s—t0|kd((p1,cp2) ds
to k!

= ——————d(¢1,¢).
Logo, para concluir a existéncia de um tnico ponto fixo ¢ € X para aplicacao
F: X O basta aplicar o Corolario 3.3, observando que existe ng € IN tal que
K™og™o
— <1
Vlo!

O feito até aqui nos permite afirmar que para todo ponto (£, %) € () existe um
intervalo aberto I(, %), com (%) € I(f, X), e uma funcdo C! ¢ ;: I(F, %) — R? que
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é solucao do PVI

x(f) = %,

{x'(t) = f(t,x(1)),

tal que se (1, ]) é uma outra solugao deste PVI, entéo

Pr(t) = p(t), Viel(£,x)n].

Isto nos permitird concluir a demonstracao do teorema, mostrando que de fato
existe uma tnica solugao maximal.

Para isso, sejam (¢, I) e (¢, J) duas solucoes maximais do PVI (4), e consideremos
o “conjunto de coincidéncia”

C(p,p):={teln]:¢(t) =p(b)}.

Dado que ¢ e 1 sdo continuas, temos que € (¢, P) é fechado em I n J. Por outro
lado, pela observagao anterior e dado que (¢,I) e (¢, ]) sdo solugbes maximais,
temos que

C(tot) =In], Vteln].

Isto mostra que € (¢, ) é também aberto em I nJ. Finalmente, dado que I e
J sdo conexos, isto implica que I = ] = €(¢, ), e portanto (¢, I) = (¢, ]), o que
mostra que a solugao maximal é tnica. O

A unicidade de solugbes maximais para o PVI (4) nos permite estabelecer a
seguinte notacdo: se supomos que f: Q) < R x RY - R? ¢ uma funcao continua
e o PVI (4) admite uma tdnica solu¢do maximal para todo (fy,xp) € (), entdo
esta solugao maximal serd denotada por ¢y y,: J(to, X0) — R?, onde J(ty, x0) =
Jw™ (to, x0), w™ (to, x0)[, com w(ty, x9) € R U {—0} e wT(ty, x9) € R U {+00}.

4. SOLUGOES MAXIMAIS E EQUAGOES COMPLETAS

Dada uma fungado continua f: O < R x R? — R?, dizemos que uma solugao

(¢,1) da EDO
x' = f(t,x)

é completa quando I = R. Mas ainda, diremos que a EDO é completa quando toda
solucao maximal de qualquer PVI associado a esta EDO é completa.

O seguinte resultado nos permite entender o comportamento assintético das so-
lugdes maximais quando o tempo converge a alguns dos extremos do dominio da
solugao:

Teorema 4.1 (Teorema do escape de compactos). Seja f: Q < R x R? - RY uma
fungao continua, sendo Q um conjunto compacto. Dado (ty, xy) € Q, considere o
PVI dado por (4), e ¢: Jw™,wt[— R uma solucio mazimal do PVI. Entdo temos

(t,(i)(t)) — 0Q), quando t — wt,

o que significa que dado qualquer K < Q) compacto, existem nimeros reais a,b, com
w” <a<b<wt, etais que

(t,p(t) ¢ K, Vtelw,alulb,wt].

Demonstracdo. Sé provaremos a afirmacdo para w™. Raciocinando por contradi-
¢do, suponha que wt < 400, existe K « () compacto e uma sequéncia (t;),>1
contida em Jw™,w™[ que converge a w™ e tal que (t,, p(ty)) € K, para todo n > 1.

Pela compacidade de K, existe uma subsequéncia (ty,);>1 e (wt, %) € K tais que
(tn;, ¢(tn;)) — (w™*, %), quando nj — +oo.
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Mostraremos agora que a fungio ¢ pode ser estendida continuamente a w™. De
fato, para isso basta provar que (sn, 4)(5,1)) — (w™, %), para toda sequéncia (s;),>1
contida em Jw™,w™[ tal que s, — w™ quando n — +o0.

Raciocinando novamente por contradi¢ao, suponha que isto nao é verdade. Entao
afirmamos que nao ha perda de generalidade fazendo as seguintes suposicoes:

e a sequéncia (tnj) j>1 ¢ estritamente crescente;

e existe uma vizinhanga compacta V de (w™,%), com V < Q e tal que
(tnj/(l)(tnj)) € V, para todo j > 1;

e para todo j > 1, existe s; € (tu;, tn;,,) tal que (s;,¢(s;)) € oV, (onde OV

denota o bordo do conjunto V) e (t,¢(t)) € V, para todo t € (sj, thl).

(Exercicio: Mostre que de fato ndo hd perda de generalidade em ter feito estas
suposigoes. )

Pela compacidade de V, existe M > 0 tal que |f(¢, x)| < M, para todo (¢, x) € V.
Desta forma, pelas hipdteses feitas acima sobre a vizinhanga V e as sequéncias (s]-)
e (tn].), e como consequéncia da desigualdade do valor médio temos que para cada
j =1, vale

0(5)) = Plt.)

< (¢ ‘ ——
‘ S te(g}taﬂ;il) H(P ( )H % e

= F )] 5= b

tE(S]‘,tn].+1

<M

ijtn

| 0, quando j — +oo,

o que claramente contradiz o fato de que (tn].,cp(tn].)) — (w',x), quando j — +o0,
sendo (f,X) um ponto do interior de V, e que (sj, ¢(s;)) € 0V, para todo j > 1.
Isto nos permite mostrar que definindo ¢(w™) := X obtemos uma extensao conti-
nua da nossa fungao ¢. Finalmente, aplicando a técnica utilizada para demonstrar
o Teorema 3.1 pode se estender a solugao ¢ a uma vizinhanga do ponto w™, con-
tradizendo o fato de que ¢ é uma solucdo maximal. [l

O Teorema de Escape de Compactos nos permite estabelecer critérios para de-
terminar a completitude de EDOs “com crescimento linear:”

Teorema 4.2. Seja f: R x RY - R? uma funcdo continua e suponha que existem
fungoes continuas C,b: R — [0, +0) tais que

|f(t )| < C(t) 2] +b(F),  ¥(tx) e Rx R,
Entio a EDO x' = f(t,x) é completa.

Este resultado permite obter o seguinte coroldrio sobre a completitude dos siste-
mas lineares:

Coroldario 4.3. Seja gl;(R) o espago de matrizes d x d com coeficientes reais, e
A:R - gly(R) e b: R — R aplicacées continuas. Entio a EDO

x'(t) = A(x(t))x(t) + b(t)
€ completa.
Exercicio 6. Prove o Corolario 4.3, mostrando que ele segue do Teorema 4.2.

Para provar o Teorema 4.2 antes precisamos do seguinte
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Lema 4.4 (Lema de Gronwall). Sejam x: [a,b] - R e g: [a,b] — [0, +0) fungées
continuas e K > 0 uma constante, tais que

x(t) < K+ r x(s)g(s)ds, Vtela,b].

a

Entao vale
¢
x(t) < Kexp (J g(s) ds), Vt e [a,b].
a

Demonstragio do Lema 4.4. Considere a fungoes u, h: [a,b] — R dadas por
t
u(t) ==K+ J g(s)x(s) ds,
a

t

h(t) := Kexp (f 2(s) ds), vt € [a,b].

a

Entao temos
W (t) = h(t)g(t), Vte][a,b];
e por outro lado, lembrando que x(t) < u(t), para todo t € [a, b], temos
u'(t) = g(t)x(t) < g(Hu(t), Vte[a,b].

Observemos que

(1) () = ORO -
i (h(D))?
W(Oh(E) — u(Dh(Hg(t) _ W) —ubg(t) _
(WD) O

0 que prova que

x(t) <u(t) < h(t) = Kexp (Jt q(s) ds), Vt e [a,b].
]

Demonstracio do Teorema 4.2. Seja (g, xg) um ponto arbitrario de Q) = R x R% e
(¢, I) uma solugdo maximal do PVI

X' = f(t,x),
x(tg) = xo.

Para provar a completitude da EDO, mostraremos que dado qualquer R > 0 tal
que o intervalo I; := [to, to + R) estd contido em I, entdao tg+ R € I. O caso para
valores menores do que tg é completamentamente andlogo.

Desta forma, seja R > 0 tal que I; < I. Definamos entao a constante

M := max { max|C(#)|,max b(®)|
tel telf
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Logo, como consequéncia de (5) temos que para todo t € IIJ{ vale

19(B)] = |x0 + ﬁ £(5,6(5)) ds| < || + f £ (s, ()] ds
(7) < I *ﬁ C(s) [¢(5)] + b(s) ds

t
< o] + RM + | Mg)] .
to
Entao, pelo Lema 4.4 sabemos que

t

lp(®)] < (|lxoll + RM) exp (L Mds) < (|xo) + RM)eMR,  vte If.
0

Isto mostra que

(t,¢(t)) € Ir x B[xo, (|xo + RM)e*M], vte I,

sendo este dltimo conjunto compacto em R x R?. Logo, pelo Teorema 4.1 conclui-
mos que fo + R € I}, e portanto, se | =]lw™,w™ [, entdo w™ = +o0.

Por outro lado, como ja foi dito acima, com um raciocinio completamente andlogo
pode-se provar que w~ = —o0, e portanto a EDO é completa. ([l

5. DEPENDENCIA EM RELAGAO AS CONDIGOES INICIAIS

Seja QO < R x RY um conjunto aberto e f:Q- R? uma funcido continua que
é localmente Lipschitz na sua segunda varidavel. Entao, pelo Teorema de Picard
(Teorema 3.4) sabemos que para todo ponto (g, xg) € Q) existe uma tinica solucao
maximal ¢y, x, : J(to, Xo) — RY do PVI (4).

Consideremos entao o conjunto

Q= {(i’,to,XQ) eRxRxR%: (to,x0) €}, te ](to,Xo)} .
Entao o primeiro resultado sobre a dependéncia em relagao as condigoes iniciais
é o seguinte
Teorema 5.1 (Continuidade respeito as condigdes iniciais). Se f e Q) sio como
acima, entdo o conjunto £} é aberto e aplicagdo ¢: () — R? dada por
(P(t/ tO/ xO) = (Pt(),X[) (t)/ v(tr tOr xO) € OI
€ continua.

Iste resultado tem como consequéncia o seguinte

Corolario 5.2. Sob as hipdteses do Teorema 5.1, dados (tg,xg) € Q, I < J(to, xg)
um intervalo compacto e € > 0 arbitrdrio, existe 6 > 0 tal que para todo (t1,x1) €
B((to, x0),6) < Q se verifica I < J(t1,x1) e

lp(t, b1, x1) = (8, £, 1) < e
Exercicio 7. Demonstre que o Corolario 5.2 é consequéncia do Teorema 5.1.

Demonstra¢io do Teorema 5.1. Para provar que () é aberto basta mostrar que dado
um ponto arbitrério (g, xg) € Q e qualquer par de niumeros reais a4,b € J(tg, xg),
com a < ty < b, existe um 6 > 0 tal que

(8) I:= [a,b] c J(t1,x1), Y(t1,x1) EB((to,JCO),5).

Raciocinando por contradigdo, suponha que existem a,b € J(ty, xp), com a <
to < b, e uma sequéncia de pontos {(ty, Xn)}n=>1 tais que (ty, x4) — (to, Xp) quando
n— +o e quebé¢ J(ty, x,), para todo n = 1. O caso do ponto a pode ser tratado
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em forma completamente andloga. Por simplicidade de notagao, para cada n = 0
denotaremos ¢y, := ¢, x,-

Dado que o conjunto {(,¢o(t)) : t € I} < Q é compacto, e () ¢ aberto, existe
n > 0 tal que o conjunto compacto

K:= UB[LPO(t),;y] c Q.

tel

Dado que K é uma vizinhanga do ponto (tg,xg), ndo hd perda de generalidade
supondo que (t,, x,) € K e que a < t,, < b, para todo n = 0.

Desta forma, dado que estamos supondo que b ¢ [(f,,x,) para todo n > 1,
entao pelo Teorema 4.1 teremos que, para cada n > 1, existe um tinico ponto s,; no
intervalo aberto |t,, b[ tal que ¢n(sy) € 0K e ¢, (t) € int K, para todo t €]ty, sul.

Por compacidade do intervalo [a, b] e do conjunto K, néo hé perda de generalidade
supondo que existem 5 € [tg,b] e ¥ € JK tais que s, — s e ¢u(sy) — X, quando
n— .

Se defininimos M := max; y)ex || f (£, x)|, entdo podemos ver que

10 — Pu(sn)| = [Pn(tn) — Pu(sn)| < M|ty —sn| — M |to — 3],

0 que mostra que g < s, j4 que x, — xo € int K e ¢,(sy) — % € 0K, quando
n — +0.

Logo, dados a’, b’ ntimeros rais quaisque com fg < a’ < b’ < s, temos que que
existe N > 0 tal que t, < a’ e b’ < sy, para todo n > N. Isto implica que ¢, (t) € K
e

[en )] = £ (£ pu(D)| < M, Ve [a,b],
etodon = N.
Logo, pelo teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia 47,1/. e uma funcao
continua ¥: [a',b'] — R? tais que ¢n, —  uniformemente em [a’,'].
Observando que

t
Pn, (1) = xn, —|—Jt f(s,¢n;(s))ds, Vteld,b'],

]

e todo nj > N, tomando limite com n; — +00 vemos que

t
P(t) = xo + f f(s,9(s))ds, Vtela,b'].
to
Pela unicidade de solugoes para os PVIs associados & EDO x' = f(t, x), vemos
que, de fato, P = ¢g sobre o invervalo [a’,b']. Dado que isto vale para qualquer b’
arbitrdriamente perto de s, vemos que se contradiz o fato de que Pn; (sn].) — ¥ € oK.
Logo, isto mostra que existe § > 0 tal que a condigao (8) se verifica.

Para mostrar a continuidade da funcao ¢: O — RY, provaremos que se [ = [a, b]
e 0 > 0 sdo como acima, entao para qualquer sequéncia de pontos {(t,, X, )},>1 con-
tida na bola B((to, xo),(S) tal que (fy, x,) — (f9, Xp) quando n — +00, mostraremos
que ¢y 1= Pt x, — 0 := Pg,x, Uniformente em [a, b], quando n — .

Para isso vemos que pelo feito anteriormente temos que existe uma subsequén-
cia {(Pn]-}n]- que converge uniformemente & fun¢do ¢ sobre o intervalo [a,b]. Mas
seguindo este raciocinio estamos provando que qualquer subsequéncia da sequéncia
original contém um sub-subsequéncia que converge para o mesmo limite. Mostre
que isto implica que a sequéncia original ¢, — ¢p uniformemente em [a, b]. O

Este resultado nos permite obter o seguinte
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Corolério 5.3. Se QO c R x RY ¢ um conjunto aberto e f: QO — R? ¢ CK com
k=1, entdo a fungdo ¢: (2 — RY dada pelo Teorema 5.1 é CKt1 com respeito as
suas primeiras e sequnda varidveis.

Exercicio 8. Prove o Corolario 5.3. Dica: para provar a regularidade respeito a
segunda variavel, utilize o fato de que

P(t—s,to+s,¢(to +s,to,x0)) = $(t, o, X0).

O Lema de Gronwall (Lema 4.4) permite nos dar uma estimativa do “médulo de
continuidade” da fungao ¢: ) — R:

Proposicao 5.4. Se f: () — R? e ¢: O — R? sdo como no Teorema 5.1 e supomos
que f € Lipschitz respeito a sua sequnda varidvel com constante de Lipschitz k > 0,
entao para todo (tg, xg) € Q) tem-se

|p(t, to, x0) — p(t, to, yo) | < eI |xg —yoll, ¥t € J(to, x0) N J(to, Yo)-

Demonstragao. Pela equagao integral (5) sabemos que

t

¢(t, to, x0) — P(t, to, yo) = X0 — Yo + J f(s,¢(s,to, x0)) — f(s,¢(s, to, yo)) ds,

fo

para todo f € J(tg, xo) N J(t1,x1). Isto implica que, tomando t > fy obtemos

t
[ (t, to, x0) = ¢(t, to, yo) | < llxo — yol + L kli¢(s, to, xo) — ¢ (s, to, yo)| ds,
0
e aplicando o Lema 4.4 obtemos

[§(t, to, x0) — p(t, to, yo)| < |x0 — yol €°710), Wt € J(to, x0) ~ J(fo, o), t = to.

O caso t < ty pode ser tratado de foma completamente anédloga. [l

5.1. Diferenciabilidade respeito a variavel de estado. Para estudar a diferen-
ciabilidade da solugao ¢: ) — R respeito A terceira varigvel, precisamos considerar
um PVI auxiliar. Para isso, suponhamos que a funcao f: Q) — R? ¢ continua e C!
respeito a sua segunda varidvel, i.e. Opf = Oxf: Q — R? existe e é continua. Seja
entdo ¢: O — R? a funcao solucio dada pelo Teorema 5.1.

Definimos entdo a fungdo ¢ : - gl;(R) dada por

St to,x0) == Oof (t, ¢(t, to, X)), V(t, to, X0) € O,

e consideremos entao o seguinte PVI:

(©) x(t) = 7 (t to, x0)x(t);
X(to) = Idr
onde a fungdo x tem valores em gl;(R) e I; é matriz identidade d x d.
Desta forma obtemos

Teorema 5.5. Continuando com a notagao introduzida acima, temos que a fun¢do
¢: () — R? ¢ C' na sua terceira varidvel (i.e. a varidvel espacial) e a fungio
03¢ Q3 — gly(R) € solugio do PVI (9), i.e. O3p(tg, to, x0) = Iz e

61 (634)(t, tO’ XO)) = j (t/ tOr .X())aggb(t, tO/ xO)/ V(t, tO/ xO) € Q

Para provar este teorema precisaremos do seguinte resultado elementar de cél-
culo:
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Lema 5.6. Seja U R um conjunto aberto nao vazio e f: (a,b) x U — R? wma

continua e C! respeito a sua sequnda varidvel. Entdo existe uma fungdo continua
fi(a,b)xUxU— gly(R) tal que

~

f(t,x,x) =02f(t,x), V(t,x)e (ab)xU,

P

flt,x2) — f(t,x1) = f(t,x1,%2)(x2 — x1), Vte(ab), Vxi1,x € U.

Demonstrag¢ao do Lema 5.6. Dado que U é convexo, basta definir

1
f(t,x1,x0) := J Oaf (t,sxp + (1 —s)x1)ds, Vte(a,b), Vxi,xp e U.
0
U

Demonstragio do Teorema 5.5. Seja (t,ty, xo) um ponto arbitrério de €), e a, b ni-
meros reais tais que w™ (fo, xg) < a < tg <b < w*(ty,xg). Pelo Teorema 5.1 sabe-
mos que existe § > 0 tal que [a,b] < J(£, %), para todo (£, %) € B((to, x0),6) < Q.

Seja e := (0,...,1,...,0) € RY o k-ésimo versor coordenado. Para cada h €
] —6,0], consideremos a funcéo ¢y: [a,b] — R? dada por

Pn(t) == P(t, to, xo + hey), Vte [a,b].

Entao, aplicando o Lema 5.6 obtemos

_ t
@ﬁ%fﬂﬂ=q+;£f@@$»—f@%“»“

b s) — ¢o(s
= ek + J; f(s/¢o(s),¢h(s))wds
0
Isto significa que, para cada h €] — 4,4 a funcao yy: [a,b] — R? dada por

l,bh(t) — (Ph(t) ;(PO(t), Vi e [61, b],

satisfaz a relagao
t

wm=q+ff@%@¢m»W@w,vaM.

to
Isto permite mostrar que, como consequéncia do Lema 4.4 e dado que funcao f
é continua, a familia {;},e_)_s 5[ ¢ equicontinua. Logo, pelo Teorema de Arzela-
Ascoli, existe uma sequéncia {h,},>1 no intervalo aberto | —6,4[, com h, — 0,
quando n — o tal que a sequéncia {¢y, },>1 converge uniformemente em [a,b] a
uma fungao ¥ que sera solucao do PVI

P'(8) = aaf (£ po(8) 9 (1) = 7 (£, 0, X0)p(t),
P(to) = e

De isto segue que §(t) = limy,_,g ¢, () e portanto, P(t) = dsz¢p(t, to, xo)ek. O

5.2. Equagoes com parametros. Muitas vezes temos que lidar com EDOs e PVIs

que dependem de certos parametros. Por exemplo, na § 2.2 vimos como a Segunda

Lei de Newton pode ser interpretada como uma EDO de segunda ordem e nessa

equagao a massa poderia ser considerada um parametro.
E por este motivo que as vezes é preciso considerar equagoes do tipo

x' = f(t,x,A),

onde f: Q< R x R? x R? - RY é uma funcio continua e Q) um conjunto aberto,
e para cada valor de A podemos pensar que temos uma equacao diferente.
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Desta forma surge a questao da dependéncia das solugoes, nao s6 em relagao as
condigoes iniciais, mas também em relacao ao parametro.

Podemos dar uma resposta em forma muito simples a esta questao observando
que é possivel modificar uma equacao com parametros obtendo uma “equivalente &
original” que nao depende de parametros.

De fato, se f: 3 < R x R? x R? — RY é uma funcéo como acima e (g, X9, A) € Q)
¢ um ponto qualquer, facil ver que ¢: J(tg, xp, A) — R? é uma solugao maximal do

PVI
X' (8) = f(t,x(t),A),
x(to) = xo,

se e 86 se a funcao ®: J(ty, xo,A) — R? x R? dada por ®(t) := (¢(t),A) é solugao

do PVI
X'(t) = F(t, X(1)),
X(to) = (x0,A),
onde F: Q — R? x R? é dada por F(t,x,A) = (f(t, X, )\),O), para todo (f,x,A) € Q.

6. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

As EDOs lineares sdo um tipo particular de equagoes diferenciais ordinérias
extremamente importantes.
Uma EDO linear de primeira ordem é uma equagao da forma

(10) X'(t) = A(t)x(t) + b(t),

onde A: I ¢ R — gly(R) e b: I — RY sdo fungdes continuas e I um intervalo
aberto. Desta forma vemos que o conjunto (), o dominio do “lado direito” nas
secoes anteriores, neste caso é da forma QO = I x R%. Além disso, estas EDOs
claramente satisfazem as hipdteses do Teorema de Picard (Teorema 3.4) e portanto
todo PVI associado a uma EDO linear adimite uma tnica solugdo maximal.

Por outro lado, pelo Teorema 4.2 sabemos que a EDO é completa sempre que
I=TR.

6.1. Motivagoes. Uma das principais motivagoes para estudar EDOs lineares é
que elas costumam ser utilizadas para “aproximar” EDOs que nao podem ser resol-
vidas explicitamente e desta forma obter algum tipo de informagao sobre a solugao
desconhecida da EDO original.

Um caso classico de “aprorimacao por linearizagao” no movimento do péndulo
que é estudado como um osciladora harmonico simples.

6.1.1. Oscilador harmédnico simples. Consideremos um objeto de massa m que pode
se desplacar horizontalmente sobre uma superficie em atrito como mostra a Figura 1.
Neste caso é sabido que existe uma constante k > 0, que depende s6 da elasticidade
da mola tal que a forca exercida no corpo de massa m quando ele se encontra no
ponto x éigual a F = —kx. Isto significa que, pela segunda lei de Newton da § 2.2, a
dinamica deste sistema, usualmente chamado de oscilador harménico simples, vem
dada pela equagao

(11) mi(t) = —kx(t).

Pode se provar que toda solugao da equagao (11) é da forma

x(t) = aq cos (\/?t> + &y sin <« / kt) , VteR,
m m

onde a1, x> € R sao constantes.
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mg cosl

Ficura 2. Dinamica do péndulo.

Em particular, isto implica que qualquer solugao diferente da identicamente nula
(i.e. quando a% + a3 # 0) é periédica de periodo

/m

6.1.2. O péndulo. Como é bem sabido, um péndulo consta de uma massa m pendura
de uma corda de comprimento ¢, sendo a forga de gravidade a tnica “externa”’ que
atua sobre o sistema (vide Figura 2).

Neste caso pode-se mostrar que a equagao que determina a dinamica deste sis-
tema é a seguinte:

(12) mef(t) = —mgsin (8(1)),
onde g ¢ a forca de gravidade exercida pela Terra.

A diferenca da equagao (11), a EDO (12) nao é linear e solucao identicamente
nula é a Unica que vem dada por uma funcao “elementar”. Porém a linearizacao da
EDO (12), numa vizinhanca de 8 = 0, é de fato a equagao

e(t) = _%e(t)/

e pelo mencionado na § 6.1.1 conhecemos todas as solugoes desta EDO.

O fato de que todas as solucoes desta iltima equagao que nao sao identicamente
nulas tém o mesmo periédo, tem sido muito usado ao longo da histéria no desenho,
entre outras coisas, de relégios (de péndulo). Porém, serd verdade que todas as
solugbes nao identicamente nulas da EDO (12) tém de fato o mesmo perfodo?
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6.2. Equacgoes diferenciais lineares homogéneas. Dizemos que a EDO linear
(10) é homogénea quando b = 0.

No curso de Célculo ja temos estudado como resolver EDOs lineares em dimensao
1. Lembramos entao

Exercicio 9. Seja a: I — R uma funcao C° e ty um ponto qualquer de I e xy um
numero real arbitrario. Entao a funcao ¢: I — R dada por

¢(f) 1= xgexp (Jt

to

a(s) ds), Viel,

¢é a solucao maximal do seguinte PVI:

x'(t) = a(t)x(t),
x(tg) = xp.

Teorema 6.1. Seja A: I < R — gly(R) uma aplicagio continua. Entdo toda
solucao maxiaml da EDO

(13) X'(t) = A(t)x(t)

estd definidad em todo I e o conjunto das solucoes mazrimais de esta EDO € um
subespago vetorial de C1(I,RY) de dimensio d.

Demonstracao. O fato de que toda solugao maximal da EDO estd definida em todo
I segue da demonstracao do Teorema 4.2.

Seja entdao € := {x € C/(I,R?) : x'(t) = A(t)x(t), Vte I}. Sex,y e € e a € R,
entdo é claro que x + ay € €, o que mostra que ¢ é um espago vetorial.

Para determinar a dimensao do espago €, basta considerar um ponto qualquer
to € I e aplicagao evy,: € — R? dada por

evy,(x) 1= x(tg), YVxe@.

A aplicacdo evy, é uma transformacao linear, e pelo Teorema 3.4, ela é uma
bijecdo. Logo, € é isomorfo a R, ]

As EDOs lineares de primeira ordem podem ser consideras tanto com valores
em R?, quanto em gly(R). De fato, dada uma A: I — gly(R), diremos que ¢ €
CH(I, glz(R)) é solugao de (13) sempre que

P(t)=At)p(t), Vtel,
onde a derivacdo da ¢ é feita coodenada a coordenada. Sempre quer for necessaria
a distincao falaremos de solugoes matriciais e vetoriais dependendo do caso.

Exercicio 10. Mostrar que ¢: I — gl;(R) é uma solucdo matricial de (13) se e s6
se cada uma das suas fungoes colunas é uma solugao vetorial.

Proposiciao 6.2. Seja ¢ € Cl(I,gly(R)) uma solucdo matricial da EDO (13).
Entao existe tg € I com detp(tg) =0 se e sé se detp(t) =0, para todo t € I.

Demonstragdo. Suponha que existe tg € I tal que det¢(ty) = 0. Entdo, existem
constantes «aq,...,u5 € R tais que se definimos

d

Y(t) == Y api(t) e RY, Vel

i=1
onde ¢(f) = [p1(¢),...,¢4(f)] e ¢;(t) denota o i-ésimo vetor coluna, teremos que
YP(tg) = 0. Por outro lado, pelo Exercicio 10 e o Teorema 6.1 sabemos que ¢ é
uma solugao vetorial de (13). Pela unicidade de solugao e o fato de que (ty) = 0,
concluimos que ¥ = 0 em I. Logo, det¢p =0 em I.

A outra implicagao é totalmente trivial. U
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Isto nos leva a seguinte

Definigdo 1. Uma solugao matricial ¢ € C!(I, gly(R)) da EDO (13) é dita uma
solugdo fundamental quando

det¢(t) #0, Viel

Se notamos por GL;(IR) o grupo geral linear com coeficientes em R, i.e.
GL;(R) := {A € gly(R) : det A # 0},

entao observemos que pela Proposicao 6.2 teremos que ¢ € Cl(I, gl;(R)) é solugdo
fundamental se e s6 se ¢(t) € GLyz(IR), para todo t € I.

Observe que ¢ € C*(I, gly(R)) é solugdo fundamental da EDO (13) se e s6 se i €
CY(I, glz(R)) dada por ¢(t) := ¢(t)B é solugio fundamental para toda B € GL4(RR).
Exercicio 11. Seja A: I — gl;(R) uma aplicacio C? e, continuando com a notagao
utilizada na § 5, sejam Q) := I x [ x R? ¢ Q: O — R? a solucio geral da EDO

X' (t) = A(t)x(t),

ie. Org(t, to, x0) = A(t)@(t, to, x0), € @(to, fo, X0) = Xo, para todo (¢, tg, xg) € Q.
Se ¢: I — GL4(R) é uma solugdo fundamental qualquer, entdo mostre que

9t to, x0) = p(H)[@(to)] "x0, V(£ to, x0) € QL.

Teorema 6.3 (Teorema de Liouville). Se A: I — gly(R) ¢ uma aplicagio C° e
¢: I — gly(R) € de classe C tais que

¢'(t) = A(t)p(t), Vtel,
entao vale

(14) det p(t) = detd(to) exp (f

to

trA(s) ds), Vig, t € 1.

Para demonstrar este teorema precisaremos antes do seguinte

Lema 6.4. Seja ¢: I — gl;(R) uma aplicagio diferencidvel. Entao, se ¢(t) =
[p1(1), pa2(t), ..., pa(t)], onde cada ¢;(t) denota o i-ésimo vetor coluna da matriz,
entao temos

(det)’( Edetgbl LN, a(D)], Ve L

Exercicio 12. Provar o Lema 6.4.

Demonstracao do Teorema 6.3. Comecemos observando que, pelo Exercicio 9, para
mostrar (14) é suficiente provar que

(detp)'(t) = (trA(t)) detp(t), Viel

Por outro lado, pela Proposigao 6.2, vemos que (14) é trivialmente satisfeita
sempre que exista um ponto f € I tal que det¢(t) = 0.

Portanto, podemos supor daqui para frente que ¢ é uma solugao fundamental.
Notemos ¢(t) = [¢P1(t),...,Pa(t)], onde ¢;(t) denota o i-ésimo vetor coluna da
matriz ¢(f).

Entao, aplicando o Lema 6.4 obtemos:

(det )’ ( Zdet Gr(t), - D), Palt)]

MQL

det @1 (£),..., A(D)Pi(t), ..., pa(t)]

Il
—_
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Dado que os vetores ¢1(t),...,¢s(t) s@o linearmente independentes para todo
t € I, existe um aplicagao a: I — gl;(R) tal que

Za” ¢i(t), Vtel, Vie{l,... d},

onde «; j(t) € R denotam os coeficientes da matriz a(t). Observemos que as matrizes
A(t) e a(t) sdo conjugadas e portanto, trA(t) = tra(t), para tod todo f € I. Agora
voltando a ultima igualdade obtemos

(det )’ ( Zdet o1(t), ..., ADPi(t), ..., Pa(t)]

Il
AM&:

Il
—_

d
det [¢1(1), . ]:21 33 (91, 9a(t)]

Il
M&

det [@1 (), ..., aiipi(t), ..., ¢a(t)] = tra(t) detp(t)
rA(t) det ¢(t).

—_

O

6.3. Equagoes lineares nao homogéneas. E claro que toda EDO linear nao
homogénea tem uma EDO linear homogénea naturalmente associada a ela. De
fato, dados A: I — gly(R) e b: I — R? continuas, a EDO

x'(t) = A(t)x(t)
é a EDO linear homogénea associada a EDO nao homogénea
x'(t) = A(t)x(t) + b(t).

Nesta se¢ao veremos que dada uma solucao fundamental da EDO linear homo-
génea é possivel, em principio, resolver a EDO nao homogénea.
De fato temos a seguinte

Proposicao 6.5. Se A e b sdo como acima e ¢: I — R? € a solugio mazimal do

PVI
x'(t) = A(t)x(t) + b(t),
x(t()) = Xo,

para quaisquer ty € I, xg € RY, ¢ ¢: I - GLy(R) é uma solugao fundamental da
EDO linear homogénea associada, entao temos

t
(t) = 4>(t)[[4>(t0)]*1x0 +J [p(s)]"b(s) ds], Vtel

fo

Demonstracdo. A demostracao da Proposigao 6.5 fica como exercicio. U

6.4. Equacgoes lineares com coeficientes constantes. Nesta se¢ao estudaremos
em detalhe as EDO lineares auténomas, i.e. equagoes do tipo

(15) X' (t) = Ax(t),
onde A € gl;(R).

Pelo Corolario 4.3 sabemos que estas EDOs sao completas.

No caso unidimensional, que ja foi estudado no curso de Célculo sabemos que a
solugao geral da EDO ' = ax, com a € R, é ¢: () = R3 x R — R dada por

@(t, to, xg) = xoe“(t_t(’), V(t, tg, x0) € R3.
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Aqui procuraremos uma férmula analoga para dimensao maior.
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