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1. Considere a integral dupla

//D f(z,y)dady = /01 /Oﬁf(g;7y)dxdy + /12 /\/\Q/; f(x, y)dxdy.

a) Esboce a regiio D.

Temos que D = Dy U D5 onde
Di={(z,y):0<y<1,0<z <y},
Dy ={(z,y): 1<y <2, 2y —2<z <y}
Observando que
2
2

easretasx =0, y=0ey=1.
2easretas z =0,

vemos que D; estd limitada pela parabola y = =

2
Similarmente, Dy estd limitada pelas pardbolas y = 5 +1,y =z
y=1ley=2.

b) Inverta a ordem de integracdio, expressando a soma das integrais iteradas como
uma soO integral iterada.

Pelo feito em a), vemos que, expressando D como regiao de tipo I,

2
D={(ay):0<z<V2a’ <y< T +1).

| szt~ | " / + (e, y)dyds.

. 2
c) Calcule o valor da integral no caso em que f(x,y) =1— %

Logo,
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2. Use uma conveniente mudanca de coordenadas para calcular a integral

// (2y + x) 2O ey
\/W
onde D é a regiao limitada pelas retas 2y + x = 0, 2y + 2z =2, 2y —x = 1l e
2y —x = 2.
Escolhemos
u=2y+z, v=~2-—u=.

Desse jeito temos

A(u,v) :‘ 1 2

-1 2’:4

e portanto

=7
A regiao D é transformada na regido limitada pelas retas u =0, u =2, v =1¢
v = 2. Portanto

e ()

Dyp ={(u,v) : 0<u<2,1<v< 2},

e pela formula de mudanga de varidveis
// (2y + )2 @2yt _// u? a(m,y)
V2y—a—1 v o VU —1[0(u,v)
//\/rdudv— / 2du/ (v—1)" 2dy
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3. Calcule o volume do sélido que estd dentro da esfera x2 + 32 + 22 = 4, acima do
plano z = 0 e abaixo do cone z = /22 + 2.

Usamos coordenadas esféricas. Lembrando que

dudv
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z = psen(9)cos(9), y = psen(@)sen(h), y = pcos(o)



vemos, que y/x2 + 42 em coordenadas esféricas é
Va2 +y? = \/p?sen?(9) cos(0) + p? sen?(§) sen?(0) = +/p? sen?(§) = psen(¢)

(pois p > 0 e sen(¢) > 0 ja que 0 < ¢ < 7). Logo, a equagdo z = /2 + y2 em
esféricas corresponde a psen(¢) = pcos(¢), ou seja sen(¢) = cos(¢), o que equivale
a ¢ = 7. Isto é claro geometricamente, pois o cone corresponde aos pontos que
formam um mesmo angulo com o eixo z positivo.

Portanto a condigdo 0 < z < y/x2 4+ y2 (ou seja, estar abaixo do cone e acima
de z = 0) se traduz para

i 7r
5 22
e a condicdo de estar dentro da esfera x2 + 3% 4+ 22 = 4 é dada por
p <2

Assim, se o sélido dado é S, sua representacao em coordenadas esféricas é

S(,ZSQ[) = {(¢a0ap) :

™

4

<$<7,0<0<2m 0<p<2y.

Lembrando que o jacobiano da mudanga de variaveis a coordenadas esféricas é

x,y, 2)

= p%sin
8(¢,9,p) _p S (¢)7

o volume de S é dado por

V(S) = / / /S 1 dadyds — / / /S ) o2 sin(6) dpdodd
:/027r / /OQpQSin(qb)dpdd)dH:/o%ldH %sin(qﬁ) dé /02p2d,0

=27 —-0) (— cos(g) — (— cos(%))) <233 - (;j) = %7“/5

4. Um arame tem a forma da curva C na interse¢do entre o paraboloide z =
1 — 22 — 42 e o plano = = y, acima do plano z = 0. Parametrize C' e ache a massa



do arame, supondo que sua densidade pontual é proporcional a distancia do ponto
ao eixo z.

Uma parametrizagao de C' pode ser encontrada colocando x = ¢ e resolvendo
para y e z. Nesse caso obtemos, das equacdes y =z e z = 1 — 22 — y?,

r(t) = (a(t),y(t), 2(t)) = (t,t,1 - 2¢%).

Para ver em qual intervalo varia t, observamos que a condicao z > 0 se traduz em

1 —2t%2 > 0, o que implica que || <% . Ou seja,
Lt
V2T TR
Desse jeito obtemos uma parametrizacio de C' indo do ponto (—-L, —-1 0) ao

\/57 \/57
ponto (= 73 f’ 0). Para calcular a massa de C lembramos que a massa é a integral
da densidade ao longo de C, ou seja

m = /pds—/_i ) I ()] de.

A distancia de um ponto (z,y, z) ao eixo z é y/x? + y?, portanto a densidade é
p(z,y,z) = K+/2? + y? para alguma constante K. Logo

p(r(t) = pla(t), y(t), (1)) = KV262 = KV2 i

Alem disso,

e’ ()] = /' (t) 24 2(1)2 = /2 + (41)2
Substituindo,

1
m:/pd.S:/ﬁ V2K [t /2 + 1662 dt.

C 1

V2

Como o integrando acima é uma fungao par,

1 1
m = 2/” VK2 + 1682 dt = 2\/§K/ﬁ /2 + 1662 dt
0 0

Calculando (por substitui¢ao, u = 2+16¢2, du = 32t dt), vemos que [ tv/2 + 16t dt =
(2 + 16t2)2 /48, portanto
%

(2 + 16t2)2
Y NG) ¢ i i
m = 2v2 48

103 — 23 K
— K| — | = -1
f( 5 ) 12(5%5 )

t=0

5. Calcule a integral de linha do campo vetorial
F(z,y) = (—2%y + 2zsin(y) + zsin(z?), y*z + 2° cos(y) + 2sin(y*))
ao longo da curva formada pelo semicirculo {(x,y) : 2% +y? = 1, y > 0} orientada

de jeito que sai do ponto (1,0) e chega em (—1,0).

Seja C o semicirculo {(x,y) : 2% + y? = 1, y > 0} orientado como no enunciado.
Definimos uma nova curva C’, que é o segmento de reta que vai de (—1,0) até (1,0).



Desse jeito, C' U’ é uma curva fechada que limita um semicirculo D, e como F
é de classe C' em todo R?, o teorema de Green nos diz que

P
% F- dr—jg deJery—//a—Qfa—dxdy,
cuc’ cuc dy
onde

P(z,y) = —2%y + 2xsin(y) + zsin(z?), Q(z,y) = y°z + x* cos(y) + 2sin(y?).

Juntando isso com
7{ F«dr:/F'dr—l—/ F - dr,
cuc’ c c’

podemos calcular a integral desejada como

(1) /F~dr:7{ F~drf/ F~dr:// 8—Q78—Pdacdyf/ F - dr.
C cuc’ ’ p 0z dy c’

Calculando,
P
683 = y* + 22 cos(y), %’y = —2? 4 2z cos(y),

portanto

T 1
// @—8—]361 dy—// x2+y2da:dy:/ / r2 . pdrd) = =
D o Jo 4

Parametrizando C’ por

r(t) = (z(t),y(t) = (£,0), —-1<t<1
podemos calcular pela definicao de integral de linha
1
[ Far= [ PaeQdy= [ Plalt).u(0)s )+ Qi) y(o)y 0)di
/ c —1
Como z(t) =t e y(t) =0, temos z’'(t) =1 e y'(t) = 0. Assim, Q(z(¢),y(t))y'(t) =0
e temos
1 1 1
/ F.dr = / P(x(t),y(t)x' (t) dt = / P(t,0)dt = / tsen(t?)dt = 0
c’ -1 -1 -1
Este ultimo passo é porque a funcio f(t) = tsen(t?) é impar, portanto sua integral
no intervalo [—1, 1] é zero. Voltando a (1) e substituindo, vemos que

™ 7T
Fdr=-—-0=-—.
/C 4 4



