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// 2222dS
s

= 22 + y? que estd entre os planos z =1 e z = 3.

1. Calcule a integral de superficie

onde S é a parte do cone z2

A superficie S pode ser parametrizada por
7(r,0) = (rcos(f),rsen(d),r), (r,0)eD={(r0):1<r<3, 0<60<2r}
Por definicao,

_ or or
//Sf(:c,y,z)dsf //Df(r(r,e)) Fe 80‘ dr db.
Calculando as derivadas parciais,
or or
E(r, 0) = (cos(0),sen(0),1), %(T,G) = (—rsen(f), r cos(6),0).
Logo,
or OF
o X80 = (=rcos(f), —rsen(d),r)
e portanto
or X or = \/(—7“ cos(0))2 + (—rsen(h))2 + 12 = rV/2.
or 00

Sendo f(x,y, z) = 2222, temos
f(7(r,0)) = r* cos?(9).
Substituindo,

2 3
// 222 dS = // r cos?(0) (rv/2) dr df = \/i/ / 75 cos?(0) dr df = 277%
5 D o J1

2. Considere o campo vetorial

2
F(‘rayVZ) = <1—?’J_m2’ 2yarctg(x), Z) ’ (3373/’2) € R2'

a) F é conservativo? Por que? Caso seja, encontre uma funcio f: R® — R tal
que F=Vf.

Para ver se F' é conservativo, calculamos seu rotacional

5 3 i
Rot F = % o 21 =(0,0,0).
Tz 2yarctg(z) 2

Como o rotacional é 0 em todos os pontos de R3, que é simplesmente conexo, isso
implica que F' é conservativo.
Queremos achar f: R? — R tal que Vf = F, ou seja,

0 2 o 5
(1) 57{ - ﬁa (2) (‘37]: = 2yarctg(z), (3) KJZC _



Integrando em (1) com respeito a x, temos

(4) f(-% Y, Z) = yQ arctg(x) + g(y’ Z)

para alguma fungao ¢(y, z). Derivando (4) com respeito a y, temos

(5) %@@azwmmw+%mw

Igualando (5) com (2) obtemos

9g
—(y,2) =0
9y (v, 2)
e portanto integrando com respeito a vy,
9(y, z) = h(2)

para alguma funcéo h(z). Voltando a (4) e substituindo,
(5) flz,y,2) = y* arctg(z) + h(z).

Derivando (5) com respeito a z e igualando com (3),
of oh
6) =L — 202 =
e integrando com respeito a z obtemos

22

para alguma constante C. Voltando a (5), concluimos

2
(7) flo.y,2) = y*arctg(a) + 5 +C

onde C' é qualquer constante. E fécil verificar que essa funcdo satisfaz Vf = F.

/F~d?
C

onde C é a curva parametrizada por
7(t) = (t3 +et’, 12! cos(nt), t) . 0<t<l.

b) Calcule

Como sabemos que F' é conservativo, e
2
2 z
fl@,y,2) =y~ arctg(z) + -

é um potencial, o teorema fundamental para integrais de linha diz que

/CF~ dr = f(7(1)) — f(7(0)) = f(1 +e,—e, 1) — £(1,0,0) = e? arctg(l +¢) + %

3) a) Se S é uma superficie parametrizada por 7(u,v), (u,v) € D, e F(z,y,2) é um
campo vetorial definido em uma vizinhanga de S, escreva a féormula para calcular

o fluxo de F através de S,
/ / F- ds.
s

(usando da definigdo dessa integral).



//SF' a5 = //DF(?(WD- (gz X g;) du dv.

b) Calcule o fluxo do inciso anterior no caso em que F(x,y,z) = (y,z,2%) e

7(u,v) = (ucos(v), usen(v), v), D={(u,v):0<u<1,0<v <7}

Temos
or or
o (cos(v),sen(v),0), 0 (—usen(v),ucos(v),1).
Portanto
or  or 5 5
90 90 = (sen(v), — cos(v), ucos*(v) + usen®(v)) = (sen(v), — cos(v), u)

Por outro lado
F(7(u,v)) = F(ucos(v), usen(v),v) = (usen(v),ucos(v),v?).

Calculando

F(7(u,v)) - (g{; X SZ) = (usen(v), ucos(v),v®) - (sen(v), — cos(v), u) =

= u(sen’(v) — cos®(v)) + wv? = —wucos(2v) + uv?

Portanto

- or _ orF Lom
F(F N5 x5 ) dudv = - 2 2dvdu =
//D (7(u,v)) (8u X 31}) u dv /0 /0 wcos(2v) + uwv® dv du
1 T 1 T 3
:/ udu/ cos(2v) dv—|—/ udu/ vidv = —
0 0 0 0 6

/Fd?,
C

F(x,y,2) = (222 + €%, xy® + 1,2 + xe7)
e C é a curva de intersecdo do plano z +y + z = 1 com o cilindro z2 + y? = 9,
orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

4. Calcule

onde

Vamos usar o teorema de Stokes. A curva é a fronteira da superficie S que é
a parte do plano z + y + z = 1 dentro do cilindro 2% + y?> = 9 (ou seja, uma
elipse). Vendo S como o grifico da funcdo f(z,y) = 1 — x — y sobre o disco
D = {(z,y) : 2% + y? < 9}, temos que 7(z,y) = (2,9, f(z,9)), (x,y) € D nos d4
uma parametrizacao de S, com orientagao para cima. Como a orientagao de C' é
positiva com respeito a orientagao de .S, o teorema de Stokes diz que

/Cf-dF://SRot(F)d?

Rot(F) =V x F = (0,22, ¢?).

Calculamos



4

Se escrevemos Rot(F) = (P, Q, R), temos que P =0, Q = 22, R = y?, e lembramos

/Rot )-dS = // Qaf—l—Rdxdy—// —1)+y*dedy =
27
:// :Eerde:vdy:// r2~rd9dr:8—w.
D 0o Jo 2

5. Calcule o fluxo do campo
_ 1
F(z,y,2) = (Zzw +e¥, gy’ +tg(%), e’z + y2>

através da semi-esfera (orientada p/cima)

S ={(z,y,2): 2> +y* + 22 =1, 2 > 0}.

Usaremos o Teorema da Divergéncia. Notamos que F é C' em uma vizinhana
da bola 22 + y? + 22 < 1, portanto podemos usa-lo. A superficie S nao é fechada,
mas se consideramos a superficie

S1={(z,y,2) :2” +y* <1, 2 =0}
orientada para cima, temos que S U (—S7) é a fronteira do sélido
E={(zy,2): 2’ +y* +22 <1, 2 >0},

orientada para fora. Portanto o teorema da divergéncia nos diz que

*)// didea:dydz:// F.déz//ﬁd?_// F.dS.
E SU(—S1) S S1

Calculando

8 0
= y =
// div Fdxdydz = /// 92 (2%x+eY) 3 (3y +tg(2%))+ o — (2 24y?) dx dy dz

27 2
:/// 22+y2+z2dxdydz:/ / / pz(pzsin(¢))dpd¢d9:2—7r
E 0 0 0 5

Por outro lado, parametrizando S; como o grafico da funcao f 7(:10, y) = 0 sobre o
disco D = {(x,y) : 22 +y* < 1}, e escrevendo as coordenadas de F' como (P, Q, R),
temos

// F~d§:// —Pa—f—Qg—FRdazdy:// Rda;dyz// 22 0+y dedy =
Sy D D D
27
// r? sin? rder—Z

Voltando a (*) e substituindo, obtemos

de onde



