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Parte 111
Nuimeros reais - modulo e raizes

3.1 Modbdulo ou valor absoluto
3.1.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao (médulo ou valor absoluto)

Dado um nimero a € R, o médulo de a é indicado por |a| e definido por:

a se a>0
jaf = —a se a<0

Observe que: a=0= |a| =a = 10| =0.
a se a>0
Logo, a defini¢do de médulo poderia ser assim: |a| = 0 se a=0
—a se a<0

Observe também que: a=0=— —a=-0=—|0]=-0=0.

Logo a definicdo de médulo também poderia ser assim:  |a| = {

a se
—a Se

38

Lembre que dado um numero a, pela tricotomia da ordem, apenas uma das trés possibilidades da definigao de
médulo é verdadeira, isto é, apesar de que na definigdo nao aparece o conectivo ”ou’”, subentende-se que entre as

trés linhas hé o conectivo ”ou” (exclusivo).

Exemplos:

a=8>0= |8 =38 a=-2r<0=|—-27n|=—(-2m) =27
a=-3<0=]|-3=-(-3)=3 a=1—-3>0=|r—-3|=7-3
a=1>0=|r|=n a=3-1<0=[3—7|=—-B8—7)=-34+71=7-3

3.1.2 Exemplos de resolucao de equagoes e inequagoes com mdédulo, usando a definigao de médulo

1. |3z| =15
Resolucao:
3z se 3z >0 3 se >0
|3z| :=

3x:—{ —3xr se <0

—3r se 3z <0

Logo temos que encontrar: (x>0 e 3z =15) ou (z<0 e —3x=15)

- para z > 0, vamos ter que resolver 3x =15<= x =5. Como 5 >0,

uma solugao.

ou

- para x < 0, temos ter que resolver —3x = 15 <= & = —5. Como —5 < 0,

fato é uma solucao.
Logo a solugdo S ={-5} U {5} ={-5,5}

2. 3z > 15

3r se 3x>0

Resolugdo: |3z := { 32 se 3z <0

<= [3z| := {

Logo temos que encontrar: (x >0 e 3z >15) ou (x<0 e —3z>15)

3z se x>0
—3r se <0

concluimos que x = 5 de fato é

concluimos que z = —5 de

- paraxz >0 temos que resolver 3x > 15<=2x>5. Masx>5 e 2 >0=— x> 5.

logo, uma parte da solugao é Sy = (5, 00)

ou
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- para x < 0 temos que resolver —3xr > 15 <= —zr>b<=xr< -5 Masz < -5 e < 0= x < —5.
logo, uma parte da solugdo é Sy = (—o0, —5).
Logo a solugdo S =51 U Sy = (—o0,—5) U (5,00).

3. |lx—=3|=15

r—3 se r—3>0
—(x—3) se z—3<0

Logo temos que encontrar: (x >3 e x—3=15) ou (<3 e —xz+3=15)

r—3 se >3

Resolugao: |z — 3| := { —x+3 se <3

— |z — 3| ::{

- para x > 3 temos que resolver x — 3 = 15 <= x = 18. Como 18 > 3, concluimos que z = 18 de fato é
uma solugao.

ou

- para x < 3 temos que resolver —x +3 =15 <= —zr =12 <=z = —12. Como —12 < 3, concluimos que
x = —12 de fato é uma solucao.

Logo a solugao S = {—12} U {18} = {—12,18}
4. |z —3|>15

r—3 se x—3>0
—(z—=3) se z—-3<0

Logo temos que encontrar: (x >3 e —3>15) ou (<3 e —xz+3>15)

r—3 se >3

Resolugao: |z — 3| := { —r+3 se <3

< |z — 3| ::{

- para xz > 3 temos que resolver x — 3 > 15 <=z > 18.

Sabemos que x > 3 e x > 18 = x > 18, assim uma parte da solugdo é S; = (18, 0).

ou

- para x < 3 temos que resolver —x +3 > 15 <— —x > 12 <=z < —12.

Sabemos que £ <3 e = < —12 = x < —12, assim uma parte da solugido é Sy = (—oo — 12).

Conclusao: a solugdo é S =57USy = (—o0. —12) U (18, 00).

3.1.3 Moddulo: interpretacao geométrica na reta numérica

A interpretagao geométrica de |a|:

Na descrigao da reta numérica, observamos que:

- o ponto O que representa o numero 0 é denominado origem da reta numérica, além disso, identificamos origem
O com o numero 0, assim como identificamos o ponto a com o ntmero a;

- se o numero a > 0 entdo o ponto a se situa a direita da origem O e dista a — 0 = a unidades de O.

- se 0o numero a < 0 ent@o o ponto a se situa a esquerda da origem O e dista 0 — a = —a unidades de O.

- se 0 numero a = 0 entao o ponto a coincide com a origem O e dista 0 — 0 = 0 unidades de O.

Comparando a distancia do ponto ou nimero a até a origem O com a definicao de médulo de a,
- se a > 0 entdo a distdncia de a até a origem O é igual a a — 0 = a e também |a| = a;
- se a < 0 entdo a distancia de a até a origem O é igual a 0 —a = —a e também |a| = —a;

- se a = 0 entdo a distancia de a até a origem O é igual aa —0=0—0 =0 e também |a| = |0] = 0.

Assim, verificamos que em qualquer um dos casos, |a| representa a distincia do niimero ou ponto a até
a origem O.

A interpretacdo geométrica de |b — a:
Observe que:

(i) Se b > a entdo o ponto b estd a direita de a e o ponto b dista b — a unidades de a.

Além disso, b>a=b—a>0=|b—a|=b—a.
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(ii) Se b < a entdo o ponto b estd & esquerda de a e o ponto b dista a — b unidades de a.

Alédm disso, b<a=b—a<0=|b—a|=—-(b—a)=a—0b. ————————o—>
(iii) Se b= a entdo o ponto b coincide com o ponto @ e o ponto b dista b—a=a—a =1 unidades %e a.

Além disso, b=a=b—a=0=|b—a|=10] =0. °
Acabamos de verificar que em qualquer caso, |b — a| representa a distancia do ponto b ao ponto a.
ou seja, a dintancia entre a e b.

a

Exemplos:

1. Resolver a equagdo |z — 3| = 15 significa encontrar todos os pontos z cuja distancia ao ponto a = 3 é
exatamente igual a 15 unidades.

—12=3-15 3 18=3+15
E f4cil concluir que o ponto que estd a direita de 3 e dista 15 unidades de 3 é o ponto x = 18, pois 3+15=18.
E fécil concluir que o ponto que estd a esquerda de 3 e dista 15 unidades de 3 é o ponto x = —12, pois
3-15=-12.

Logo a solugao dessa equagao é S = {—12,15}

2. Resolver a inequagdo |x — 3| > 15 significa encontrar todos os pontos z cuja distdncia ao ponto a = 3 é
maior do que 15 unidades.

~rT~O ® T

—12=3-15 3 18U:3+15

E preciso encontrar os pontos x que estao a direita de 3 e distam mais do que 15 unidades de 3. Sao os pontos
T tais que x > 3+ 15 =z > 18.

B preciso encontrar os pontos x que estdo a esquerda de 3 e distam mais do que 15 unidades de 3. Sao os
pontos x tais que r < 3 — 15 = x < —12.

Logo a solugao dessa equagao é S = {x;2 < —12 ou z > 18} = (—o0, —12) U (18, 00),

3.1.4 Propriedades de médulo

Resolver uma equagao ou uma inequagao onde nao aparece o médulo em nenhuma das expressoes da equacao,
em geral, é mais facil do que resolver uma equagao ou uma inequacgao onde aparece o médulo. Por esse motivo,
para resolver equagoes e inequacoes que envolvem modulos, muitas vezes primeiro aplica-se a definigao ou as pro-
priedades de médulo com objetivo de simplificd-las até encontrar outras equagoes ou inequagoes onde nao aparecem
o médulo. Abaixo estdo listadas algumas das principais propriedades de médulo.

Dados a,b € R, valem as seguintes propriedades:

i) |a| > R : a |al
v |Z‘ai_ng;va\§|20<:>a:0. (vi) ‘T‘:W’ b#0
(ii) |a|=]—-al, YaeR. (vii) Ja|<b<= —-b<a<b
(iii) [a| = [b] == a=b ou a=~b<=a==b (viii) |a] >b<=a>boua< —b
(
(

: 2 aloncia:
() %Tatzn(z(:b:; 2’:‘&21603 Zqil\?;eg a = +b ix) Ja+b] <la|+[b] (desigualdade triangular)

Quando b< 0 Aa; |a| =b. x) |a"|=la[", neN
(v) |ab| = |a| |b] Além disso, |a|" = a™, n €N, Vn par.

Demonstragoes de algumas das propriedades (Essas demonstragdes aparecem nesse texto apenas para quem
tiver curiosidade de vé-las. Se quiser, pule essa parte e vé direto aos exemplos, o importante é saber aplicar as
propriedades):
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(i) Queremos provar: |a| > 0,Va € R eainda |a|=0<«= a=0.

Dado o ponto a € R, pelo axioma da ordem, temos dois casos (excludentes):

e Caso1l: a=0<«= a coincide com a origem <= a distancia de a até a origem é nula < |a| = 0.

e Caso 2: a # 0 <= a estd a direita ou a esquerda da origem O <= a distédncia de a & O é positiva
< |a|] > 0.

(ii) Queremos provar: |a|=|—al, VaeR.

—a s —a>0 —a se —a>0
—a|::{ . =|-al= 0 se —a=0 <

—(—a) se —a<0 “(—a) se —a<0

—a se a<0 “a se a<0

| —al = 0 se a=0 <:>|a{ ¢ se a>0

a se a>0
Mas a afirmacao entre chaves do lado direito da tdltima igualdade acima é a prépria definigdo de |al.
Logo | — a| = |a.

(iii) Queremos provar: |a| = |b| <= a =0 ou a= —b<= a = +b.

Primeiro vamos verificar se a implicagao é verdadeira nos 2 casos possiveis e excludentes:
e Casol: |a|=|b|=0<=a=0¢e b=0=a=b.
ou

e Caso 2: |a| =1]b] > 0. Nesse caso sabemos que a # 0 e b # 0 e podemos dividir em 4 casos:

a>0 e b>0 e |aj=b|=lal=a e |b|=b e |a|]=|b|=a=0.

ou
a<0 e b<0 e |aj=)|=la|=—a e [b|=-b e |a|=|)|= —-a=-b=a=0b.
ou
a>0 e b<0 e |aj=ph=|a|l=a e |b|j==b e |a|=]b|= a=-b.
ou
a<0 e b>0 e |aj=b|=lal=—a e [b|=b e |a|=|b|= —a=b=a=—b.
Conclusao: la| = |b| = a=b ou a= —b.

Para provar a reciproca, primeiro supomos a = b, nesse caso é claro que |a| = |b|.

Logo no outro caso da hipétese, temos que b = —a.

Nesse caso, é claro que |b| = | — a|, como ja provamos que | — a| = |a|, concluimos que |b| = |a].

iv) Queremos provar: Quando b > 0, vale a equivaléncia: |a| =b,<= a=boua=—b<= a = +b.

Quando b <0 Aa; |a|=0.

e Quando b > 0:
o) =622 o) =b e b =bE2 ja| = b £L 4 =b ou a= b= a==b

e Quando b < O:

Por (i) sabemos que Va, |a| >0 Vva, b<0< la] = Va, b<|a|= Aa;b=al.

v) Queremos provar:  |ab| = |a| |b]

Separando em todos os casos possiveis:
e Casol: a>0 e b>0=ab>0= |ab| =ab *)
a>0 e b>0=|a|=a, |b|]=b=la||b]=ab (**)

Por (*) e (**) verificamos nesse caso que |ab| = |a| |b].
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e Caso2: a<0 e b<0=ab>0=|ab]=ab ()
a<0 e b<0=|a|=—a, |b]=-b=|a||bl=(—a)(=b)=ab (**)
Por (*) e (**) verificamos nesse caso que |ab| = |a| |b].

e Caso3: a>0 e b<0= ab< 0= |ab] = —(ad) *)
a>0 e b<0=|a|=aqa, |b=-b=la||b]=a(-b)=—ab (**)
Por (*) e (**) verificamos nesse caso que |ab| = |al |b].

e Caso4d: a<0 e b>0= ab< 0= |ab] = —(ad) ()
a<0 e b>0=|a|=—a, |b]=b=la||b]=a(-b)=—ab (**)
Por (*) e (**) verificamos nesse caso que |ab| = |al |b].

Conclusao: |ab| = |a| |b], Va,beR.

vi) Exercicio: provar que ’%‘ = m, b#0

(vii) Queremos provar: |a| <b<= —b<a<b

Temos 2 casos: b>0 ou b<O0.

e Casol: Seb>0 queremos provar que |a| <b<= —b<a<b.

|a] < b significa geometricamente: sdo os nimeros reais a, cuja distancia até a origem é menor do que b.

Verifica-se essa propriedade na reta numérica: *@;WW%WW[)—>

e Caso 2: Se b <0, temos que:
b<0=0b<0<]a|. Logo |a|] <b éfalsa para Va.
b<0= -b>0=0<-b<a<b<0=0<a<0.Logo —b<a<b ¢éfalsa para Va.
Usando a légica, considere as afirmagoes: p: |a|<b e ¢: —-b<a<b.
Em nosso caso, como a afirmagdo p é falsa para Ya, sabemos que a afirmagdo ~ p é verdadeira para Va.
Em nosso caso, como a afirmagao ¢ é falsa para Va, sabemos que a afirmagao ~ ¢ é verdadeira para Va.
Logo para Va, temos que (~ p =~ q) e (~ ¢ =>~ p), ou seja, Ya, temos que (~p <=~ q)

Da légica, sabemos que quando (~ p <=~ q) é verdadeira temos que (p <= ¢) também é verdadeira.

(viii) Queremos provar: |a| >b<=a>boua < —b

Temos 3 casos: b>0 ou b=0 ou b<0.

e Caso1l: Seb>0 queremos provar |a|>b<=a>boua < —b.

|a| > b significa geometricamente: sdo os niimeros reais a, cuja distancia até a origem é maior do que b.

Verifica-se essa propriedade na reta numérica: fvaﬁ@b—%—@bvw

e Caso2: Se b=0 entdo |b|=—-b=0.

Queremos provar que |a| =0 <= a =0 ou a =0, que é verdadeiro pela propriedade (i).

e Caso 3: Se b<O0.
A reciproca serd verdadeira pois sabemos que |a| >0 VYa = |a] > 0>b Va.
Isso significa que sendo a>b ou sendo a < —b, é verdadeiro que |a|] > b.
Para provar a implicagao vamos analisar para a > 0 e para a < 0.
a>0,]a|>b=]al=a>b=a>b ou a< —b.
a<0al>b=la|=—a>b=0a<-b=0a>b ou a< —b.
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ix) Queremos provar que |a +b| < |a| +1b|, Va,beR.

- Primeiro vamos verificar que |a+b] =|a|+ |b| <= ab>0<=(a>0 e¢ b>0) ou (a<0 e b<0).

Verificando,

|a + b| = |a|+1b] (ambos positivos, elevando ao quadrado, vale a equivaléncia)
(la +b))? = (la| + |b])? (provando e usando, |z|? = |z| |z] = |z | = |2?| = 2?)
(a+b)? = |a]* +2]a| b| + 0> <=

a?+2ab+b* = a®+2|ab| + b2 <= ab = |ab| <= ab > 0.

- Agora, supondo ab < 0, vamos provar que |a + b| < |a| + |b].

Supondo que dois nimeros possuem sinais contrarios, ou seja, um é positivo e outro negativo, vamos chamar o

negativo de a e o positivo de b. Vamos verificar que a < 0 < b= |a + b| < |a| + |b|.
Calculando o lado direito da desigualdade: a<0<b=l|a|]=—-ae |b|=b=|a|+|b|=—a+Db.
Agora, vamos supor os trés casos possiveis e excludentes:

S H B S ou Mmoo
ou -b=a 0 —a=b —b a 0 —a b
) —+— ! b -

a —b 0 b —a

Doull) -b<a<0<—-a<b= —-a<b=0<a+b=|a+b=a+b
Mas, também temos que —-b<a<0<—-a<b=a<-a=a+b< —a+b=]a|+ b
Por (*) e (**), la+b=a+b<—a+b=lal+ |b| = |a+b| <|a|+ |b|

IMMHa<-b<0<b<—a=a<-b=a+b<0=|a+bl=—(a+b)=—-a—>b
Mas, também temos que a < —b<0<b<—a= —-b<b= —a—b< —a+b=la|]+ b
Por (*) e (**), la+bl=—a—-b<—a+b=|a|+[b] = |a+b| < |a|+ |D]

x) Exercicio: prove a propriedade  |a"| = |a|®, n € N. Além disso, |a|” = a™, n €N, Vn par.

3.1.5 Exemplos de resolugao de equagoes e inequagoes com mdédulo, usando propriedades

Resolva as equagoes ou inequagoes:

1. |6z —9| =12 4. |6 — 9] <12 7. 16z —9| > 12(x —1)
2. |6z —9| =12z — 1] 5. |62 — 9| > 12

3. |6z —9|=12(z —1) 6. |6z —9| <12(z—1) 8. |6z —9| < 12|z — 1]
Resolucoes:

1. (62— 9] = 12 <= [3(22 — 3)| = 12 <2 |3[|220 — 3| = 12 = 3|2z — 3| = 12 e= |20 — 3| = 4 = 4] £
) 20-3=4 ou II) 2z —3=—4.
Resolvendo cada equagao,
) 2r—-3=4d<=2r =T ax="7/2
II) 22 —3=-d<—=2r=-1<=z=-1/2
solugdo S = {-1/2,7/2}

2. |6$—9‘:12|.’L‘—1|<(L_)>3|2$—3|:12|$—1‘<:>|2{)3—3|=4|.1‘—1|g;
)2z —3=4(x—1) ou II) 22 —3 = —4(z — 1).
Resolvendo cada equagao,
) 2r—-3=4(r—1) <=2 -3=4r—4<= 2v=—-1<=zx=1/2
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II) 20 -3=—-4(z—-1)<—=2r-3=—-4do+4d<=6r=T<2x="T/6
Solugdo S ={1/2,7/6}

3. |6z —9|=12(z —1)
A equagao tem solugao seesése x—1>0<«<=z > 1,
ou seja, a equagao nao tem solugdo Vo < 1, pois A =z; |6z —9| <0.
Assim vamos supor x — 1 > 0 e resolver a equacao.
6x—9|=12(z—1), 2—1>0«<=3|2z—-3|=12(z—1), 2—1>0<=[20-3|=4(z—1), 2—1>0 G
D2z —3=4(x—-1) ou I)2x—-3=-4(z—-1)
Resolvendo cada equagao,
N2z -3=4(z-1)<—=2r-3=4dr—4d<—= 2r=—-1<=zx=1/2
M2r-3=-4(z—-1)<=2r-3=-dr+4<=0br=T<=z2="7/6
Agora precisamos testar se cada solugao satisfaz a restricdo, ou seja testar se = > 1.
Como x=1/2<1, x=1/2 nio é solucao.
Como z=7/6>1, x=7/6 ¢ solucao.
Logo, a solucao S = {7/6}
4. Na desigualdade podemos usar as propriedades vii) e como 12 > 0 na igualdade podemos usar a equivaléncia
da propriedade (iv):
[6x — 9] <124= —-12<62—-9<12<= -1249<62<12+49<= —3<62x<21<= -1/2<2<7/2
17

Logo a solucao é o intervalo I = [77, T]

5. Podemos usar a propriedade viii):
[6x —9] >12<= 1) 62—9<—-12 ou II) 62—9 > 12
Resolvendo cada inequagao,
I) 62 —9< -12<=6r<—-1249<= 6 < -3 <= < —1/2
II) 62-9>12<=6x>1249< =6 >2l<=22>T<= x> 7/2.
Logo a solucdo S é a unido de intervalos, S = (—o0,——+4) U (=, 00)
6. Para resolver vamos aplicar a propriedade vii).
[6x — 9] <12(z—1) <= —12(z - 1) <6z -9 < 12(x — 1)
Nesse caso é preciso separar as duas inequagoes para ser possivel resolvé-las,
I) —12(z—-1)<6zx—9 e 1) 6z—9<12(zx—1)
Resolvendo cada equagao,
) -12(z—-1)<br—9<= —-1204+12<6br -9 < —18zr < -2l <=6 > T <= x> T7/6
e
II) 62—9<12(x—1)<=6r—9< 12z —12<= -6 < -3 <=z > 1/2
A solugéo é a intersegdo das inequagdes x> 7/6 e x>1/2com x> 1.
Logo a solugdo da inequagao é o intervalo I = (7/6,00)
7. Podemos aplicar a propriedade viii) para resolver a inequagéo e a equivaléncia da propriedade (iv), supondo

x—1 > 0. No final é preciso testar se a solugdo da equagao encontrada no final também é solugao da equagao
original.

6z —9]>12(zx— 1)< 1)6x—-9<-12(x—1) ou II) 6z—9>12(x—1)
Resolvendo cada inequacao,
or—9<-12(x—1)<=06x—-9< -122+12<= 182 <2l <=z < 7/6

ou

II) 62 —9>12(x — 1) <= 62— 9> 12z — 12 <= —6x > -3 <= 2 <1/2

Logo a uniao de I) e II) é a intervalo z < 7/6.
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Testando as solucoes da equagao,
x="7/6, 6 —-9=[7T—-9]=2 e 12(zx—1)=12(1/6) = 2. Logo = = 7/6 é solugao.
x=1/2, 6z —9|=3-9]=6 e 12(x—1)=12(—1/2) = —6. Logo = = 1/2 é solugao.

Concluimos que a solugao da inequagao é o intervalo I = (—o0,7/6].

8. |6z — 9] < 12|z — 1
Usando a propriedade vii), terfamos que resolver:  —12|z — 1] < 6z — 9 < 12|z — 1].

Para cada inequagdo, se aplicar novamente as propriedades vii) e viii) obteriamos duas inequagoes, totali-
zando quatro inequagoes a serem resolvidas.

Nesse caso, é mais simples resolver usando a definicao de médulo, isto é, abrindo as duas expressoes de modo
a obter trés inequacoes para resolver. Além disso, fica mais simples ainda se usarmos uma tabela para abrir
os médulos.

6 — 9] <12z — 1| <= 3|22 - 3| < 12|z — 1| <= |2z - 3| < 4|z — 1| <= |22 — 3| — 4|z — 1| < 0.

Vamos usar uma tabela para escrever sem médulo a expressao:  E(z) = |2z — 3| — 4|z — 1]

r<l |z=1 1<x<% x:% JS>%

Az) = |22 — 3] —2x 43 1 —2x+3 0 2 — 3
B(x) = 4]z — 1] —dz +4 0 dr — 4 2 dx — 4
E(z)=A(z)—B(z) | 2z—1 1 —6x + 7 -2 | =2z +1

Analisando o sinal de cada expressao,
Para 20 —1<0<=2x<1/2. Logo z<1/2 satisfaz a inequagao.

ou para E(z)=1>0. Logo x =1 nao satisfaz a inequagao.

ou para 1<x<%

—6r+7<0<= br< T 2zx> %. Logo % <z < % satisfaz a inequacao.

ou para |z = % E(x)=-2<0. Logo x = % satisfaz a inequagao.

ou para x > %

204+1<0<¢= 22 < -1l<= 2> % Logo x> % satisfaz a inequagao.
A solugao é S = (foo, 7) U [%, oo]

3.1.6 Exemplos de graficos de fungoes com modulo
Esbogar os gréficos das fungoes. Para isso, vamos usar a defini¢ao para "”abrir” o médulo e/ou usar as propriedades

para simplificar e/ou usar as transformagoes em graficos.

Ly=f(z)=|z|
Para = > 0, temos que y = z, reta bissetriz do lo. e 30. quadrante, mas como x > 0, é a bissetriz situada no
lo. quadrante (fig. 1).

41 41 4
2 21 2
0
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
4
2. f(z) = [z -3 2

O gréfico de f é uma translagao horizontal do grafico de
y = |z|, de 3 unidades para a direita. T o1 3 5 4 5 5 7
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3. f(x) =2+ Jal .
O gréfico de f é uma translagdo vertical do gréfico de y =

|z|, de 2 unidades para cima. ol

4 321 |01 2 3 4

4. f(z) =122 — 3| —4|z — 1]
Como nao ha nenhuma propriedade de igualdade relativa a soma ou subtracao de médulos, nesse caso a unica
op¢ao ¢é usar a definicdo de médulo para abrir |2z — 3| e |z — 1].

Usaremos tabela para facilitar as contas nos intervalos onde abrimos os médulos.

<1l |z=1|1<x<3/2|x=3/2| x>3/2 i
2z — 3| —2r+3 | 1 2013 0 27— 3
Az 1] x4 0 ir —4 2 ir 4
22 —3| — 4|z —1] | 2z -1 1 -6x+7 -2 —2r 41

3.2 Completando o quadrado

Uma técnica de simplificagao de expressoes bastante 1util é baseada nos seguintes produtos notaveis:
(a+0b)?=a%>+2ab+b* e (a—0b)%=a®—2ab+0b

3.2.1 A técnica de completar o quadrado

Observe que:

E(z) = 922 — 422 4+ 49 = 922 — 2+ (3z) - 7+ 49 é exatamente o quadrado de (3z — 7)
e também

E(z) = %x2 + %m +4= %12 +2- (%x) 2 4+ 4 é o quadrado perfeito de (%x + 2).
Agora, veja os exemplos:

Exemplo 1 E(r) =922 + 12z ndo é o quadrado perfeito de uma expressio do tipo  ax + b.

Qual é o nimero %k que devemos somar a E(x) = 922 + 122 de forma que uma nova expressao
F(z)=E(x)+k seja o quadrado perfeito de uma expressao do tipo ax + b?

Para descobrir quais s@o os valores de a e b, vamos reescrever a expressao FE(z):
E(x) =922 + 1222 = (32)? + 2 (32) - 2.

Como 922 = (3x)? e 1222 =2-(3z) -2, concluimos que a=3 e b=2.

O ndmero que devemos somar é k=0>=22=4

e a nova expressao é F(z) = (37)2 +2- (3z) -2 +4 = (3z +2)2

Observe que se somamos k =4 e subtraimos k =4, na expresssio F(z), ela nio se altera,

E(x) =922 +122=(32)?+2-(32) - 2=(32)> +2-(3z) - 2+4—4= (30 +2)> — 4

Exemplo 2 Considere a expressio E(z) = 22 + Tz + 5.
Qual é o ntimero k que devemos somar a 22+ 7z tal que 22+ 7z +k seja o quadrado perfeito de uma
expressao do tipo ax + b7
?+7r=2>+2-(2) (1), assim, k= (%)2 =4

Logo, 1524‘795‘*‘]?:962—1—2-(95)-(%)4-%:(x+%)2
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Observe que podemos somar e subtrair o nimero 22 na primeira expressao entre parénteses abaixo, que ela

nao se altera. ‘
Bz) =2+ 7o +5=(2+2-(2)- (1)) +5= (22 +2-(2) (D) +2-2) +5= 2+ L) -2 45—
(=+3)° -2

Generalizando, encontramos o método conhecido por ”completar o quadrado”.

Dada uma expressao do tipo ’ E(x) = ax® + bx + c‘ (trinémio de grau 2, a # 0)

sempre podemos reescrever na forma ’ E(x)=a(z+m)*+n ‘ realizando os seguintes procedimentos:

(i) Reescrever E(z) = az® + bz +c=a (2% + 22) + ¢

53 2 b, _ .2 b
(i) Reescrever 2°+4 2z =2z+2-(2)- 5

somar e subtrair % para obter um quadrado perfeito menos uma constante,
2 2 2 2
2t gr=a"+2 (1) g0+ gz — 4 = (T4 50) — 2z
(iii) Substituir a expressao encontrada em (ii) na expressio de E(x), mais & direita em (i)
2 2 2 2 2 2_
E(l‘)=a((l‘+%) —4%) te=a(r+ ) +a(—4%) +te=a(r+3) - (%)

2_ -
Logo encontramos m = L e p=_—(btdac
2a 4a

Atencgao: o objetivo foi provar que é possivel encontrar m e n em termos de a, b, c. Nao é uma boa idéia mem-
orizar essas férmulas para completar o quadrado, é mais simples aplicar nos exemplos 0 mesmo procedimento
descrito acima.

Exemplos
1 422 +40 2 — 100 =4 (2> +10 x) =100 =4 (2 +2-2-5) =100 =4 (22 + 22 -5+ 25 — 25) — 100
4 (22 +2-2-5+25) — 100 — 100 = 4 (z + 5)> — 100 = 4 (z + 5)° — 200

2.2 —3x—2? =2 —Br+2Y) = - (a?+2-2-3) =L - (*+2-2- 3+ 9 -

N oo
S—
Il

B @2 4D =Tt o @t 09— (o4

3.2.2 O grafico do trinémio de grau 2
Um trindmio de grau 2 é uma expressao do tipo:  E(z) = az? + bz +c a,b,c € R, constantes , a#0, x€R

2 representa uma parabola com vértice na origem e

Sabemos da Geometria Analitica que a equagdo y = ax
o eixo da parabola é coincidente com o o eixo y.
Além disso, quando a >0 a concavidade da pardbola é voltada para cima

e quando a < 0 a concavidade da pardbola é voltada para baixo.

Podemos completar o quadrado na expressao az? + bz + ¢, vamos encontrar valores para h e k de forma a
reescrever a expressio,  ax’ +bx +c=a(x — h)% + k.

Assim, y=ar’+br+c << y=alr—h)?? +k << y—k=a(z—h)?

A equacdao y = ax? +bx + ¢ representa uma translacao da pardbola y = ax?, ou seja, é uma pardbola cujo
vértice ¢ 'V = (h,k) e, além disso, a concavidade é para cima quando a > 0 e para baixo quando a < 0.

Exemplos:

1. Vamos identificar a pardbola de equacio y = 422 + 40 2 — 100.

No exemplo 1 da se¢ao anterior ja completamos o quadrado dessa expressao, logo

y=4224402—100 < y=4(z+5)°-200 < y+200=4(z+5)> < y—(—200)=4(z — (=5))*

Essa equagao representa uma pardbola de vértice V = (=5, —-200), com concavidade voltada para cima.
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2. Vamos identificar a parabola de equagao y = % — 3z — 22,

No exemplo 2 da se¢ao anterior j4 completamos o quadrado dessa expressao, logo
y=T 300 = y=9-(@+3)’ = y-9=-@+})’ = y-9=-(c-(3)
Essa equagao representa uma pardbola de vértice V = (—%, 9), com concavidade voltada para baixo.
3. Esbogar o grafico de  f(z)=4— |z —1| |z — 2|
Simplificando, f(z) =4—|(z—1)(z—2)| (para simplificar foi usada a propriedade |a| |b| = |ab|, Va,b € R)

y=Il(z—1)(z-2)|

6 61
y ¥y
Abrindo o médulo,
y=(@-1@-2 - mantemos a parabola sobre e
¢ uma  vardbola 5 acima do eixo z A
para quando (z — 1)(z — 2) > 0 <
voltada para cima,
corta o eixo x em e zslou w23
2-10 12 3 4 Sy - tomamos o simétrico da 2719 1 2 3 4 S«
r=1lex=2. . ~ .
-2 pardbola em relacao ao eixo x -2
Fig. 1 quando (z — 1)(z — 2) < 0 Fig. 2
l<ax<2.
Usando transformagdes sobre y = |(z — 1)(z — 2)],
2
¥y AN
y =l -1 -2) y=4-l@-1-2)
2
Ao mutiplicar por (-1), Ao somar 4, fazemos uma /
tomamos o simétrico do translacao vertical de 4 —— /75 3\ : .
grafico da fig.2 em relagao unidades para cima, do \ /
ao eixo x; grafico da fig.3. -2
Fig. 3 Fig. 4

4. Esbogar o grafico de  f(z) =8|z — 1|+ (z — 1)2 + 16

Para obter o grafico de f, primeiro observamos que (x — 1)2 = |z — 12 e que o termo (x — 1) pode ser
substituido por z, isto é, podemos construir o grafico de y = 8|x|+ 22 + 16 e no final fazemos uma translacao
de 1 unidade para a direita.

Assim podemos construir a seguinte sequéncia de graficos:
y =8z + 22+ 16 = (z + 4)%, o grafico é uma pardbola voltada para cima, com vértice no ponto (—4,0);

y = 8|z| + |z|? + 16, para z > 0, o gréfico coincide com o gréfico anterior e para x < 0, o grafico é simétrico
em relagao ao eixo y;

y = 8|z —1|+|z—1|?>+16, o grafico é uma translacio horizontal do gréfico anterior, de 1 unidade para a direita.

y =8z + 2%+ 16 = (x + 4)* y = 8|z| + |z|> + 16 y=8lz— 1|+ |z -1+ 16

100 1007 100

4 y

y

20

-15-10 -5 0 5 10 15~ -15-10 -5 0 5 10 15% -15-10 -5 0 5 10 15~

Outra opc¢ao de construcao do gréfico seria usando diretamente a definicdo de médulo, abrindo |z — 1].
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3.3 Raiz quadrada e raiz cubica
3.3.1 Raiz quadrada e raiz cubica: definigoes
Definicao - Raiz quadrada ou raiz
Dado a € R; a >0, a raiz quadrada de a é o tinico b € R, indica-se \/a = b, tal que b?>=a e b>0.
Definicao - Raiz cubica
Dado a € R, a raiz ctibica de a é o tnico b € R, indica-se /a = b, tal que b3 =a.
Observagoes:
e A equagdo % = 9 tem duas solugoes, z = +3, poisr =3 =122 =32=9 ex=-3=22=(-3)2=09.

V9=3 e V9# -3 pois 32=9 e 3>0,

(—3)2=9, mas —3<0.

e O nimero a é chamado de radicando tanto na raiz quadrada quanto na raiz cibica.

e Na raiz quadrada o radicando é necessariamente positivo ou nulo, na raiz cibica nao ha restricao.

e O processo de encontrar a raiz quadrada ou raiz ctbica se chama de radiciagao.

e Considere @ = z2. Sabemos que 22 > 0, Vz € R, logo sempre serd possivel determinar v22, Vr € R.

V2 =b<=b> =22 ¢ b>0
Sabemos que b2 =22 <= b=21x ou b= —uz, isto é, essas sdo as duas tnicas candidatas a raizes de 22.

Suponha que x > 0. Nesse caso, b=z >0

e

b =22 = Va2 ==

Suponha que x < 0. Nesse caso, b= -2 >0 e b>=(—2)? =22 = Va2 =b= —u.

Acabamos de provar que | Va? = |z

3.3.2 Raiz quadrada e raiz cibica: propriedades

Dados a,b € R, valem as propriedades:

Al) Va? =la|, YaeR

A2) Vab=+avb a>0e b>0

A3) (Va)’ =a a>0

A4)\/@:\/—a\/—b a<0 e b<O0

a_ Va

Ab - = — a>0e b>0
Wi-Y ez

A6) %:”_Z a<0 e b<0

>
3
s}
IN
S
I
<

b<—= a=+vb
OBS. a=b#> a=+b
pois,caso a <0 e a=b=A4 /a
A8)0<a<be= ya<b
OBS. a<b#= a<Vb

pois,caso a <0 e a<b=A +/a

A9) Va+b<a+Vb, Ya,b>0

Exemplos de simplificagoes de expresssoes:

& (x—1)3 -1
1. Para z #1, (z—1) _ =
z—1 z—1
—1)2 -1
2. Para x #1, (z—1) = o= 1]

r—1

rx—1

1

Bl) Va3 =a, Ya€R

B2) Vab = /av/b

B3) (Va)’ =a

B4) vab = J/—a¥y/—b
a_va

B5) ¢/ =YL 420

5=
a v —a

B6) 7/ - =

6) {5 = =g b#0

Bl)a=0b<+= {a= b

B8)a<b<= a< Vb

B9) Va+b< Ja+ Vb, Va,b>0

2

49
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r—1

3. Para x #1, Viw— 1P = 3‘ (e~ 1)2)3 = (z -1 =

1 rx—1 r—1

50

L paa wz1, YOI _ VE-09" @-1? _ |@-10e-] _ |@-10 lz-1] _
' ’ x—1

) r—1 r—1 r—1 r—1
%:@_1) |z — 1
5. Para o1, \/W: ((;:1)4) :\(2111)4‘:(2__11)4:(3:_1)3

6. P 1
ara & >4, x—1 x—1 x—1

V(1 —z)7 _ \/(1 —2)3)* (1 - x) |(1-2)?VI-= _—a —z)V1—z

(;__11)7 = V-1’ @-1)  |@-1/F=T N L N s

7. Para z < 1, = =—(1-2)*/1—x

1—=x 1—=x 1—=x 1—=x

3.3.3 Solucgoes da equagao de segundo grau

As solucdes da equacdo: ax?+br+c=0, a,b,c €R, constantes , a#0, x€R.

De acordo com o que foi visto anteriormente, ao completar o quadrado na expresssio az? + bz + ¢

que

aparece no lado esquerdo da primeira igualdade abaixo, obtemos a expressao do lado esquerdo da segunda equacao

(sabemos que a # 0),

ar?+br+e=0 <

a x—i—i 2— L_ZMC =0 <=
2a 4a o
il b ? 0 —dac
2a o 4a

:c+£ 2_b2—4ac
2a¢)  4a?

b? — da

Para que essa equacao tenha solugao é preciso que i
a

2a

Mas, como 4a®? >0, para que essa equacao tenha solucdo é preciso que A = b? — 4ac > 0.
Quando h4 solucdo, temos dois casos a considerar: 5% —4ac=0 ou b% —4ac > 0.

- Quando b? — 4ac = 0, resolvendo a equacdo, temos que:

sc-i—i 2—0 — x+£—0 = x——i
2a B 2aq Y

- Quando b? — 4ac > 0, resolvendo a equacdo, temos que:

x—i—i 2_b2—4ac
2a) = 4a?

b b2 — 4ac
B I i
(m + Za) 4a?

b +vb? — 4ac

IJF%: v4a?
:r—i—i— +v0? — 4ac

2a 2v/ a2

2
c b
>0 porque sabemos que (x + > > 0.
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T % T T 2
b +v/b2 — 4ac b (:I:\/ b2 — 4ac) —b+Vb? — 4ac
Quando a > 0, r+—=— <= r=—-—4+-——- <=r=—
2a 2a 2a 2a 2a
+/b2 — dac b (£Vb? —dac) —b+ /b? — 4ac
Quandoa<0, SU—"%:T @xz—%—T @%ZT

Resumindo, sdo trés tipos de solucdo da equacdo az? + br +c =0,

e Se A=0%—4ac<0 entdo nio hé solucdo.
b
e Se A=0%>—4ac=0 entdo hd uma solucdo =z = ~%g"
a
—b+ Vb2 —4
e Se A =10b%—4ac>0 entdo hd duas solucoes z = e ey

2a

3.3.4 Fatoracao do trindmio de grau 2

Afirmacdo 1:  se x; e xy sdo raizes distintas da equacdo ax?+bx+c =0

Vamos verificar que essa afirmacao é de fato verdadeira.

Se x1 e x9 sdo raizes distintas da equacio ax?+br+c=0 entdo z; =

Substituindo esses valores de x1 e x2 em a (z — z1) (z — x2), obtemos

a(m—xﬁ(m—m)za(m 5a 5

b Vb% — 4ac b Vb2 — 4ac b
=alzt———F— ||+t —F— | =al| |2+ ) —
2a 2a 2a 2a 2a
2
b\* [ Vb2 —dac ) b b2
=a ($+2(1) —<2a> —a(sc +2-(2a>.’17+4a2—

dac

=a x2+ix+ﬁ—ﬁ+f
B a 4a?

4a?  4a?

Afirmacdo 2: se a equacio ax? +bxr+c=0 tem solucio tnica z = x;

- . b
Se a solugao é unica, sabemos que x; = % e
a

2

Logo, substituindo o valor de 1 na expressdo a(x — x1)%, obtemos:

b\? b b b dac
a(xx1)2a(:c+2a> a(:c2+22ax+4aQ)a<1’2+ax+4a2

se a equacdo ax’+br+c=0 ndo possuisolucio um dos dois casos é verdadeiro:

Afirmacgao 3:

(i)sea >0 entdo azx?-+br+c>0 paratodozcR
ou

(ii)se a <0 entdo az?+br+c<0 paratodor€R

Justificativa: .

Ao completar o quadrado, vimos que  az?+br+c=a(z+ L) — (
2 2

Logo a$2+bx—|—c=a((ac—|— %) _(bf‘éM))

Vamos verificar que se a equagao nao possui solucao, o termo

2
Sabemos que o termo A = (z+ )" >0 para todo z € R.

entao

—b+ Vb?2 — dac o

R (SE

b
>—a<x2+x—|—c> =ar?+bxr+c
a a

ar®>+br+c=a(x — ) (x — 22)

—b—Vb% — dac

To =
2a

2a

e 4ac> (x bV 4ac> _

Vb2 — 4ac>

2a 2a

b — 4ac)

4a?

c.q.d.

entdao az? +bx +c = a(zr — x1)>.

b2 —dac=0 < b*=4ac.

b
> =a (zz + —z+ C> = ax?+br+c
a a

i) —a (o + )" - (7).

4a?

((1’ + %)2 - <b2*4ac)) > (0 para todo = € R.

Se a equacdo nio possui solucio, sabemos que b? —4ac < 0, e que 4a®> > 0 logo o termo B = — (btfzac) > 0.

Mas, A>0e B>0 =— A+B>0

Como az?+bxr+c=a(A+ B), concluimos que o sinal de

az? +bx +c

sé depende do sinal de a.
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3.3.5 Analise de sinal do trinéomio de grau 2

A analise de sinal de  E(x) = ax? + bx +c¢ pode ser dividida de acordo com os trés tipos de solucao da equagao.

_ —bEVV? —dac

e Se a equacdio E(x) = ax? +bxr +c=0 possui duas rafzes distintas, =z

2a
Considerando que as raizes sao x1 < To.
Pela afirmacio 1 da secdo anterior, ax?+bx+c=a(x — 1) (z — 22)
Logo, para a > 0:
x r<T | T | 1 <Tx<ZT2 | T2 | T>To
a + + + + +
T — T — 0 + + +
T — T2 - — - 0 +
ar? +br+c=a(xr —x1) (x — 79) + 0 - 0 +
Logo, para a < 0:
T r<x1 | X1 | 1 <x<XTg | T2 | T>To
a _ — _ — —
T — T — 0 + + +
T — T2 — — - 0 +
ar? +br+c=a(xr —x1) (x — 72) - 0 + 0 -
~ 2 . ~ - b ~ ~
e Se aequacdo FE(z) =az*+bx+c=0 possui apenas uma solugdo xz; = 7R pela afirmacéo 2 da secao
a
anterior, az? + br + ¢ = a(x — 11)?
Logo, para a > 0:
€T r <X 1 x> T
a + |+ +
(x— 1) + 0 +
ar?+br+c=a(x—z)’ + 0 +

Logo, para a < O:

x r<x |21 | >
a — _ -
(x —x1)° + 0 +
ar? +br+c=a(r—x1)° - 0 -

e Se a equacio E(z) = az? +br+c =0 ndo possui solucdo, pela afirmacio 3 da segdo anterior, o sinal de
E(r) = az? +bx +c¢ s6 depende do sinal de a.

Logo, para a > 0: Logo, para a < O:
T reR T reR
a + a —
ar® +br +c + ax® +br +c -
EXEMPLOS
VarZ—4
1. Vamos encontrar o dominio da expressdo E(x) = e o © e encontrar todos os valores de = em que a
var—2
va? —4
identidade A - x + 2 é verdadeira.

N
D = Domfnio de E(z): x; 22-4>0 e x—2>0.
22 —4>0«<=z>2 ou z< -2
T—=2>0+=1x>2.
Logo D = (2,00) .

Usando propriedades de raiz, = = =V +2.
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Mas para que a identidade seja verdadeira é preciso que todas as expressoes da identidade sejam definidas.
Para isso, é preciso que 22-4>0, ©—-2>0, z+2>0.

Fazendo as intersecoes das solucoes das trés inequagoes, concluimos que = > 2.

2. Observe que a simplificagdo do item (a) estd correta e a do item (b) estd errada.

N N G B et BN s

T

(a)

. Logo,

T x
T_ 9,2 2_2
Quando =z > 0, Vi g x\/x 2 —2
x

Vat — 222 _ Y x2 e
x

Quando x < 0,

g 6 6 (372 6 2
\/12:1;‘3:34- 4t i (jf +1) _ \/E\x/zx 1 T
O erro nessa simplificacdo ocorreu quando z° dentro da raiz do numerador foi cancelado com z*® do
denominador. Nao é possivel fazer isso porque V26 = 3 apenas no caso em que z > 0, mas no caso em
3| __.3

(b)

que x < 0, temos que vVab = (x3 |x —x°.

3. Vamos resolver a equacio (z — 3)? = 5 sem elevar ao quadrado, usando propriedades de raiz.
Como (z — 3)2 > 0e 5 > 0, pela propriedade A7), temos
(z-3)?%=5+=/(z-32=Vh<=|z-3|=Vh<=1-3=V5 ou v -3=—-V5 <=
z2=3++5 ou z=3—-+5
Resolvendo a mesma equagao de outra forma, elevando ao quadrado o termo (z — 3), encontraremos
6i\/3ﬁ _6£2V5 _ 3445

2
Naturalmente as solugoes sdo as mesmas, nao importa como a equagao foi resolvida.

2?2 — 6z 4+ 4 =0, resolvendo, =

4. A partir do produto notdvel a” —b" = (a — b)(a"" ' + a2+ -+ + ab" "2 4 b" ") podemos obter novas
identidades, por exemplo:

(@) (a=B)atb)=a® —1, o=z b=\j= (Vi-v5) (Vi+vi) =D’ - (v5)"
Logo, como (vz)’ =z e (7)” =y, conclufmos que (v — /) (VZ + /) == —y

(b) (0= b)(a* +ab+1?) = a® =%, a =z, b= yf= (Vo y5) (V2 +Vaei+(0)°) =
(¥/2)° = (¢5)". Concluimos que  (¥/z — /7) (Vo) + Va5 + (5)") =2 —v.

(¢) (a=—b)(a®+ab+b?)=a>—b, a=Y1—2z, b= Va2 =
m—\ﬁ) <(\/1 z)’ 6/12x\3/a?+(\3/972)2>—12xm2

Voo Vet =2

2+\f 24 x

O dominio da inequagao é a intersegao das solugoes de: ) —x>0; I)22-2>0; III)2+ Jz#0.
) —2>0«<=2z<0

Ma?-2>0e=12>2e= V22> V22| >V2<=2>V2 ou <2

D) 2+ 7 £ 0 = ¥z # —2 = (¥7)° # (—2)3 =z # —8.

Assim, o dominio D = (—o0, —8) U (=8, —v/2 |.

Ve Vat=2 V-z —Va? —

24+ Yz~ 2+\F<:) 24 {/x -

Vamos usar tabela de sinais, para isso precisamos encontrar primeiro os valores de x € D onde a expresssao
do numerador e a expressao do denominador se anulam e onde sao positivas.

5. Vamos resolver a inequagao:

Resolvendo a inequagao,
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\/—x —Vz 0, 2 < V2 = V=2 =V12-2, 2 < V2= —z=22-2 < —/2

x? —|—a:—2—0 x<—\/§<=>(x:—2 ou r=1), 2 < 2= z=-2

\/fx —V22—2>0 2< V2= V=2 >Va2-2, 2 < V2 = —x>22-2 =z

T +x—2<0,xﬁ—ﬂ(z)—2<x<l,xS—x/Q:>—2<x§—\/§.
24 Y1 >0 Yz > -2 (¥2)° > (-2° <=z > -8

Construindo a tabela de sinais (respeitado o dominio),

7\/§<:>

IN

r<—-8|laza=-8] -8<z<-2|z=-2|-2<z< V2 |2z=—-V2
—x — Va2 —2 — — — 0 + +
2+ V= — 0 + + + +
/— — 272
Yoz —veRm2 nd - 0 + +
2+ Yz

Solucdo da inequagao:  (—oo, —8) U [-2, —v/2].

3.4 Raiz indice n

Como um nimero n > 2 é par se e sé se pode ser escrito como n =2k, k € N e um ntimero n > 3 é impar se e
s6 se pode ser escrito como n =2k + 1, k € N, vamos definir e listar as propriedades substituindo o indice 2 por
2k e o indice 3 por 2k + 1, supondo k € N.

Definicao de raiz de indice par. Dadoa €R, a>0 ekeN, 2a=b se b*=a e b>0.

Definicao de raiz de indice impar. Dadoa €R, ekeN, »Va=0b se b*F=aqa
Propriedades. Dados a,b € R,k € N, valem as propriedades a seguir.

(as propiedades de raiz quadrada sdo validas para todas as raizes com {ndice par)

(as propiedades de raiz ctbica sio vélidas para todas as raizes com indice impar).

Al) 2W:|a|’ Va € R Bl) 2k+W—a Va € R

A2) Wab= /a®b a>0 e b>0 B2) *Wab= R/a*"Vb

A3) (%) =a a>0 B3) (/)" =a

Ad) ¥ab= %/—a®/=b a<0 e b<0 Bd) *Wab = *R/=a /=
a 2\k/6 a 2k+\[

Ab) Zkg:2% a>0e b>0 B5) 2k+\1/7_2k+\1/67 b#0

2k 2k+1

A6) 2</E= \/Ta a<0e b<O 2k+1 \/ja, b#£0

b Z\k/jb b 2k+\/7
AN 0<a=b+= %a= /b a-b(z»“*f /b
OBS. a=b#= 2a= %/b
pois,caso a <0 e a=b=A %/a
A8)0<a<b<= Fa< b B8) a < b<= */a< *b
OBS. a<b#= 2a< X/b
pois,caso a <0 e a<b=A %/a

A9) Va+b< a+ Vb, Vab>0 B9) *Wa+b< */a+ "Wb, Va,b>0

Exemplos

{‘/(:c— 1)8 +4(x —1)*

1. Simplificar a expressao

z—1
Va—1F+4@ -0 J@-D'((@-D"+4) -1y/(z-1)1+4
z—1 B z—1 B z—1

= C =1 x-1
Sex—1>0entao |[x — 1| =x — 1, isto é, se x > 1 entdo ——— = =1

z—1 z—1
1 —(z—1

Sex—1<0entéo\x—1|:—(x—l),istoé,sex<1entéo|$ 1‘: (@ 1>:—1.

x— x —

Assim a simplificagdo da expressao é:
Va1 A1
z—1

V(x—1)8 +4(x — 1)*

rz—1

=Y(@x-1*+4, sex>1.

=—y(@-1)%+4, sex<]l.
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16 Vx50 + /227 B

- 0.

2. Resolver a equagao:

16 V250 + V22 16 (25)'0 + \9/(x3)9 _16]2° + 2
_ _ =

Primeiro vamos simplificar a expressao,

x P z°

Sabemos que 2° >0 <= x> 0= [2°| = 2° e 2’ <0= 1z < 0= |2°| = 2.

16]2°] +2®  162° +2® 23 (1622 +1 1622 +1
Caso | x|5+ = xx5 T ( o ) = xxz . Resolvendo a equagao,
1622 + 1 ) ) - -
2 = 0 <= 162" +1=0<«<= 16z° = —1. Essa equagao nao tem solugao em R.

16|2°| + 2%  —162° + 2% 23 (=1622+1) 1622 +1
Caso | x|5+ = z5+ - ( o ) = ; + . Resolvendo a equagao,
—1622 + 1

p =0 162> +1=0<= 162> =1 <z =+1.

1 __ 1 4 = = 1 _ 1 504 = =
-4 <0= 2= —- ésolugao da equagao. ~— > 0=z = - nao ¢ solugao da equacao.

95



