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7. Trigonometria
Motivago:

Observe a figura 1. Em determinado ponto da construgdo de uma
estrada retilinea, precisa-se construir um tunel, na mesma diregdo da

estrada, para atravessar um morro.

Uma vez que a construgdo do tinel é demorada, seria conveniente /
duas equipes trabalharem nela, uma de cada lado do morro. Supde-se fig. 1
que o terreno em volta do morro seja plano. 9:

Descrever um processo no qual 0s topografos possam determinar o ponto, do outro lado do morro, em que se
deve iniciar a construgdo do tunel, e a sua diregao naquele lado.

Solugéo:

Observe a figura 2. Num ponto A da eslrada construida, o topografo

coloca o teodolilo e mira uma diregdo que passa fora do pé do morro.

O angulo « é lido no aparelho. A linha que tem esta diregdo fica

marcada por duas balizas, uma cravada em A e oulra em B. O ponlo /4

B deve ser escolhido de modo que a perpendicular a AB, passando A 8

por B, também passe fora do pé do morro. A distancia AB pode ser
medida com uma trena.

Observe a figura 3. Colocando o teodolito em B, o lopografo mira o
ponto A, e depois gira a luneta de 90° , isto é, mira uma diregdo
perpendicular a AB. Nesta diregdo perpendicular a AB existe um
ponto C alinhado com a estrada.

Para determinar o ponto C, observe que se livermos um triangulo

BC — —
retangulo ABC, leremos: lnna:—\i. donde, BC=ABtana Como o
/

= AB foram medidos, podemos efeluar os calculos na formula acima,
obtendo a distancia BC , e, assim, determinando o ponto C.

Observe a figura 4. Estacionando agara o teodolito em C, o topografo
mira o ponto B e gira a luneta do aparelho de um angulo de 90" —a.
obtendo uma diregdo que coincide com a diregdo de AC.

Assim, fica_determinada a direcdo que 0 m‘nel devera seguir (é a

direcdo de AC) e também o ponto D, nesta diregdo, encostado no
morro, onde se deve iniciar a_construcdo do tunel.

b L] Seno, Cosseno e Tangente de um angulo agudo 0

Dado um &angulo agudo 0, 0 <0< 90°, consideremos um tridngulo retangulo qualquer de verlices A, B.C,
s AL B,

onde um dos angulos mede 6. As letras mintsculas a, b, ¢, representam os lados 0postos aos vértices
C, respectivamente, e indicarao também as medidas desses lados: a = hipotenusa, b = calelo, ¢ = alelo.
catcto oposto a0 ¢ B

Definem-se: sen=—-——"—"—"—"="—"
hipotenusa a a
. catelo adjacente 30 b y e
sl e
hipotenusa G}
C b /

a
caleto oposto a © ¢ A
tanf=—"""T—"""-="7

cateto adjacente a0 b

Obs.. O seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo de um triangulo
retangulo sdo numeros que ndo dependem do “tamanho do tridnqulo”. Eles
dependem apenas da medida do angulo.

De fato:os tridngulos retangulos ABC e A'B’C’ sdo semelhantes, logo:
a b ¢ ) c b b & b
S~ -2, Assim: scn@=—=—; cos@=—=—; tanf=—=".
a b a a a a b b
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¥ 2 Valores do seno, cosseno e tangente de alguns anguios notaveis

~--=<=remos o lridngulo isésceles de caletos b e hipolenusa a. Aplicando o Teorema de b
=+zzcras nedte triangulo temos: b +b? = 22 =a?=2b =a=by2. Assim: 5
b
. b1 2 b1 V2 b
et e === —— 054’ = ——==—==— tan 45" =—= . L]
b2 V2 2 w2 V202 b b

Te 0=60"

- -~=dzremos um lridngulo equilatero de lado a. Seus angulos internos medem 60"

a3

== Teorema de Pitagoras mostra-se que a altura h :—2—.

LA C Y i

4‘%‘

- 3 I
som 3 eos I =—— = fan 30 =-t-=—==
5 7 n{\ J3 D .
Lo Y
5= 60" cos60" =E=— an 60" = ——= J3 : o
a 2 5 E

105 um exemplo como aplicagéo.

=== obter a altura de um morro, um lopdgrafo estaciona seu
“==colito num ponto A, a uma altura h do chéo, e mede o angulo
~ .=r figura). Depois aproxima-se do morro até um ponto B no
—==mo nivel de A, mede a distancia d — ADB com uma trena e o
=2 [} com o leodolilo.

~-—o 2 parir destas medidas o lopografo calcula a allura do
marro?

Zo.c3o. Na figura a seguir observe que: Dtan b+ tanw pois f>o [1)a altura do morro é h +X.
= 2ngulo retdngulo ACP segue que: tanw WS, SR : ™)
d+BC

- X — X
T= t7iangulo relangulo BCP segue que: tanf=== ., donde BC= (**)

“BC tanf}
. ) 3 xtanp -
S.ostituindo (*7) em (%) segue que: lana = —_— (**

d+ s T dtanfrx

5 ; dtanotanp X dtanectan 3
Sspbcitando x em (***); x=————. Logo a altura do morro & = h +————~
lanf} - tana tan P - lana

3 Arcos e Angulos na Circunferéncia

Consideremos uma circunferéncia de centro C e raio r.

Z* O comprimento [ desta circunferéncia € (=2mr, ondem=31l416.

Um angulo O édito angulo central da circunferdncia quando possui o vérdice no centro desta
circunferéncia.

(]

(8]
w

A unidade de medida | radiano. {\= T

Um angulo central 0 mede | radiano (I rad) se o comprimento s do_arco
determinado por 0 & igual ao raio r da circunferéncia que o contém.

0=1rad

~<--2c30: Esta medida independe do "tamanho’ da circunferéncia, ou seja, do raio da
orcunieréncia.

= _==='30 Desenhe duas circunferéncias concéntricas de raios diferentes. De!
-== =-cunferdncias. Marque os pontos A e A’ onde esta reta corta as circunf
o sncia, os raios CA e CA’. Com estes barbantes marque, a partir
====-tivas circunferéncias, delerminando os arcos AB e A8’ (terdo comprim
~-=_~fer3ncias) . Agora, ligue os pontos B e B' ao cenlro C e verifique que C,
s-ouos centrais ACB e A'CB’ de vértices C sado iguais e medem | rad.

-20 -

senhe uma rela a partir do centro C comum
eréncias. Com barbante, mega, para cada
de A e A, os pontos B e B’ sobre as
entos iguais aos do raios das respectivas
B. B’ estao numa mesma reta, ou seja 0s
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34 Medida em radianos

S
s
icdo Um angulo central 0 subtendido por um arco de comprimento s mede l— \/\

radianos. Radiano é nova unidade para medida de angulos.

1
 Considere dois angulos centrais diferentes 0y e 0p. de uma mesma circunferéncia de raio r,
=_ctendidos pelos arcos de comprimentos sy € §;.

. Existe proporcionalidade entre as medidas dos angulos centrais e 0s respectivos

0, s,
-omprimentos dos arcos: —=—. Ou seja, se a medida de um angulo central for
s

| 1
—ulliplicada ou dividida,por wn nimero real, o correspondente comprimento do arco ficara

—_itiplicado, ou dividido, pelo mesmo namero real.

- Considere 0, =0, s, =s ¢ s, =r . Sendo s, =r enldo 0, = lrad.. Pela formula acima

0 s s . ;
2mos: —[ =—, ou seja, 0 =—. 0 que esta de acordo com a definicio de medida em radiano.
r iy

T35 Relacdo Radiano - Grau

2.zl 3 medida em radianos do angulo de 36072

~=mo o arco correspondente ao angulo de 360° mede 27 r unidades de comprimento (r é o raio da

v
rad = 2 70 rad.

—-cunferéncia), o angulo de 3607 vale
-

T
“qzlogamente, o angulode 180  vale  —rad=1rad.
.

~-znsformacdo da medida de um angulo de qraué para radianos e vice-versa (Regra de trés):

$0° ————— w rad 0" -mrad | o Loxrad- 1807 [1s0 F
@ Temos: N wd=s—— =[—-0} fael @ B m———— =K
e 180" 180 mrad T
) x rad
T so 1
togo: I° vale {— x [J rad =0.01745 rad e -l rad vale [——— x| =573
180 i

35 Comprimento de arco

=0r
N ) ) 3
=arz O em radianos lemosque O=—. Logoo comprimento_s do arco sublendido pelo ‘/x
e v
ulo central 0 de uma circunferéncia de raio_r € determinado pela formula: @
Cuidado! Esta férmula so pode ser usada para © em radianos. Se 0 for dado em graus, transforme-o

tes em radianos.

Exemplo:

Considere uma pista de carro circular de raio r=6m, com um foco de luz no centro da 1
~sta. Suponha que exista um muro tangenle a pista num ponto A (ver figura, pista vista ;
== cima). Se um carro partiu da posi¢do A, e num dado instante, a sua sombra no muro A

~=rcorreu uma distancia de r metros, quantos metros sobre a pista o carro andou até este
mstante?

== 2 sombra percorreu uma distancia de r metros entdo o triangulo retangulo da figura é também isosceles.

hd
_2go o angulo 0 mede 45° que vale —l rad .
4

b in ) ;
2nlicando a formula: s= : x b=——24 72, O carro andou sobre a pista aproximadamente 4,72 metros.

Toserve que a pista mede 127um e o carro andou + desta pisla.

_21-
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8. Seno, Cosseno. Tangente. Cotangente, Secante e Cossecante

no Circulo Trigonomelrico

Introduc&o: A lrigonomelria surgiu a partir de triangulos retangulos devido 3 necessidade de se medir

distancias indcessiveis (trigonomeliia do anqulo agudo). Devido a necessidade de ampliar estas nogdes para

um angulo qualauer, passamos ao circulo trigonomeétrico.

8.1 Circulo trigonomeétrico.

8.1.1 Definicdo

¥ Considere num plano um sistema de coordenadas cartesianas xOy e uma
circunferéncia de raio unitario, com centro na origem do sistermna.

Como a circunferéncia lem raio | entdo o seu comprimento & (=2nr=2r.

130, 1)
Nesta circunferéncia, o comprimento de qualquer arco é numericamente igual
(-1, ALL0) a medida, em radianos, do angulo central subtendido por esle arca, pois
3] v s=r-0=1-0=0.
y Assim um arco_de medida s unidades de comprimento corresponde & um
DO,-1) anqulo central de medida s radianos.

Arcos lerdo por comprimento qualquer numero real positivo. Arcos de
comprimento maior do que 27 ultrapassam uma volla na circunferéncia.

Vamos convencionar que 0s angulos cenlrais desta circunferéncia serdo marcados a
partir do segmento OA.

Se o arco correspondente ao angulo central for percorrido no sentido anti-hordiio
enldo o angulo cental lera medida posiliva.

Arcos percorridos no sentido hordric determinam angulos cenlrais negalivos.

Cada anqulo central 0 determina sobre esla circunferéncia um e so um ponlo P.

O circulo orientado definido acima é chamado Circulo Trigenemetrce

8.1.2 Correspondéncia entre anqulos (em radianos) e pontos do circulo \rigonométrico com 0s'numMeros
reais

Exisle uma correspondéncia entre angulos (em radianos) do

circulo trigonomélrico com 0s numeros reais, que ¢ feita da

seguinte forma:

© namero real z corresponde ao angulo 6 que mede z radianos.
Existe um unico ponto P(x,y) no circulo trigonométrico

determinado por O, e o arco AP mede [zl unidades de
comprimenlo.

Exemglcs:
+ a0 numero % associamos o angulo 5 rad [9()") que determina o ponto y
B3O, |
B(0-,1). O arco AB mede 4 unidades de comprimenlo. e
C(-1.0)

« 30 nGmero 7T associamos o angulo Tt rad (18()") que determina o ponto = ALY
X
C(~1,0). O arco AC mede Tt unidades de comprimento.

« ao nimero —% associamos o angulo -Zrad (—9()") que determina o

DO ~1)
ponto D(0,-1). O arco AD mede Z unidades de comprimento.
Obs. Iniciando no ponto A e terminando no ponlo P, dois angulos centrais

podem ser determinados, um no sentido anti-horario e outro no sentido
horario, o e 3, respectivamente, conforme a figura.ao lado.

.99
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213 Congruéncia de anqulos p Rk
. Dois angulos centrais, medidos em radianos, sdo congruentes

se B=c+42kn para algum k € Z. 5
. Dois ingulos cenlrais, medidos em graus, sdo congruentes

se B=o+360"k para algum ke Z.

Obs.  Angulos cenlrais congruentes delerminam o mesmao ponto no circulo trigonométrico.

Exemplos:

1)800° =80" +2x 360° (2 voltas no sentido anti-horario e mais $0"). Assim os angulos que medem 800" e
0" sdo congruentes (Determinain o mesmo ponto do circuio trigonométrico).

. . . . 5 (LTS
2)-12% = — L} (=3)x 21t (3 voltas no sentido horario e mais ~ I ad). Logo, os angulos — 5= rad ¢ =3 rad

; 5 " % 1 T »
3)UE=_Z,21 (I volta no sentido hordrio e mais ~Zyad). Logo os angulos ‘fFrad ¢ —grad sdo

congruentes (Determinam o mesmo ponto do circulo trigonomeétrico).

8.1.4 Correspondéncias: Angulos de Pontos Simétricos

SejaP(x,y) no 1% quadrante, o ponlo determinado pelo angulo a.

Da figura ao lado podemos concluir que as seguinles

correspondéncias sdo validas:

. o (xy) ~t > (x-Y)

T-o > (-x.v) Tra > (—x—Y)

8.2 Definicdes de Seno, Cosseno, Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante

Dado um angulo « qualquer, considere o ponto P(x.y) determinado por esle
angulo, no circulo lrigonomeétrico,

Para o, qualquerreal, definem-se:

Obs.: x=0 & u:%-&-lﬂL keZ. y=0 < =k, keZ.
T ¥ !
Paraa#g 4k, keZ. definem-se: tana == e scca = —|.
X R
P K, keZ d - :
araa#km, keZ, efinem-se: coto=— e csco=—].
Y b
Obs.1: Das definigées acima e da congruéncia de angulos, paravk € Z, temos que:
sen(o + 2kT) =senee, cos(a + 2k7) = cosa, tan(e + 2k7) = tana,
cot{a + 2kT) = cota, sec{o + 2kT) = scear, esclo 4+ 2kT) = csca.

Obs.2 Das definigdes acima podemos eslabelecer imediatamente as seguintes identidades:

- scno |
Paraa# T +kn. keZ tano. = sceo =
cosa coso
cosa |
Paraa.zkm, keZ cota = tseoL=———
scno scno

Obs.3 Para angulos entre 0" ¢ 90" eslas definigbes concordam com as definigbes ja conhecidas

anteriormente de scno, cose ¢ tana feilas no tridngulo retangulo.

= 9T
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8.4 Estudo de senc € cosc

8.41 Os segmentos representantes

Seja 0 ponto P determinado pelo angulo ct. Pelas definigdes: [gos @eie)

cosc. = abcissa do ponto P
sena. = ardenada do ponto P.

Obs.1 —I1<cosa<l @Icoso.isl ~1 Sscnaglc—-ﬂscna‘sl

Obs.2 Se o ponto P correspondente ao angulo « estiver no I~ ou no 4" quadrante, a abscissa do ponto P sera

positiva; se estiver no 2" ou no 37 quadrante, a abscissa do ponto P sera negativa.
Se o ponto P correspondente ao angulo & estiver no 1° ou no 2° quadrante. a ordenada do ponto D sera
positivo; se estiver no 3" ouno 4" quadrante, a ordenada do ponto P serd negativa.

8.42 Valores nos eixos coordenados

T 3n
Considere 0 angulo «; 0<a<n cos =1 cos—z-z cos—E—= 0 cosT = -1
T in
sen0 =senmt=10 sen—=1 sen 7 =-1

8.4.3 Sinal nos quadranles

- \ N
Com a observagdo 2 oS & seno
da segao 8.4.1, %
podemos  eslabelecer =
os sinais em cada -
quadrante:
8.4.4 Analise de sinal Considere um angulo o qualquer e keZ.
s
={) s¢ o =—+kT
2 =0 sc o =k7
i T
cosa. 4> () s¢ — 4 2km <o < — +2kT sena 1> 0 s¢ 2kT <o < T+ 2KTT
TZ 17‘2 <0 s 10k 2K << 270 4 2kT
<0 s¢ %-o-zkn <u.<12—+2k7t

8.4.5- Correspondéncias com simetrias

Das correspondéncias entre pontos simélricos podemos eslabelecer
as sequintes idenlidades:

cos(—u) = cosa sen(—o) = =sena

cos(T —a) = —cosa scn(T— o) = sena

cos(7 +a) = —cosa sen(m + ) = —scno

Exemplos. Como ja conhecemos cosa. ¢ scno. para alguns angulos notaveis, podemos determinar:

1)scn(— 1(‘;) =- scn(%) =1 2) cos(%’;‘-) = cos(n - %) =- cos(%) = ——‘%‘-

ol

3) cos(lﬂ) = cos(Zn + —545) = cos(%) = cos(n +2)= —cos(%) ==

_24 -
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8.5 Estudo de tano € cota
8.5.1 Os segmentos representantes
Ntanae ¥ Il)cot e
; Seja t a rcla tangente ao |2
circulo  trigonométrico  no

ponto C do semi-eixo positivo
Ox.

Seja ainda o ponto T(l.y"),
que & o ponto de inlersegio
da reta t com a rela que
contém os ponlos O e P.
OAP e OCT sdo semelhantes.

r

Os tridngulos

g

v
Desle modo: }T: =. Logo, pela definicdo: y'=tanu
X

Assim: lanc =ordenada ponto T. Assiim: cota =
Y Obs. 1 fan  assuine #T soia
() lan) - qualguer valor real. [ Seotd)
B timee  ops2 Se o ponto P [ 2 o
correspondente ao angulo 4
S

Do S

N

estiver no 1° ou no 1°
quadrante, a ordenada do
ponto T sera posiliva, se
estiver no 2° ou no 4°
P quadrante, a ordenada do
ponto T sera negativa.

8.5.2 Valores nos eixos coordenados

e 3t
tan()=tanT =0 Aan—. Han—
2 p

8.5.3 Sinal nos quadrantes

Considere o angulo a; 0w <2

T 3n
cot—=cot—=0
2 2

Seja s a rela tangente ao
circulo trigonométrico no ponto
D do semi-eixo positivo Oy.
Seja ainda o ponlo S(x'.1),
que € o ponto de intersecdo da
reta s com a reta que contém
os pontos O e P.

Os triangulos OBP e ODS sdo semelhantes.

2 N
Deste modo: —\l— == Logo, pela definigdo: x'=cola
y

abscissa do ponto S.

Obs. 1 cota assuime
qualquer vaior real.

Obs.2 Se o ponlo P
correspondente ao &ngulo

estiver no 1° ou no 3° quadrante,
a abscissa do ponto S sera
positiva; se estiver no 2° ou no
4° quadrante, a abscissa do
ponto S sera negativa.

Feot 0, Acot

Com as observagdes 2 de | e Il da segdo 8.5.1, tan / :( catw s
podemos eslabelecer os sinais em cada quadrante. ] 4
QObserve que 0s sinais de tana. ¢ coto. coincidem em 7 x; \‘4\
cada quadrante.
8.5.4 Analise de sinal
Considere umanguloae R e keZ para tano: o # % +km e para coto: a# k7.
T
tano =0 s¢ o=k colo. =0 sc u=;+k1t
bid In

>0 s¢ 2kn<a<—2-+2kn ou 1r+2k7t<a<—2—+2kn

tana ¢ cota .
b1 3r
<0 sc ;4-2k7‘c<a<7(+2k7£ ou 7+2kn<a<2n+2kn

8.5.5 Correspondéncias comn simelrias

Das correspondéncias entre pontos simétricos podemos
eslabelecer as seguintes identidades:

tan(-ot) = —tano col(-0) = —cota

tan(m — o) = —tan col(m — o) =—cota

tan(m + o) = lano cot(m +a) =cota

s
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8.6 Estudo de seco € cseca

8.6.1

Os segmentos representantes

Logo, pela definigéo:

Observe que os triangulos OAP e OPM sdo semelhantes. Deste modo:

Observe que os tiiangulos OBP e 'BN sao semelhantes. Deste modo:

Seja n a reta tangente ao circulo trigonométrico no ponto P. Os pontos M e N sdo os
pontos onde esta reta n intercepta os eixos coordenados.

z

l &

scea =X Assim, scco = abscissa do ponto M.

1

y'
T

Assim, cscw =ordenada do ponto N.

Logo, pela definigdo: cscu =y’
¥
Obs1: sccw >l ou scca<—1 e |secal2] ~ J N(Oese w)
ose ll\(4 b
csca >l ou cscas—l e fescal21 p
uf - -
Obs.2 Se o ponto P correspondente ao angulo o« estiver no 1° ou no 4° quadrante, 1/ 7 N
a abscissa do ponto M sera positiva, se estiver no 2° ou no 3° quadiante, a t e < Misee a0))
abscissa do ponto M seid negaliva. 0 A l R
Se o ponto P correspondente ao angulo « estiver no 1° ou no 2° quadrante, seeu oy
a ordenada do ponto N serd positiva, se estiver no 3°. ouno 4°. quadrante, a
ordenada do ponto N sera negativa.
8.6.2 Valores nos eixos coordenados Considere 0 angulo «; 0<u <2n
b1 n T 3t y
seel=1; scemt=-1; A sce—, dsee——; cse—=1;,  ese—=-1 3 esel ;A esem
2 2 2 2
8.6.3 Sinal nes guadrantes
Com a observagdo 2 da segdo 8.6.1, podemos seC o ]

estabelecer os sinais em cada quadrante.

Obs.: Sinal de scca € 0 mesimo sinal de cosw.

Sinal de csca € 0 mesmo sinal de scna.,

8.6.4 Andlise de sinal Considere ue RckeZ

Nole que sccu. ¢ csco nuncase anulam
T bl
>0 s¢ —— 42k <u <—+ 2kT 50
seea th an csea { 9
<0 se = 4 2km < < —+2KkT F
2 2
8.6.5 Correspondéncias com simetrias

Das correspondéncias enlre pontos sime!icos podemos estabelecer as
sequintes identidades:
sce(—o) = seea cse(—o) = —csea
see(T — o) = —seew cse(T — o) =csew

see( +a) = —seea cse(Tr + ) = —cseo

_26-

para gscw o # S+ km, para csear o F kTt.

s¢ 2KTT < < T+ 2KTT
s¢ 7T+ 2KT <a <27 4 2KkT
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Vzlores Notaveis

cos o
|
{
I
6
i 0 v=2m
A X
in
2
tan o Y
¢
cot ¢ i 3
0 3 i v3
b3 28
T /x oz
X
f\E
T ¢ o ..
.4 s ~x

8.7 Correspondéncias para angulos complementares

- Bicos sen B)=(sen ucos @)

Zngules complementares.

Cois angulos « e [} sdo complementares se ot =13, isto €,
- e =AM (Los asen w)
(L % =

BYooA By

Correspondéncias.

Considere na figura ao lado os pontos A e B no 1° quadrante,
correspondentes aos angulos a e [3 complementares.

*.a figura podemos ver que os triangulos OAA™ e OBB’ sdo iguais. Assin:

OB'=0A" =

=5 outras correspondéncias podem ser estabelecidas aplicando-se as definigoes e as duas Ullimas formulas:

- cof F-a) sena
ool 3 — a) e e
sen(%-a) cosa

| |

sen(%-a)  coso

=3 cot(-’zE = a) =tana

I
CSC(? =L

csc(i}-a): ):scc:x

Obs:  Osnomes cosseno, cotangente e cossecante estao relacionados com estas férmulas.
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5 Identidades ou Férmulas Trigonométricas

127 FEdrmulas Béasicas
~=—zr=2mos de identidades basicas as identidades que sdo usadas para deduzir todas as outras. Ou seja, se
=o.mz das outras for esquecida, podera ser deduzida a partir destas.

== zuatro seguinles ja foram vislas, como definigdes:

, para sena 20

¢ csea =
Scne scenee

seeu = , para cosa =0 cota =

COSUL cos

De fato, o ponlo P correspondente ao angulo a @

- seniotcosta=l . it
P(x,y) =(cosu,senu) e esta sobre o circulo trigonométrico. Como a

x ‘ 5 S 2 = 2 2
e lrtmia=secia equacdo deste circulo & x” +y~ =1 entdo cos™ atsen o= 1 ().

" .k 2 z
= 5 Para chegar as duas seguintes, divida () por cos o ¢ scha,
» jiFcol q.=ts¢ @ respectivamente, e depois aplique as formulas acima.
=<i=s seis formulas a sequir ja foram vistas, como correspondéncias entre angulos simétricos.
cos(—a) = cosa sen(-u) = —-sena tan(—a) = - tana
« ‘col(-a)=-colu cse(—o) = —csea
=sizs quatro também ja foram vistas, como correspondéncias enlre anqulos complementares:

. codiou)= sunu.] [scn(% —a)= cuﬁ‘ [cul(% —)= l.'lllUJ an(% —a)= S@

=2onulas de Adicdo e Sublracdo de Arcos:

+ cos(ec+ ) = cosacos b - senacsen ] y

y(cos (), sen (et b))
Pi(cos fsen )

=stz é a mais lrabalhosa de deduzir, mas sua dedugao € bonila, veja:

Considere os cinco pontes P, P, P, P, Pg, no circulo trigonomeétrico,
?y(cos o sen )

zomo na figura.
}
Cuserve que os tridngulos OP, 1, e OP P, sdo iguais. o
, g : 5 i gua 0 \K (10) N
-~ 5, A = >y pylT
ago (d(py, 1)) =(acp,, 1) I

~plicando a férmula de distancia enltre dois pontos:

2 2

cos(a -+ 3) - l)l +(sen(e+ [5))2 ={cosfs - cosu)” +(senf - (-senw))

Tesenvolvendo os quadrados:

2 2
cos? (@4 ) = 2eos(u -+ ) F 14 sen” (wet ) = cos® [ =2 coseosu + cos® o +sen’ B+ 2senfsenoc+sen” o

Simplificando, chegamos ao que queriamos: cos(a + [3) = cosw cos f§ - scnasen f

« [cos{o = B) = cosa cos P + scnasen )]

=plicando a férmula anterior:  cos(w = ) = cos(u + (—)[3) = cosu cos(—[}) — senasen(—f)
Selas formulas de angulos simétricos, chegamos ao que queriamos: cos(a — P) = cosacos 3 +senasen B

« [sen{a+ ) = senacos P son Peosa

Sela formula de angulos complementares, lemos: sen(u+ ) = cos(% - (@ + 13)) = UOS((":L = (1) = l’) 3

2plicando a formula anterior no lado direilo da igualdade: — sen(a +[3) = cos(-% - a) cosf+ sun(% - u)scu[l

Selas formulas de angulos complementares, chegamos a: sen(a +f3) =sena cosP +senfeosa.

« [sen(u =) =scnacosf - senfd cosw Deducao analoga a de cos(c.— ).
L3
Formulas de Arco Duplo
. Icos(Zcx) =cos® @ —sen’ a} sen(2u) = 2 seno cosal (Imediatas, faga 2w =+ e aplique

as formulas da adigéo).
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=z =2 Formulas Classificadas:

» “armulas dos quadrados

: 2 4 2 2 2
o a+cos a=l |+tan" aw=scc™a | +cot”a=csc™a

. Zirmulas de Adicdo e Subtracdo de Arcos

tana 1 tan B

s{axf))= “os ) T s¢ : (et B) = senucos 3£ sen eos te +p)=
sz £[3) = cosacos T senasen sen(e 4 3) = senwcos 3k sen feosu an(aw ) 1T tana an

« “armulas do Arco Duplo

N - 2lana
coslu=cos” w—sen” o sen 2o =2 senocosa tan 2u = 3
I—tan" « .
« Sarmulas do Arco Metade
.a  l+cosu oo l=cosa , o l-cosa
st TET sen” —=—___ tn —=—"""_
2 2 2 2 2 l+cosa
» Tarmulas do Produto
scnacosfl= %(scn(a + f3) + sen(a - [3)) cosasenfy= %(scn(a +f3) = senfo— [3))
cosacosfl= %(cus(u + ) + cos(a — [3)) scnasenfd = %(cus(a —[3) = cos(a + [3))

« Formulas de Faloracéo

wT B ot fd

sena dsen 3 =2 cos sen| ———

2 2
cosa+cosf= Zco{a L p)coa(a = ﬂ)

2 2

a-+f a-f
cosa - cos Y ==2sen| —— isenl

2 2

89 Coordenadas de um ponto numa circunferéncia de raio qualguer

P(reos «,Isen «)

“onsidere um ponto P(x,y) = P(reosu, rsena).
Afinnacao: Esle ponto esta numa circunferéncia de raio r com centro na origem.

De fato:
3 2 2 2 2 a 2 2 2 2 2 2
sy’ =(rcosa)” +(rsena)” =r7cosT ok rTsenT =1 (cos” wdsen~a)=r",
= . - . 2 2 2
sto &, as coordenadas do ponto P salisfazem a equagao da circunferéncia x™ +y =1 .

210 Relacdes trigonométricas num triangulo qualquer

. i
Qualquer que seja o tridngulo de lados a, b e ¢, e angulo 0 entre b e ¢, temos: “b

=0 et =2 b-cocos0 A o

De fato:

Considere um tridngulo qualquer ABC de lados a, b, ¢,. 0 ponto B sobre a semi-
ircunferéncia de raio ¢ e centro na origem, o ponto C no semi-eixo posilivo Ox e 0
ponto A na origem, como na figura ao lado.

Observe que: a=d(C,B), C(b,0) ¢ B(ccosO,csen0).

Logo, pela férmula de distancia, lemos:
2% = (ceos0—b)* + (csen®)’ = al =c?cos®0—2bccosO+ b4 cisentf=

27 =c¥(cos® O+ scn’ 0) + b? - 2bccos0 = a’ =¢? +b? =2bccosO.
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2.10.2 Leidos Senos

Qualquer que seja o tridngulo de lados a, b, ¢, e respectivos angulos opostos u, B,y

temos: = =
senu. senfd seny

=1 todo tridnqulo, as medidas dos lados s&o pro orcionais aos senos dos angulos
coostos”.

De fato:

Considere h a altura do triangulo relaliva ao lado b, como na figura, em gualguer
dos trés tridnqulos.

Do triangulo ABH: h=csena ; do tridngulo CBH: h=aseny =>ascny=csena = =

sena oseny

Zonsidere agora o tidangulo com os 3 anqulos agudos. Observe que f=7—-(a+k)=sen 3 =scn(w +7).

b b b b b

Assim: —— = = = e AlL T sena sany
senfd sen(a+A)  scnccosy bsenycose SCRG T +seny S EEICHS -AH

seny  sena b b b-a
=—— e L=All+1IC. temos:—— =77 = =
¢ a senfd U (HC + ALD - (sena)- b

Como

Mo caso em que um dos angulos é obluso, ¢ analogo. Faga como exercicio.

Mo caso em que um dos anqulos é reto, lemos: a =% — senw = |, recaindo nas conhecidas relagoes.

Exemplo:

: T ) > Q
Sara determinar a distancia entre dois pontos I e Q. um em cada
iiha, um topdgrafo, siluado na praia, coloca duas marcas nos '

pontos A e B, e mede suas distancias. Depois estaciona seu
1=odolito no ponta A, mede os angules o € {3, em seguida no ponto \
3 = mede os angulos vy e §, como eslao representados na figura. o <
como ele determina a distancia entre 0s pontos que estdo um em E
cada itha?

Q
Solucéo:

Queremos calcular PQ. Pzla Lei dos Cossenos, no tiangulo BPQ, temos: I
PQ* =P8+ BQT -2 PB-BQ-cosS.
Como 6 ja é conhecido, podemos calcular cosd.
' AR

Assim, falta determinar PB e BQ. Para isto sera aplicada a Lei dos Senos A &)
da seguinte forma:
PB AB AB-sen(a +pB)

Do tridngulo APB: —————— = - mas 0=180" = (w+P+y)= PB= 2
sen(e+ ) send (e P37) sen(u ++7)

BQ AB AB-senf
: =0T = 4 BQ=—"T "
mas = 180" = (B+7y+ §) = BQ senth £ 48)

Do Iridngulo ABQ: §
senfd seng

Agora basta calcular estes valores e substituir na primeira formula.
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2 Equacbes e Inequactes Trigonométricas

w

1 Equacdes Trigonométricas

Equagbes trigonométricas  sao equagbes onde aparecem termos de um dos lipos
sen, cos, tan, cot, scc, csc, de expressoes que envolvem uma incognita.

B8]

Ex=mplos: 1)seno =5 2)2cos’ o+ 3sena—3=0 3)sena + sen 2u. + sen3a + senda =0

~os Nao é possivel eslabelecernmos um método geral para resolver todas as equagdes tiigonometiicas.
Vamos ver a resolugdo de alguns exemplos.

r3
v2

Exemplo 1 Resolva a equagdo:  scno="5"

Z=solucdo: Observe a figura ao lado. A partir dela percebemos que as duas  sm
= 3

_~zas solugBes para o € [(),Zn). sio w=Fca="F.
Z=mo o periodo de scna € 27 . @ solugdo geral €:

S={ueR;a:%+2kn ¢ a=3E+2knm, cumkeZ}

=x=mplo 2 Resolva a equagdo:  tanc— lang =0

——solucior  tano - tanZ=0= tno.=tn T

~=szrvando a figura ao lado nolamos que &= —’7'- é a unica solugdo entre 0 e T

~omio o periodo de tanw € T @ solugdo geral é:
S={xeRia=F+km, com keZ)

Zxemplo 3 Resolva a equagdo: 2 cos o +3sena—3=0
==solucéo: Subslituindo cos*a por |- senla no 12 membro da equagao, lemos:

Z(1-senta)+3sena—3=0, ou seja, 2sen o+ 3senw + 1=0. Resolvendo esla equagdo do 2° grau em
3:49-8 31

scna, leremos senee=———-—__

) 5 Logo scnae=1 ou sene=3.

o= sene =1, concluimos que « =% + 2k, k € Z.

~= senc =L concluimos que o =% +2km, k € Z ou a=2E +2km, k € Z. Assim:
2 q 6 > G

S={ueRjo=F+2kn ou =24 2km, a=+2kT, com k e Z}

Zxemplo 4 Resolva a equagdo:  seno+y3cosa= i

sena +v3cosa=1 o . f ‘
=esolucdo: Temos que: Da primeira equagdo segue gue sena =1 —+/3cosa.

2 2
sen” o +cos” =1

2 =
<ubslituindo na segunda equagdo, segue que: (l - ﬁcosu) +cos® o = | . Desenvolvendo esta equagao:

=23 cosou+3eos’ ateost o= | :>4cosza—2J§cosa=0:>2cosoz(2cosa—\/5)=0.

‘Q

0

Logo: cosa. =0 cu cosa= 3 Observe que 0s seguintes sistemas de equagbes devem ser satisfeitos:

sena++/3cosa =1

2 b
Cenlatcosiu=1 =sena=l=a=F4+2kn, keZ ou
cosa=0 b
. 7 '&
seno+v3cosa =1 'I
biS

. 2 S »
sen’a+cos’a=1 = sena=—+ = a=-F+2kT, keZ

3
cosa=L

S={o.e Ria=F+2km ¢ a:—%-l—an, comkeZ}

=3 <
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]

Resolva a equagdo:  scno + sen 2a +sen 3o+ senda =0

Aplicando a férmula do produlo ao primeiro membro, temos:

2seol 238 oo 599) 2sen( o 25) =0 = 2son( ) co ) + 2son(3) o ) =0
wae) [2_2

= 2‘505(:2““)[5‘3“(1‘2&) + Su“(l:ﬁ)] =0 = ZCOS(%) : 'Zscx{———2 5 2 :}cost;?; =0

= 4cod ) sen( ) cos(—at) = 0 =5 dcoq%) sen( %) coslu) = 0.

Logo: cos$=0 ou scn(i‘f) =0 ou cosa)=0. Assim:

==3+km ou Y=km ou u=%+kn, keZ = =T +2kT ou a=2Ekmw ou a=F+km, keZ

3

S=lu=m+2kt ou u=kn ou a=F4+km, keZ)

- = 3 2 - i -t T
=xemplo 6 Resolva a equagéo: cos™ @ — sen a=—3‘- no intervalo [ 2 ,3].
= = 3 -1
Zssolucdo: Como  cos’ o - sen’ o = cos 20 temos que: cos2a =7 .

- - 2 s _x
wzss  Feo<iosom<usn. Logor 20="5F ou 2a=H = a=5 oua=7.

- T
)
33

S2Z Inequacdes Trigonométricas

. . ~ 3
Zxemplo 1 Resolva a inequagdo: cosa < ——‘/2—

.4
6

S=solucdo: A parlir desta figura devemos perceber que:  F <o <ZF. =

T

6
S={ueRiE+2km<u<Er2km, ke Z) I5
. =
Zxemplo 2 Resolva a inequagdo: |tanu| <1 para  0<a<2m. X
s 1
=esolucio: Jtana] < 1 — -l<tmoa<l
*ointervalo  0<a <27 lemos:
s -1
~ 35
S={oeR; 0<a<t ou Ecu<E ou LF<a<n) i n
Exemplo 3 Resolva a inequagao: cos® « +sena < |
Zesolucao: cos® w-+senw € | = I—sen”a+sena <l
—sen’a+sena <0 = scuza—scnu%() b4
2
=esolvendo esta inequacio de 2% grau em sena :
M

sena(sena—1)20 = senaez | ou sena<0. ‘ 7

bid
Desenazl  temos a=%+2km, keZ
Desena<0 temos T+2kn<a<2m+2km, keZ

S= {ae R, o=%+2kn ou m+2km<a<2n+2kn, ke Z} 3
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