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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 14 - 2006-2
EGM - Instituto de Matemética Crescimento e decrescimento de funcoes
GMA - Departamento de Matematica Aplicada Maximos e minimos relativos

Maximos e minimos absolutos

OBS.: Os exercicios 1. e 2. sdo apenas para a disciplina Céalculo Aplicado I.
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Seja f(x) = arctan z.

(a) Determine o polinémio de Taylor de grau 7 de f(z) em torno de x = 0;

(b) Usando (a), calcule arctan(0,3) e estime o erro;.

2

(c) Determine o polinémio de Taylor de grau 14 de g(x) = arctan 2 em torno de x = 0.

(Sugestao: use o polinémio de Taylor de f(x) = arctanx.)

Prove que se f é uma funcao par, entao o polindémio de Taylor de grau n em torno de x = 0 contém
apenas poténcias pares de x. (Sugestdo: prove que f par = f’ impar = f” par = f”’ {mpar
= ... = f(2k) par = f(2k+1) impar.)

Nos exercicios 3. a 5. dé os intervalos em que a funcao é crescente e em que é decrescente.

3 3t? + 4t u? —u+1
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Seja f uma fungao tal que f(0) =0 e f'(z)= 5, Vz € R. Mostre que 0 < f(z) < z,Vz > 0.

x

14+

Mostre que senx < x, Vz > 0.

(Sugestao: para x > m/2, use propriedades da trigonometria, para 0 < x < 7/2, use derivada)
2

Prove a desigualdade cosz > 1 — OR x # 0.

(Sugestao: prove para x > 0 e depois use o fato de que as fungoes de ambos os lados s@o pares)

3
. x
Prove, para x > 0, a desigualdade = — 5 < senc.

Mostre que: (a) e* >z, VzeR (b) e >—, Vx>0

Nos exercicios 11. a 13. localize os pontos onde ocorrem os extremos absolutos das funcoes nos
intervalos dados.

5 3
5 3 ) 7
f(z) =2cosx + sen2z, x € [0, 4]
Inz .
Mostre que f(x) = — tem maximo absoluto em x = e. Conclua que 7¢ < e”.
x

DUt

Mostre que p(z) = 2% — 322 + 6 tem exatamente uma raiz real e localize-a em um intervalo de
amplitude maxima 1.

Ache a inclinacdo méxima da curva y = z® — 3z 4+ 3 no intervalo [—%,

2

Mostre que f(z) = x° — xsenx — cos x tem exatamente duas raizes reais e localize-as em intervalos

de amplitude méxima 7 /2.
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1
18. Prove que para todo x > 0 vale a seguinte desigualdade: =+ — > 2.
x

(Sugestao: estude o crescimento da expressao do lado esquerdo e determine o minimo absoluto
dessa expressao no intervalo dado).

19. A concentragao C' de certa substancia quimica no fluxo sangiiinio em ¢ horas apos ter sido injetado

3t - .
no musculo é dada por C' = e Em que instante a concentracao é méaxima? Qual é a
concetracao maxima?
RESPOSTAS
Lg 1y 157 —4
1. (a) arctanxz =x — 3% + i (b) arctan(0,3) 2 0,291454757 erro < 10
1 1 1
(c) arctana? = 22 — gacﬁ + gxlo - ?$14

2. Primeiro vamos provar duas afirmagoes gerais sobre funcoes:

(i) F é par = F' é impar. De fato, se F' é par entdo F(—x) = F(z), derivando os dois lados dessa equagao,
obtemos F'(—z) - (—1) = F'(x), ou ainda F'(—z) = —F’'(z), que significa que F’ é impar.
(ii) F é impar = F’ é par. De fato, se F' é impar entdo F(—xz) = —F(x), derivando os dois lados dessa
equacao, obtemos F'(—z) - (=1) = —F'(z), ou ainda F’'(—x) = F'(x), que significa que F’ é par.

(0 an) (n) 0
Agora, considere o polinémio de Taylor P,(f(z)) = f(0)+ %:ﬂl + #:ﬁ +- fif)m"
De (i) e (ii) temos f par = f’ fmpar = f” par = f"" fmpar = --- = f*) par = f(?*+1) impar. Assim,
quando f é par, todas as derivadas de ordem fmpar é uma funcdo fmpar, isto é, f2+1(—x) = — f2k+1(z).
Quando x = 0, obtemos f2%+1(0) = — f2¥+1(0). Mas o tinico nimero igual ao seu simétrico é o niimero zero,
logo f2k*1(0) = 0, isto é, todos os termos de ordem fmpar do polinémio de Taylor sdo nulos. Concluimos
que o polinémio de Taylor s6 terd termos de ordem par.

Crescente em (—00,0) U (\3/6, oo), decrescente em (0, \3/6)

Crescente em (f%, 2), decrescente em (foo, f%) U (2, 00).

Crescente em (—o0,0) U (2, 00), decrescente em (0,1) U (1, 2).

A T

Primeiro vamos mostrar que f(z) > 0, Va > 0.
2
(i) f'(z) = 11—2 >0, Vo # 0 = f é crescente em (—o0,0) U (0, 00);
x
(ii) A funcdo f é continua em R pois f é diferencidvel em R.
Por (i) e (ii) concluimos: f é crescente em (0, 00) e continua em [0, 00) = f(x) > f(0), Ya > 0.
Finalmente, como por hipétese f(0) = 0, concluimos que f(x) > 0, Va > 0.

Agora vamos mostrar que f(z) <z, Yo > 0. Mas f(z) < z, V& > 0 <= z— f(z) > 0, V2 > 0. Considerando
F(z) =z — f(x) temos que provar que F(z) > 0, Va > 0. Provando:

72

: 1 .
(i) F’(m):l—H—aUQ “Tia2 >0, x#0= f é crescente em (—o0,0) U (0, c0);

(ii) A funcdo F' é continua em R pois é a diferenga de fungdes continuas em R.
Por (i) e (ii) concluimos: F' é crescente em (0, 00) e continua em [0, 00) = F(x) > F(0), Yz > 0.
Como F(0) =0 — f(0) =0, concluimos que F(z) > 0, Vz > 0.

T T T
7. Para x > 7" Como 1 < 5 e senx < 1, temos que senx <1< 5 < z. Logo senx < .

Para 0 <z < g Como senz < x <=z — senz > 0, considere F'(z) =z — senz.
Como F' é a soma de fungoes continuas em R, concluimos que F' é continua em R. (*)

™ T
F'(z) =1 — cosx e sabemos que cosz < 1, Vz € (0, 5) Logo F'(z) =1—cosz >0 Vx € (0, 5)

T
Assim concluimos que F é crescente em (0, 5) (**)

Pelas conclusoes (*) e (**), temos que F(z) =z — senz > F(0) =0, Vz € (O, g)
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2 2 2

Como Vz >0, cosz >1— % <=V >0, (cosz)—1+ % > 0, considere F(z) = (cosz) — 1 + %

Como F(0) =1—1+0 = 0, se provarmos que (i) F é continua em [0,00) e (ii) F é crescente em (0, 00)
concluiremos que F(z) > F(0) = 0, VYx > 0. Provando (i) e (ii):

(i) F é continua em R pois é a soma, diferenca e quociente de fungdes continuas em R.

(ii) Para provar que F é crescente em (0, 00) basta provar que F'(z) > 0, Vo > 0. Mas F'(z) = —senx + z.
Logo basta provar que —senz + 2 > 0, Vz > 0, isto é, senx < x, Vx > 0, j& provado no exercicio 5.
Agora, seguindo a sugestao, v < 0 = —z > 0 = F(—=z) > 0 (provado acima). Mas F'(—z) = (cos(—=x)) — 1+

# = F(z). Logo Vx < 0, F(x)=F(—z)>0.

3 2
Considere G(z) = (senz) —z + % Temos G'(z) = (cosz) — 1 + % Esta é a funcdo F do exercicio 6. e ja
2
provamos que (cosx) — 1+ % >0, Vx> 0. Assim, concluimos que G é crescente em (0,00). (*)

Como G ¢é a soma de fungbes continuas em R, concluimos que G é continua em R.  (**)
3
x
Pelas conclusoes (*) e (**), temos que G(z) = (senzx) — = + ik G(0) =0, Vz > 0.

(a) Vamos analisar cada possibilidade.

(i) Supondo z < 0. Sabemos que e* > 0, Vz, em particular quando z < 0 temos que e* > 0 > z.

(ii) Supondo x > 0. Para x = 0, e = 1 > 0. Considere a fungio f(z) = e* — x, continua em [0, 00).

Derivando, f'(x) = e* —1. Mas z > 0 = e* > 1 = f'(z) > 0 = f é estritamente crescente em [0, c0)
= f(2)>f0)=e-0=1>0= f(z)=€* -2 >0=¢% >
2
(b) Considere a funcdo f(x) = e® — x—, continua em [0, 00). Derivando f'(z) = e” — 2. Foi mostrado no item
anterior que e* > z,Vz, logo f/'(x) > 0. Mas f'(z) > 0 = f é estritamente crescente em [0,00) = f(z) >
2 2
f(o):eof0:1>0éf(x):e“’f%>0:>e“’>%.

A fungdo polinomial f(x) = 2® — 322 é continua no intervalo fechado e limitado [—1,3], logo f satisfaz
as hipdteses do Teorema dos Valores Extremos (é o teorema de Weierstrass). Aplicando esse teorema,
comparamos os valores f(—1) e f(3) com os valores de f nos pontos criticos que estao no interior de [—1, 3].
Concluimos que: min f = f(—1)= f(2)=—-4 e méix f = f(0) = f(3)=0.

A fungéo f(z) = 2cosx + sen 2z é continua em R pois é a soma de produto e composta de fungdes continuas
em R, logo f é continua no intervalo fechado e limitado [0,47]. Assim, pelo Teorema de Weierstrass,
comparamos os valores f(0) e f(47) com os valores de f nos pontos criticos que estdo em (0, 47). Concluimos:
min f = f(57/6) = (177/6) = —3V/3/2 e méx f = f(x/6) = (137/6) = 3v/3/2.

28

A fungdo polinomial f(z) = =3 + 2 é continua no intervalo fechado e limitado [—2,2]. Assim, pelo

Teorema dos Valores Extremos, comparamos os valores f(—2) e f(2) com os valores de f nos pontos criticos

que estao em (—2,2). Concluimos: min f = f(-2) = T méx f = f(2) = TR

1-1
Dominio de f = (0,00). Derivando, f'(z) = 17 Analisando o sinal de f'(x), temos f’'(z) > 0 quando
x

2
0<z<e; f'(x) <0quando x > e = f é crescente quando 0 < x < e; f é decrescente quando x > e. Logo
f tem um maéaximo relativo no tnico ponto critico z = e. Como f é continua em x = e, concluimos que f
tem um maximo absoluto em x = e.

lne 1 Inmt 1

Provando a desigualdade: f tem méximo absolutoem z = e = f(7) < f(e)= — =—-= f(7) = — < —.
e
Comoe >0 e w >0, temos: elnm < w. Aplicando a propriedade de logaritmo de poténcia, temos
elnm =1In7¢ logo In7® < 7. Sabemos que a funcdo exponencial é estritamente crescente, logo ™™ < e™.

Sabemos que €% =z, Va > 0, em particular ™ = 7€, Logo, m° < eT.
Méx f' = f'(5/2) = 63/4.

Estudando o crescimento de f e aplicando o Teorema do Valor Intermediario, conclui-se que a tnica raiz esté
em (—2,—1).

Idem anterior, uma raiz estd em (—m/2,0) e a outra em (0,7/2).

1
No intervalo (0, 00), o minimo absoluto de f(xz) =« + - éigual a f(1) =2. Logo f(z) > f(1) = 2.

1 _
No instante t = 3. A concentracdo maxima é 9= 0,1111...=0, 1.



