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LISTA 16

. Calcule // (x +y) dedy, onde R é o paralelogramo de vértices (0,0), (1,1), (2,0) e (3,1).
R

(sugestao: faga a mudanga de varidveis x = u + v, y =wv)

. Considere a transformacao do plano uwv no plano zy definida por T'(u,v) = (z,y) = (u + v, u? — U).

Seja Ry, a regido do plano uv limitada pelos eixos u e v e pela reta u +v = 2. Seja Ryy =T (Ryy), a
imagem de Ry, por T.

dx d
(a) Esboce Ry ) Calcule / / v _|_Z$y+ o dx dy

Considere a mudanca de varidveis T'(u,v) = (z,y), onde x = u? — v e y = 2uw.

(a) Verifique que se Sy, ¢é a regiao contida no 12 quadrante do plano wwv, limitada pelas retas
u=wv, v=4u e pela hipérbole wv =1, entdo a fronteira de S, = T(u,v) é o tridngulo no plano
xy de vértices (0,0), (0,2), (—15/4,2).

) Calcule // e’ (u + v ) du dv

Calcule // x drdy, onde R é a regiao limitada pelas retas x =0, =3, y =0 e pela pardbola

y =1+ 22 (sugestdo: faca a mudanca de varidveis x = u, y="v (1 + u2) )

Calcule // x dxrdy, onde R é a regiao limitada pelas retas x —2y =2, *—2y=3, +2y=1 e
R
x4+ 2y =4.

72 2
Se A é a area da elipse — + i =1 prove que A = wab.
22 2 z2 4
Se V é o volume do ehpsmde — + 72 + — =1 prove que V = gwabc.

Encontre a massa da lamina na forma da regido limitada pela pardbola 22 = 8y pela reta y = 2 e pelo
eixo y, sabendo que a densidade de massa varia proporcionalmente com a distancia a reta y = —1.

Se uma lamina L é simétrica em relacao a um dos eixos coordenados e se a densidade é integravel e
simétrica em relacdo ao mesmo eixo prove que o centro de massa da lamina L estd nesse eixo.

Calcule o centro de massa da lamina L = {(w, y) ER? 22 + 4% <1, y > 1} se a densidade é propor-
cional a distancia de (z,y) ao eixo x.

Algumas observagoes sobre definicoes e nomenclaturas da Fisica:

Obs.1 Diz-se que a lamina delgada é homogénea quando a densidade de massa p é constante.
Obs.2 Centréide é o centro de massa da lamina delgada homogénea.

Obs.3 Sabe-se que o momento de inércia I de uma particula de massa m em relagao a um eixo £ ou a um ponto P é
dado pela férmula I = mr?, sendo r a distancia da particula ao eixo E ou ao ponto P. Usando Soma de Riemann,
é possivel provar que para uma lamina delgada L que tem densidade de massa continua, o momento de inércia I
de L em relacao aos eixos coordenados e a origem O sao calculados pelas férmulas, em relacao:

ao eixo x, I, = // y2p(m7y) dxdy; aoeixoy, Iy = // m2p(w7y) drdy; aorigem O, Io =1I;+1I,.
L L
Ache o centréide da semi-circunferéncia de raio a.

Ache os momentos de inércia I, I, e Iy para uma lamina ocupando aregiao R : 0 <z < 2,0 <y < 2—uz,
se a fungao de densidade de masssa é dada por p(x,y) = = + 2y gramas por centimetro quadrado.
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RESPOSTAS DA LISTA 16 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1. 4 4y

0] % 0%
2

3. () T{(u,v); v=u, 0<u<1})={(z,y); =0, 0<y <2}
T ({(u,v); v=4u, 0<u<1/2})={(z,y); 8+ 15y =0, 0 <y <2}
T({(uav); uw =1, 1/2 <u< 1}) = {(.’L‘,y); y=2, _15/4 <z < 0}
Logo a transformada da fronteira de Sy, ¢ o triangulo de vértices (0,0), (0,2), (—15/4,2). Como a
transformada da fronteira de Sy, também ¢ a fronteira de S, concluimos que a fronteira de Sg,¢ o
triangulo de vértices (0,0), (0,2), (—15/4,2).
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b) ==

(b)
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4. — 5 =
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6. Faca a mudanca de varidveis u = ax e v = by e use coordenadas polares.

7. Idem anterior.
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9. Sem perda de generalidade, suponha a simetria em relagao ao eixo y. A regiao de integragdo R é uniao

de duas regides R; e Ry simétricas em relagao ao eixo y e a densidade p satisfaz p(—z,y) = p(x,y).
Precisamos mostrar que =z = 0.

//R zp(z,y) drdy ) //Rl zp(x,y) dedy + //RZ xp(z,y) dedy )

//R p(x,y) drdy //R p(z,y) dedy

) //R1 xp(x,y) dedy — //RZ)(—x)p(x,y) dzdy ) //R1 zp(z,y) dedy — //RQ(_x)p(_x,y) dzdy
//R pla.y) dudy //R p(z,y) dedy

B //R1 zp(z,y) dedy — //R1 (z)p(x,y) dzdy
//R p(x,y) dedy
10, (0, ?;;)

11. A semi-circunferéncia de raio a e base 2a tem o centrdide situado no raio perpendicular & base a uma

T =

=0

4a
distancia — dessa base.
3

56 8 32
12. I, =—: I,=—:
o1y Yy 5



