Limites e Continuidade

Aula 21 — Limites e Continuidade

Introducao

Limites e continuidade foram introduzidas para funcoes reais
f U CR" — R nas aulas 3 e 4. Nesta aula estudaremos as defini¢oes
destes conceitos para funcoes vetoriais reais f : U C R" — R™, m,n € N e
m > 2.

Definicdo 1
Considere f: U C R* — R™ e xy = (x1,- -+ ,x,) um ponto de acumulacao
de U. Dizemos entao que yo = (Y1, ,Ym) € R™ é o limite de f em x

se, para qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que | f(x) — yo| < & sempre que

0 < |z — xo| < 0. Neste caso denotamos yo = lim f(x).

T—T0
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Observe que a definicao de limite para fungoes vetoriais é, em esséncia,
a mesma que fizemos para as funcoes reais, o que difere sao as dimensoes
dos contra-dominios e suas respectivas normas. A expressao |f(x) — yol

representa a distancia entre dois vetores do R™, isto é,

1 (@) = ol = V(fi(2) = 92)? + -+ (@) = ym)?,

em que fi(x), -, f(x) sdo as fungdes coordenadas de f.

Note ainda que a distancia
1f(@) =l = V(@) =y)? + -+ (fnl2) = ym)?
(filz) — v:)? (1)
= |fi(z) — yil
comi¢=1,---,m, e que

1£() = ol < vim mix {If:() — wl} (2)
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Usando a desigualdade (1) podemos concluir que se lim | f(z)—yo| = 0,
T—x0

entdo lim |f;(x) — y;| = 0 para cada fungao coordenada f;, i = 1,---m;
T—x0
isto é, se lim f(x) = yo, entdo lim fi(z) =y;,i=1---,m
T—T0 T—T0

Por outro lado, usando a desigualdade (2), podemos concluir que se
lim |fi(z) —y;| =0, para ¢ = 1,--- ,m, entdo lim |f(z) — yo| = yo. Isto
T—T0 T—T0

posto, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1
Seja f: U C R® — R™, com funcgoes coordenadas fi,-- -, fi, o um ponto
de acumulacao de U e yo = (y1, - , Ym) em R™. Entao:
lim f(z) =yo se, e somente se, lim f;(z)=1y;
T—x0 T—x0
com?=1,---,m.
Exemplo 1

Seja f(x,y) = (y + tgz, xIny). Note que

lim fi(z,y)= lim y+tgr=1

(z,y)—(0,1) (z,y)—(0,1)
e
lim = lim zlhy=0.
(z,y)—(0,1) f2( ) (z,y)—(0,1) Y
Logo,
li li li =(1,0).
o Jim flz,y) = <( Jim, fi(z,y), e fo(, y)) (1,0)
Exemplo 2

Seja f(xz,y,t) = (zy,sen 1). Como

lim sen —
(zy,t)—=(0,00) 1
nao existe, temos que
im — f(z,y.1)

(z,y,t)—(0,0,0)

também nao existe.
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Continuidade

Definicao 2
Considere f : U C R" — R™ e xy € U. Dizemos que f é continua em xg
se lim f(x) = f(xo).

T—x0

Obs 1
Em um ponto isolado (ponto que ndo é ponto de acumulagao) do dominio de
f, nao podemos falar de limite. Neste caso diremos que f é automaticamente

continua em tal ponto, por definicao.

Obs 2
Dizemos que uma funcao é continua se ela é continua em todo ponto do seu

dominio.

Como conseqiiéncia da definicdo 2 e do teorema 1 podemos enunciar o

seguinte teorema:

Teorema 2
Uma funcao vetorial é continua se, e somente se, as suas fungoes coordenadas

sao continuas.

Exemplo 3
Como fi(z1, -+ ,x,) = anx1+-- -+ Ty, coma;; ERej=1,---,n, é uma
funcao continua em R", parai=1,---,m, temos que a transformacao linear

f : R" — R™ definida por f(fL'l,"' 7xn) = (fl(xla"' 7':En)7“' 7fm(x1,"' axn))

é continua em R™.

Exemplo 4

~ senx COS ™ , ; . ~
A funcao f(x,y) = (Tyya Tyy) é continua em R? pois cada fungio coor-
€ €

, , 9 _senxy _coszy  ~
denada é continua em R®. De fato, fi(z,y) = —5 © fo(z,y) = 1, S0

continuas, pois sao definidas como quocientes de fungoes continuas e e**¥ > 0
para todo (z,y) € R%

Com relacao a nogao de continuidade podemos enunciar ainda os seguintes

resultados:
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Teorema 3
Considere f : R" — R™ e g : R™ — RP continuas de tal modo que g o f
esteja definida. Entao (go f)(z) = g(f(z)) é continua em R™.

Teorema 4
Considere f: R" — R™ e g : R* — R™ continua e A € R. Entao:

a) (f+g)() = f(z) + g(z) é continua;

b) (Af)(z) = Af(x) ¢ continua.

As demonstracoes dos teoremas 3 e 4 podem ser observadas num texto
de Célculo Avancado, por exemplo, Williamson etali, (1976) e Apostol.
Deixamos ao leitor curioso a tarefa de consulta-las. Em verdade, o que nos
interessa, num primeiro curso de Célculo, é que vocés saibam interpretar e

usar estes resultados. Vamos aos exercicios!

Exercicios Propostos

1. Em que pontos as seguintes funcoes nao tém limites?

r\ [ y+tge .z
a) f(y)(ln(x—l—y)) ¢) flz,y) = ——+y

Y T
2 1 +y se x#0
b) f<x>: x;— d) Fla,y) = senx
Y | 24y se =0

2. Em que pontos as seguintes funcoes nao sao continuas?

1 1
" -+ a +y se x#0
a) f| =517 Y c) flay)={ "
y 22 + 12 14y se =0

ws()-




