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Aula 24 — Funcoes Definidas Implicitamente

Introducao

Na primeira parte do curso de Calculo IIT estudamos fungoes
f : R"™ — R definidas implicitamente por uma equagao do tipo F(X,Y) =0,
em que F: R"*! — R. Demos énfase no nosso estudo para os casos em que

n =1en = 2. Vamos recordar um exemplo:

Exemplo 1
Seja F(z,y) = 2® + y*> — 1. Entdo a condi¢do de que F(z, f(z)) =
= 22 4 (f(a:))2 — 1 = 0, para todo z do dominio de f, é satisfeita para

cada uma das seguintes escolhas para f:

N NV

2

Assim, pode-se dizer que tanto f; quanto f; sdo definidas implicitamente

pela equacao F(z,y) = 2> +y*—1=0.

Consideremos agora uma funcao F : R"*™ — R™. Um elemento ar-
bitrario de R™™™ pode ser escrito como (x1,-+* ,Tn, Y1, , Ym) OU UM par
(x,y) em que Xx = (21, ,Zn) €y = (Y1, ,Ym). Deste modo F' pode ser
imaginado como uma funcao de duas variaveis vetoriais x de R" e y de R™
ou entdo como uma fungdo da unica varidvel vetorial (x, y) de R™™™. A
fungao f : R™ — R™ é definida implicitamente pela equagao F(x, y)=0
se F(X, f(x)) = 0 para todo x do dominio de f.
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Exemplo 2
As equacoes

r+y+z2—-1=0 (1)
204+ 2+2=0 (2)

determinam y e z como fungoes de x. De fato, “resolvendo o sistema” obtemos
y=x+3 e z=-2x-—-2.

Em termos de uma fungao F : R® — R, as equagoes (1) e (2) podem ser

escritas como

() - (225 -0)
()60 ()-0)

A funcao definida implicitamente f : R — R2 é
(y\ [ z+3
Jw) = (z) B (—2x—2> '

Em aulas passadas (para ser mais preciso, na aula 12), estudamos as
condigoes para a existéncia de uma funcao f diferenciavel definida implicita-
mente por uma equagao F (x, f (x)) = 0 (veja o Teorema da Fungao Implicita

na pagina 7 da aula 12) para o caso em que F : R"™ - R, n=1,2.

Consideremos o caso n = 1, isto é, suponha F(z,y) uma funcao de

classe C! definida em um subconjunto aberto U de R? de tal modo que

oF
0y

que existe uma funcao diferenciavel f : I, — R de tal modo que

(a,b) # 0, sendo (a,b) € U. Pelo Teorema da Funcao Implicita sabemos

F(z, f(z)) =0

para todo x € I, (intervalo aberto que contém a).

Aplicando a regra da cadeia na equagao acima, obtemos a derivada de f

P f(0) 4 B f0) - £10) =0 fa) = = T 50
5€ Fy(ZL‘, f(ZL‘)) 7& 0.
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Para fungoes vetoriais um calculo semelhante é possivel.

Exemplo 3

Dadas as equacoes
2 2, .2 _ _
4y +2°=5=0, zyz+2=0, (3)

suponhamos que x e y sejam funcgoes diferenciaveis de z, isto é, a funcao
definida implicitamente pelas equagoes (3) é da forma (x,y) = f(z). Para
calcular dz/dz e dy/dz aplicamos a regra da cadeia as equagoes dadas, para
obter

dx dy
20— +2y— +22=0
:cdz—ir ydz—irz ,
s =0
yr—Fwatay =

Resolvendo o sistema anterior em dz/dz e dy/dz, encontramos

dz || A=)
dy ||y

que é a matriz f’(z). Observe que, para que a férmula fique completamente
determinada é necessario conhecer os valores correspondentes para x e y.

Entretanto, dado o ponto (z,y,z) = (1, -2, 1), podemos determinar f’(1).

dx

—(1,-2,1) B
rw=| g - [ X ]
%(1, -2,1)

e afirmar que f é univocamente determinada na vizinhanga do ponto dado.

Exemplo 4

Consideremos
ru+yv+zw =1,
r+y+zt+tut+v+w=0,
Yy +zuv+w=1.

Suponhamos que cada um dos z, y e 2z seja uma funcao de u, v e w. Para

calcular as derivadas de x, y e z em relacao a w, derivamos as trés equagoes
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usando a regra da cadeia.

LA "
8w U@w w@w ®

or 0Oy 0z
ot ow ot 70
ox 8y 0z

Entao, resolvendo o sistema encontramos dz/0w

o0x uv? + xz 4+ w — 2uv — xWw — v

%:u20+vy+wx—yw—ux—uv2 '

analogamente, poderiamos calcular 0y /0w e 0z/0w. Para calcular as parciais
em relacao a u, derivamos as equacoes originais em relacao a u e calculamos
Oz /0u, dy/Ou e 0z/du, no sistema. As parciais em relacdo a v sdo encon-

tradas pelo mesmo método.

O célculo indicado no Exemplo 20 nos leva aos nove elementos da matriz
da diferencial de uma funcao vetorial definida implicitamente. Para que
o cédlculo funcione, é necessario ter o nimero de equacoes dadas igual ao
niumero de funcgoes coordenadas definidas implicitamente. Para se perceber

a razao para esta exigéncia, suponhamos que seja dada uma funcao vetorial

F( ) Fl(’U/"U,.iC,ZI)
u,v,x, =
Y FQ(U,’U,SC,ZI)

diferencigvel

e que as equa(;()es
Fl(uaval‘7y) ) FQ(U,U,I’,y) (4)

definam implicitamente uma funcao diferenciavel (x,y) = f(u,v). Derivando

as equagoes (4) em relacdo a u e v por meio da regra da cadeia, obtemos

8F1 8F1 ox 8F1 8y —0 8F1 8F1 ox 8F1 8y

8u+8x%+8y%_ ’W+8x8v+8y8v_0’
ou  Ox Ou Oy odu v | dxr v Oy dv
Estas equagoes podem ser escritas na forma matricial como segue:
-1 Z71 5 5 et
ou Ov n z Y ou Ov _ 0 (5)
ou Ov or Oy ou Ov
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A ltima matriz da direita é a matriz da diferencial de f em (u,v). Calculando-

a, obtemos
ou O Of 0ROk O
ou Ov _ dr  Jy ou Ov _0 (6)
o oy || on om | | oR oR
ou Ov oxr 0Oy ou Ov

Para conseguirmos uma solugdo tnica, isto é, para que a matriz f'(u,v),
solucdo da equagao (5), exista e seja Unica, é essencial que a matriz inversa
que aparece na equagao (6) exista. Isto implica, em particular, que o niimero
de equagoes originalmente dadas seja igual ao ntimero de variaveis determi-
nadas implicitamente ou equivalentemente, que os espacos imagens de F' e f

devem ter a mesma dimensao.

A andloga da equacao (6) vale para um ntimero arbitrério de fungoes
coordenadas Fj e é provada exatamente do mesmo modo. Podemos resumir

o resultado no seguinte teorema:

Teorema 1

Se Rm I, Rrm o Rr L, R™ g50 diferencidveis, e se y=f(x) satisfaz

F(x, y)= 0, entao

Fxy) = =[Fy(x, f))] - [Fx(x f(x))]

contando que Fy tenha uma inversa. A derivada Fy ¢ calculada mantendo-se

x fixo, e Fx é calculada mantendo-se y fixo.

A notagao utilizada acima é ilustrada no préximo exemplo.

Exemplo 5

Suponhamos que

2
Fle,y,2) = ( y*“)

Tz + Yz

e que escolhemos x=z, y=(y, z). Entao,

2

z

12 xXr
F(y,z)(xayvz) = (Z $+y> .
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Exemplo 6

Suponhamos dada

ﬂczy—l—z
F($7y72) = <£C—|—y22

e calculemos [Fi, .y(1,y, z)]7'. A matriz derivada de F em rela¢ao a (y, z) ¢

2 1
F(y,z)(xvyvz) - <2yz y2 )

1 1
Fiy»(ly,z2) = .

Calculando a matriz inversa pela férmula

AN d —b
c d T ad—be\ ¢ a

[Fly2)(Ly,2)] ;< y? —1)

e assim

obtemos

T2 -2z —2yz 1

Exercicios Propostos
1. Se
?y+yz=0 e xyz+1=0
calcule dx/dz e dy/dz em (x,y,z) = (1,1, —1).

2. Se o exercicio anterior for expresso na notacao vetorial geral do

Teorema 9, o que sao F, x, y, Fy e Fx?

3. Se
r+y—u—v=0,
r—y+2ut+v=0,
calcule Ox/0u e dy/du:

a) calculando = e y em termos de u e v;

b) derivando implicitamente

4. Se o item 3 for expresso na notagao vetorial do Teorema 9, que é a
matriz f'(x)?

5. Sex? +yu+av+w =0, z+y +uvw+ 1 = 0, entdo, olhando z e y

como funcgoes de u, v e w, encontramos

— e — em (z,y,u,v,w)=(1,—-1,1,1,—1).
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6. Asequacoes 223y+yr?+t? = 0, z+y+t—1 = 0, definem implicitamente

_ (=)
- ()

uma curva

que satisfaz

Determine a reta tangente a f em ¢t = 1.

7. Suponhamos que a equagao /4 +y*+2%2/9—1 = 0 defina z implicita-
mente como uma fungdo z = f(z,y) numa vizinhanca do ponto x = 1,
Yy = \/m, z = 2. O gréfico da funcao f é uma superficie. Determine
o seu plano tangente em (1,/11/6,2).

8. Suponhamos que a equacao F(x,y,z) = 0 defina implicitamente z =

f(z,y) e que zo = f(xo,y0). Suponhamos além disso que a superficie

que é o grafico de z = f(z,y) tem um plano tangente em (xg,yo).
Mostre que
OF oF oF

($—$o)a—x($o,?/o,Zo)Jr(y—yo)a—y(!Eo,yo, Zo)Jr(Z—Zo)a(%,yo,Zo) =0
¢é a equagao deste plano tangente.

9. As equagoes
2v4+y+2z2+y—v—-—1=0
ry+z—u+2v—-1=0
yz+azz+u+v=0
numa vizinhanca de (z,y, z,u,v) = (1,1, —1,1,1) define z, y e z como

fungoes de u e v.

a) Determine a matriz da diferencial da fun¢ao definida implicita-

mente

em (u,v) = (1,1).

b) A fungdo f define parametricamente uma superficie no espago

(x,y, z). Determine o plano tangente a ela no ponto (1,1, —1).
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