Capitulo 1

Coordenadas e distancia na reta e

no plano

1. Introducao

A Geometria Analitica nos permite representar pontos da reta por
nimeros reais, pontos do plano por pares ordenados de ntimeros reais e pontos

do espago por ternos ordenados de ntimeros reais.

Desse modo, curvas no plano e superficies no espaco podem ser descritas
por meio de equagoes, o que torna possivel tratar algebricamente muitos
problemas geométricos e, reciprocamente, interpretar de forma geométrica

diversas questoes algébricas.

Ao longo destas notas admitiremos que o leitor conheca os principais
axiomas e resultados da Geometria Euclidiana Plana e Espacial, relativos aos
seus elementos basicos: pontos, retas e planos. Por exemplo: por dois pontos
distintos passa uma, e somente uma reta; por trés pontos do espa¢o nao
situados na mesma reta passa um, e somente um plano; fixada uma unidade
de comprimento, a cada par de pontos A e B corresponde um ntimero real,
denominado distancia entre os pontos A e B ou comprimento do segmento
AB, e designado por d(A, B) ou |AB|, respectivamente, que satisfazem as

seguintes propriedades:
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Sejam A, B e C' pontos arbitrarios. Entao:
Teorema 1

a. para todo A > 0 e para toda semirreta de origem A, existe
um unico D nesta semirreta tal que d(A, D) = \.

b. d

&0
Qo

d(B, A).

B) >
)=0<= A=8B.
)=
) < d(A,C) + d(C, B)(desigualdade triangular).

(4,
(A, B
(A, B
e. d(A,B
f. d(A,B) =d(A,C)+d(C,B) <= A, B e C sao colineares

e C estd entre A e B.

. . °
A C B

Figura 1: O ponto C esta entre A e B, logo d(A, B) = d(A,C) + d(C, B).

2. Coordenadas e distAncia na reta

Seja r uma reta.

Dizemos que r é uma reta orientada quando sobre ela se escolheu um
sentido de percurso chamado positivo. O sentido oposto sobre a reta r é

denominado negativo.

r

>
Figura 2: Escolha de um sentido de percurso na reta r.

Sejam A e B pontos na reta r. Dizemos que o ponto B esta a direita

do ponto A (ou que A esta a esquerda de B) quando o sentido de percurso

de A para B coincide com o sentido positivo escolhido na reta 7.
r

® e -
A B

Figura 3: B esta a direita de A na reta orientada r.

Um eixo F é uma reta orientada na qual é fixado um ponto O, chamado
origem.

0 E
*® -

Figura 4: Origem O escolhida no eixo E.
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Todo eixo E pode ser posto em correspondéncia com o conjunto dos

ntmeros reais R da seguinte maneira:

| E —R

e & origem O do eixo faz-se corresponder o niimero zero.

e a cada ponto X de E & direita de O corresponde o ntimero real positivo
r=4d(0,X).

e a cada ponto X de E a esquerda de O corresponde o niimero real negativo

r=—d(0,X).

Pode-se provar, usando o teorema 1, item a, que esta correspondéncia

entre I/ e R é biunivoca.

Definicao 1
O nimero real x correspondente ao ponto X é chamado coordenada do
ponto X.

X 0 X E

& L @ -

x= — d(X,0) 0 x=d(X,0)

Figura 5: Coordenada de um ponto X do eixo E em relagao a origem O.

Proposicao 1
Sejam X e Y dois pontos sobre o eixo E' com coordenadas x e y respectiva-

mente. Entao,
dX,Y) =y —z| =z -yl

Prova.

Se X =Y, nao ha o que provar.

Suponhamos entao que X # Y. Para fixar as idéias, vamos assumir que X
esta a esquerda de Y, isto é, x < y. Temos trés casos a considerar:

Caso 1. X e Y estao a direita da origem. Isto é, 0 < z < y.

=} No]
= @ X

S T
Y

Figura 6: Caso 1: 0 < x < y.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF




4 2.. COORDENADAS E DISTANCIA NA RETA

Como X esta entre O e Y, d(O,X) =z e d(O,Y) =y, temos por
d(0,Y) = d(0, X) + d(X,Y),
que
y=xz+dX,Y).
Portanto,

AXY)=y—x=|y—zl

Caso 2. X e Y estao a esquerda da origem. Isto é, x <y < 0.

® e ® o
X y 0

Figura 7: Caso 2: z <y < 0.

Neste caso, Y esta entre X e O, d(O,X) = —x e d(O,Y) = —y. Logo,
d(O,X)=d(X,Y)4+d(Y,0) & —x =d(X,Y) —y,

ou seja,
AXY)=y—z=y—al

Caso 3. X e Y estao em lados opostos em relacao a origem. Isto é,
r<0<y.

_E

@ K
=¥ Yo
< 9=

Figura 8: Caso 3: z <0 < y.

Como O esta entre X e Y, d(X,Y) = d(X,0) + d(O,Y). Além disso,
d(X,0) = -z ed(0,Y) =y. Logo,
AX,)Y)=—z+y=y—x=y—a

Verificando assim o desejado. g

Observacgao 1
e Se X estiver a direita de Y a demonstracao é feita de maneira similar.

e Sejam X e Y pontos de coordenadas = e y, e M o ponto médio do

segmento XY de coordenada m. Entao, m = %ﬂ
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X

@
X

2=
oy Y
Y

Figura 9: Sendo M o ponto médio do segmento XY, temos d(M, X) = d(M,Y).

De fato, suponhamos que X esta a esquerda de Y. Como o ponto médio M

esta entre X e Y, temos r < m < y. Logo,

dM,X)=dM,Y) <= |z—m|=|y—m]|

= m—r=y—m

— 2m=x+y

r+y
< m= 5

3. Coordenadas no Plano

e Designamos por R? o con-
junto formado pelos pares or-
denados (x,y), onde x e y s@o
numeros reais. O nimero x
chama-se primeira coorde-
nada e o numero y chama-
se segunda coordenada do

par ordenado (z,y).

e Um sistema de eixos or-
togonais OXY num plano 7
¢ um par de eixos OX e OY,

tomados em 7, que sao per-

Figura 10: Sistema de eixos ortogonais OXY no plano 7.

pendiculares e tém a mesma origem O.

O eixo—OX é chamado eixo horizontal e o eixo—OY’, eixo vertical.

e Um plano m munido de um sistema de eixos ortogonais poe-se, de maneira

natural, em correspondéncia biunivoca com o conjunto R?:

7 +— R?

Geometria Analitica e Céalculo Vetorial
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De fato, dado um ponto P € 7, tomamos as retas r e s tais que:

o rlleixo—OY e Per,
o s lleixo—OX e P € s.

Se o ponto X de interse-
¢ao da reta r com o eixo—OX
tem coordenada z no eixo—OX
e se o ponto Y de intersecao da
reta s com o eixo—QOY tem coor-

denada y no eixo—QY, associa-

se ao ponto P o par ordenado
(z,y) € R2.

Figura 11: Determinando as coordenadas do ponto P € 7

Reciprocamente:

Dado o par ordenado (z,y) € R?

temos que, se:

o X é o ponto do eixo—OX de coordenada x;

o Y é o ponto do eixo—OY de coordenada y;

2

o r é a reta paralela ao eixo—OY que passa por X;

o s é a reta paralela ao eixo—OX que passa por Y, entao {P} =rNs.

e Os nameros z e y chamam-se coordenadas cartesianas do ponto P

relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado.

A coordenada x é a abscissa de P e y é a ordenada de P.

Observagao 2

No eixo—OX, os pontos tém coordenadas (z,0).

No eixo—OY', os pontos tém coordenadas (0, y).

Observagao 3
Os eixos ortogonais decompoem o plano em quatro regioes chamadas qua-

drantes:

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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1° Quadrante = {(z,y) |z > 0 ey > 0}
2° Quadrante = {(z,y) |z <0ey >0}
3° Quadrante = {(z,y) |z <0 ey <0}
4° Quadrante = {(x,y) |z > 0ey <0}

Cada ponto do plano pertence a um
dos eixos ortogonais ou a um dos qua-

drantes.

Figura 12: Quadrantes e eixos ortogonais no plano.

4. Distancia entre dois pontos no plano

Seja m um plano munido
de um sistema de eixos ortogo-
nais OXY e sejam P, = (x1,41)
e Py = (x2,y2) dois pontos do

Seja QQ = (x1,y2). Como,
d(P1,Q) = |y2 — i, o) ?‘z

>
1 (0):¢
d(P,, Q) = |2 — 1],
temos, pelo teorema de Pitédgo-
Figura 13: Distancia entre dois pontos no plano.
ras,
d(Ph P2)2 = d(Pb Q)2 + d(P27 Q)2
= d(Pl,P2)2 = |172 — l'1|2 + |y2 — y1|2
= | d(P,P) = (22— 21)2 + (2 — 11)?
Exemplo 1
Calcule a distancia do ponto A = (—1,2) ao ponto B = (2, —3).
GGM-IME-UFF
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Solucao.
Temos:
d(A,B) = /(2= (—1))2+ (-3 - 2)2 = O + 25 = V/34.
O
Exemplo 2

Determine para quais valores dem € R os pontos P = (m, 1) e Q = (2m, —m)

tém distancia igual a 1.

Solugao.
Temos:

d(P,Q)=/2m —m2+ (—m—-12=v2m2 1 2m + 1 =1
2m2+2m+1=1
m(m+1)=0

m=0 ou m=—1.

(N

O

Exemplo 3
Determine os pontos P pertencentes ao eixo-OX tais que d(P, A) = 5, onde

A=(1,3).

Solucgao.

O ponto P é da forma (z,0) para algum = € R. Logo,
d(A,P)=/(x —1)2+(0—-3)2=5

— (z-124+9=2< (z—1)*=16
<— r—-—1=44<—=2x=5 ou x=-3
< P =(50) ou P=(-3,0).

O

Definigao 2

Dados um ponto A num plano 7 e o namero r > 0, o circulo C de centro

A e raio r > 0 é o conjunto dos pontos do plano 7 situados a distancia r do

ponto A, ou seja:

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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C={Pen|dP A)=r).

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano 7 e sejam a e b as

coordenadas do centro A neste sistema de eixos. Entao,

P=(z,y) €eC<=d(P,A)=r < d(P,A)? =1

(z—a)+(y—b)?=r?

oY A
Assim, associamos ao cir-
culo C uma equacao que re-
laciona a abscissa com a or-

denada de cada um de seus

pontos. Uma vez obtida

a equacao, as propriedades

geométricas do circulo po-
dem ser deduzidas por mé-

todos algébricos.

Figura 14: Circulo de centro A = (a,b) e raio r > 0.

Exemplo 4

Determine o centro e o raio do circulo dado pela equacgao:
(a) C: 2?4+ y* —4x + 6y = 0.
(b)C:2*+y*+3z—5y+1=0.

Solugao.

(a) Completando os quadrados, obtemos:
2? — 4z +y* 4+ 6y =0
(2% — daz+4) + (y* + 6y+9) = 0+4+9
(x—2)?+ (y+3)*=13.

Portanto, o circulo C tem centro no ponto A = (2, —3) e raio r = v/13.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF
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(b) Completando os quadrados, obtemos:

2+ 3z +y* — by = —1

9 25 9 25
2 J 2 _ 0) = 122
(a: +3x+4>+<y 5y—|—4) —I—4—|—4

SR
2 Y=3) =1

. 35 . 30
Assim, C é o circulo de centro no ponto A = (—5, 5) e raio ——. ]

Exemplo 5

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e considere os pontos Py = (z1,y1)

€ —;-3327 1 -2HJ2) é o ponto médio do

e P2 = (QEQ,yQ). EHtéO, M = (

segmento Py P;.

Solugao.

De fato, considerando os pontos

Ql = (xMa yl) € QQ = (vayQ)a te-
mos que os tridangulos AP, M@, e
AP, M@5 sdo congruentes (AAL),

onde M = (1, ynr)-

Logo, |
o d(P,Q1) =d(P%,Q2) o x Y X2 0X
— |J?M—JZ1|:|ZE2—JZM|
= ) é o ponto médio entre
T1 € Xy Figura 15: M é o ponto médio do segmento P; Ps.
T+ T2

® d(Q1, M) =d(Q2, M) = |ym —y1l = |y2 — yu|
= 1y € o ponto médio entre y; e ys
_ ity

= Yu = 5

Assim, as coordenadas do ponto médio M do segmento P, P, sao os

valores médios das respectivas coordenadas dos pontos P e P».

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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Exemplo 6
Dados dois pontos A e B do plano 7, seja R o conjunto dos pontos equidis-

tantes de A e B, ou seja:

R ={Pecnr|dP,A) =dP, B).

Mostre algebricamente que R é a mediatriz do segmento AB, isto é, R
é a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio M de
AB.

Solucao.
Para isso, escolhemos um sistema de eixos ortogonais OXY de modo que
o eixo—OX seja a reta que passa pelos pontos A e B, com origem no ponto
médio M do segmento AB e orientada de modo que A esteja a esquerda de
B (figura 17).
Neste sistema de eixos, A e B tém coordenadas (—xg,0) e (zo,0), respecti-
vamente, para algum nimero real o > 0. Entao,
P=(z,y) € R <= d(P,A) =d(P,B) < d(P,A)* = d(P, B)*
= (2= (—20))* + (y — 0)* = (z — z0)* + (y — 0)*
— (r+x0)* +y* = (v — x0)? +
< 2% + 2w + 23 + v = 22 — 2x30 + 22 + Y7

< 2xx9) = 2210 <= 40 =0<= 1 =0<= P € eixo— OY .

Figura 16: Mediatriz e ponto médio de AB. Figura 17: Escolha do sistema de eixos ortogonais
oXY.

Portanto, R = {(z,y) € R*|z = 0} = eixo — OY, que é geometricamente

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF
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a reta perpendicular ao segmento AB que passa pelo ponto médio M deste

segmento, como querfamos provar. [T

Exemplo 7
Dado o ponto P = (z,y), considere os pontos P' = (—y,z) e P" = (y, —x).
Mostre que os pontos P’ e P"” sao obtidos a partir do ponto P por uma
rotacao de 90° do segmento OP em torno da origem.

Convencionamos dizer que a rotagao de 90° que leva o ponto P = (x,y)
ao ponto P = (—y,x) tem sentido positivo, e que a rotagao de 90° que

leva o ponto P ao ponto P" tem sentido negativo.

Solugao.
oY A T
P, ————— X
i N R P
® ® |
-y 0] (0.4
Figura 18: Posigao dos pontos P e P’ no plano.
Como

AP0 = (x =0+ (y =0 = * +47
AP0 = (=y =0 + (a0 = 1 +a*

temos que o triangulo APOP’ é isosceles.

Além disso,
d(P,P")? = (—y —2)*+ (y — 2)? = y* + 22y + 2 + 2% — 2zy + ¢*
— d(P,P)2 = 2(22 1 y?) = d(P, P')? = d(P,0)* + d(P',0)?.

Logo, pela lei dos cossenos, o triangulo APOP’ é retangulo em O.

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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Isso significa que o ponto P’ é obtido a partir do ponto P por uma rotacao

de 90° do segmento OP em torno da origem.

oY A -
Py
F----- X
/,’ !
, |
S
, |
: N R P
"
! ! [N
/ | A
! ! [
! i '
A . ° >
- 3 *— =
\ -y o X ) 0OX
\ /
\ /
N ,

Figura 19: P rotacionado de 90° até coincidir com P’.

Consideremos agora o ponto P” = (y, —z). De maneira analoga, podemos

provar que P” é obtido a partir do ponto P por uma rotagao de 90° do

segmento OP em torno da origem.

ovh -
/ A4 SETEEEEPEEEE 2 P
o ° >
\ O ' X 0X
| !
Y I
e XY 'pit

Figura 20: P rotacionado de 90° até coincidir com P”’.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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Capitulo 2

Vetores no plano

1. Paralelogramos

Lembremos que um paralelogramo é um quadrilatero (figura geomé-

trica com quatro lados) cujos lados opostos sdo paralelos.

Usando congruéncia de triangulos, podemos verificar que as seguintes

afirmativas sao equivalentes:

e O quadrilatero ABDC' é um paralelogramo;

e Os lados opostos de ABDC sao congruentes;

e Os angulos opostos de ABDC' sao congruentes;

e Dois lados opostos de ABDC' sao congruentes e paralelos;
e As diagonais de ABDC' se intersectam num ponto que € o

ponto médio de ambas.

C

Ll
I B
Figura 1: Paralelogramo ABDC.

Por exemplo, vamos demonstrar a seguinte equivaléncia:

15
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Proposicao 1
No quadrilatero ABDC' os lados opostos AC' e BD sao congruentes e para-

lelos se, e somente se, as diagonais de ABDC' se intersectam num ponto que

é o ponto médio de ambas.

Prova.
(a) Suponhamos que os lados
opostos AC' e BD no quadri-

latero ABDC' sao congruen-

tes e paralelos, e seja M o ponto A B

intersega iagonais A
de inte 5e¢ao dasd agonais D Figura 2: ABDC' de lados opostos congruentes e paralelos.

e BC'. Pela hipotese, temos:

e |AC| = |BD|, isto &, os comprimentos dos lados AC' e BD sao iguais;

e AC || BD.

Logo,

o ACB = D/B\C, por serem angulos alternos internos;

o« CAD = @, por serem angulos alternos internos.

Pelo critério ALA (dngulo-lado-angulo), concluimos que os tridngulos
AAMC e ADM B sao congruentes.

Em particular, |AM| = |DM]| e |BM| = |CM]|. Portanto, M ¢é o ponto
médio das diagonais AD e BC.

(b)Suponhamos agora que as
diagonais AD e BC' do qua-
drilatero ABDC' se intersec-

tam no ponto M que é o ponto

médio de ambas. A B

Devemos mostrar que os lados
q Figura 3: ABDC com |AM| = |DM]| e |BM|=|MC|.

opostos AC' e BD no parale-

logramo ABDC' sao paralelos e congruentes. Temos:

o |AM| = |DM)|
o |[BM]| = |CM|

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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e AMC = DMB , pois sao angulos opostos pelo vértice.

Pelo critério LAL (lado-angulo-lado), os triangulos AAMC e ADM B sao

congruentes.

Em particular, |[AC| = |DB]| e ACB = CBD, ou seja, os lados AC' e DB

sao congruentes e paralelos. g

Vocé pode (e deve) demonstrar as outras equivaléncias da mesma forma.

2. Segmentos orientados

Seja AB um segmento orientado com origem A e extremidade B.
Isto ¢, no segmento AB estabelecemos um sentido de percurso (orientagao)
de A para B.

B B

segmento AB

segmento BA

Figura 4: Os segmentos AB e BA tém sentidos opostos.

Dizemos que o segmento orientado BA tem sentido de percurso (ou

orientagao) oposto ou contrario ao do segmento AB. Classificamos os

segmentos orientados da seguinte maneira:

Definigao 1
Dizemos que os segmentos AB e C'D sao equipolentes, e escrevemos AB = CD,

quando satisfazem as trés propriedades abaixo:

e ABe CD tém o mesmo comprimento: |[AB| = |CD|.
e AB e CD sao paralelos ou colineares.

e AB e CD tem o mesmo sentido.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



18 2.. SEGMENTOS ORIENTADOS

Esclarecimento da definicao de equipoléncia

e Se AB e C'D sao segmentos colineares, entao eles tém o mesmo sentido

quando induzem o mesmo sentido de percurso na reta que os contém.

D C
C D
B B
A A

Figura 5: Segmentos colineares AB e CD que Figura 6: Segmentos colineares AB e CD que
tém o mesmo sentido. nao tém o mesmo sentido.

e Se AB e CD sao segmentos paralelos de igual comprimento, entao AB e

CD tém o mesmo sentido quando ABDC' é um paralelogramo.

Figura 7: AB = CD, pois ABDC' é um paralelo- Figura 8: AB # CD, pois ABDC n&o é um pa-
gramo. ralelogramo.

Proposicao 2

AB = CD <= ponto médio de AD = ponto médio de BC

Prova.

Com efeito, se AB || CD ja sabemos que a equivaléncia é verdadeira, pois
ABDC é um paralelogramo.

Vejamos que isso também ¢é verdadeiro quando AB e CD sao segmentos
colineares.

Consideremos a reta r que contém A, B, C' e D com uma orientacdo e uma
origem O escolhidas de modo que B esteja a direita de A (figura 9).

Sejam a, b, ¢ e d as respectivas coordenadas dos pontos A, B, C' e D na reta
T.

(a) Como AB e CD tém o mesmo sentido, a < b e ¢ < d, e, como estes

segmentos tém o mesmo comprimento, b —a = d — c¢. Logo,

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 2. VETORES NO PLANO 19

at+d b+c
2 2
<= ponto médio de AD = ponto médio de BC.

b—a=d—-c¢c << a+d=b+c<

(b) Reciprocamente, suponhamos que o ponto médio de AD é igual ao ponto

a+d b+c

médio de BC'. Isto é, . Entao,

at+td=bt+c=b—-—a=d—c.

Como b —a e d — ¢ tétm o mesmo sinal e 0 mesmo modulo, AB e C'D tém
o mesmo sentido e o mesmo comprimento, além de serem colineares (por
hipotese). Assim, AB=CD. g

A
O a

Figura 9: AB = CD com A, B, C e D colineares.

Proposicao 3
Dados A, B e C pontos quaisquer no plano, existe um tnico ponto D no

plano tal que AB = CD.

Prova.
Como os pontos A, B e C' podem ou nao ser colineares, temos dois casos

a considerar.

(a) A, B e C sao colineares.

Neste caso, a circunferéncia de centro no ponto C' e raio |AB| intersecta a
reta que contém os pontos A, B e C' em exatamente dois pontos, mas apenas
um deles, que designamos D, é tal que AB e C'D tém o mesmo sentido (veja

a figura 10).

(b) A, B e C' nao sao colineares.

Seja r a reta que passa pelo ponto C' e é paralela a reta que contém os pontos

AeB.
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O circulo de centro C' e raio |AB| intersecta a reta r em exatamente dois
pontos, mas s6 um, que designamos D, é tal que ABDC é um paralelogramo.
Ou seja, AB = CD (veja a figura 11).

Figura 10: AB = CD com A, B e C colineares. Figura 11: AB = CD com A, B e C nao colineares.

3. Vetores

Definicao 2

Quando os segmentos de reta orientados AB e C'D sao equipolentes, dizemos

—
que eles representam o mesmo vetor ¥ e escrevemos v = AB .

Isto é, o vetor v = AB éo conjunto que consiste de todos os segmen-

tos orientados equipolentes ao segmento AB. Tais segmentos sao chamados

representantes do vetor v

Observacao 1
(a) Da definicdo de vetor, temos AB = CD <= v’ = AB =CD'.

- —
(b) Por convencgao, o vetor nulo é o vetor 0° = AA | qualquer que seja o

ponto A no plano.
(c) Dado um vetor 7 e um ponto qualquer C, existe um tnico ponto D

e
tal que v =CD". Isto é, qualquer ponto do plano é origem de um tnico
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segmento orientado representante do vetor v

Na pratica, trabalhamos com vetores usando a sua expressao em relacao

a um sistema de eixos ortogonais dado.
Consideremos um sistema de eixos ortogonais OXY no plano, e sejam

A = (al,aQ) C = (01,62)
B — (bl,b2> D - (dl,dg>

pontos do plano. A seguinte proposi¢ao caracteriza a equipoléncia em termos

de coordenadas.

Proposicao 4
AB=CD — b —a=d —¢ e by—ay=ds— o

Prova.

Pela proposicao 2,
AB=CD <= ponto médio de AD = ponto médio de BC'

ai+dy az+de\  [bi+c1 batco
( ) )_< ) )

< (CLl + dl,CLQ + d2) = (bl + Cl,bQ + 02)

<— a1+di=b+ci e ag+dy=0by+ ¢
< bi—ar=di—c e by—ay=dy— co.

como querfamos demonstrar. pg

Definicao 3
Dados A = (a1,as) e B = (b1,bs), 0s ntumeros by — a; e by — ap sdo as
v

T
coordenadas do vetor = AB’ e escrevemos v’ = (by — ay, by — as).

Note que, se AB = C'D, entao, pela proposi¢cao anterior,

ﬁ:(bl—al,bg—az)z (dl_cladQ_CQ) :CW

Exemplo 1
Sejam A = (1,2), B = (3,1) e C = (4,0). Determine as coordenadas do
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— ——
v = v =CD".

vetor AB e as coordenadas do ponto D tal que

Solugao.

Temos v = AB = (3—1,1—2) = (2,—1). Além disso, se D = (dy,d,),
temos

7 —AB = CD

Portanto, D = (6,—1). O

Corolario 1

Usando a proposicao 4, é facil verificar que:

(a) AB=CD < AC = BD.

A

Figura 12: AB=CD <= AC = BD

(b) AB=CD e(CD =FEF — AB=FEF.

E

A

Figura 13: AB=CD eCD =EF — AB = EF.
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Em virtude do item (c) da observagao 1, temos:

Proposicao 5

—
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e v’ = AB' um vetor.

Entao existe um tnico ponto P tal que OP" = AB" = v’. Além disso, as

coordenadas do ponto P coincidem com as coordenadas do vetor v

Prova.
De fato, se A = (a1, az), B = (b1,b2) e P = (p1,p2), entao v = (bi—a1,by—as)
e

AB =O0P by — ay, by — az) = (p1 — 0,py — 0)

<~
= P=(p1,p2) = (b1 —a1,by — a»)
como querfamos verificar. pg

Exemplo 2

s
Sejam A = (—1,2) e B = (4,1). Determine o ponto P tal que OP = AB .

Solugao.
Pela proposicao anterior,
P=(4-(-1),1-2)=(4+1,-1) = (5,—-1).

oy

Figura 14: Exemplo 2, onde AB = OP.
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4. QOperagoes com vetores

Vamos definir a operacao de adi¢ao de vetores que a cada par de vetores

W e faz corresponder um novo vetor, chamado soma dos vetores wen.

e e
Sejam w = AB e v’ = CD’ vetores dados e seja ¥ um ponto no

—— —
plano. Tomemos pontos P e () tais que w=EP ev = PQ .

Definimos o vetor soma de &’ com v’ como sendo o tnico vetor que

tem o segmento F() como um representante (veja a figura 15 ). Isto é,

—
W+ v =EQ

P R
v
B Q
w
w v+ T
E
A
T

D

Figura 15: Adicao de vetores.

Quando se faz uma definicao que depende, aparentemente, da escolha
de um representante devemos mostrar que a classe do novo objeto definido

independe do representante escolhido.

A adicao de vetores é uma operacao bem definida.

Com efeito, seja E’' outro ponto do plano, e sejam P’ e Q' pontos tais
— —
que W = E'P" e v = P'Q". Segundo a defini¢io anterior, deverfamos ter

—
também u’ + v = E'Q".

(&

Verifiquemos, entao, que os segmentos EQ e E'()’ sao equipolentes.
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Figura 16: O segmento EQ é equipolente ao segmento E’'Q’?
Pelo corolario 1(a) (acompanhe a argumentagao na figura 16), temos:
— =
w=EP =FP — EP=FEP — FEFE =PP,
— =
v =PQ =PQ — PQ=PQ — PP =QQ'.
Logo, pelo corolario 1(b), EE’ = QQ' e novamente pelo corolario 1(a):
— —
EQ=FQ = EQ =FEQ .
Portanto, o vetor W + v estd bem definido.
Observacao 2

e s
Sejam W = AB e v = CD' vetores no plano. Quando os segmentos AB

e C'D nao sao colineares ou paralelos, podemos determinar também o vetor

—
soma AB + CD da seguinte maneira:

B

=

Q
@l/

Figura 17: Adicao de vetores como a diagonal de um paralelogramo.
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Seja ' um ponto do plano e sejam P e R tais que
W =FEP ¢v =ER.

~ , e , . .
Entdo o vetor soma u + v’ é o vetor EQ , onde EQ ¢ uma das diagonais do

paralelogramo que tem F, P e R como vértices.

e e
De fato, como w =FEP ,U> = FER = P( , entao

W +v =EP +PQ =EQ .

Adigao de vetores em coordenadas

Se u = (o, f) e " = (o, 3') sio dois vetores dados por suas coordenadas

com respeito a um sistema ortogonal OXY , entao

v+0 =(a+d,8+05)

R ——
De fato, pela proposicao 5, W =0P ev = 0Q , onde P = (a,f3) e
Q= ().

—
Seja Q" = (a,b) o ponto tal que v’ = PQ". Entdo, pela proposicao 4,

(@ =0,6=0)=(a—a,b—p)
— @' =(a,b) =(a+d,5+7)
—

T4 =0P +0Q =0P + PO
~ 0@ = (a+d.f+7)

Bt Bt

(0]
| S —

Figura 18: Adicao de vetores em coordenadas.
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Multiplicagao de um ntmero real por um vetor

Definicao 4

e e
Sejam AB um vetor e A € R. O produto de A por AB ¢é o vetor

—
AB” = \AB

representado pelo segmento orientado AB’, tal que:
e A B, B’ sao colineares;
e d(A, B') = |\|d(A, B);
e 0 sentido de AB’ é igual ao sentido de AB se A > 0, e oposto, se A < 0;
e B=A se A=0.

Figura 19: Multiplicagao de um vetor por um ntumero real.

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Vamos mostrar, usando a

definicao geométrica dada acima, que:

B = (CLl + )\(bl - al),ag + )\(bg - ag)),

onde A = (al,ag),B = (bl,bQ) e\ §£ 0.

De fato:

e d(A,B) = /N(by —a1)?+ N2(by — ay)?
= V(b1 —a)? + (by — ay)?
= |\d(A, B):
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e d(B,B") = /(A(bi —a1) + (a1 — b1))2 + (A(b2 — a2) + (az — by))?
= VA =12(by — a1)? + (A — 1)%(by — az)?
= D=1y — @)+ b —a)?
= |A—1]d(A,B).

Para verificar que A, B e B’ sdo colineares, analisaremos os quatro casos

abaixo:

Caso 1. Se A € (0,1), entao:
d(A,B') +d(B',B) = Md(A,B) + (1 — N\)d(A, B) = d(A, B).

Logo, pelo teorema 1, A, B e B’ sdo colineares e B’ esta entre A e B.

Caso 2. Se A = 1, B’ = (by,by) = B, o que coincide com a defini¢ao

geométrica de B'.

Caso 3. Se A > 1, entao:
d(A,B)+d(B,B') =d(A,B)+ (A= 1)d(A, B) = Md(A, B) = d(A, B').

Entao, pelo teorema 1, A, B e B’ sao colineares e B esta entre A e B’.

Caso 4. Se A\ < 0, entao:
d(B',A) +d(A,B) = —Xd(A,B) +d(A,B) = (1 — \d(A,B) =d(B', B).

Assim, pelo teorema 1, A, B e B’ sao colineares e A estd entre B’ e B.

— — oY A
Resta provar que AB e AB’

tém o mesmo sentido se A > 0 e

sentidos opostos se A < 0.

Suponhamos primeiro que
by —a; > 0.

Neste caso, o sentido de per- o . o

curso de A para B coincide, no eixo-

OX, com o sentido de crescimento

das abscissas dos pOHtOS. Figura 20: Sentido de percurso de A para B.
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Portanto:

e Se A > 0, entdo a; + A(by — a1) > aq, ou seja, o sentido de A para B’

coincide com o sentido de A para B.

e Se A < 0, entdao a; + A(by — a1) < ay, ou seja, o sentido de A para B’ é

oposto ao sentido de A para B.
O caso de by — a; < 0 pode ser analisado de maneira analoga.

Suponhamos agora que b; — a; = 0. Neste caso, by — as # 0, pois A e

B sao pontos distintos.

Se by — as > 0, o sentido de ovf n
percurso de A para B coincide, no
eixo-OY, com o sentido de cresci- e B
mento das ordenadas dos pontos.
De modo analogo ao caso 1) A A
b1 — a; > 0, podemos verificar que
o sentido de percurso de A para o aob, %
B’ coincide com o de A para B se
A >0, e é oposto ao de A para B,
se A < 0. Figura 21: Sentido de percurso de A para B.

O caso by — as < 0 pode ser analisado da mesma maneira.

Provamos assim que:

—
AB” = MAB = (A (b1 — a1), A (bs — a»)).

Definicao 5

A multiplicacao do vetor v pelo niimero real \ é, por definicao, o vetor
> >
M0 = AAB , onde AB é um representante do vetor v

s
Pelo provado acima, AU esta bem definido, pois se v =CD = AB ,

entao, num sistema de eixos ortogonais,

v = (dl —c1,dy — 02) = (bl —ag, by — a2)7

onde A = (ay,a9), B = (b1,bs),C = (c1,¢2) € D = (dy,ds).
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Portanto,

ACD = (A(dy — 1), AM(ds — e2)) = (A(b1 — ar), A(bs — a3))

. \CD = \AB .

Além disso, fica provado também que:

se v = (e, B) entao A\ = (A, AB).

—
Entdo, se v/ = O—ﬁ e AV’ = OP", temos que P = (ar, B) e P = (A, \B).

oY
.
)‘ﬁ _________________ IPl
____________ ‘A >0
7 P
pYe : i o
! 0) a X 0x
v
A<O0

Figura 22: Coordenadas dos vetores ¥ = OP e A\i = OP".

Observagao 3

Note que,
e N0 = \AA =AA =0;
¢ 0AB = AA =17 .

. . —
Nao confunda: o nimero 0 (zero) com o vetor 0 .

Proposicao 6
Um ponto P pertence a reta r que passa pelos pontos A e B se, e somente se,

Z—P_> = AZ?, para algum \ € R.
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Prova.

T
Pela definicao de multiplicacao do vetor AB pelo niimero real A, o ponto P

tal que AP = AAB pertence a reta r.

: : : d(A, P)
Reciprocamente, seja P um ponto pertencente a reta r e seja p = ———=.

d(A, B)
Se o sentido de percurso de A para P, ao longo de r, coincidir com o sentido
. T - . .

de A para B, entdo AP = AAB , onde A = p, pois pelo teorema 1, item (a),
o ponto P é o tinico ponto da semirreta de origem em A que passa por B tal

que d(A, P) = ud(A, B).

A P

Figura 23: Sentido de percurso de A para B.

Se o sentido de percurso, ao longo de r, de A para P for oposto ao sentido de

T T
A para B, entao AP = AAB , onde A = —p, pois, pelo teorema 1, item (a),
o ponto P é o tnico ponto da semirreta de origem em A oposta a semirreta

de origem em A que passa por B tal que d(A4, P) = u(A, B). @

Exemplo 3

Dados os vetores u’ = (1,—1) e v" = (3,1), determine

e
— 1
@ =20 +70, b :7+2?,?>:§b —a.

Solugao.

Temos
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T = W+T Vo= w42
= 2(1,-1)+(3,1) = (1,-1)+2(3,1)
= (2(1),2(-1)) + (3, 1) = (1,-1)+(2(3),2(1))
= (2,-2)+(3,1) = (1,-1)+(6,2)
= (2+3,-2+1) = (146,-1+2)
(5’ 1)7 - (771)7
- 1= ovhk
¢’ = =b —a
2
1
T2
. : .
Exemplo 4

Dados os pontos do plano A = (1,3) e B = (6, 1).

(a) Calcule o ponto médio C' do segmento AB utilizando a multiplicagao de
um vetor por um niimero real.

(b) Determine os pontos D e E que dividem o segmento AB em trés partes

iguais.

Solugao.

(a) Para isto basta notar que

ZEﬁZ%ZEf

Assim, se C' = (x,y) temos:

(@ 1y-3) = 56.-2 = (5,-1),
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entao:
r—1 = §
2
y—3 = -1

Portanto,

(b) Note que:

AD — %AB\ e AL — ;AB

Assim, se D = (z,y) e E = (z,w) temos:

@-1y-3=36.-2= (5.-3).

G-tu-3=36.-2= (5 -3):

entao:
5
T, el
g3 = 2 —3°Y73
3
e
10
b= 3 :>z—1—3ew—§
w—3 = 2 3 3
3

1
Portanto, D = §,Z e = —3,§ -0
33 3°3

Observacgao 4
O método utilizado para resolver o exemplo acima pode ser generalizado da

seguinte maneira: dado um segmento AB, os pontos Py, P, ---, P, 1 que

dividem o segmento AB em n partes iguais sao dados por:

AP = EAB k=1 -1
n
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5. Propriedades das operacoes com vetores

Propriedades da adicao de vetores

Sejam U>, v’ e w vetores no plano. Valem as seguintes propriedades.
e Comutatividade: @’ +v" =70 + u.

e Associatividade: @ + (v +w') = (W +0)+ .

e Existéncia de elemento neutro aditivo: o vetor zero ﬁ é tal

%
que?%—() =u.

e Existéncia de inversos aditivos: para cada vetor w existe um

. . I~
tnico vetor, que designamos —U), tal que W+ (—U)) =0.

— —
e De fato, se w = AB e v’ = BC', entdo

T+ = AB + BC = AC .

—
Se D é o outro vértice do paralelogramo ABCD), entao w = DC e

7 = AD .

Logo,

T4 =AD +DC = AC .
Portanto,

VAT =AC =T+
B
w gl
C
A
v’ w
D

Figura 25: Comutatividade da adi¢do de vetores.
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e A associatividade da adigao de vetores se verifica de maneira analoga.

Figura 26: Associatividade da adigdo de vetores.

Quanto as outras duas propriedades, observe que:

— — =

oseU):AB,sendoﬁ:AA = BB , temos:
W40 =AB + BB = AB =,
0+ =AA +AB = AB = .

—
W = AB & o vetor

e 0 simétrico ou inverso aditivo do vetor

-
—u = BA, pois

Observacgao 5

— —
O vetor simétrico —u” = BA" do vetor u’ = AB  é o vetor (—1)u’, pois

seuw = (v, B) € o vetor w dado em coordenadas, entdo:
BA = (~a,—) = (~1)(a,8) = (1) 4B .
P
Definicao 6
O vetor @ + (=), escrito u’ — v, é o
chamado diferenca entre w e v

Figura 27: Diferenga entre vetores.
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Sejam A, B, C' pontos do plano tais que u” = AB e v" = AC . Entao,
T4+ (=) = AB +(=AC)
— AB +CA

Propriedades da multiplicacao de ntimeros reais por vetores

Sejam W e v vetores no plano e A € R, Valem as seguintes

propriedades:

¢ Existéncia de elemento neutro multiplicativo: 1 € R satisfaz
1w =

e Propriedades distributivas: A(@ + v°) = \u + AU e

A+ p)u =\ 4 pu’.

As propriedades distributivas sao verificadas usando coordenadas e a

propriedade distributiva que ja conhecemos nos ntmeros reais.
De fato, se u = (a,b) e v = (a',V'), entao, dados A, 1 € R, temos:

N@ +707) = M(a,b) + (@', V)] = Ma +d',b+ V)
= (Ma+d),\b+V)) = (Aa+ Ad', \b+ \b')
= (Aa,\b) + (Ad’, \V) = A(a, b) + A(d/, V)
= 0 4V .

A outra propriedade distributiva se verifica da mesma forma (faga-o!).

6. Combinacgao linear de vetores

Definigcao 7
(a) Dizemos que o vetor v é multiplo do vetor w se existe A € R tal que

v =\

(b) Dizemos que um vetor v ¢ combinacio linear dos vetores

U)l, Voo U quando existem nimeros reais \1, Ao, ..., A,, tais que
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’U_> = )\1?1 —1—)\2?2—1——1—)\”@_)”

Em relacao a esta definicao, observe que:

— .
e O vetor nulo 0 é miltiplo de qualquer vetor me

De fato, 6> = 0w .

e Nenhum vetor nao nulo pode ser miltiplo do vetor nulo.

— — — =
De fato, se w # 0, nao existe A € R tal que \0 = 17, pois A0 =0,
para todo A € R.

- - .
e Se v # 0 é multiplo de W, entdo w é também multiplo de v

Com efeito, seja A € R tal que ©° = Au’. Como v’ # 6), temos A\ # 0

_>
ew £0.
- 1
Logo u" = —v’.
A
e Note que dizer que e combinagao linear dos vetores 71, 72, cee U
significa que v’ é soma de multiplos dos vetores 71, v—>2, cee -

A seguinte proposi¢ao fornece uma maneira para determinar quando

dois vetores sao, ou nao, miltiplo um do outro.

Proposicao 7

Um dos vetores @’ = (a,b) e 0" = (d/,') é miltiplo do outro se, e somente

se,

Prova.
(=) Suponha que v = A& para algum A € R. Como u = (a,b) e

v = (a, V), temos:

(a',b') = Ma,b) = (Aa, \b) = d’ = \a

b = \b = abl — ba' = a\b— bla = 0.
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(<=) Suponhamos agora que ab’ — ba’ = 0.
Caso a = 0: Se a =0, entdao ba’ = 0, ou seja, b =0 ou @’ = 0. Logo:

e b=0=7 =(0,00=0 = @ =07

/ /
. a/:0eb7é0:>(0,b’):%(O,b):?:%?.
/
Caso a # 0: Se a # 0, temos abl' —ba' =0 =V = b Logo:
a
a_ d a d —
—u = —(a,b) = <a, b) = (d,b)="0".
a a a a

Portanto, em qualquer caso, um dos vetores ¢ multiplo do outro. g

Exemplo 5

Determine se os vetores w’ = (1,2) e v" = (3,6) sdo miiltiplos um do outro.

Solugao.

Temos

‘ =6 — 6 = 0. Portanto, um vetor é multiplo do outro.

Note que v =30, ]

Proposicao 8
Se nenhum dos vetores u’ e v’ é multiplo um do outro, entao qualquer outro

vetor w do plano se escreve de modo tnico como combinacao linear de e
v’. Isto 6, existem ), i € R, determinados de forma tinica por w , tais que

u_1>:/\U>—|—uW.

Prova.

De fato, se u’ = (a,b), v o= (') e w o= (a”,V") temos, pela proposi-
¢ao 7, que ab’ — ba’ # 0.

Vamos determinar \, 1 € R de modo que @ = A\u’ + pv'.
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Figura 28: Vetor W é combinagao linear de @ e v.

Em coordenadas, esta condicao equivale a
(@”, ") = Xa,b) + p(a, V)
= (Aa+ pad' , b+ pb').

Ou seja, os nimeros A e i devem ser solugoes do sistema:

Aa+pa = a”
A+ = V.
Resolvendo o sistema obtemos:
N 'V —v'a . B ab” — ba"
 all —bd = abl —ba'

Ou seja, os ntimeros A e u existem e sao determinados de forma tnica. g

Observacgao 6

O plano ¢é bidimensional (de dimensao 2).Isso significa que basta conhecer

dois vetores U’ e 77 que nao sejam miltiplos um do outro, para conhecer
todos os outros vetores do plano. De fato, pela proposicao anterior, qualquer
outro vetor se expressa de forma tinica como combinagao linear destes dois

vetores.

Exemplo 6

Verifique que qualquer vetor do plano se escreve como combinacao linear dos

vetores ' = (2,—1) e v° = (—3,2), e escreva o vetor w’ = (1,1) como
combinacao linear de wev.
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Solucao.

2 -1
-3 2

e Como

‘ =4—3 =1 # 0, os vetores @ e U nado sdo multi-

plos um do outro. Pela proposicao anterior, qualquer outro vetor se escreve

de maneira tnica como soma de multiplos dos vetores wen.

e Dado o vetor v’ = (1,1), devemos achar A, i € R tais que:

W=\ + ,uv_>.
Escrevendo esta equagao em coordenadas, vemos que:

22 -3pu =1
—“A+2u=1.
Os ntmeros A e i que resolvem este sistema sao:

C1x2—-(=3)x1
B 1

ou seja,

A =24+3=5

M:2><1—11><(—1):2+1:3‘

Portanto, w =5u +30. ]

7. Produto interno de dois vetores

Vamos agora definir um novo tipo de multiplicagao. Os fatores desta

nova operagao sao vetores e o produto é um niimero real.

Comegamos com a seguinte definigao:

Definicao 8

. - . . . .
A norma ou comprimento do vetor 7" = AB" ¢ o ntimero real nio negativo:

|07|| = d(A, B).

Observe que a norma de um vetor ¢ um ntmero bem definido, isto

é, depende apenas do vetor e nao do segmento orientado escolhido para
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representa-lo.
De fato, se
7 =AB =CD = AB=CD = d(A, B) = d(C, D).

Ou seja, a norma de um vetor v se calcula usando qualquer segmento

representante.

Consideremos agora um sistema de eixos ortogonais OXY .
—
Se v = (z,y) = OP’, entdao P = (z,y) e

177l = d(0, P) = /2% + y*.

Figura 29: Representante na origem de um vetor para o calculo da norma.

Quando ||77|| = 1, dizemos que o vetor v’ é um vetor unitario.

Observacgao 7
Se v = (z,y) e A € Rentdo [|Av7|| = |A]||2”]]. De fato, como A 1" = (Az, Ay),

entao:

AT = VAN 42 = VN2 + )

= V22242 = Va2 2= )\ 7).

C
Definicao 9 .
— — v
Sejam @ = AB" e v’ = AC vetores no plano.
O angulo entre U’ e v, designado 4(7, v_>), L(w, D)
é o menor angulo formado pelos segmentos AB 4 o e
e AC.

Figura 30: Angulo entre @ e @.
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Observacao 8

Se v’ ¢ um vetor nao nulo, entao j ¢ um vetor unitario que tem a mesma

dire¢ao e o mesmo sentido de 7. Com efeito, pela observagao 7,

| 171 = 2 171 =

i -

Além disso, como
Tl
vt =[]V ]
_>
e ||v7]| > 0, temos que v e vj tém a mesma diregao e o mesmo sentido.

Io”l

Assim, se W e U sdo vetores nao nulos,

NN T
A(U,'U):l( ,T>.
[ [[o7]]

Definicao 10

O produto interno dos vetores 7 e v do plano é o numero real, que

designamos por <%, _>> definido da seguinte maneira:
W, v’) =0, se =0 ou v=0
(@, 0) = || |[v[| cos®, se @ #£0,0#0 e O=Lu,0)

Proposicao 9

Sejam @ = (a, B) e v = (o, 5") dois vetores no plano. Entao,

<U>, v_>) =ad + 55

Prova.

Se W ou v’ sdo vetores nulos, a identidade acima verifica-se, pois, neste

caso, (7, 7) =0ead + 55 =0.

- - —_—
Suponhamos agora que W e v sdo vetores nao nulos. Se w = OP e

v =0Q, entao P = (a, ), Q = (o, )
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<y

t" @l
|

S

O = — x"'P
u

Figura 31: Diferenga ¥ — 4.

PQ = PO +0Q
- 0Q -OP
_vow
= (« —a,8 — B).

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo AOPQ), temos:
17" =@ |2 = @[>+ [0 = 2| || |7 cos,
onde 6 = Z(u’,0"). Desta identidade, obtemos:
2@ (| V7] cost = |[@||* + |[7||* - ||0" — @||?
= (@48 + (o) +(8)) = (&) =) + (5 = 5))
= 2+ 682+ () +(8) - () —2da + o?
+ (8 —28'8+ 57
a?+ B2+ ()2 + (8)? — (&)? + 2d/a — o?
— (B +288-p
= 2d'a+20'S
= 2(ad’ + )

Portanto, (u’, ") = ||u’|| |07]| cosf = aa’ + BB, como queriamos demons-

trar. ]

Com a expressao do produto interno em coordenadas, fica facil provar

as seguintes propriedades.

Proposicao 10

Sejam u’, v e W vetores do plano e seja A € R. Valem as seguintes propri-

edades:
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(1) (@, @) =|[@|* >0

2) (@, D) =07 =0

(3) (u',v") = (v, @)

(4) (A&, 0") = A\, 0")

(5) (W, A0") = A\, 0")

(6) (u +w,0) = (w,0)+ (w,v)
() (W, 0 +w') = (W, 0)+ (', )

Definigao 11

Sejam w e v vetores do plano. Dizemos que u” é perpendicular a v

|
|

— — , .
se 4(7,1}_)) =90°ouw =0 ouv = 0. Sew éperpendicular a v’
escrevemos u’ L v’. Note que w’ é perpendicular a 0" se, e somente se, v

é perpendicular a me

Temos, entao, a seguinte caracterizacao da perpendicularidade entre
dois vetores por meio do produto interno.

Proposicao 11
Dois vetores sao perpendiculares se, e somente se, o seu produto interno é

igual a zero. Isto é,

WLy = W, v)=0

Prova.
Sejam e vetores do plano. Se algum destes vetores é o vetor nulo,

v
entdo w L 0" e (u',v’) = 0, por definicio.

— —
Suponhamos, entdo, que ' £ 0 e v’ # 0, e seja = 4(7, F)) Entao,
(W, v) = ||| |0 90°,

| cosf =0 <= cosf =0<=0

como querfamos demonstrar. g

Proposicao 12

Seja u’ = (a,b) um vetor nao nulo. Entao o vetor v’ ¢é perpendicular ao
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ﬁ

vetor u’ se, e s6 se, U = A(=b,a), para algum A € R.

Prova.
De fato, se v = A(—b, a), entdo
(W@, 0) = a(=\b) +b(ha) =0=u L0 .
Reciprocamente, se <U>, U)) =0e?v = (¢c,d), entdao ac + bd = 0, isto é,
c d
=0.
—b a

Logo, pela Proposicao 7, (¢,d) é multiplo de (—b,a), ou seja, existe A € R
tal que v’ = (c,d) = A(—=b,a). m

Exemplo 7

Dados os pontos A = (—2,3),B = (0,1) e C = (4,2). Calcule o cosseno do

angulo 0 entre os vetores AB e AC' .

Solugao.

Sabemos que

(AB',AC") = ||AB'|| - || AC"|| cos .
Por outro lado, como AB = (2,-2) e AC = (6,—1) , temos:
—

— —
E ainda, ||AB'|| = 2v/2 e ||AC"|| = v/37, 0 que implica que

14 = 24/2v/37 cos ) = cos = 7/\/7_4
O

Exemplo 8

Dados os vetores u = (4,-3) e v = (x,1), determine x € R de modo que

(W, v") = 5.

Solugao.

Como (u’,v’) = 5 temos:

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



46 7.. PRODUTO INTERNO DE DOIS VETORES

4-2-3-1=5=a=2.
Portanto, r = 2.

Exemplo 9

Dados os vetores i’ = (a+1,2) e v = (=3, 1), calcule o valor de a € R para

que o seja perpendicular a v

Solugao.

Para que wev sejam perpendiculares, é necessério e suficiente que
<U>7 U_>> =0,

ou seja,

(a+1)-(-3)+2-1=0«<= -3a—-3+2=0<=a=—

W=

1
Portanto, a = —3 0

Proposicao 13
Seja W = (a,b) um vetor nao nulo. Entao os vetores unitirios 1? e 1? que

fazem um angulo 0 € (0,7) com o vetor @’ sao dados por:
— —
— u w
v1” = cos 0= + sen f——
"]l [[wl]
— —

u w
vy = cos(—G)m + sen(—G)m,

onde W = (—b,a) é um vetor perpendicular a v

Prova.
De fato:
— — — —
N, U w U w
o |0V = <cosb—==+senl—r,cosb-—— +senf—— >
[’ "] "] |||
T 7w
= 0 < > +2cosf 0 < >
ST IR  T S T
oo w

+Sen29 <= 7= >
||| |||

= cos?f +sen?d =1,
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— —
< >
o cos (o7, ) %
T -
< 080+ sen frms—, U >
= =1
0 | [lw’]|
lal
g —
< > < >
cos eu,Tz + sen 9%— = cos 0,
lal [ - |[”]]
pois,
<U>_’>U>>: < 7>:”§’—|2:1
7
|72 Il ][
<17_’>U_)>>: — <u7>27>:@’—|2:1
[|w’[[? fwrf[> = w2
fIED > <, W >=0
== e = U
1 i 1 |
Figura 32: Vetores i, W, v1, U2.
De modo anélogo, podemos mostrar que ||037|| = 1 e cos Z(v3", w”) = cos(—6) = cos .
|
Exemplo 10

Determine os vetores unitarios v’ e v que fazem um angulo 0 € (0,7) com

o vetor w = (1,2) tal que cosf = 7

Solugao.

2
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Como 0 € (0,7) e cosf = \/lg, obtemos que senf = %5 Logo, pela pro-
posicao anterior,
— —
_, u w 2 1,2 1 (21
o U’ = cosl-——=-+senll-—==—=—"7--+—%
1 "] @~ V5 v5 V5 5

= SL2) 4 (-21)=(0),

e
T —
u w 2 (1’2) 1 (—2,1)
[ ) 17 = COS(—Q)W—’—SQH(—H)W:—E)T__E) \/5
2 1 4 3
= —(,2)—=(-2,1)=1(=,=].
22— 320 (3.2)
0
Exemplo 11

Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilatero sao os vértices de

um paralelogramo.

Solugao.
Seja ABDC um quadrilatero qualquer e sejam X, Y, Z e W os pontos
médios dos lados AC', CD, DB e BA, respectivamente. Devemos mostrar

que XYW Z é um paralelogramo (figura 33).

Temos:
— ==
XY = XC +Cv :%+CTD
_ L(ac +cp) - Lap
-— =
ZW' = ZB +BW :ATBJF%
_ %(AB +BD>:%AD;.

Logo XYy = %AD\ =ZW . Entao XY = ZW , e portanto, XY ZW é um

paralelogramo.
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A D

Figura 33: Pontos médios dos lados de um quadrilatero determinando um paralelogramo.
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Capitulo 3

Equacoes da reta no plano

1. Equacao paramétrica da reta

Vamos descrever algebricamente uma reta no plano usando a linguagem

vetorial.

Reta r que passa pelos pontos A e
B.

Seja r a reta que passa pelos pon-
tos A e B e seja P um ponto do plano.

Entao, pela proposi¢ao 6 do capitulo an-

terior, o ponto P pertence a reta r se,

Figura 1: Ponto P pertencente a r.

—
e somente se, AP ¢ miltiplo do vetor
—
AB .

Isto é, P € r se, e somente se, existe um nimero ¢t € R tal que

AP —(AB

Note que o ntmero t é determinado de forma tnica pelo ponto P e é

chamado parametro de P em r.
Assim, para atingir o ponto P na reta r, devemos ir até o ponto A e

___) - -
nos deslocarmos ao longo da reta por tAB . Escrevemos entao a equacao que

51
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determina o ponto P “pela variagao do parametro t” da seguinte forma:

r:P=A+tAB ., teR

Esta equacao é chamada equagao paramétrica da reta r.
Se A = (a,b), B= (d,V) e P= (z,y) sdo as coordenadas dos pontos
num sistema de coordenadas dado, entao:
P=(x,y)er < (x,y)=(a,b)+t(d —a,b —0b)para algum t € R
r=a+tla —a)

= para algum t € R.
y=b+t(l —0),

Dizemos que as equagoes

r=a+t(d —a)
T
y=b+t(t —b)

; teR

sao as equagoes paramétricas da reta 7.

Exemplo 1

Determine a equagao paramétrica da reta que passa pelos pontos A = (2, 3)

e B=(1,2).

Solucao.

Como ﬁ =

(1-2,2-3)=(-1,-1),

P=(z,y)er < (r,y)=(2,3)+t(-1,-1), teR
— (r,y)=(2-t,3—1), teR.

r=2—1

;o teR.
y=3—1 =

Portanto, as equagoes paramétricas de r sao: r : {
Definicao 1

Dizemos que um vetor v’ # O é paralelo a uma reta r quando, para quais-

—
quer dois pontos A, B € r, o vetor AB" ¢ multiplo do vetor v’. Nesse caso,

escrevemos v’ || 7.
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T
= = T
A B

Figura 2: Vetor diregao da reta r.

Um vetor v° paralelo a uma reta r é chamado vetor direcao de 7.

Observacao 1

Sejam C' e D pontos pertencentes a reta r que passa pelos pontos A e B.

Entao existe A € R tal que CD = AZ?.

De fato, pela proposicao 6 do capitulo anterior, existem s € R e t € R tais

que
ﬁ = sﬁ e AD :tﬁ.
Logo,
> > > > > > > —
CD =CA +AD =AD — AC =tAB —sAB = (t—s)AB,
ou seja,

CD =)MAB ,onde A\ =1t —s.

Observacao 2

E facil verificar, usando a observacao anterior, que um vetor v 6 paralelo a

—
reta r se, e somente se, v = \AB ,onde A € R—{0} e A, B sao dois pontos

fixos quaisquer da reta r.

Reta r que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor v # 0.

- —
Se r é a reta que passa pelo ponto A e tem diregao v # 0, temos:

s
Per < AP émultiplo de v
s
— AP =1tv’, paraalgum t € R
— P=A+ tU), para algum t € R.

Portanto, a equacao paramétrica de r é:

r:P=A+tv; teR
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Escrevendo essa equagao em coordenadas, temos que se A = (a,b) e

v = (e, B), entao:

P=(ry)er < (2,)=(a,b)+ta,p), t R

r=a-+ at
<= te R

y=>b+ ft

Assim, as equagoes paramétricas de r, neste caso, sao:

=a+ at
r:{x ara ;teR

y=>b+pt

Exemplo 2

Determinar a equagao paramétrica da reta r que passa por A = (1,4) e é

paralela ao vetor v = (5,2).

Solugao.
Temos que:
P=(z,y) €er <= (z,y) = (1,4) + t(5,2) = (1 + 5t,4 4+ 2t), teR.

Portanto,
=1+5t
T v * ; teR,
y=4+2t

sao as equagoes paramétricas da reta 7.

Exemplo 3
Determine o ponto de intersecao da reta ri paralela ao vetor v = (1,2) que

passa pelo ponto A = (3,4) com a reta ro que passa pelos pontos B = (2, 3)
e C =(-2,4).

Solugao.
Um ponto P = (x,y) € r se, e somente se, P = A+ tv’, ou seja,

(z,y) = (3,4) +¢(1,2) , t e R.

—
E um ponto P = (z,y) € r; se, e somente se, P = B + sBC' | isto é,
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(r,y) = (2,3) +s(—4,1), seR.
Logo um ponto P = (z,y) € r1 N1y se, e somente se,
(3,4) +t(1,2) = (2,3) + s(—4,1)
— (34+t,4+2t)=(2—145,3+5)

3+t=2—14s t+4s =—1
< <
44+2t=3+s 2t — s = —1
—2t — 8 =2
<= < —9s=1¢ 2t=s5—-1
2t—s=-—1
1 s—1 -1/9-1 10 5
= s=—- e t= = =—_—_=__

9 2 2 18 9
Substituindo ¢ = —5/9 em (3 +¢,4 + 2t) ou s = —1/9 em (2 — 45,3 + s),

obtemos que o ponto de interse¢ao das retas é:
5 10 4 1 22 26
(-34-7) = (2+55-3) = (55)

Atencgao: Para determinar o ponto de intersecao de duas retas dadas
por suas equacoes paramétricas, devemos usar parametros diferentes, pois o
parametro de um ponto ao longo de uma reta pode nao ser igual ao parametro

do mesmo ponto ao longo da outra reta.

2. Equacao cartesiana da reta

Equacgao da reta r que passa pelo ponto A = (z9,y)) € € normal ao
_)
vetor u’ = (a,b) # 0.

Vamos agora caracterizar algebricamente (usando o produto interno) a

equagao de uma reta normal (isto é, perpendicular) a uma diregao dada.

Definicao 2

s

rap .
Um vetor o’ # 0 é normal ou perpendicular a uma reta r se w L AB ,

quaisquer que sejam os pontos A, B € r.
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5|

i "B
Figura 3: Vetor normal a reta r.

Seja 1 a reta que passa pelo ponto A = (xg,%0) e é perpendicular ao

vetor u = (a,b) # 0. Entao,

P=(z,y)er < Z?J_U)
— (AP @) =0
< ((* — 20,y — W), (a,b)) =0
< alr—x0) + by —yo) =0
< ax+ by = axy + by
< ar+by=c, onde «c=axy+ by.

A equacao dada por:

rrar+by =c

¢ chamada equagao cartesiana da reta r.

Observagao 3
Na equagao cartesiana da reta r obtida acima, vocé deve observar que os

coeficientes a e b de = e y, respectivamente, sao as coordenadas do vetor
normal u’ = (a,b) e que o valor de ¢ é determinado quando se conhece um
ponto de 7, no caso, o ponto A = (xg,%o). Observe também que a e b nao

podem ser ambos iguais a zero, pois w = (a,b) é um vetor nao nulo.

Observacao 4
Um vetor @ = (a,b) # (0,0) é normal a reta r se, e somente se, o vetor
v = (=b,a) é paralelo a r.

De fato, sejam A e B dois pontos quaisquer pertencentes a reta r.
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e

Se w = (a,b) é normal & reta r entao, por defini¢do, w L AB Logo, pela
A

—
proposigao 12 do capitulo anterior, existe A € R tal que AB° = \(—b,a) = o
Provamos assim, que se @ = (a,b) L r entdo v’ = (=b,a) || r.
v

Suponhamos agora que —b, a) é paralelo a reta r. Entao, por definigao,

= (
existe A € R tal que ﬁ = \7. Logo,
(AB, @) = ((—Ab, Aa), (a, b)) = —\ba + Aab = 0,

. - . .~ ,
ou seja, w L AB'. Assim, por definicao, @ & um vetor normal a r.

Exemplo 4
Determine a equagao cartesiana da reta r que passa pelo ponto A = (2,3) e

é normal ao vetor u’ = (1,2).

Solucgao.
oYk
Como @ L r, devemos ter ~
r:x+2y=c ; A
O valor de ¢ é calculado sabendo que ol
A=(2,3)enr: Q
c=1%x2+2x3=2+6=38. L .
. 12 0X
Portanto, a equacao procurada é
T+ 2y = 8. Figura 4: Exemplo 4.
O
Exemplo 5

Determinar a equagao cartesiana da reta r que passa pelo ponto B = (2, 3)

e é paralela ao vetor v° = (1,2).

Solugao.
Conhecer um ponto e um vetor paralelo da reta equivale a dar as equagoes

paramétricas:

=241
T v + ; teR.
y=3+2t
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Como v = (1,2) || r temos, pela observa-
cao 4,

w=(2,—-1) Lr.
Portanto,

r:2r—y=c

Para determinar ¢, usamos o fato de que
B =(2,3) €r,isto &,

c=2x2-3=1.

Logo, 07(
r:2x—y=1.
D Figura 5: Exemplo 5.
Exemplo 6
Determine a equacao cartesiana da reta r : { r=2-s ; s €R.
y=1+3s
Solucao. oY g
Das equagoes paramétricas, obtemos o vetor
v o= (—1,3) paralelo a reta r e um ponto
A = (2,1) pertencente a ela.
Como, pela observacio 4, o vetor u’ = (3,1)
¢ normal a r, a equagao cartesiana de r é
3r+y=c.
Para calcular ¢, usamos que A = (2,1) € r, -
isto é, 00X
c=3xX24+1=T.

Logo a equacao cartesiana de r é
dr+y="T.

Figura 6: Exemplo 6.

O

Exemplo 7

Determine as equacgoes paramétricas da reta r : 4x + 3y = 16.
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Solucao.

Para achar as equagoes paramétricas de r
precisamos conhecer um vetor paralelo a r
e um ponto de r.

Da equagao cartesiana, temos:

OY|

=43 Lr—=70 =3,-4)|r.
Para determinar um ponto de r, fazemos
y = 0 na equagao cartesiana de r e calcula-
mos o valor correspondente de x:

y=0=4x2+3x0=106=z=4.
Portanto, o ponto A = (4, 0) pertence a 7.

Assim, as equagOes paramétricas de r sao:

r=4+3t
T it
y = —4t

O

Exemplo 8

e R.

Figura 7: Exemplo 7.

Determine as equacoes cartesianas das retas r| e ry que passam pelo ponto

A= (3,1) e fazem um angulo de 7w/4 com a retar: 2x +y = 2.

Solugao.

Como o vetor w’ = (2,1) & perpendicular & reta r, o vetor v’

pela observacao 4, é paralelo a reta r.

oY}

Figura 8: Exemplo 8.

= (_L 2)7

Sejam w = (=2,—1)e oy , Dy 0s vetores unitarios que fazem um angulo de

Geometria Analitica e Calculo Vetorial

GGM-IME-UFF



60 2.. EQUACAO CARTESIANA DA RETA

7/4 com o vetor v Entao, pela proposicao 13 do capitulo anterior, temos:
— —

0 = COS7T/4'/UT+Sin7T/4'wT
[[07]] |||l
— A2 V2
= (LY + (=271
_
- ﬁ<_371>7
. > o
vy’ = cos(—7/4) - il + sin(—7/4) - @
— A2 V2
= 3=(=1,2) = 7= (-2,-1)
_ 1
= (L3).

Como a reta ry é paralela ao vetor zT = \/LTO(—ZS, 1) e a reta ry é paralela ao

vetor vy = \/%(1’ 3), temos que 4’ = (1,3) é um vetor normal a reta r; e

Uy = (3,—1) ¢ um vetor normal a reta ry.

Assim,
m:x+3y=c e 1ry:3T—Y=co,
ondec; =1x3+3x1=06ecy =3x3—1x1=8sao as equacoes cartesianas

das retas que passam pelo ponto A e fazem um angulo de 7/4 com a reta

T.D

Observacao 5
A equacgao cartesiana da reta r que corta o eixo-horizontal no ponto de abs-

cissa a e o eixo-vertical no ponto de ordenada b, com a e b diferentes de zero,

édadaporf—i—gzl.
a b

De fato, como os pontos A = (a,0) ovk
e B = (0,b) sdo distintos e a equa- \b\,

x
gao — + % = 1 representa uma reta r
a
que passa por A e B, concluimos que -
T Y ) ) 0o a~_0X
ro -+ ;= 1, pois por dois pontos
a

distintos passa uma tunica reta.

Figura 9: Reta passando pelos pontos (a,0) e
(0,b).
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Exemplo 9
Uma reta r que passa pelo ponto P = (2,4/3) forma com os semieixos coor-

denados positivos um triangulo de perimetro 12. Determine sua equagao.

Solucao.
Sejam a e b nimeros reais positivos tais que

{(a,0)} =rn eizo — OX e {(0,0)} =rnN eizo — OY.

- . X ) , ~ .
Pela observacao anterior, r : — + 7= 1 é a equacao cartesiana de 7.
a

Figura 10: Exemplo 9.
Como o ponto P = (2,4/3) pertence a r,

2 4
— 4+ — =1 <«= 6a + 4a = 3ab.
a 3b

Além disso, o perimetro do triangulo AAOB é 12, ou seja,

0t b+ VIR =12,

onde A = (a,0) e B = (0,b). Temos, entao, que resolver o sistema:

6a + 4b = 3ab (1)
a+b+va2+b =12

Elevando ao quadrado a segunda equacao, obtemos que:
Va2 +b =12 — (a+b)
< a®+1? =144 — 24(a + b) + (a® + 2ab + b?)
< 24(a+b) =144 + 2ab
< 12(a+b) =72+ ab.

Assim, o sistema (1) é equivalente ao sistema:
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4a + 6b = 3ab 4a

+ 6b = 3ab

{12(a+b):72+ab {—36(a+b):—3-72—3ab
<~

Somando as duas equacoes, obtemos que:

108 — 16
—32q — 30b = —3 - 72 <= 16a + 15b = 108 <= b = Ta 2)
108 — 1
Substituindo b = 081—56(1 na equagao 6b + 4a = 3ab, temos:
6

17 (108 — 16a) + 4a

2a? — 15a +27 =0

3
= 1—5a(108 — 16a)

6(108 — 16a) 4 60a = 3a(108 — 16a)
2(108 — 16a) + 20a = —1642 + 108a
1642 — 108a — 32a + 20a + 216 = 0
1642 — 120a + 216 = 0

C15£225-216  15++9

a4 4
18 9
)

a =
4

rrorreey

Portanto, se a; = 9/2 entao, por (2),

108 —16-9/2 108
bl = pu—

4
a=3.

~72 36 12

15
e a equagao da reta ry é

2v 5y

15 15 5’

22422 =1 <= 81 + 15y = 36.

9 12

108—-16-3 60

Se ap = 3, entao by = ———— = — =4, e a equacao da reta ry é

15 15

+==1<=4x

wls
ENES

Assim, o problema possui duas solugoes:

r:8r+ 15y =36 e

+ 3y = 12.

ry s dr 4+ 3y = 12.
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ovh

Figura 11: Exemplo 7.

3. Equacgao afim das retas

Considere uma reta r : ax + by = ¢ dada por sua equagao cartesiana,

onde u’ = (a,b) # (0,0) é um vetor normal a 7.
Vamos verificar que r pode ser reescrita das seguintes formas:
e Se b = 0, entao um ponto (z,y) € r se, e somente se, x = <. Ou seja,
r={(d,y);y € R},
onde d = £ (observe que a # 0).

Uma reta do tipo r : x = d ¢é dita vertical pois, neste caso, r é paralela
ao eixo-0OY ou coincidente com esse eixo.
OY1 r

. 0X
(d,0)

Figura 12: r & vertical e sua equagao é x = d

e Se b # 0, isto é, r & ndo vertical, entdo o ponto (z,y) € r se, e somente
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se,
a c
by = —a:c—l—c<:>y:—g:c—|—(—).
Ou seja,
r = {(z,mz +n);z € R},
a c
ondem=——-en=-.
b b
Uma equagao do tipo y = ma +n é chamada equagao reduzida ou afim
da reta r.

Provamos assim que toda reta r nao vertical se representa por uma

equacao do 1° grau da forma y = mx + n, onde:

e n ¢ a ordenada do ponto onde r intersecta o eixo—OY. Se n = 0,

entao r passa pela origem.

e m é a razao entre o acréscimo de y e o acréscimo de x quando se
passa de um ponto a outro sobre a reta. De fato, se xg # x1, yo = mxo+n
e y1 = mxy + n, entao:

y1—Y% _ (mxy +n) — (mxo 4 n) _ m(x1 — xo) o

T1 — Zo T1 — Zo T1 — Zo
e O numero m chama-se inclinagao da reta r : y = mx + n.
Além disso,

o Se m > 0, a fungao y = mx +n é crescente, isto é, se r1 < 9, entao
Y1 = M1 +n < Yg = MTg + N.

ovik

Yo@-----mmmmm oo oo

(w2,y2)

] SRR EITITTL
|

[

Figura 13: Para m > 0, y = mx + n é crescente.
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o Se m < 0, a funcao y = mx + n é decrescente, isto é, se x1 < x9,

entao y; = mxy +n > Yy = MmTe + n.

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

|
&

o
=

Figura 14: Para m < 0, y = mz + n é decrescente.

o Se m = 0, a funcao y = mx + n é constante, pois y = n para todo
x € R. Neste caso, dizemos que r : y = n é uma reta horizontal.

oY A

T I8

(z2,n)

foy
L

ox

C] LT TR R— X

[N

Figura 15: Para m = 0, y = mz + n é constante.

e Seja 6 o angulo que a reta r : y = mx + n faz com o semieixo—OX

positivo. Entao,

tgd =m

De fato, veja as figuras 16, 17 e 18:

OYA

L2 v(T2,Y2)

_?J2—0 - b
Ty — X1 '

Figura 16: Casom >0 : 0<0 < 7.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



66

3.. EQUACAO AFIM DAS RETAS

m = - = —tg(r —0) = tg0.

m=0=0=0=m=tgo.

Exemplo 10

Figura 17: Casom <0 : 3§ <0 <.

ovj
T
n
0X
Figura 18: Casom =0 : 6 = 0.

Determine as equacgoes das retas que contém os lados do tridangulo de vértices

nos pontos A = (1,1), B= (4,1) e C = (1, 3).

w

1

RN

Figura 19: Triangulo de vértices A, B e C.

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff
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Solucao.

e A reta r; que contém o lado AC é vertical, pois A e C' tém a mesma
abscissa 1. Assim, r{ : x = 1.

e A reta ry que contém o lado AB é horizontal, pois A e B tém a mesma
ordenada 1. Portanto ry : y = 1.

.1 - 3—1 2 .
e A reta r3 que contém o lado BC' tem inclinagao m = 11~ 3 Assim,

a equacao de r3 é da forma:

2
rgzy:—§x+n.

Como B = (4,1) € r3, obtemos, substituindo x por 4 e y por 1 na equacao

anterior, que:

2 8 11
Portanto,
2 11
rgzy:—gx—i—?,

¢ a equagao da terceira reta.

4. Paralelismo e perpendicularismo entre retas

Duas retas r1 e r3 no plano podem estar em trés posigoes relativas (uma

em relagao a outra):

(a) coincidentes: quando sao iguais, isto é, 1 = 79 ;

(b) paralelas: quando nao se intersectam, isto é,

TlﬂTQZQ.

Neste caso, escrevemos 7y || ra.

(c) concorrentes: quando se intersectam em um ponto, isto é,

Tlm’f’QZ{P}.

A partir das equagoes cartesianas de r; e ro, determinemos quando
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ocorre cada uma dessas situagoes.

Proposicao 1
Asretasry :ax +by =cery: dx+by = sao paralelas ou coincidentes se,

e somente se, existe A # 0 tal que (a’,0') = A a,b), isto é, se e somente se,

seus vetores normais sao miiltiplos.

Prova.
Suponhamos que a’ = Aa, b’ = \b,c # Ace X £ 0.
Se P = (z,y) € r, ou seja,

ar + by = c = dax + \by = Ac
= dr+by=XI#c.
Provamos assim que se P = (z,y) € r; entdo P = (x,y) ¢ rq, ou seja, que
rMNry =d.
Por outro lado, se a’ = \a, b’ = \b, = Ac e A # 0, entao
ar +by =c<= hax + \by = e <= d'x + by =,

ou seja, as retas r; e ro sao coincidentes.

Suponhamos agora que 1 N1y = & ou r; = 79, OU Seja, que 71 € Iy sao retas
paralelas ou coincidentes.

Considere o sistema:

ar +by = c
dx+by = ¢

a b
Se | |, y =ab —a'b # 0, o sistema possui uma unica solu¢ao dada por:
a
ct/ — b ca' —ca
rT = ———— e = =
abl —a’b J abl —a’b

Logo, como as retas sao paralelas ou coincidentes, devemos ter ab’ — a’b = 0.
Mas, pela proposigao 7, isso significa que os vetores (a,b) e (a’,b") sdo mul-
tiplos, ou seja, existe A € R tal que (a’,b') = A(a,b). Como (a,b) # (0,0) e
(a’,0') #(0,0), devemos ter A # 0.
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Corolario 1
Asretas 1 cax +by=c e ry:dx+ by = sao coincidentes se, e

somente se, existe A € R, \ # 0, tal que
(@, V) =Aa,b) e =Ac.

Prova.

Pelo teorema acima, se as retas sao coincidentes, existe A # 0 tal que a’ = \a
e = \b.

Seja (zg,yo) um ponto da reta r. Como 1 = rq, as coordenadas © = xg e
y = 1o satisfazem também a equagao de 5. Logo,

d =dzo+byy = daxo+ \byy = Ac,

isto é ¢ = Ae.
Reciprocamente, se existe A € R, X # 0, tal que A\a = d’, \b =V e
Ac =, é claro que as equacoes de ry e 7o representam a mesma reta, isto €,

r = 7”2..
Como consequéncia do corolario anterior e da proposi¢ao 1, obtemos:

Corolario 2
Asretas ri :ax+by=c e ry:dx+by=c saoparalelas se, e somente

se, existe A € R, \ # 0, tal que
(@, V)= Aa,b) e ¢ #Ac.

Exemplo 11
Determine a equacao cartesiana da reta ry paralela a reta ry : 2x + 3y = 6

que passa pelo ponto A = (1,0).

Solugao.
Seja ro @ ax + by = ¢ a equagao cartesiana da reta ry. Pela proposicao
1, existe A # 0 tal que

(a,0) = A(2,3),

onde (2,3) é o vetor normal a reta r. Podemos tomar, sem perda de gene-
ralidade, A = 1, ou seja, (a,b) = (2,3).
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Como ry : 2x+3y = ceoponto A = (1,0) € ry, devemos ter ¢ = 2x14+3x0 = 2.
A 0Y

Figura 20: Exemplo 11.

Logo 2z + 3y = 2 & a equagao cartesiana da reta ry.[

Exemplo 12
Verifique se as retas
ri:2z+y=1, r:bx+3y=2 e r3:dr+2y=2,

sao paralelas ou coincidentes.

Solucao.

Multiplicando a equacao de r; por 3, obtemos r; : 6x + 3y = 3 e, como
3 # 2, temos 1 || ro.

Multiplicando a equacao de r; por 2, obtemos a equacao de r3. Logo r| = r3.

Além disso, 73 || 73.0]

Definicao 3
O angulo Z(ry,7;) entre duas retas r; e r;y se define da seguinte maneira:
e se 11 e 1 sdo coincidentes ou paralelas, entdo Z(rq,r2) = 0,

e se as retas sao concorrentes, isto ¢, r; Nry = { P}, entdao Z(r1,72) é 0 menor

dos angulos positivos determinados pelas retas.
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KKk

Figura 21: Z(r1,r2) =60

Em particular, 0 < Z(ry,7m) < 7/2. A medida dos angulos pode ser dada

em graus ou radianos.

Sejam 1? e 2? vetores paralelos as retas ry e rq, respectivamente. En-
tdo, como Z(r1,rs) = (017 ,03’) ou L(ry,r) = 7 — Z(v1,03’) (ver figura
21),

— — (o1, 02")]
cos Z(ry,ma) = | cos L(v1,09")| = TR 0< Z(ry,re) <m/2

Observe que a férmula vale também quando r; e ry sao paralelas ou

coincidentes, isto é, quando Z(ry,r3) = 0, pois:

= _ \p (A0, 50 AL, 92

o Vg =1=cos0 = cos Z(ry,m3) .
A ’

e Duas retas sao perpendiculares quando o dngulo entre elas é de 90° (ou

T .
5 radianos). Nesse caso, escrevemos r; L 7.

Proposicao 2
Asretasry : ax+by = cery: d'x+by = ¢ sao perpendiculares se, e somente

se, seus vetores normais wy’ = (a,b) e wy = (a’,V) sao perpendiculares, ou

seja,

aa’ +bb = 0.
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Prova.
oy A =

ps

Figura 22: Retas perpendiculares.

De fato, as retas ry e r9 sao perpendiculares se, e somente se,

L(r1,1m9) = T/2 <= cos £(r1,13) = 0 <= (W,ﬁ) =0,

onde QT e 1? sao vetores paralelos as reta r; e ry respectivamente.
Como wy’ = (a,b) L r e wy’ = (,) L ry temos, pela observacio 4, que

o1 = (=b,a) || 1 e v = (=V,d) || 2. Logo ry L 5 se, e somente se,

(W7, 557) = (=b) (=) + aa’ = ad’ + bb/ =0,

ou seja, (wy,wy') = ad’ + bb = O.m

Exemplo 13
Determine a equagao cartesiana da reta ro que passa pelo ponto (1,2) e é

perpendicular a reta ry : x + 3y = 1.

Solugao.

Seja ro : ax + by = ¢ a equagao cartesiana de uma reta perpendicular a
ri:x+ 3y = 1.

Pela proposicao anterior, o vetor Uy = (a,b) é perpendicular ao vetor
T (1, 3) e, portanto, pela proposi¢ao 12 do capitulo anterior, Uy = A(—=3,1)
para algum \ # 0.

Podemos tomar, sem perda de generalidade, A = 1, ou seja, Uy = (—3,1).
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Entao ry : —3x+y = ¢, onde ¢ = —3x1+1x2 = —1, pois o ponto A = (1, 2)
pertence a 1. Obtemos assim que —3x + y = —1 é a equagao cartesiana da

reta r9.

Vejamos agora como caracterizar o paralelismo e o perpendicularismo

entre duas retas dadas na forma reduzida.

E facil verificar que se r; é uma reta vertical, entdao: ry || r; <= 1y €

vertical.

A proposicao abaixo nos diz quando duas retas nao verticais na forma

reduzida sao paralelas.

Proposicao 3
Asretasry :y =mx +n ery:y=m'z+n' sao paralelas se, e somente se,

m=m'en#n'

Prova.
De fato, como r1 : ma—y = —n ery : m'z—y = —n’, temos que v’ = (m, —1)
ew = (m’, —1) s@o vetores normais as retas r; e rq, respectivamente.

Logo, pelo corolario 2, 1 e ry s@o paralelas se, e somente se, existe A # 0 tal

que

(m',—1) = AXm,—1) = (Am,—=\) e —n'# —A\n.
Como —1 = —\, devemos ter A = 1. Entao r; || 7o se, e somente se, m = m/
en#n. m
Exemplo 14
Determine a equagao da reta ry que passa pelo ponto A = (1,4) e é paralela
a reta

Ty =3+ 2.

Solucgao.

Como 79 é paralela a reta nao vertical rq, ro é também nao vertical.
A equacdo de ry é da forma 7o : y = 3z + n/, pois r; e ry tém a mesma

inclinagao m = 3, pela proposicao 3.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



74 4.. PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

Além disso, como A = (1,4) € rq, as coordenadas z = 1 e y = 4 desse

ponto devem satisfazer a equacgao de ry. Isto é, 4 = 3 x 1 + n’/. Portanto,

n'=4—-3=1ery:y=3r+1¢a equacao procurada.

Sejam 7y e ry retas perpendiculares. Se r; é horizontal, 1 : y = b, entao
ro € vertical, ro : © = ¢, e vice-versa.

ovj o

¢ 0X

Figura 23: Retas horizontais e verticais sao perpendiculares.

A proposi¢ao abaixo nos diz quando duas retas nao verticais e nao

horizontais sao perpendiculares.

Proposicao 4

Sejamry iy =mx+nery:y=m'z+n' duas retas tais quem # 0 em’ # 0.

Entao ry L ry se, e somente se, mm' = —1.
Prova.
Como r :mx —y = —nery:mz—y= —n' temos, pela proposi¢ao 2, que

r1 L ry se, e somente se, seus vetores normais v’ = (m, —1) e W’ = (m, —1)

sao ortogonais.

Logo,

r Ly = (0, W) =mm +1=0<=mm =—1.
|
Exemplo 15

Determine a equagao da reta ro que passa pelo ponto A e é perpendicular a

reta ry, onde:

(a)r:x=2, A=(53); (b) ri:y=4x+5, A=(4,1).
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Solucao.
(a) Como 7 é vertical, mo deve ser horizontal e a sua equagao da forma
Ty Yy =n.

Sendo que A = (5,3) € ry, devemos ter 3 = n e, portanto, re : y = 3.

ovh )
. .
T 3 '
: AT
: : | 0X
2 5 OX 1] 1 i
Figura 24: Reta ry vertical, ro L r1. Figura 25: Retar1 :y=4x+5, ro L ry.

(b) Como 7, é nao vertical e ndo horizontal, a equacao de o deve ser da

e

FN-

forma 79 : y = max + n, onde 4m = —1 pela proposicao 4. Isto é, m = —

1
rg:y:—1x+n.

Para determinar o valor de n usamos que A = (4,1) € r,. Ou seja, as

coordenadas de A devem satisfazer a equagao de ro:

1
1:—Zx4—|—n———>n:2.
1 -
Assim, 1y 1y = 2% +2 € a equagao procurada.

Exemplo 16
Determine as equagoes cartesianas das retas perpendiculares a reta r que

passa pelos pontos A = (1,0) e B =(—1,3).

Solucao.
.. - -0 3 .
A reta r tem inclinagcao m = 1= o As retas perpendiculares a
o, 1 1 2 N
r devem, portanto, ter inclinagaéo m’ = —— = ——— = —. Logo a equacgao
m —3/2 3

de uma reta perpendicular a r é
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76 4.. PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETAS

2
r&:y:§x+d.

Variando d € R obtemos a equagao de qualquer reta perpendicular a reta r.

Figura 26: Reta passando pelos pontos A e B e algumas retas da familia rl/i Ty = %33 +d.
Escrevemos o valor d como subindice em 7/, para indicar que a reta em questao
depende do valor d. Ou seja, mudar o valor de d significa considerar outra
reta também perpendicular a r.

A equagdo da reta 1/, se escreve na forma cartesiana como:

2 .
Tél:—gx%—y:d , Ou seja, i 2x — 3y = —3d.
Nesta equagao d é um numero real qualquer, assim como —3d. Portanto,
fazendo ¢ = —3d, a familia de retas perpendiculares a reta r pode ser reescrita
na forma:
rl:2x —3y =c,

onde ¢ € R é um ntmero real a,rbitrério.D
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