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Capitulo 10

Equacao da reta e do plano no

espaco

1. Equacoes paramétricas da reta no espaco

Sejam A e B dois pontos distintos no espago e seja r a reta que os

contém. Entao,

e —
Per <«=  existeteR talque A tAB

P =
-

Figura 1: Reta r passando por A e B.

O ponto P pode ser visto como sendo a translagao do ponto A pelo
e s
vetor AP ,isto é, P = A+ AP . Portanto,
ey
Per <=  existeteR talque P=A+tAB .
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180 1.. EQUAGCOES PARAMETRICAS DA RETA NO ESPAGO

Assim, a reta r é caracterizada pela equagao

r:P:A%—tﬁ; teR

chamada equacgao paramétrica da reta r com parametro t.

Equacao paramétrica da reta em coordenadas

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espaco e considere os
pontos A e B em coordenadas: A = (a,b,c) e B = (da',V,).
Escrevendo o ponto P em coordenadas, temos que:
P=(z,y,2z)€r
— (x,y,2) = (a,b,c) +t(a’ —a,b/ —b,d —¢), teR
= (v,y,2)=(a+tld —a),b+tlt/ —=b),c+t(d—c)), teR
<~ z=a+td—-a), y=b+t(—=>b), z=c+t(d—c), teR.

Isto é, P = (z,y,2) € r se, e somente se, suas coordenadas z, y e z
satisfazem as equagoes parameétricas da reta r que passa por A = (a,b,¢)
(1IN,
e B=(d,V,d):

Exemplo 1

Determine as equagoes paramétricas da retar que contém os pontos A = (1,0, 0)
e B=(0,1,1).

Solugao.

O vetor AB tem coordenadas AB = (0-1,1-0,1-0)=(-1,1,1).

Logo,

r=1+1t(-1) r=1-—1
r:¢ y=0+1¢t1) ; teR |, ousea , r:q y=t ; teR

sao as equagoes paramétricas da reta r.
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CAPITULO 10. EQUAGAO DA RETA E DO PLANO NO ESPACO 181

Definigao 1

Dizemos que um vetor v # 0 é paralelo a uma retar quando, para quaisquer

T
dois pontos A e B de r, o vetor AB ¢é miiltiplo de v

(¥4
Assim, um ponto P pertence &

reta r que passa por A e é paralela ao r

vetor v° se, e somente se, existe t € R B

—
tal que AP = t?, ou seja,

S

r:P:A—l—tU); teR

Em termos de coordenadas, se - oY
A= (a,b,c) e v = (o, B,7), as equa-
~ L. ~ Figura 2: Vetor i paralelo & reta r.
¢oes paramétricas de r sao:
r = a + at
r:¢«y =5b 4+ pt; teR
z = ¢ + 7t

Exemplo 2
Determine se os pontos P = (1,1,1) e @ = (0, —1,0) pertencem a reta r que

passa pelo ponto A = (1,1, —1) e é paralela ao vetor v = (1,2,-1).

Solugao.
As equagbes paramétricas da reta r sao:
r=1+1
r:q y=1+2t ;teR.
z=—-1—-1

Logo, P = (1,1,1) € r se, e somente se, existe t € R tal que

(LL,) =1+t 1+4+2t,—1—1),
isto é, se, e somente se, existe t € R que satisfaz as identidades
l=1+t,1=1+42tel=—-1-—t,
simultaneamente. Das duas primeiras obtemos ¢ = 0, mas este valor ¢ in-

compativel com a terceira identidade, pois implicaria na identidade 1 = —1.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



182 2.. EQUACAO SIMETRICA DA RETA NO ESPACO

Portanto, P & r.
Analogamente, @ = (0, —1,0) € r se, e somente se, existe t € R tal que
(0,—1,0) = (1 +¢,1+2t,—1 —1),
isto é, se, e somente se, existe t € R que satisfaz, simultaneamente, as iden-
tidades
0=1+t, —1=142t e 0=-1-t,
Da primeira identidade, obtemos t = —1, valor que satisfaz as outras duas
identidades.
Portanto, Q € r.

2. Equacao simétrica da reta no espaco

Consideremos as equagoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto

A = (a,b,c) e é paralela ao vetor v = (o, B,7):

r=a+at
r:Q y=b+pt ; tekR.
z=c+t

Quando as trés coordenadas do vetor diregao v’ sao diferentes

de zero, podemos colocar em evidéncia o parametro ¢ em cada uma das
equacoes:
rT—a _y—b z—c

t= , t=
a B o

Portanto, P = (z,y,2z) € r se, e somente se, as coordenadas de P

satisfazem:

Esta expressao é chamada equagao simétrica da reta r.
Quando a reta r ¢ dada por dois de seus pontos A = (a,b,c) e

—
B = (d,V,d), o vetor v = AB = (@' —a,bl — b, — ¢), paralelo a r,

terd suas trés coordenadas nao nulas se, e somente se, os pontos A e B nao
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CAPITULO 10. EQUACAO DA RETA E DO PLANO NO ESPACO 183

pertencerem a um plano paralelo a um dos planos coordenados (isto é, a’ # a,
bV #£bed #c).
Neste caso, podemos expressar a reta r por meio de sua equagao simé-

trica:

Tr—a —-b Z—c
T =¥ =

a —a b —b d—c

Atencgao!

Se a reta r é paralela a algum dos planos coordenados, entao ela nao

pode ser representada por uma equacao simétrica.

Exemplo 3

Determine, caso seja possivel, a forma simétrica da equacao da reta r que
passa pelos pontos dados.

(a) A=(1,2,3) e B=(2,3,4).

(b) A=(1,0,1) e B=(1,2,3).

Solugao.
—
(a) Como o vetor AB = (1,1,1) tem todas suas coordenadas diferentes

de zero, a reta r pode ser expressa pela equacao simétrica:

r—1 y—2 2z-3
TtTTT T T T 1

ou seja,

rirx—1l=y—2=z-3.
(b) Como o vetor AB = (0, 2, 2) é paralelo ao plano 7y 7, pois tem a primeira
coordenada igual a zero, a reta r nao pode ser representada por uma equacao
simétrica.

As equacoes paramétricas de r sao:

r=1 r=1
r:¢ y=0+4+2t;teR, ou seja, rog oy=2t ;teR.
z=14+2t z=14+2t

1——
Neste exemplo, observe que o vetor v = (0,1,1) = 3 AB é também paralelo
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184 2.. EQUACAO SIMETRICA DA RETA NO ESPACO

a reta r. Portanto,

r=1
r:q y=t ; teR.
z=1+t

sao também equagoes paramétricas para a mesma reta r.

Exemplo 4
Seja r a reta que passa pelos pontos A = (1,0,0) e B = (0,0,1) e seja S a

superficie definida pela equacao S : z = x? + y*. Determine os pontos de r

pertencentes a S.

Solucao.
H - .
Como AB = (—1,0,1), a equacdo paramétrica da reta r é:
r=1—t
r:P=A+tAB ;teR, ou seja, r:q y=0 ;teR.
z2=1

Agora, P € r NS se, e somente se, as

coordenadas de P satisfazem as equa-

¢oes paramétricas de r e a equacao de

S simultaneamente.

Como P € r <= P = (1 —t,0,t),

para algum ¢t € R, temos que:
P=(1-t0,t) eS8

— t=(1-1)?
— t=1-—92t+ +2 Figura 3: Intersecgo r NS = {P1, P2}.

— t2-3t+1=0
1 1
= t=5 (3VO-1) =5 (3%V5).

Temos, portanto, duas solugoes:
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CAPITULO 10. EQUACAO DA RETA E DO PLANO NO ESPACO 185

P (1_3+\/5’0’3+\/5)
2 2
PernS<«<= <{ ou

p= (1—3_2@0,3_“5)

2
P (—1—\/5’0,34-\/5)

2 2
<~ ou
p= (_1;*/5,0,3_2*/5) .

Logo, a reta r intersecta a superficie S em dois pontos.

3. Equacoes paramétricas do plano no espaco

Sejam A, B e C trés pontos nao colineares no espaco e seja m o plano

que os contém. Entao, pelo teorema 77,

P en < existem s,t € R tais que AP" = s AB" +t AC" .

Isto é, P € m se, e somente se, satisfaz a seguinte equacao paramétrica do

plano 7:

P:A—l-sﬁ—i-tﬁ; s, teR

Observagao 1
A equagao paramétrica de uma reta é determinada a partir da variagao de

um parametro (¢ € R), enquanto a equagdo paramétrica de um plano é

caracterizada pela variagdo de dois parametros (s,t € R). Por isso dizemos

que a reta ¢ unidimensional e o plano é bidimensional.

Equacao paramétrica do plano em coordenadas

Consideremos um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espago no
qual os pontos A, B e C tém coordenadas: A = (a,b,c), B = (a/,V/,c) e
C — (a// b// C//).
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186 3.. EQUACOES PARAMETRICAS DO PLANO NO ESPACO

Substituindo as coordenadas dos pontos P = (z,y,2) e A = (a,b,¢c) e
— —
dos vetores AB = (/! —a,/ —b,d —¢c) e AC = (a" —a,b" — b, —¢) na
equagao paramétrica do plano 7, obtemos que:
(x,y,2) = (a,b,¢) + s(a’ —a,bl — b, —c)+t(a" —a, b/ —b," —c); s,t €R.

Ou seja, as equagoes paramétricas do plano 7 sao:

a + s(a@—a) + t(a —a)
gy =b 4+ s/=b + t' -0 ; steR
z = ¢ + s(d—c¢) + t(—c¢

Exemplo 5

Determine as equagoes paramétricas do plano m que contém os pontos A = (1,0, 0),

B=(1,1,0) e C = (0,0,1).

Solucgao.
T —

Temos AB = (0,1,0) e AC' =(—1,0,1). Logo,
r=1+0s+ (1)t r=1—t

m:d y=04+1s+0¢t ;s,t€R ouseja, m:q y=s ;s teR.
z2=0+0s+ 1t z =

sao as equagoes paramétricas do plano 7.

Definicao 2
Dizemos que o vetor v # 0 é paralelo ao plano m quando, para qualquer
ponto P € 7, a reta r que passa por P e é paralela ao vetor v’ esta contida

no plano .

—
Em particular, se v’ = PQ e P € 1 entdo Q € .

Sabemos que a equagao paramétrica do plano 7 que passa pelos pontos

nao colineares A, B e C' é dada por:

7 P=A+sAB +tAC : steR.

e e
Seja Py = A+ sy AB +ty AC um ponto pertencente a 7. Como todos
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os pontos da forma

P:Po—i-sﬁ:fl%—(s%—so)ﬁ—i-tom,SER,

—
pertencem ao plano 7, a reta que passa por P, e é paralela ao vetor AB esté
o
contida em 7. Sendo Py € 7 arbitrario, obtemos que o vetor AB ¢é paralelo
ao plano .

. T
De forma anéloga, verificamos que o vetor AC" é paralelo ao plano 7.

. - - . -
Além disso, como A, B e C sao pontos nao colineares, os vetores AB
T o~ o~ 1 . o~ o~ .
e AC' nao sao multiplos um do outro, isto é, nao sao colineares.

Com isso, vemos que um plano 7 é determinado se conhecermos um

ponto pertencente a m e duas diregoes nao colineares paralelas a .

Assim, a equagao paramétrica do plano 7 que passa por A e é para-

_>

lelo aos vetores nio colineares ' e v’ é

T:P=A+su +tv; steR

Escrevendo em coordenadas, A = (a, b, ¢), W= (e, B,7), v = (o, 5,9

e P = (x,y, z), obtemos as seguintes equagoes paramétricas de

r = a + as + o't
Ty b + s + pf't; steR
z = c¢c + vs + At

Exemplo 6
Determine as equagoes paramétricas do plano m que passa por A = (1,1,1) e

B =(1,0,1) e é paralelo a reta r que passa por D = (2,0,1) e E = (0,0, 2).

Solugao.

Para determinar as equacoes paramétricas do plano 7 é necessario conhe-
cer um ponto A pertencente a 7 e:

e dois outros pontos de m nao colineares com A, ou

e dois vetores nao colineares paralelos a 7.

e
Em nosso caso, o vetor DE' = (—2,0, 1) paralelo a reta r e, portanto, paralelo
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188 3.. EQUACOES PARAMETRICAS DO PLANO NO ESPACO

—
a m, nao é multiplo do vetor AB = (0, —1,0) paralelo a .

Entao 7 ¢ o plano que passa por A = (1,1,1) e é paralelo aos vetores

AB = (0,—1,0) e CD = (—2,0,1) tendo, portanto, as equagoes para-

meétricas:

z=1+(0)s+ (~2)t z=1-2t

i y=1+(=1)s+(0)t ; s,t €R, ouseja, 7:¢ y=1-5 ; steR.
2=1+(0)s+ (1)t =1+t

O

Exemplo 7

Determine, caso exista, o ponto onde o plano m, que passa pelos pontos

A=(1,2,3), B=(2,3,1) e C = (3,2,1), intersecta o eixo—OX.

Solugao.
Determinemos, primeiro, as equagoes paramétricas do plano 7.
— o
Os vetores AB = (1,1,-2) e AC' = (2,0,—2) nao s@o colineares e sao

paralelos a 7. Logo,

O ponto da interse¢ao de 7 com o eixo—OX deve ser um ponto com a segunda

e terceira coordenadas iguais a zero. Isto é,

. =2+s=0
P=(z,y,z) ennN 61X0—0X<:>{ 223—23—215:0.
Da primeira equacao do sistema, vemos que s = —2 e, substituindo este valor
3—2(-2)
2

~ 7
na segunda equacao, obtemos t = ——= = 7

Portanto, Py = (1 +(=2)+2x g,O, 0) = (6,0,0) é o ponto de intersegao

de 7 com o eixo-OX. n
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4. Equacao cartesiana do plano

Agora vamos aplicar a nocao de produto interno para determinar a

equacgao cartesiana de um plano no espaco.

Definicao 3
Dizemos que um vetor u” # 0 é perpendicular ou normal a um plano 7,
e escrevemos u L m, quando wé perpendicular a qualquer vetor paralelo ao

—
plano 7. Isto é, WL se, e somente se, w L AB para quaisquer A, B € 7.

Se m é o plano que passa pelo ponto A e é normal ao vetor U), entao:

Pernes AP L@ « (AP, @) =0

Escrevendo a tultima condi¢ao em termos das coordenadas dos elementos

envolvidos:
A:(any())ZO)a U—>:(a,b,0) € P = (xvyvz)v
obtemos:
—
P=(z,y,2)€x (AP", W) =0

<($—$07y_y072—20)7(a7 b,C>> =0
a(z—x0)+b(y—yo)+c(z—2) =0
ar + by + cz = axg + byg + ¢z .

1177

Portanto, P = (x,y, z) € 7 se, e somente se, suas coordenadas satisfa-

zem & equacao cartesiana de 7

miax+by+cz=d

onde u’ = (a,b,c) L medeécalculado sabendo que 7 passa por A = (xq, Yo, 20):

d = axy + byy + c2

Exemplo 8
Determine a equagao cartesiana do plano m que passa pelo ponto A = (1,1, 2)

e 6 normal ao vetor u’ = (1,2,-3).
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190 4.. EQUACAO CARTESIANA DO PLANO

Solucao.
Como w’ = (1,2,—3) L 7, temos 7 : 1z + 2y + (—3) z = d, onde
d=1(1)+2(1)+(-3)(2) = -3.
Portanto,
Tir+2y—32=-3

¢ a equagao cartesiana do plano 7.

Exemplo 9

Determine as equacoes paramétricas do planow:x + 3y — z = 2.

Solucgao.

Para determinar as equagoes paramétricas do plano 7, devemos encontrar
trés pontos de 7 que nao sejam colineares.

Tomando y = z = 0 na equagao cartesiana de 7, obtemos x = 2. Portanto,

o ponto A = (2,0,0) pertence ao plano .

Tomando agora x = y = 0 na equagao de 7w, obtemos z = —2. Portanto, o
ponto B = (0,0, —2) pertence ao plano .

Finalmente, tomando z = 0 ey = 1, obtemos z = 1. Portanto, C' = (0,1,1) € 7.

Devemos verificar agora que A, B e C' nao sao colineares.

— —
Para isso, consideremos os vetores AB = (—2,0,-2) e AC" = (-2,1,1).

-2 0
Como det ( 5 1) = —2 # 0, concluimos que A, B e C' nao sao colineares.

—_— = - .
Logo, AB e AC" sao vetores nao colineares paralelos a 7.

Assim, como o plano 7 passa por A = (2,0,0) e é paralelo aos vetores
- v
AB = (-2,0,-2)e AC =(-2,1,1),
r=2—2s—2t
T y=t ;s teR,
z=—2s+t

sao equagoes paramétricas do plano 7.

Observacao 2
Seja ax + by + cz = d a equacao cartesiana do plano m que passa por trés

pontos A, B e C nao colineares.
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Como o vetor W = (a,b, c) deve ser penpendicular ao plano m, ou seja, aos

— —
vetores u’ = AB e w’ = AC’, basta tomar w’ = (a,b,¢) = u X v’
O numero real d é calculado sabendo que os pontos A = (x1,y1,21),

B = (22,92, 22) € C = (23,3, 23) pertencem ao plano 7. Isto é:

d = axi + by + cz1 = axs + bys + czo = axs + bys + czs.

Exemplo 10

Determine a equacgao cartesiana e as equagoes paramétricas do plano m que

contém os pontos A = (1,—1,3), B=(4,0,1) e C = (2,1, 3).

Solugao.
-— —
Como AB = (3,1,-2) e AC' = (1,2,0) sao vetores paralelos ao plano

31
7 e nao sao multiplos um do outro, pois det (1 2) =5 # 0, obtemos que:

7TZP:A+SZ—'§>—|—LZ_CT>; s, t eR.

Isto é,
r=143s+1t
T y=—14+s+2t; s,teR,
z2=3—12s

sao equacgoes paramétricas do plano .
Para determinar a equagao cartesiana de 7, devemos achar um vetor perpen-
dicular a 7.

Sendo, pela observagao 77,

5
NN e e 1 —2| |3 —2| I3 1
2 0 1 0l'h 2
1 2 0
— (4,-2,5),

um vetor normal ao plano 7, a equagao cartesiana de 7 tem a forma:
dr —2y+bz=d,
onde d ¢é calculado sabendo que A = (1,—1,3) € 7
d=4(1) —2(—1)+5(3) = 21.
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Portanto,
dr — 2y + 5z =21,

¢ a equagao cartesiana do plano m que procurdvamos.

Exemplo 11

Determine a equacgao cartesiana do plano

r=—-1+s+2t

T y=1—s5+t ;s teR.
z=3+2t
Solucao.
Das equagOes paramétricas de m, obtemos um ponto A = (—1,1,3) per-

tencente a 7 e os vetores v° = (1,—1,0) e w’ = (2,1,2) ndo colineares e
paralelos ao plano 7.

Para determinar a equacao cartesiana de 7, como ja sabemos que A € T,
basta achar um vetor u’ perpendicular a .

Como w L 7 se, e somente se, W Lveuw L 17, basta tomar, pela

observagao 77,

e & é3 Lol ool oo
U):U)XW = 3 1 _2:< s ) >
1 2 2 21712 1
1 2 0
= (—2,-2,3).

Assim, a equacgao cartesiana de 7 tem a forma:
T —2rx—2y+3z=d,
onde o valor d é calculado sabendo que A = (—1,1,3) €
d=-2(-1)—2(1)+3(3) =9.
Portanto,
T —2x—-2y+3z=9,

¢ a equagao cartesiana do plano 7.

Observacao 3

Seja r a reta dada pela intersecao de dois planos 71 : a1x + by + 1z =d; e
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Ty & aox + by + coz = dy concorrentes. Ou seja,

. a1+ by +cz=dy
| asr + by + ez =ds

Como 7, = (a1,b1,¢1) L m e

vy = (ag,ba, ) L moer =mNmy,
temosqueﬁj_reﬁLr. U]
Portanto, 7 X Uy é um vetor T '

paralelo a reta r.

Para determinar a equacao para-
métrica de r, temos também de
encontrar um ponto A que satis- 2

faz ao sistema (77). Feito isso,

r={A+t(u xv);teR}.

Figura 4: Reta r dada pela intersegao de dois planos.

Exemplo 12

Determine a equacao paramétrica da reta:

r+y—2z=1
T
20 +3y —4z =5

Solucao.
Pela observacio acima, @’ x v || r, onde @ = (1,1,—2) e v = (2,3, —4)
sao os vetores normais aos planos * +y — 2z = 1 e 20 + 3y — 42 = 5,
respectivamente.
Sendo,
7x7:< g P e B D = (2,0,1),
3 —4 2 —4 2 3

obtemos que o vetor (2,0, 1) é paralelo a reta r.

Fazendo x = 0 no sistema (?7?), segue que P = (0,y, z) € r se, e somente se,

y e z satisfazem ao sistema:
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y—2z=1 3y — 6z =3
<
3y —4z =5 3y —4z =5
Subtraindo a segunda equagao da primeira, chegamos que 2z =2 <= z =1
e, portanto, y = 1+ 2z = 3. Assim, P = (0,3,1) €re

T =2t
r:q y=3 ;teR
z=1t+1

¢ uma equagao paramétrica de r.

Exemplo 13
Determine, caso exista, m € R de modo que a reta r seja perpendicular ao

plano 7 :x — 2z =0, onde

mr+y+2z=1
T
T+my+z=2

Caso afirmativo, determine o ponto P de intersecao da reta r com o plano .

Solucgao.

Sabemos que a reta r é paralela ao vetor

6—1> 6? 6—3> 1 2 2 1
“=|lm 1 2| = L I
m 1 1 1 1 m
1 m 1

= (1-2m,—m+2,m?>—1).

r

}77
T|
T

Figura 5: Reta r perpendicular ao plano 7.
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Para que r seja perpendicular a m, o vetor % deve ser multiplo do vetor

— .
v = (1,0,—1), normal ao plano 7. Logo, w x v =0, ou seja,
ér &’ és
W xv = |1-2m —-m+2 m?-1
1 0 -1

= (m—2,-142m—m?+1,m—2)
= (m—2,m(2—-m),m—2)=1(0,0,0).
Segue quem=2eu =(1—4,-2+24—1)=(-3,0,3).

Fazendo x =0 e m = 2 em (?7), obtemos o sistema
y+2z=1
2y+z2=2"

Logo, A = (0,1,0) € r e as equagoes paramétricas de r sao

cuja solucao é y =1e 2z = 0.

r=—3t
r:Q y=1 ;teR.
z =3t

Seja r Nm = {P}. Entdo P = (—3t,1,3t) e
r—2==-3t—-3t=0 = t=0.
Assim, P = A = (0,1,0) ¢ o ponto de intersecao de r com 7.
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Capitulo 11

Angulos e distancias no espaco

1. Angulo entre duas retas no espaco

Definicao 1

O angulo Z(ry,ry) entre duas retas r, e ry é assim definido:

e Se r1 e ry sao coincidentes, entao

Z(ry,m) = 0.

e Se as retas sao concorrentes, isto é,
i Nry = {P}, entao Z(ry,72) é 0 me-
nor dos angulos positivos determina-

dos pelas retas no plano que as con-

tém. L+

00X

D
oy

Em particular, 0 < Z(ry,13) < /2.

Figura 1: Retas concorrentes: 0 = Z(r1,r2) < .

e Ser;Nry =@, temos duas situagoes a considerar:
o sery || re, entao Z(r1,19) = 0;

o se r| e ry nao sao paralelas e nao se intersectam, dizemos que as
retas sao reversas. Neste caso, seja P € 1y e seja rl, a paralela a ro que

passa por P. Entao as retas ry e 14, sao concorrentes e definimos

L(r1,re) = ZL(11,1%)

197
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/

(006

Figura 2: Retas reversas: 0 = Z(r1,r2).
Além disso, pelo paralelismo, Z(r1,r3) independe do ponto P escolhido.

A medida dos angulos pode ser dada em graus ou radianos.
Sejam 1? e 1? vetores paralelos as retas concorrentes (ou reversas) r e
r9, respectivamente. Como Z(W, 17) = /(ry,72) ou L(W, QE)) =nm—/L(r,79),

segue que:

(o1, 52)|
cos Z(ry,13) = | cos Z(vy,va)| = IR 0< Z(ry,rg) < m/2.

Figura 3: Z(r1,72) =60

A férmula vale também quando 7r; e ro s@o paralelas ou coincidentes,
isto é, quando Z(ry,79) = 0, pois
[(Ao, 0| A (@2, w)|
= —T=
Ao [ [[v2"[| - [A] flo2"[] o2

0= Aoy = 1 =cos0 = cos Z(ry,72) .

Exemplo 1

Calcule o angulo entre as retas
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7‘1:33;1:%1:% e r22x+2:yT_1:Z;2.
Mostre, também, que estas retas sao reversas.
Solugao.
Temos que o7’ = (2,2,2) || 11 e 02’ = (1,2,3) || r2. Logo,
cos £(ry,ra) = |<U__1>>’U_2_>>>| = 2+4+6] = 12 :\/E‘
o[ e’ vi2v14  VI2x 14 7

. A A T . L.
Assim, o angulo entre r; e ry é o angulo entre 0 e 5 Cjo cosseno & igual a

6

-
Para verificar que as retas r; e ry sao reversas, observamos primeiro que os

vetores U1’ € U3 NA0 SA0 multiplos, pois
2 2

Portanto, as retas nao podem ser coincidentes e nem paralelas, podendo ser
concorrentes ou reversas.
Para concluir que r; e ry sao reversas, devemos mostrar que elas nao se

intersectam. As equacOes paramétricas de r; sao:

r=1+4+2t
ri: y=—1+2t; telR.
z =2t

Seja P = (14 2t,—1 + 2t,2t) um ponto de ;. Vamos tentar determinar o

valor do parametro ¢, de modo que P esteja também em 7s:

Per, (1+2t)+2:(_1+22t)_1:2t3_2
—242  2t—2

5 3
— 3+2t:—1+t:§(t—1).

— 3+2t=

Da segunda igualdade, obtemos t—1 = 0, ou seja, t = 1. Porém, substituindo
este valor na primeira igualdade, obtemos a identidade impossivel 5 = 0.
Portanto, nao existe P € ry Nry. Isto é, as retas nao sao concorrentes e sim

reversas. O
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2. Angulo entre dois planos

Definicao 2
Sejam 11 1 a1x + by + 12 = dy e my : asx + byy + oz = do dois planos no

espago. N - o
A 2 Sl 2
O angulo entre os planos 7 e m, /
representado por Z(my, ), se define da se- B

guinte maneira: oy A
S}

e se os planos sao paralelos (m; || m) ou / 3
A
coincidentes (m = my), entao £(mwy, ) = 0, \7‘

e
e se Ty e Ty nao sao paralelos nem coinciden- /
tes, entao se intersectam ao longo de uma Figura 4: Z(m1,m2) = 6.
reta r.

Sejam P € r um ponto qualquer, r1 a reta perpendicular a r contida
em w1, que passa por P e ry a perpendicular a r contida em my, que passa
por P. Definimos:

4(71'1, 7T2) = 4(7“1, 7’2)

Tomando A € e B € ry, Z(m,m) € 0 menor angulo positivo cujo

cosseno é
— =
£(my,73) = cos £(ry,r3) = | cos Z(PA', PB)| P7 FB)|
cos £(m,my) = cos £(ry1,ry) = | cos , =
|PA|||PB |

Seja agora s; a reta perpendicular ao plano 7, que passa pelo ponto

A, e seja sy a reta perpendicular ao plano s, que passa por B.

As retas s; e sy se intersectam em um ponto C.

— — —
Como os angulos Z(PA ,PB) e Z(CA ,CB) sao suplementares (a
sua soma €é ), temos:

cos Z(my, ) = cosl(ﬁ,ﬁ)) = ‘cosA(C’—A>,C’—B>)

Além disso, como T (ay,b1,¢1) L m e oy = (ag, by, c0) L o, 08

angulos A(W, 1?) e Z(CA ,CB') sao iguais ou suplementares. Logo,
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B @)
cos Z(m, ) = |cos L(or", v5")| = [ 12"l

A férmula vale também quando os planos sao paralelos ou coincidentes.

Observagao 1
Pela formula acima, dois planos m; e my sao perpendiculares se, e s6 se, 0s

vetores W e ?E) normais aos planos 7 e 7y, respectivamente, sao ortogonais.

Exemplo 2

Calcule o angulo entre os planos 7w :—y+1=0 e m:y+2z+2=0.

Solucao.
Temos que vy’ = (0,—1,0) L m e o5 = (0,1,1) L m. Logo, Z(my,m;) é

o menor angulo positivo cujo cosseno é

cos Z(m = o o) = (o1, 52')

L) = Jeos 2000, = 5
|<(07—1’O)7(07171)>| — ’_1‘ :i_é
10, =L, 0)[[|(0, 1, )|  (1)v2 V2 2

Portanto, Z(m,m) = 45° = —. O

N

3. Angulo entre uma reta r e um plano 7

Definicao 3
Sejam r uma reta e m um plano no

espago. Sejam w’ um vetor normal

ao plano 7 e v’ um vetor paralelo

aretar.

Seja 6 o menor angulo nao negativo
entrer ew (0 < 0 <7/2). O an- /

gulo entre r e 7 é, por definicao,

Figura 5: Z(r,7) = 5 — 0.

o complementar do angulo 6.
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Isto é,
L(r,m) = g -0
Logo,
sen Z(r, ) = sen (g — 9) =cosf = %
Exemplo 3

Calcule o seno do angulo entre a reta r e o plano w, onde

T=1
r:¢ y=2t—-1; telR e Tix—2y+3=0.
z=14
Solugao.
Temos que  ©v° = (1,2,0) || r e @ =(1,-2,0) L x. Logo,
sen Z(r,m) = = = =2
") = T = T2 0TI =200~ v5v5 5
O

4. Distancia de um ponto ) a um plano 7

Definicao 4
A distancia do ponto P, ao plano 7, designada d( Py, ) é, por defini¢ao,

a menor das distancias de Py aos pontos P € 7. Isto é,

d(Py,7) =min{d(P,,P)|Per}

Seja P* o ponto de intersecao de m com a reta r, que passa por Fy e é

perpendicular a 7.

Se P é um ponto qualquer no plano 7, diferente de P*, obtemos, pelo

teorema de Pitdgoras aplicado ao triangulo retangulo AFPyP* P, que:
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d(Py, P)? = d(Py, P*)? + d(P*, P)? > d(Py, P*)2.
Logo, d(Py, P) > d(Fy, P*) e, portanto, d(FPy, P*) = min{d(Fy, P) | P € 7 }.

Isto é,

d(Py, ) = d(Py, P¥)

Se Py = (xo, Yo, 20) € 7 : ax+by+

cz = d, entdo w = (a,b,c) || r e as

equagoes paramétricas de r sao:

10)% 00X
T =x9+ at T
riq y=y +bt ; teR.
Figura 6: Calculo de d(Po, ).
z=2zy+ct

Como P* € r, temos P* = (x¢ + at,yo + bt, zy + ct), para algum valor

t € R a determinar.
Além disso, P* € 7. Logo,
a(zo + at) + b(yo + bt) + c(z0 + ct) =d,

ou seja,

axo+byo +czo— d

(@ +V+A)t=d—avy—byy —czp =t =—

a2+b2+02
Assim,
s
d(Po, P) = PP || = [I(at, bt, )| = [[t(as b, )| = [¢] [[(a, b, )
B _axo—i-byo—i-czo—d
- a2 + b2 + 2 H(GJ%C)H
lazg + byo + czo — d|
a,b,c
o @bl
_ axo + byo + czo — d|
[(a,b,c)|l

Logo, a distancia do ponto Py = (o, Yo, 20) ao plano m : ax+by+cz = d

~Jaxo + byo + czo — d

vVaZ+b%+c2

d(Py, )
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Exemplo 4
Calcule a distancia do ponto A = (1,2,3) ao plano m:2x +y —5z =4.

Solucgao.

(a) Usando a formula:

|azo +byo +czo—d| _ [2(1) +1(2) —5(3) -4 _ 15 15
Va2 4+ b2 4 2 VEL 2+ (52 Va3 V2

(b) Sem usar a formula:

d(A,m) =

A reta r que passa por A = (1,2,3) e é paralela ao vetor w = (2,1, —5) L ,

é dada por:
r=1+2t
r:q y=2+t ; teR.
z=3-—05t

Seja {B} = rNm. As coordenadas de B = (14 2t,2+t,3 — 5t) satisfazem a
equagao de 7:
2(14+2t)+(24+1t) —5(3—5t) =4,

ou seja,
2+4t+2—|—t—15+25t:4:>30t:15:>t:%.
_—
Logo, B = A—i—%@?, isto é, AB = %17 = %(2,1,—5) e, portanto,

d(Aw)—d(AB)—||AB||_—|| | = \/4+1+2__£ \/>5

¢ a distancia procurada.

5. Distancia entre dois planos

Definicao 5
A distancia entre os planos 7 e 7y, designada d(my, 1), é, por defini¢ao,

a menor dentre as distancias dos pontos de m; aos pontos de my. Isto é,

d(m,m) =min{d(P,Q)|P €m eQ € m}
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Note que,
e se T e Ty s@o0 coincidentes, isto é, m = mo, entao d(my, ) = 0;
e se T e Ty sao concorrentes, isto é, m Ny ¢ uma reta, entao d(my, ) = 0;

e suponhamos agora que m; e my sao planos paralelos dados pelas equagoes:

moar +by +cz=d;
Ty ax + by 4+ cz = ds.

Sejam P, € m e Q1 o pé da
perpendicular baixada do ponto P;

sobre o plano 7.

Sejam P € 7, Q € my e P’
o pé da perpendicular baixada do

ponto P sobre o plano 7.

Entéo, como PlQlQ/P é um Figura 7: Calculo de d(m1,72).
retangulo,
d(P>Q) Z d(P7PI) = d(Plqu)‘

Assim,

d(my,m2) = d(Py, Q1) = d(Py,m2),  qualquer que seja Py € m

Se P, = (x1,11,21) € mp, entdo axy + by, + cz; = dy, entdo:
_ lami+byi t e —do| _ |dy — dy

Va2 + 02 + 2 Va2 + 02+

Isto é, a distancia entre os planos m; : ax+by+cz = dy e m : ar+by+cz

d(ﬂ'l,ﬂ'g) = d(P1,7T2)

= dy é dada por:

|dy — do

Va? +b2 4 c?

d(7T1,7T2) =

Exemplo 5

Calcule a distancia entre os planos m; : x+2y+z =2 emy : 20 +4y+22 =6.
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Solucao.
3-2 1
VIZ+22 112 V6

Como my : x + 2y + 2z = 3, my || m2; logo,  d(m,m) =

U

6. Distancia entre uma reta e um plano

Definicao 6

A distancia entre uma reta r e um plano 7 é o nimero d(r, ) dado por:

dir,m) =min{d(P,Q)|Per e Qemn}

Note que, se rNw # & (r C wourNm = {P}), entdo d(r,7) = 0.

O caso interessante a considerar ocorre quando rNw = &, isto ¢, r || 7.

Sejam P, € r e Q1 o pé da -

perpendicular baixada do ponto P,

sobre o plano 7.

Sejam P € r e () € w pontos
arbitrarios e P’ o pé da perpendi-
cular baixada do ponto P sobre o

plano 7. Entao,

d(P,Q) > d(P, P') = d(P,Q1),

pois Pi(Q1 P’ P ¢ um retangulo. Logo, Figura 8: Célculo de d(r, 2).

d(r,m) =d(P,Q1) =d(P,m), qualquer que seja P; € r

Exemplo 6

Mostre que a reta r é paralela ao plano w, onde

T.x+2_3y+1_1—z

5 > 3 e m:2x—3y+6z=-3.

Calcule também d(r, ).
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Solucao.
A equacao simétrica de r pode ser reescrita da seguinte maneira:

T:x+2:y+% :z—l.
6 -2 -3
Logo, a reta r passa pelo ponto A = (—2, —%, 1) e é paralela ao vetor v = (6,
—2,—3), e o plano 7 é perpendicular ao vetor w = (2,-3,6).
Temos v L 17, pois:
(v, w') = ((6,-2,-3),(2,-3,6))
= (6)(2) +(=2)(=3)+ (-3)(6) =12+6—-18 =0

Logo, r é paralela ao plano 7 ou r esta contida no plano 7.
Para mostrar que r ¢ m, basta verificar que um ponto de r nao pertence a .
De fato, A = (-2, —%, 1) & m, pois

2(—2) —3(—3)+6(1)=—4+1+6=3%# —3.
Portanto, r V7w = &, isto é, r || w. Além disso,
_|2(=2) -3(=3) +6(1)+3] 6

d(r,m) = d(A .
(r,m) = d(A,7) 10556 -

7. Distancia de um ponto a uma reta

Definicao 7
Sejam P um ponto e r uma reta no espaco. A distancia do ponto P a

reta r, designada d(P,r), é o niimero

d(P,r) =min{d(P,Q)|Q € r}

Seja P’ o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a reta r.
Para todo ponto QQ € r, Q@ # P’, temos, pelo teorema de Pitagoras,
que:
d(P,Q)* = d(P,P')?+d(F, Q)
> d(P, P>
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Logo, d(P,Q) > d(P, P') e, portanto,

d(P,r) = d(P, P')

Figura 9: Calculo de d(P,r).

Assim, para calcular a distancia de P a r devemos:
e determinar o ponto P’, pé da perpendicular baixada de P sobre

a reta r;

—
e calcular d(P, P') = |PP"||.

Exemplo 7
Calcule a distancia entre P = (2,5, —1) e aretar que passa por Py = (1, -1, 2)

e é paralela ao vetor v° = (1,0,1).

Solugao.
Seja () o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a reta r e seja

tOERtalqueQ:PO—i-toU_).

- S . .
Entao, P(Q) é perpendicular a reta r se, e somente se,

— — —
0=(PQ,0") = (PP +10",0") = (PP, 0") + to(0", 7).
Como PPy = (—1,-6,3) e 0" = (1,0,1):
0 = (PP),0) +1to(v",0")

= ((—-1,-6,3),(1,0,1)) +to{(1,0,1), (1,0, 1))

= (=1+4+3)+t(1+1)=2+2t.
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Logo, ty = —1 e, portanto,
Q:P0+tov_>: (17_172)_(17071) = (07_171)
Assim,
B0 2 2 2
d(P,r) = d(P,Q)=[PQ | =V(2-02+ (5~ (-1))2+(-1-1)
= Vi+36+4=+V4d=2V11.

U

Exemplo 8
Determine o conjunto S dos pontos do espaco que estao a distancia 2 da reta

r, paralela ao vetor v = (1,2,1) que passa pela origem.

Solugao.
— —
Temos que @) € S se, e somente se, existe P € r tal que PQ L re||PQ || = 2.
Sejam P = (t,2t,t), t € R, um ponto de r e Q = (z,y, 2).
Entao,
PQ lr<= PQ L7 < (PQ,v") =0,

se, e somente se,

——

0 = (PQ V) =((zx—ty—2t,z—1),(1,2,1))

r—t+2y—4Adt+z—t=x+2y+2—06t.

Isto é,

r+2y+z

t=
6

07

oYy

Figura 10: Exemplo 77.

—
Suponhamos, agora, que ||PQ || = 2. Como
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P (:L‘+2y—|—z 2(x 42y + 2) x+2y+z>

6 ’ 6 ’ 6
obtemos
W _ x_m+2y+z7y_2(x+2y+z)7 _TH2y+2
6 6 6
. <5x—2y—z —2x + 2y — 2z —x—2y+5z>
B 6 ’ 6 ’ 6 '

— —
Logo, d(Q,r) = d(Q, P) = |PQ || = 2 se, e somente se, | PQ > = 4, isto ¢,
se, e somente se,
br —2y—2)% (=22 +2y—22)? (—x—2y+52)?

BP0 = ¢

se e somente se,
(b — 2y — 2)? + (=22 + 2y — 22)* + (—x — 2y + 52)* = 4(36) .
Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtemos a equagao de S:
S : 3022 + 12y% + 3022 — 24ay — 1222 — 24yz — 144 = 0.
O conjunto § ¢ o cilindro circular reto de raio 2 cujo eixo é a reta r.

Exemplo 9
Determine o conjunto dos pontos do plano m : x + y + 2z = 1 que estao a

distancia trés da reta r que passa pelos pontos A = (1,0,1) e B = (2,—1,1).

Solugao.
—> X
A reta r é paralela ao vetor AB = (1,—1,0) e o plano 7 é perpendicular ao
vetor w’ = (1,1,2).
—ﬁ %
Como (AB ,w") = ((1,-1,0),(1,1,2)) =1—-1=0, e A ¢ 7 (note que as
coordenadas de A = (1,0, 1) nao satisfazem a equacao de 7) obtemos que
r| .
— —
Sejam P = A+tAB = (1+t,—t,1) €reQ = (z,y,2) € w tais que PQ L r
e d(Q,r) =d(P,Q) = 3. Entao,
—
(PQ ,AB) = ((x—1—-t,y+t,z—1),(1,—-1,0))
= r—1—-t—y—t=o—-—y—2t—1=0

)

ou seja,
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r—y=2t+1.
Como ) € 7, as suas coordenadas x, y e z satisfazem ao sistema formado
pela equagao acima e pela equagao de m:

r—y=2t+1

r+y=-—-2z+1.
Somando as equagoes, obtemos 2x = 2+ 2t — 2z, ou seja, © = 1+t — z, e sub-
traindo a primeira equacao da segunda, obtemos 2y = —22—2t <= y = —t—z.
Entéo, as coordenadas de um ponto @ = (x,y, z) do plano 7 que se projeta

perpendicularmente sobre o ponto P = (1 + ¢, —t,1) € r, satisfazem

r=14+t—z
y=-—1t—=z.

Figura 11: Exemplo ?7.

Além disso, devemos ter d(P, Q) = 3, ou seja,
9 = dPQ?=(@—-1+1))>+y—(-1)*+(z—1)
(=22 + (=2 +(2—1)2=322-22+1.
Resolvendo a equacdo 322 — 2z 4+ 1 = 9, ou seja, 322 — 22z — 8 = 0, obtemos

, 4
asraizes z =2 e z = ~3

Substituindo estas raizes no sistema (?7), obtemos as retas
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212 7.
7
rT=-+t
r=—1+t 3
r:iq y=—-2—t; teR e ro yzg_t; teR

z=2 4

z=—=

\ 3

paralelas a reta r, contidas no plano 7 e cujos pontos estao a distancia trés

de r. 0
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Capitulo 12

Distancias entre retas no espaco

Sejam = {P +to; [teR} e ry={Py+tvy |te€R} duas
retas no espago. Se 11 # 19, sabemos que 71 e 15 sdo concorrentes (isto é,

r1 N1y # &) ou nao se intersectam. Quando a segunda possibilidade ocorre,
temos ainda duas situagoes a considerar: as retas podem ser paralelas ou

reversas.

Definicao 1

A distancia entre r; e ry é 0 nimero d(ry,74) dado por:

d(ry,re) =mind(P,Q)|P€r, e Q€nry}

Se as retas se intersectam, por definigao, d(ry,79) = 0. Assim, os casos

importantes a considerar ocorrem quando r; Nry = .

1. Distancia entre duas retas paralelas no es-

paco

Suponhamos que r || 2. Entao, b1 e vy sdo colineares, 1y Nry = &
e existe um plano 7 que contém ambas as retas. Seja P; € r1 e Ry o pé da

perpendicular baixada de P, sobre a reta ry. Entao,

213



214 1.. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS PARALELAS NO ESPACO

quaisquer que sejam os pontos P € 1 e (Q € oy, onde R é o pé da perpendi-
cular baixada de P sobre a reta r9, pois PiR; RP é um retangulo contido no

plano 7.
Logo, qualquer que seja o

ponto P; € 7y, temos que (figura
77):

d(Tl,TQ) = d(Ph R1) = d(P1,T2>~

Exemplo 1
Mostre que a reta ri, que passa
porA; = (1,2,1)e By = (2,1,0),

é paralela a reta ro que passa por
Ag — (07 17 2) e By = (17 0’ 1) Figura 1: d(P,Q) > d(r1,72), para todo Q € ra e P € ry.

Calcule a distancia entre ry e rs.

Solucgao.
Temos:
We=AB =(1,-1,-1)|rn e 3= 8 =(1-1-1) |
Logo, zT = 17 e as retas r; e ry sao:
o= {A+tor|teR} = {(1+t,2—t,1—1)|teR},

ry = {Ay+sv3|seR}y = {(s,1—s,2—5s)|seR}.
Para verificar que r || ro basta verificar que um ponto de 75 nao pertence a

r1, pois ja sabemos que U1 e Uy s30 multiplos. Por exemplo, vejamos que
BQ = (1,0, 1) Q 1.

De fato, se By = (1,0, 1) € r1, entao deveria existir um valor ¢ € R tal que:

1+t=1
2—-1t=0
1—t=1.

Da segunda destas identidades obtemos ¢ = 2, e substituindo este valor de ¢
na primeira identidade, obtemos 3 = 1 + 2 = 1, um absurdo.

Portanto, By & r1 e as retas ri e ry sdo, efetivamente, paralelas.
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CAPITULO 12. DISTANCIAS ENTRE RETAS NO ESPAGCO 215

Para calcular a distancia d(ry, r3), basta calcular a distancia de um ponto de

r1 a 1. Por exemplo, calculemos d(Aj, rs).

Seja C' = (s,1 — 5,2 — s) € 19, tal que o vetor

Al—C’>: (—1+s,—-1—s5,1—25)
& perpendicular & reta o, isto &, ao vetor vy = (1,-1,-1).
Temos:
AC LW <= 0=(4C 5"

=((-1+s,—-1-51-5),(1,-1,-1))
=—1+s+1+s—1+s=3s—-1

Logo,

¢ a distancia procurada. [

2. Distancia entre duas retas reversas no es-
paco

Sejam = { P, +to; |t € R}
e ry= {P2+t17|t € R}  duas retas
reversas no espago (isto é, 1 Nry = T e
os vetores W e QE) nao colineares). Por
definicao, a distancia entre r; e 75 € a

menor das distancias entre um ponto de

r1 e um ponto de ro:
d(’f‘l, 7“2) = mln{d(P, Q) | P e T € Q c 7“2} . Figura 2: Retas reversas r1 e 7a.

Sejam 7, e my 0os planos paralelos aos vetores W e zE) que contém,

respectivamente, os pontos P; e Ps.
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216 2.. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS NO ESPACO

Ja sabemos que
d(my, m) = min{d(P,Q) [P € m e Q € m} =d(F',Q'),

onde P’ € 71 € um ponto arbitrario e (' € w5 é 0 pé da perpendicular baixada
—
desde o ponto P’ sobre o plano . Isto é, P'QQ" L m (ou a m).

Pela propria defini¢ao, temos
d(ri,r2) > d(mi,m2),

pois 11 Cm e 19 C Ty

Afirmamos que

d(Th 7’2) = d(7T1, 7T2)

R
Para isto, basta mostrar que existem P| € r1 e Py € o, tais que, P/ P,
é perpendicular a r; e a 7y, isto é, perpendicular aos vetores b7 e vy .

Consideremos
Pl =P+t €r e Py=Py+ 505 €ry.

Como PP} = PPy + sty — tor,

PPy Liw <« (P} .or) = (PP + s —tor, o) =0,
PPy Loy <= (PPy,uy)= (PP +s05 —tor,0y) =0.
Desenvolvendo os produtos internos acima, obtemos que PP, ¢ per-
pendicular aos vetores 0, e 03, simultaneamente, se, e somente se,
e
<P1P2 72T> +S<1—E>aﬁ> _t<ﬁaﬁ> = O
<P1P2 ,'l?> +S<Waﬁ> _t<ﬁaw> - 07

—
S<1E>7/l?>> - t<ﬁ7ﬁ> = _<P1P2 71?))
S</IE>7QE>> - t<ﬁ7ﬁ> = _<P1P2 7@)
Como
(02" 00), (0", 00" ))s + (=00, 00), — (o0, 05" ))t
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CAPITULO 12. DISTANCIAS ENTRE RETAS NO ESPAGO 217

o sistema possui uma tnica solucao se, e s6 se, os vetores
— 3\ — — — —
(<'UQ , U1 >7 <UQ , U2 >) € (_<Ul , U1 >7—<'Ul , U2 >)
nao sao multiplos, isto é, se e s, e somente, o determinante

<—> —>> _<—> —)>

vy, U1 v, U1 = N2 e o\
det = —<U1 ,U2> +<?}1 » U1 ><1}27U2>
(02, 02) —(vr,02)

= o IPlIe 1 — (o e)

= o P15 — o P15’ |1 cos® £ (o1, 7o)
=[O IP]* (1 — cos® Z(o77, %))

= o0 |]?|o2" |2 sen? Z(01, 0
¢é diferente de zero.

Sendo W e 1? vetores nao nulos e nao colineares, temos que
0< 4(1?,1?) < 7 e, em particular, sen 4(1?,1?) £ 0.

Portanto, o determinante anterior é diferente de zero e o sistema em
questao possui uma tinica solucao para s e t. Estes valores determinam um
R / / : ' pt’o :
tnico par de pontos P| € ry e Pj € ry, tais que, P{ P, ¢é perpendicular a r; e

a ro, simultaneamente. Entao, a distancia entre r; e ry é

d(ry,7r9) = d( Py, P,)

Exemplo 2

Mostre que as retas

rm:d y=2t ; teR e ro:{ y=3 ; teR
z=10 z=1+t

sao reversas, calcule d(ry,79) e determine a tnica reta r3 que intersecta r, e

ro perpendicularmente.

Solugao.
Temos que 7, || o7 = (1,2,0) e ry || 22 = (1,0,1). Como o7’ e o3 néo

sao colineares, as retas podem ser concorrentes ou reversas.
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218 2.. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS NO ESPACO

Para mostrar que r; e o sao reversas, basta verificar que r; Nry = 9.
Suponhamos, por absurdo, que r Nry # @. Entao deveriam existir valores
s,t € R, tais que

(14+t,2t,0)=(2+s,3,1+5).
[gualando as coordenadas, obtemos:

1+t = 2+s
2t = 3
0 = 1+s.
Da segunda identidade, temos t = ; e da terceira, s = —1. Estes valores sao

. . . . . 3 )
incompativeis com a primeira identidade, pois 14+t = 1+§ =3 #1=2+(-1)

= 1+ s. Assim, o sistema nao tem solugao e os valores procurados para s e
t nao existem.

Logo, as retas r; e r, nao se intersectam e sao, portanto, reversas.

Vamos determinar pontos P} = (1 +¢,2t,0) € ry e Py=(2+s,3,1+5) €ry

: oo : : —s
tais que o vetor P/Py = (1 +s—1t,3 —2t,1+ s) seja perpendicular a v;" e
vy , simultaneamente.

Devemos achar valores s,t € R, tais que,
(PP 77) = 0 (14s—1t,3—2t,145),(1,2,0)) = 0
{ <Jﬁ>@>> _ 0 { (14s—t3—2t1+4s),(1,0,1)) =
ou seja,
{ s—ot = —T
2s =t = —2.
Substituindo t = 2+2s da segunda equagao, na primeira, obtemos s—10—10s =

1 1 4
—7. Enta =—— —_2—1—2(——)—_—
7. Entao, s 3 t 3 3

78 5 2 — 2 1 2
P'=<770) P’:<—3—> P’P'z(————).
1= \z37) 27 \3>3) © 12 3'33
Assim, a distancia entre r; e ro €

s
d(ry,m2) = [P, Py || =
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CAPITULO 12. DISTANCIAS ENTRE RETAS NO ESPAGO 219

——
7”3:{P1'+tP1’P2’ |teR}:{<z—gt,§+%t, §t> \teR},

¢ a reta procurada.

Exemplo 3

Sejam 1 a reta que passa pelo ponto P, = (1,1,2) e é paralela ao vetor
vy = (1,1,0) e o a reta de interse¢ao dos planos m : x +2y+ 2z = 4 e
o i X+ 2 = 2.

(a) Mostre que 1 e 1y sdo retas reversas.

(b) Calcule a distancia entre ry e rs.

(c) Determine a tinica reta r que intersecta ry e ry perpendicularmente.

Solugao.
(a) A reta r é dada por
r={P 4+t |[teR}={(1+t1+¢t2)|teR}.
Determinemos a equagao paramétrica da reta rs.
Sabemos que a reta ry é paralela ao vetor TN U_J>, onde U’ = (1,2,1) L m

ew =(1,0,1) L my:

o @ e 2 1 11 |1 2
wxw = |1 2 1|= ,— ,
0 1 1 11’1 0
1 0 1
= (2,0,-2)

Para achar um ponto P, € ry, tomamos x = 2, por exemplo, nas equagoes

dos planos m; e mo:

{2—1—23/—1—2

—=z2=0=y=1= P,=(2,1,0)€rnr.
24+z2 =

Logo, ry é a reta que passa pelo ponto P, = (2,1,0) e é paralela ao vetor
vy = (1,0,—1), ou seja:

mz{P{—i—SﬁHER}:{(3,1,2—5)|SE]R}.
Como os vetores vy’ = (1,1,0) e vy = (1,0, —1) ndo sao colineares, as retas

r1 € 9 Sa0 concorrentes ou reversas.
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220 2.. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS NO ESPACO

Suponhamos que r1 N7y = {@Q}. Entdo Q@ = (1 +¢,1+1¢,2) = (s,1,2 — s)
para certos valores s,t € R, que tentaremos determinar.

Devemos ter 1 +t =35, 1+t =1 e 2 =2 — s. Da segunda identidade,
obtemos t = 0 e, da terceira, s = 0. No entanto, estes valores nao sao
compativeis com a primeira identidade, pois 1 +t=1+0# 0 = s.

Assim, o ponto () € r; Ny nao existe. Isto é, r Nry = I e, portanto, as

retas sao reversas.

: / : 5o —>
(b) e (c) Devemos determinar P € 1, e P’ € ry, tais que PP" L vy e
Dol | =
PP" 1 vy", simultaneamente.
s
Como P=(1+t,1+t2),P = (s,1,2—5s)e PP =(s—t—1,—t,—s), as
condicoes de perpendicularidade, em termos do produto interno, sao:

—
(PP o) = 0 (s—t—1,—t,—s),(1,1,0)) =0
{(13—13’>,?E>> 0 {<(s—t—1,—t,—s),(1,o,—1)>:0

s—t—1—t = 0 s=2t = 1
<~ <~
s—t—1+s = 0 2s—t =1
Substituindo s = 2t+1 da primeira equacao, na segunda, obtemos 4t+2—t = 1

1 1 1
ja, t = —— —_2(—7>+1—_7.
ou seja, 3 e S 3 3

Portanto,

P=01+t1+12)= (§§2> ; Pr=(s,1,2-5) = (élg) :

— 11 1\ 1
PP = (s—t—1,—t,— :(—77—7>:7—11—1.
(8 t 7t7 S) 3737 3 3( P )

Assim,

—_— 1 3
d(T17T2>:||PP/ ||:3\/].+1+]_:\3f

A tnica reta r que intersecta r; e 7o perpendicularmente é a a reta que passa

. 7 . —
por P e é paralela ao vetor PP’ | ou seja, paralela ao vetor v" = (—1,1, —1).
Logo,
2

r={P+tv|teR} = {(5

2
3—t,§+t,2—t> \teR}

¢ a reta procurada.
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Capitulo 13

Exemplos de revisao

Exemplo 1

Considere os pontos A = (1,2,2), B = (2,4,3), C = (—-1,4,2), D = (7,1,3)
e E = (—4,16,5).

(a) Mostre que A, B e C' nao sao colineares.

(b) Determine a equagao paramétrica e a equagao cartesiana do plano m que

contém os pontos A, B e C.

(c) Determine a area do paralelogramo que possui A, B e C' como vértices.
(d) Mostre que A, B, C' e D nao sao coplanares.

(e) Determine o volume do paralelepipedo de vértices A, B, C' e D.

— —
(f) Escreva o vetor AE como combinagao linear de AB ¢ AC' .
(g) Determine a distancia do ponto D & reta que passa pelos pontos A e B.

(h) Determine o ponto simétrico do ponto C' em relagdao a reta que passa

pelos pontos A e B.

(i) Determine a intersec¢ao da reta que passa por A e B com aretal = {(7t—7,

t—1,2t—1);t € R}.

Solugao.

(a) Sabemos que:
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o

A, B e C s2o0 nao colineares <= E e AC' nao sao multiplos
s AB xAC 40 .
Como AB = (1,2,1), AC = (~2,2,0) ¢
2 1 1 1 (1 2
ﬁxl@) - y Y
2 0 -2 0| |-2 2

— (—2,-2,6) #(0,0,0) =0,

concluimos que A, B e C' sao nao colineares.

(b) Temos m = {A +tAB + sAC" |t,s € R}, ou seja, as equagoes paramé-

tricas de 7 sdo:

r=14+t—2s
T =242t+2s;t,s e R.
z=2+t

Para determinar a equacao cartesiana de 7, sabemos que 1@) xﬁ =(—2,-2,6)
é perpendicular a w. Logo, a equagao cartesiana de 7 tem a forma
Tir+y—3z2=d,
onde
d=1+2-3(2)=-3,
pois A =(1,2,2) € 7.
Portanto, a equagao cartesiana de 7 é
Tir+y—3z=—-3.

(c) Seja R o paralelogramo que possui A, B e C' como vértices. Entao,
— =

area(R) = ||[AB x AC || = || (=2,-2,6)|| = V4 +4+36=+v44 =2V11.

(d) Sabemos que:

A, B, C, e D sao nao coplanares <= AB>, ACT e AD\ sao LI
— AB’,Ac’,Ac’] 40

Como ﬁ =(6,—1,1), e

[AB>,AC ,AD\] — (AB x AC",AD) = {(~2,-2,6), (6, ~1,1))
= —124246=—-4+#0,
concluimos que A, B, C' e D nao sao coplanares.

(e) Seja P o paralelepipedo que tem os pontos A, B, C' e D por vértices.
Entao:
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Vol (P) = ‘ [AB‘,Ac',AD’} ‘ — |4 =4.
—
(f) Temos que AE = (—5,14,3). Devemos achar ntimeros reais x e y tais
que:
AE\ =xAB + yAC’>.
Ou seja,

(_57 147 3) = I(l, 27 1) + y(_27 27 O) :

[gualando as coordenadas, temos:

H=r—2y =3 r=3
14 =2z 42y :>{2y:5+x:5+3:8 :>{y:4 '
3=z

Observe que os valores encontrados sao compativeis com a segunda equagao:
20 42y =2(3) +2(4) =6+ 8 =14.

Portanto, AE" = 3AB" +4AC" e, em particular, E € .
(g) A reta r que passa por Ae B é
—
r={A+tAB |t € R}.

Ou seja, as equagoes paramétricas de r sao:

r=14s
r:e y=2+2s; sek.
z2=24+s

Seja M = (1+ 5,2+ 25,2+ s) € r o pé da perpendicular baixada do ponto

D = (7,1,3) sobre a reta 7.

R — —_— =
Devemos achar s € R tal que DM 1 AB <= (AB ,DM ) = 0, onde

DM =(s—6,2s+1,5s—1).
Calculando, temos:
(AB,DM )= ((1,2,1),(s—6,2s+1,s—1)) =0
— s—6+22s+1)+s—1=0
— 25s—T7+4s5+2=0
<~

6s=5 <«— s =

Portanto,
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d(D,r) = | DM | = é\/312 TP 2= é VI218.
(h) Seja N = (1 + 5,2+ 25,2+ s) € r o pé da perpendicular baixada do
ponto C' = (—1,4,2) sobre a reta r.
Sendo C’—N) =(s+2,25s—2,5) ¢ /—lg = (1,2,1), temos que C’—N> il ZJ? se,

e soO se:

(CN',AB) = ((s+2,25—2.5),(1,2,1))

= s+2+225—-2)+s5=065s—2=0 <= |s=-|.

1 1 1 487
L N:<1 2 942.29 f):(f,f,f)
080, tyetargaty 333

Seja C' o simétrico de C' em relagdo a reta r.

C

Como N = %(C’ + "), temos que:

= 2N—C:2< )—(—1,4,2)

533
(8 1,16 4,132—2) .

4 87

3 "3

- ”

Figura 1: Exemplo ?7.

11 4 8
Portanto, C" = ( )

3733

(i) Para determinar a intersecao das retas
r={(1+s,24+2s,2+s)|seR} e (={(Tt—-7t—1,2t—1)|t € R},
devemos resolver o sistema obtido igualando as coordenadas dos pontos de r
e de (:

1+s=7t—-7
rNe: 24+2s=t—1
2+s=2t—1.

Subtraindo a segunda equagao do dobro da terceira, obtemos:

4+2s =4t —2
— 24+2s=t—-1
2 =3t —1.

Ou seja, t = 1. Substituindo este valor na terceira equagao, obtemos s = 2t—3

= 2(1) =3 = —1. Como os valores t = 1 e s = —1 também satisfazem a

primeira equagao, pois 1 + s =1+ (=1) =0=7(1) — 7 = 7t — 7, podemos
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concluir que (0,0, 1) é o tnico ponto de intersegao das retas r e /. 0

Exemplo 2

Considere as retas

r=t+3 r=s5+4
ri:g y=t+4 ;telR e ro:{ Y= —s5 ;seR.
z=—t—1 z=-3s5—1

(a) Mostre que ry e ry sdo reversas.

(b) Determine a reta r que intersecta ry e ro perpendicularmente.

(c) Determine o plano w tal que d(mw,r) = %d(rl,rg) ed(mry) = %d(rl, g) .

Solucao.
(a) Temos que o7 = (1,1,—1) || r1 e 03’ = (1,—1,=3) || 2.
As retas ry e 75 880 reversas, pois:

° 71 e 72 nao sao colineares.

- 1 -1 1 -1 |1 1
UIXU2—(‘_1 _37_’1 —31"11 =1 :(_4727_2)7&(07070)7
e riMNro =9
De fato,
t+3 = s+4
t+4 = —s
—t—-1 = —3s—1.
Somando as duas primeiras equagoes, obtemos 2t +7 =4 =t = —g.
. ~ 3 ) 5
Substituindo na segunda equagao, temos —s = 5 +4 = B = 5= —5
No entanto, substituindo ¢t = —g es = —g em ambos os lados da terceira
equagao, vemos que
3 1 5 13
1= 1= ¢-3s—1=— (—7)—1:7.
t 5 5 © 35 3 5 5

Como estes niimeros sao diferentes, concluimos que o sistema nao tem solu-
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ao. Isto é, nenhum ponto de r1 ertence a To. Ou seja 1 ro = .
) )
Portanto rL ere sao retas reversas.
)

(b) Vamos determinar os nimeros t, s € R de modo que P, = (t+3, t+4, —t—1)
€rie Po=(s+4,—s,—3s — 1) satisfacam:

PP Lo, PP LW
—
onde PPy = (s+4—t—3, —s—t—4,—3s—1+t+1) = (s—t+1, —s—t—4, —3s+t).

Assim:

o (PP ,vy") = ((s—t+1,—s—t—4,-3s+1),(1,1,—-1)) =0
= s—t+1—s—t—4+3s—t=0
<= 3§ —3t=3<=s—t=1,

.<P1P27’UQ> = <(8—t+1,—8—t—4,—33+t),(1,—1,—3)>:0
<— s—t+1+s4+t+44+9s—3t=0
<= 11s — 3t = —5.

Temos, entao, o sistema:

s—t=1 . —11s+ 11t = —11
,ou seja,
11s —3t= -5 11s — 3t = —5.
Somando estas equagoes, obtemos: 8t = —16 <= t = —2.
Substituindo ¢ = —2 na primeira equagao, segue que: s—(—2) =1 <= s = —1.
Portanto,
P = (t+3,t+4,-t—1)=(-2+3,-2+4,1)=(1,2,1),
P, = (s+4,-s,-3s—1)=(-1+4,—(-1),-3(-1)—-1) =(3,1,2),
e
PP = (2,-1,1).
Logo,
r=1+72t
r:q y=2—-t ; telk
z=1+t

é a Unica reta que intersecta r, e ro perpendicularmente.
R
(c) Como d(ry,75) = d(Py, P,) = |P.P || = V44 1+ 1 = V6, temos que

d(m,r) = \éé e d(mmry) = 23\% Portanto,

™ H T e’ || re, pOiS d(7T7’I“1) 7& 0e d(ﬂ-ﬂﬂl) 7A 0.
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1 -1 |1 1
I _3H1 _1>=<—4,2,—2> | (=2,1,-1),

é um vetor perpendicular a 7w, o que implica que 7 : 2x — y + 2 = d para

1 -1
LOgO7 ﬁx'{? = (‘_1 _3

algum d € R.
Sendo,
B _2-241-d _ V6 6
.d(ﬂ',?“l)—d<P1,7T)——m = 3 <:>|d 1|—3—2
d=3
—d—-—1=42«= < ou
d=—1,
_ 6-1+2-d 26 26
o d(m,ry) =d(Pa,m) = T 3 = |d-T|= 3 =4
d=11
<= d—-—T=24<«<= < ou
d=3,

concluimos que d = 3 e, portanto, m: 2z —y + 2 = 3.

Exemplo 3
Considere os pontos A = (1,1,2), B = (3,2,2) e C = (4,5,3), e a reta

z—1 y— 2
: =—=2z—-1.
T 3 1 z

(a) Determine a equagao cartesiana do plano m que contém os pontos A, B
e C.

(b) Mostre que a reta r é paralela ao plano 7.

(c) Calcule d(r, )

Solugao.

(a) Como A, B, C € m, AB = (2,1,0) e ac = (3,4,1) sao vetores pa-

ralelos ao plano 7. Logo,
2 0l 12 1
é perpendicular ao plano 7.

B « A0 - (‘1 0
Assim, m:x —2y+5z=d,onded=1-2+10=09, pois A = (1,1,2) € 7.

41
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Isto é,

Tir—2y+52=9.
(b) Como v = (3,4,1) || r, w = (1,-2,5) Lmwe (v,w)=3—-8+5=0,
temos que :

r{r ou rcCm.
Para mostrar que r || 7, basta verificar que o ponto P = (1,2,1) € r nao
pertence ao plano 7.
De fato, substituindo as coordenadas de P na equacao do plano m, obtemos:

1-2-245:-1=2#9 = Pégm.

1-2-245-1-9 7
T Viti+m VR D

(c) Calculando, temos: d(r,m) = d(P, )

Exemplo 4

Considere os pontos A = (2,3,1), B = (1,4,2) e C = (3,1,2) e a reta r
paralela ao vetor v = (1,—1,3) que passa pelo ponto P = (1, 3,0).

(a) Verifique que A, B e C nao sao colineares.

(b) Determine a equagao paramétrica e a equagao cartesiana do plano m que

contém os pontos A, B e C.

(c) Determine os vértices R, S e T de um triangulo tal que {R} = 7N,

Ser,Ten, Hfs*‘ﬂy:fﬁ e ST L.
Solugao.
(a) Temos AB = (—-1,1,1) e AC = (1,-2,1).

— —
Os pontos A, B e C nao sao colineares, pois AB e AC' nao sao multiplo um

do outro. De fato,
— =
AB x AC = <
(b) A equag@o paramétrica do plano 7 que passa pelo ponto A = (2,3,1) e

é paralelo aos vetores AB e AC" é

1 1
-2 1

-1 1
1 1

-1 1
1 -2

y 3

) — (3,2,1) # (0,0,0).
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r=2—t+s
T y=3+t—2s; t,seR.
z=14+t+s

Como o plano 7 é perpendicular ao vetor zﬁ X JW e passa pelo ponto A,
a sua equagao cartesiana é

T:dr+2y+2=64+6+1 < w:3x+2y+z2=13.
(c) A equagao paramétrica da reta r é

r=1+1
r:¢ y=3—t; telk
z =23t

Como R é o ponto de intersegao de r com o plano 7, R = (1 +¢,3 — ¢, 3t),
onde t € R é tal que as coordenadas de R satisfazem a equacgao cartesiana
de 7:

314+t)+2(3—-t)+3t=13 = 3+3t+6—2t+3t=13
= 9+4t=13
— 4t =4
— t=1
R=1(2,2,3).

!

— — 4

Sejam S = (1+t,3—t,3t)ereT €m, taisque ST LrwelST|=—.
V14

Entao,

B(1+6)+23—t)+3t—13 4

VO+4+1 V14
4t —4] 4

Vi V14
t—1=1=t-1==1
{t:2:>51:(3,1,6)

A

ou

t=0=>5,=(1,3,0).
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Figura 2: Exemplo ?77.

. ~ a4
Assim, os pontos S; e Sy s@o os pontos da reta r que estao a distancia ——

V14

do plano .

Para achar os correspondentes pontos 77 e 15 tais que ART1S; e ART,S,
sao triangulos retangulos em T} e Ty, respectivamente, projetamos os pontos
S1 e Sy perpendicularmente sobre o plano 7.

e Seja (1 a reta perpendicular ao plano ™ que passa por S;. Entao,
r=3+3t
612 y=1—|—2t, teR e {Tl}zflﬂw.
z=6+1
ComoTy € bynNm, Ty = (34 3t,1+2t,6+1) e

3<3+3t>+2(1+2t)+(6+t):13:>14t+17:13:>t:—§

6 4 2 15 3 40
= Ti=(3-z1-26-:)=T=(777)

e Seja /5 a reta perpendicular ao plano m que passa por S,. Entao,

r=1+4+3t

ly : y=3+2t, teR — {TQ}:KQQT".
z=1

Como Ty € by N, Ty = (1 4+ 3t,3 + 2t,t) e

3(14+36) +203+2) +t=13=—> 146 +9=13 — t — =

6 4 2 13 25 2
= B=(14z3450) =n=(777)
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Exemplo 5
Considere os planos

T imx —ny +z =2 e Tyt nx —my +nz =4,
onde m,n € R.

(a) Determine m,n € R, de modo que 7, e 7y sejam paralelos.

(b) Determine m,n € R, de modo que m; N my seja uma reta perpendicular

ao vetor v = (2,1, —1) que passa pelo ponto A = (0,0, 2).

Solugao.

(a) Das equagdes dos planos, temos oy = (m,—n,1) Lm e by = (n,—m,n) L my.

Logo,

- . -
1 || Ty <= 1, e Uy sdo colineares <= 7’ X Uy = 0 .
Isto é, se, e somente se,

— 1
-m n

= (=n*+m,—mn +n,—m? +n?) = (0,0,0)

m 1| |lm —n

) 9

n n n o —m

Ou seja,

—n?4+m=0

—nm+n =70

—m?+n?=0.
Da terceira identidade, obtemos: n? = m? <= n = +m. Substituindo na
primeira identidade, temos: —m? + m=0<= m(-m+1)=0<=m =0
oum = 1.
Sem=0,n=m=0¢e 1? seria o vetor nulo, uma contradicao.
Assim, devemos ter, necessariamente, m = 1 e, portanto, n = +1. Verifique

que a segunda identidade também é satisfeita para estes valores.
=1 e =1;
As solucoes sao: " ne
m=1 e n=-1
(b) Seja r = m Nmy. Como A= (0,0,2) € r, temos A € m e A € 7.
Em particular, A€ my<—=n-0+4m-0+n-2=4<=n=2.

Como v’y = (m,—2,1) L 7y, vy = (2,—m,2) L my e r =m Ny, segue que
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T ETY || 7, onde:

— = -2 1 m 1
o 2 2

m —2
12 —m

U1 X Uy 2 ):(—4+m,—2m—|—2,—m2—|—4).

, —

Sendo v = (2,1,—1) L r, devemos ter <7,1T X 1?) = 0. Isto é,
0 = (V00 x%)
= ((2,1,-1), (=4 +m, —2m + 2, —m? + 4))
—8+2m —2m+2+m?—4
m? —10.

Portanto, m = +v/10.

Exemplo 6
Considere as retas

{2x—y—z:8
T e rorr=y—1=2-—2.
—x+y=—4

(a) Mostre que 1 e ry sao paralelas.

(b) Determine a equagao cartesiana do plano que contém as retas ry e 1.

(c) Calcule d(ry,13).

Solucao.

(a) Basta mostrar que as retas r; e 7o sao paralelas a uma mesma direcao e
que um ponto de uma das retas nao pertence a outra.

Comor; =m Nmy,onde m : 26 —y—2=8 e m: —x+y=—4, temos que
o = (2,-1,-1) Lr ety =(—1,1,0) L.

Logo, V=07 X Uy || r1, onde:

w:wxwz(

2 -1

Da forma simétrica da equacao de ro, vemos que 74 || v = (1,1,1).

Portanto, rq || r2 ou r1 = rs.
Determinemos um ponto A € ry.

Tomando y = 0 nas equacgoes dos planos que definem 7y, obtemos o sistema:
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2% —z =8
{ v , = T=dez=2:4-8=0 = A=(400)€n.
—_r = —

Para mostrar que 7 || 72, vamos verificar que A & r,. De fato, substituindo
as coordenadas de A na equacao de ry, obtemos a identidade impossivel
4=0-1=0-2.

Logo, A & 15 e, portanto, 1 || 9.

(b) Para determinar a equagao cartesiana do plano 7 que contém as retas r;

e r9, devemos conhecer um ponto de m e um vetor perpendicular a 7.

Como 1 C , segue que A = (4,0,0) e e v’ = (1,1,1) || 7.

Th . ~
Uma vez que 7 Nry = &, o vetor AB é um vetor paralelo a m que nao é

colinear com v, para todo ponto B € rs.

Tomando z = 0 na equagao de 7o, T . .
5
obtemos y — 1 =0e z—2 = 0,
ou seja, y = 1 e z = 2. Logo, B
_ A =
B =(0,1,2) € ry e, portanto, AB = AB

(_47 172) H .
s
Como v" || # e AB" || 7, conclui-

Figura 3: Exemplo ?77.
mos que v° x AB L 7, onde:
—
v_>><AB:< ):(1,—6,5).

Assim, m: x—6y+5z =d,onded =4—6-0+5-0 = 4, pois A = (4,0,0) € 7.
(c) Como 7 || rg, temos que d(ry,re) = (B,r1), onde B = (0,1,2) € ry.

11
1 2

1 1
—4 2

1 1
-4 1

y )

Seja @ = (t +4,t,t) € r; o pé da perpendicular a r; baixada do ponto B.

™

T1 9

Q B
A

Figura 4: Exemplo ?77.

— s
Sendo BQ = (t+4,t—1,t—2) L ry, temos BQ = (t+4,t—1,t—2) L v = (1,1,1),
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ou seja,
—
(BQ',U)=t4+44+t—1+t—2=3t+1=0
1

Entao, d(B,r;) = d(B, Q).
Logo,

BQ = <_1+4,—1—1,—§—2> = (E 2 —Z>

e, portanto,

dr,m) = d(B,Q)=||BQ|

O

Exemplo 7
Considere o ponto A = (1,2,1) e a reta

Jr-y+z=1
T'{Zx—i—y:Q ; teR

(a) Determine a equagao paramétrica da reta r.

(b) Determine a equagao cartesiana do plano  que contém a retar e o ponto

A.

(c) Determine as retas paralelas a reta r contidas no plano m que distam /6

der.
Solugao.
(a) Temos:
(1,-1,1) L r N
1,—-1,1 2,1 =(—1,2 = .
(2,1,0)J_T :>(7 ,)X(,,O) ( 7’3) UHT
Tomando y = 0 nas equagoes que definem 7, obtemos que B = (z,0,2) € r
se, e sO se,
r+z=1 z=1—x z=0
B=(1 .
{296:2 <:>{$:1 <:>{$:1 = (1,0,0)
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Logo, a equacao paramétrica de r é:

r=1-1
r:Q y=2t ; teR.
z =3t
—
(b) Temos v = (—1,2,3) | me BA" = i T
(0,2,1) || m, pois v || r, r C 7 e B — A
A, B € r. Logo, Lkl

7 x BA = (-4,1,-2) L.
Como B = (1,0,0) € 7, obtemos
midr —y+22=4.
(c) Sejal C wtalque £ L reBelL.

Entao,

Figura 5: Exemplo 77.

2) Ll e (—1,2,3) L ¢

(4,—1

(4,-1,2) x (—1,2,3) =
(=7,—14,7) || ¢

= (1,2,-1)| ¢.

—
Figura 6: Exemplo 77.

Como B = (1,0,0) € ¢, obtemos as equagdes paramétricas de ¢:

r=1+1
(< y=2t ;o teR.
z=—t

Seja P = (1 +1t,2t,—t) € { tal que d(P, B) = v/6. Entéo:
d(P,B?=06<=t*+4t*+* =6 <=t =1<=1t==+1
t=1= P =(2,2,—1)
<~ ou
t=—1=>P=(0,-2,1).
Para P, = (2,2, —1), obtemos a reta

r=2-—t
ri:¢ y=24+2t ; telR
z=—143t
e para P, = (0,—2,1), a reta
r=—
roiq y=-—2+4+2t; telk.
z=1+3t
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¢ /-_él /_/B Fl)‘z
— —
[ 5] %]
g

Figura 7: Exemplo ?77.

Assim, 1 e r9 sdo as retas paralelas a reta r contidas no plano 7 que distam

\/éder.D

Exemplo 8
Determine as equagées das esferas de raio /17 que contém os pontos A = (2,3, 1)

e B=(4,1,3), com centro no plano 7 : 2x +y + z = 3.

Solugao.
O centro das esferas procuradas deve ser um ponto equidistante de A e B.
Seja T o conjunto dos pontos eqiiidistantes de A e B. Ja provamos que (ver
exemplo 7?7, do capitulo 7),
7T=A{P|d(P,A) =d(P,B)}

A+B 1

2
perpendicular ao vetor Zﬁ = (2,-2,2), ou seja, (1,—1,1) L 7.
Assim, a equagao de 7 é da forma z — y + 2z = d, onde d se calcula sabendo
que M €m. Logo, d=3—-2+2=3 ¢

Tirx—y+z=3.

é o plano que passa pelo ponto médio M = (6,4,4) = (3,2,2) e é

Entao, o centro C' das esferas procuradas deve pertencer a reta r = 7 N 7.

r—y+z=3
T
20 +y+z2=3.
Como v’ = (1,—-1,1) Lrew = (2,1,1) Lr, temos v’ xw = (—=2,1,3) | .
Além disso, P = (0,0,3) € r.

Portanto, r = {(—2t,¢,3t + 3) | t € R}.
Sendo C' € r e d(A,C) =17, temos C = (—2t,t,3t + 3), para algum t € R, e

Determinemos a reta r:
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(=2t =22+ (t—3)*+ (3t +2)? =17.
Desenvolvendo os binémios do lado esquerdo desta identidade, segue que:
42 + 8t +4+12 —6t+ 9+ 92+ 12t +4 =17 <= 142+ 14t =0

<~ tt+1)=0

<— t=0 ou t=-1.
Parat = 0, obtemos a esfera Sy : z2+y*+(2—3)? = 17 de centro C; = (0,0, 3).
Para t = —1, obtemos a esfera Sy : (x — 2)% + (y + 1)* + 22 = 17 de centro
Cy = (2,-1,0). n

Exemplo 9

Determine as equagoes paramétricas das retas paralelas ao plano 7y : x+3y—z =

3 e contidas no plano Ty : 2x+y-+2z = 5, que distam /300 da reta { = m Nms.

Solugao.
Sejam vy = (1,3,—1) Lm e vy = (2,1,1) L m.

Como vy’ L fedy L ¢, devemos ter V=0 X Uy || ¢, onde:

N A T T S T T A
v =1 ><v2—<1 1',—2 1‘,2 1’)—(4,—3,—5).

Este vetor é a dire¢ao da reta ¢. Determinemos um ponto A € /.

Sabemos que

r+3y—z=3

gz?ﬁﬂﬂ%{?x—l—yj&z:a

Fazendo x = 0 nestas equagoes, obtemos o sistema:
Jy—z=3
y+z=>5
Somando as equagoes, temos 4y = 8, ou seja, y = 2. Substituindo este valor

na segunda equacao, obtemos z =5 —y =5 —2 = 3.
Portanto, A = (0,2,3) € £.
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Seja r uma reta contida em 7y e paralela
ao plano . Entao, XUy || 7, ou seja,
r é paralela a reta £.

Seja agora ¢ a reta perpendicular a /,
contida no plano s, que passa pelo ponto
A.

Como ¢ C 5, temos vy L 0, e, como
¢ L ¢, temos v L7

Portanto, v3° x o' || 7, onde
1 1

U XU =
—3 -5

= (2,14, -10).

Figura 8: Exemplo ?77.

)

Assim, @ = %(W X T) = (=1,7,—5) || Te T = {(—t,2+7t,3—5t) |t € R}.

2 1
4 =5

2 1
4 =3

Y Y

Figura 9: Exemplo 77.

Na reta ¢ determinemos os pontos que estdo a uma distancia de /300 do
ponto A.

Seja P = (—t,2 4 7t,3 — 5t) € { tal que d(P, A)> = 300. Sendo,
d(P,A)? = (=t)? 4+ (24 Tt — 2)* + (3 — 5t — 3)* = t* + 49¢* + 25t* = 75t = 300,

obtemos t? = % = 4. Portanto, t = 2.

Substituindo estes valores de t na expressao do ponto P, obtemos os pontos:
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P =(-2,2+7-23-5-2)=(-2,16,-7),
Py=(—(=2),24+7-(-2),3-5-(-2)) = (2, —12,13).
Como as retas r; e ro procuradas sao paralelas ao vetor v = (4,—-3,-5) e

passam pelos pontos P; e P,, respectivamente, estas retas sao:

s {(—2 448,16 — 3t, —T — 51) [t € R},
ro: {(2+4t,—12 —3t,13 — 5t) |t € R}.

Exemplo 10
Considere os pontos A = (1,2,1), B = (3,4,3), e o plano
T:x—y+z=1.

(a) Determine o conjunto dos pontos equidistantes de A e B.

—— ——
(b) Determine o ponto C = (x,y,z) € 7 tal que ||CA || = ||CB || = V11 e
r+y—2z<0.

(c) Determine a drea do triangulo de vértices A, B e C, e o plano que contém

este triangulo.

Solugao.
(a) Seja ™ = {P|d(P,A) = d(P,B)}. Entdo, T é o plano perpendicular

—
ao vetor AB = (2,2,2) || (1,1,1), que passa pelo ponto A+3B

= (2,3,2).
Logo:

Tio+y+z="1.
(b) Seja C = (z,y,2) € 7 tal que ||CA || = [|CB || = V11 e x4y — 22 < 0.
Como d(C, A) = d(C, B), temos C € T.

— Jrx-y+z=1
Logo,CEwﬂW—r.{ Tty+z=T.
Sendo v’ = (1,—1,1) Lrew = (1,1,1) L 7, temos que v’ xw’ = (—=2,0,2) ||
(=1,0,1) || r.

Fazendo x = 0 nas equagbes que definem r, temos que Py = (0,y,z) € r se,

e so se,
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y+z2="7 y=7-8

Logo, as equagoes paramétricas da reta r sao:

(st s el e

r=—t
r Yy = ; teR
z=t+4

Como C € r, C' = (—t,3,t+4) para algum ¢ € R. Além disso, d(C, A)* = 11.

Assim,

(=t =12 +B-224+(t+4—-1) =112 +20+1+1+12+6t+9=11
t=0

<:>2t2+8t=0<:>t2+4t:0<:>t(t+4):O<:>{ ou
t=—4

Substituindo estes valores de ¢, vemos que C' = (0, 3,4) ou C' = (4, 3,0). Mas
como as coordenadas de C' devem satisfazer a desigualdade = +y — 22 < 0,
devemos ter C' = (0,3,4).

(c) Sabemos que:

frea (AABC) = L[| AB x AC|.
Como
—
AB =(2,2,2 _ —
SN (2,2,2) — AB x AC = (4,-8,4),
AC” = (-1,1,3)
obtemos

drea (AABC) = 1[(4,~8,4)|| = V16 + 64+ 16 = ;v/06 = 5v/6 = 26.

Consideremos agora o plano 7 que contém o triangulo AABC. Entao,
—_—
AB x AC = (4,-8,4) L,
isto é, (1,—2,1) L m. Portanto,
Tirx—2y+2=0—-6+4=-2,
pois C' = (0,3,4) € 7.

Exemplo 11

Considere o ponto A = (a,2a,a), onde a € R — {0}, e as retas
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r=2s r=2t+1
r: y=3s+1; seR e ro:q y=t+2 ; telkR.
z=s5+1 z=—t+2

—
(a) Determine a € R — {0} e C' € r; de modo que AC" seja perpendicular a
—
retary e |AC || = V2.

(b) Mostre que os pontos A e C, do item anterior, e a reta ro nao sao

coplanares.

Solugao.
_ L —
(a) Seja C' = (2s,3s+1,s+1) € r;. Entao, AC' = (2s—a, 3s+1—2a, s+1—a).
— —
Como AC" L ry, temos que AC" L (2,1,—1), isto é,
—
(AC",(2,1,-1)) =4s—2a+3s+1—-2a—s—14+a=0
= 65s—3a=0<+<=a=2s.
—
Além disso, como ||AC” || = v/2, segue que:
(25 — 25,35+ 1 —4s,5+1—25)| =2 <= [(0,1 — 5,1 — 5)| = V2

= (1-s)24+(1-s?2=2e=21-s52=2<= (1-5)2=1

s=2 a=4
<=1 —5==] <= ou <= ou
s=0 a=0.

Sendo a € R — {0}, a = 4 e, portanto, C' = (4,7,3).
(b) Seja 7 o plano que contém a reta 5 ¢ o ponto A = (4,8,4).

—
Seja B = (1,2,2) € r5. Como 0" = (2,1, 1) || mew = AB" = (=3,—6,—2)

) = (=8,7,-9).

Logo, m: —8x 4+ 7y — 92 = -8+ 14 — 18 = —12, pois B = (1,2,2) € 7.
Para mostrar que A, C' e 5 ndo sao coplanares, basta verificar que C' = (4,7, 3)

.

De fato, substituindo as coordenadas de C' no lado esquerdo da equacao de

|| 7, temos que v xw L 7, onde:
1 -1
VX W = (

-6 -2

2 -1
-3 =2

2 1
-3 —6

) )

7, obtemos:
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—8XA+TXxT7T—-9%x3=-324+49—-27T=-59+49=—-10# —12,

mostrando, assim, que C' € 7. 7
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