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Capitulo 1

Variaveis Aleatorias

Neste capitulo sera introduzido o conceito de Variavel Aleatéria e de Funcdo de
Distribuicao. Antes disso, na primeira secao do capitulo, serd feita uma breve revisdo a
fim de destacar alguns resultados importantes para o contelido que seque.

1.1 Uma Breve Revisao

Um experimento que pode gerar diferentes resultados se realizado mais de uma vez sob
as mesmas condicdes é chamado de experimento aleatério. Como exemplo de experimentos
aleatdrios temos: o lancamento de um dado e a observacdo da face superior; a observacdo
do tempo de duracéo de um certo dispositivo eletrdnico; lancamentos consecutivos de uma
moeda até que saia a face cara.

O conjunto formado por todos os possiveis resultados de um experimento aleatério é
chamado de espaco amostral e é representado pela letra grega mailscula Q. Em geral
usamos a letra grega minUscula w para representar um resultado especifico de um experimento
aleatdrio. Nesse caso podemos escrever w € Q.

Seja 0 um espaco amostral de algum experimento aleatdrio. Todo subconjunto A C Q
serd chamado de evento.

Exemplo 1.1
Para os experimentos aleatdrios listados a sequir defina um espaco amostral e apresente
alguns eventos.

(a) o lancamento de um dado e a observacéo da face superior;
(b) a observagdo do tempo de duracdo de um certo dispositivo eletrénico;

(c) lancamentos consecutivos de uma moeda até que saia a face cara.

Solugéo:

(@) Q={1,2,3,4,5,6}.
Eventos:
Eq = { sair uma face par } = {2,4,6};
E; = { sair um nGimero maior que 1 } ={2,3,4,5,6};
E3 = { sair o nimero 3 } = {3};
E4 = @, o evento vazio.
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(b)y Q={teR |t >0}, onde t é o tempo de duracdo em minutos.
Eventos:
E; = { o dispositivo durar entre 10 e 30 minutos } = (10, 30);
E, = { o dispositivo durar menos de 15 minutos } = [0, 15);
E3 = { o dispositivo durar exatos 5 minutos e 30 segundos } = {5.5};
E4 = { o dispositivo pelo menos 1 hora } = [60, co).

(c) Q = {K,CK,CCK,CCCK,CCCCK,...}, onde K representa a face cara e C a face
coroa.
Eventos:
Ey = { sair 2 coroas } = {CCK};
E; = { ocorrer mais de 2 lancamentos da moeda } = {CCK, CCCK,...};
Es = { ocorrer menos de 5 lancamentos } = {K, CK, CCK,CCCK,CCCCK};
E4 = { ocorrer qualquer saida } = Q, o préprio espaco amostral.

*»

Definicao 1.2 o-algebra

Seja Q) um espago amostral de algum experimento aleatorio. Uma classe de subconjuntos
de Q, representada por F, é denominada uma o-dlgebra se satisfaz as seguintes
propriedades:

A1. Qe F;
Ay SeAe F= A e F;
As. SE‘A[EJ:V[:)U?21A[EF,

Veja que uma o-algebra é um conjunto de eventos, ou seja, um conjunto de subconjuntos
de Q. Além disso, dada uma o-dlgebra F qualquer sempre temos §§ € F, uma vez que Q € F
e o complementar de qualquer elemento também é um elemento da o-algebra (Ay).

O conjunto de todos os subconjuntos de () é chamado de conjunto das partes de €.

Exemplo 1.3

Considere o experimento de lancar de um dado e observar a sua face superior. Para esse
experimento defina Q = {1,2,3,4,5,6}. Apresente duas possiveis o-dlgebras para esse
espaco amostral ).

Solucao:

A primeira o-algebra F; serd definida pelo conjunto das partes de Q, que tem 20 =
64 elementos. Entre eles estd o Unico subconjunto com zero elementos, @, todos os 6
subconjuntos com 1 elemento, {1}, {2}, {3}, {4}, {5} e {6}, todos os 15 subconjuntos com
2 elementos, {1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},...,{5,4} e {5,6},
assim por diante até o tinico subconjunto com 6 elementos, que é o proprio Q = {1,2,3,4,5,6}.

Fi={ 0.{1}{2}....{6}.{1.2}.{1.3},...{5,6},{1,2,3},...{4,5,6},
{1,2,3,4}...{3,4,5,6},{1,2,3,4,5}...{2,3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}  }.

Um outro exemplo de o-algebra é F, = {0, Q}.

Verifique que tanto F; quanto F, satisfazem as propriedades Aq, A; e A3 listadas na
Definicao
*»
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Definicao 1.4  Probabilidade

Seja Q um espaco amostral de um experimento aleatério e F uma o-dlgebra de
subconjuntos de Q. Uma fungio P : F > [0,1] é uma probabilidade se satistaz os
seguintes axiomas, chamados de Axiomas de Kolmogorov:

Ax1. P(Q) =1,
Axz. Para todo evento A € F, P(A) > 0;

Ax3. Para toda sequéncia de eventos A1, Az, ... € F mutuamente exclusivos, isto é, tais
que AiNA; =08 Y i # j, temos

P(UZA) =D PA).
i=1

A trinca (Q, F, P) é denominada Espaco de Probabilidade.

Em alguns livros, por exemplo [James| (2004), os autores fazem distincdo entre evento e
evento aleatdrio. Enquanto evento é qualquer subconjunto do espaco amostral o termo Evento
Aleatério é definido como qualquer evento ao qual é atribuido uma probabilidade, ou seja, os
eventos da o-algebra. Neste texto, por se tratar de um primeiro curso de probabilidade, ndo
vamos fazer essa distincdo. Sempre que qualquer um dos dois termos for mencionado ele se
refere a um evento ao qual é atribuido uma probabilidade.

Proposicao 1.5 Propriedades da Probabilidade
Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade. Sejam também A, B e A; eventos nesse espaco de
probabilidade. Entédo valem as sequintes propriedades:
Pi. P(A) =1 —P(A9),
P>. P(B) = P(BNA)+ P(BnNA°,
P;. Se AcC B= P(A) < P(B),
Ps. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANn B) (ou P(An B) = P(A) + P(B) — P(AU B));
Ps. P (Uf’;Ai) <Y 72, P(A).

Demonstracgao:
Para a demonstragao da Proposicao [1.5| veja Proposicéo 1.1 de [Magalhaes (2011).
O

Exemplo 1.6  Problema do Aniversario

Em um grupo com r pessoas qual a probabilidade de pelo menos duas fazerem aniversdrio no
mesmo dia? Qual o menor nimero de pessoas tal que a probabilidade de pelo menos duas
fazerem aniversdrio no mesmo dia seja maior que 99%?

Solugéo:
Vamos primeiro resolver para r = 5.

Qual é o experimento aleatdrio que estd sendo realizado? O experimento pode ser
definido como sortear 5 datas de aniversarios (aniversario dos individuos), entre as 365
possiveis. Entdo o espaco amostral para esse experimento pode ser representado por:

Q={1,1,1,1,1),(1,1,1,1,2),,(1,1,1,2,1),...,(2,4,123,201,250), . ..., (365, 365, 365)}.
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O elemento (1,1,1,1,1) representa a saida em que todos os aniversarios sorteados foram
01/jan, o elemento (365, 365, 365) representa a saida em que todos os aniversarios sorteados
foram 31/dez e o elemento ((2,4,123,201, 250) representa a saida em que um aniversario foi
o segundo dia do ano (02/jan), o segundo aniversario foi o quarto dia do ano (04/jan), e assim
por diante.

Veja que #Q = 365°.

Como queremos calcular uma probabilidade devemos definir o evento para o qual
queremos encontrar a probabilidade. Que evento é esse?

E = {pelo menos duas pessoas no grupo de 5 fazendo aniverario no mesmo dia}.

Veja que (1,2,3,4,5) ¢ E, mas (1,1,1,1,1) € E e (1,10,20,53,10) € E. Supondo que
todos os dias do ano sdo igualmente provaveis de serem escolhidos a probabilidade associada
a cada elemento de Q) sera 1/365°, pois nesse caso o espaco amostral serd equiprovavel. Entao
para saber P(E) basta saber quantos elementos estdo contidos em E.

Mais facil do que contar o niimero de elementos de E serd contar o nimero de elementos
de E€. Como podemos usar P(E€) para encontrar P(E), veja Proposicdo vamos resolver
por esse caminho. Para isso precisamos definir E€:

E® = {nenhum par de pessoas fazendo aniverdrio no mesmo dia}.

Veja que #E = 365 x 364 x 363 x 362 x 361. Entédo

365 x 364 x 363 x 362 x 361

PIET) 365°

=0,9729 = P(E)=0,0271.

Repetindo as mesmas contas para diferentes valores de r podemos construir a tabela
abaixo.

r 5 10 20 30 40 50 60
P(E) | 0,0271 | 0,1169 | 0,4114 | 0,7063 | 0,8912 | 0,9704 | 0,9941

*»

1.2 Variaveis Aleatorias

Considere o experimento aleatério definido pelo sorteio de uma amostra de 20
funcionarios de uma empresa que tem 500 funcionarios. O espaco amostral deste experimento
é formado por todas as amostras possiveis com 20 funcionarios da empresa. Como a ordem
que os funcionarios sdo sorteados nao importa e ndo deve haver repeticdo de funcionarios em
um sorteio, o nUmero total de tais amostras é (52000). Cada elemento desse espaco amostral é

formado pela relacdo dos 20 funcionarios sorteados.

Em situacdes como essa, em geral, o interesse néo esta no funcionario em si, mas, sim, em
alguma caracteristica deste funcionario, por exemplo, sua altura, se tem curso superior ou nao,
numero de dependentes. Dessa forma, poderiamos calcular a altura média dos funcionarios
da amostra, o nimero médio de dependentes, a proporcao de funciondrios com curso superior,
etc. Entdo, a cada amostra possivel, ou seja, a cada ponto do espaco amostral associamos um
nimero. Essa é a definicao de varidvel aleatdria.
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Definicao 1.7 Variavel aleatoria
Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Uma varidavel aleatéria X é qualquer funcéo
X :Q — R tal que

X' ={weQ: XwelleF

para todo intervalo | C R, ou seja, X é tal que sua imagem inversa de qualquer | C R
pertence & o—dlgebra F.

Dito de outra forma, uma varidvel aleatéria é uma funcéo real (isto é, que assume valores
em R) definida no espago amostral () de um experimento aleatério. Isso significa que uma
varidvel aleatédria é uma funcdo que associa a cada elemento de QO um ndmero real.

Por questdes de simplicidade, muitas vezes abreviaremos a expresséo variavel aleatéria
por “v.a.". A convencao usual para representar uma v.a. consiste em usar letras maitsculas
como X, Y, etc. Um valor especifico, mas genérico, desta variavel sera representado pela letra
mindscula correspondente: x, y, etc.

Como uma variavel aleatdria X é uma funcdo muitas vezes estaremos interessados na
sua imagem, Im(X), que é definida pelo conjunto de valores que a varidvel aleatéria pode
assumir. Veja os exemplos a sequir.

Exemplo 1.8
Considere o experimento de langar trés vezes uma moeda. Seja X a varidvel aleatdria definida
pelo nimero de caras nos trés lancamentos.

(a) Defina o espaco amostral Q) deste experimento.

(b) Determine X(w) para cada w € Q.

(c) Determine Im(X).

Solucao:
Para definir o espaco amostral vamos representar por K a cara e por C a coroa.

(@) Q={KKK,KKC,KCK,KCC,CKK,CKC,CCK, Cccc}.

(b) X(KKK) =3, X(KKC) =2, X(KCK) =2, X(KCC) =1, X(CKK) =2,
X(CKC) =1, X(CCK) =1, X(CCC) = 0.

(c) Im(X) = {0,1,2,3}.

*»"

Exemplo 1.9  Jogo de Dardo

Considere o experimento de lancar um dardo em um alvo formado
por quatro circulos concéntricos de raios 10, 20, 30 e 40, como o
da figura ao lado. Para esse experimento defina duas varidveis
aleatérias X e Y: seja X a distdncia entre o dardo e o centro do
alvo e Y a pontuagdo ganha no langamento do dardo, indicada
também na figura. Defina um espaco amostral do experimento e
determine Im(X) e Im(Y).
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Solucao:

Vamos supor que se o dardo for lancado fora do alvo o experimento é repetido. Nesse caso
podemos representar cada saida do experimento pelo ponto no plano representado pelo local
em que o dardo foi lancado dentro do alvo. Assim o espaco amostral sera:

Q:{(i,j)| i2+j2g4o}.

Lembre-se que /i + j2 é a distancia do ponto (i, j) a origem, isto é, ao centro do alvo.

Como a v.a. X é definida justamente pela distancia entre o dardo e o centro alvo podemos
concluir que, YV (i, j) € Q, X(i,j) = v/i2 + j2. Além disso, a menor distancia possivel é 0 e a
maior é 40, logo 0 < X(i, j) < 40 e Im(X) =0, 40].

Ja ava. Y, que é definida pelos pontos ganhos, sé pode assumir os valores 40, 30, 20

ou 10, de acordo com a pontuacao indicada na figura. Entdo Im(Y) = {10, 20, 30, 40}.

*

Exemplo 1.10

Considere o experimento de observar, durante um dia, o nimero de nascimentos e o sexo dos
bebés em uma certa maternidade. Para esse experimento considere o evento A = nasceram
mais homens que mulheres no dia de observacdo.

(a) Defina um espaco amostral para o experimento.

(b) Defina o evento A a partir dos elementos de Q.

(c) Verifique que F = {Q,0, A, A} é uma g-dlgebra.

(d) Verifique que a fungdo la definida a sequir é uma varidvel aleatdria.

Ia(w) = 1 ,seweA
A= 9 L sewd A

(e) Determine Im(la).

Solucao:

(a)

(b)

(e)

Vamos representar cada elemento de Q por um par ordenado (x,y) de forma que
x indique o nimero de nascimentos de bebés do sexo feminino e y o nimero de
nascimentos de bebés do sexo masculino. Como tanto x quanto y indicam uma contagem,
ambos tém que ser nlimeros naturais. Logo, Q = {(x, y) € N?}.

O evento A é definido pelo subconjunto de Q tal que cada elemento representa mais
nascimentos de meninos do que de meninas. Por exemplo, {(0,1),(2,4),(1,3)} C A e
{(5,2),(0,0),(1,0)} ¢ A. Podemos entéo definir A = {(x,y) € N? | x < y}.

Para verificar que F é o-algebra vamos verificar as propriedades A1, A; e A3 da Definicao
[1;2] Aq é imediata, pois Q € F. Como F sd tem 4 elementos, podemos, para cada um
deles, ver que o seu complementar também pertence a F e assim verificar A;. O mesmo
vale para A3, podemos verificar que qualquer unido também sera elemento de F.

Para verificar que 4 é v.a. é preciso verificar que a imagem inversa de qualquer intervalo
I € R pertence a o-algebra F. Seja I € R um intervalo qualquer. Se 0 € I e 1 € I,
entdo I; () =Q € F. Se0¢leldlentdol'()=0cF. Se0¢lelel entdo
I'()=A€F.Se0€clel¢l entdo I;'(l)=A° € F. Logo, I4 é varidvel aleatdria.

Im(la) = {0,1}.
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*»

A funcéo /4 definida no Exemplo é chamada de fungdo indicadora do conjunto A.
Sempre que A for um evento da o-algebra, /4 serd varidvel aleatéria. Nesse caso /4 indica a
ocorréncia ou nao do evento A. Veja a definicdo formal a sequir.

Definicdo 1.11  Variavel Aleatoéria Indicadora
Seja A um evento qualquer no espago de probabilidade (Q, F, P). A func¢édo Ia definida

por
Ia(w) = 1 ,seweA
AT 0 sewe A

é uma varidvel aleatéria e é chamada de varidvel aleatoria indicadora (ou v.a. dummy,
ou v.a. bindria).

1.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

Seja X uma varidvel aleatdria definida no espaco de probabilidade (Q, F, P). Veja que,
pela prépria definicdo de variavel aleatdria, qualquer que seja o intervalo | C R

E={we Q]| Xw)el}

é um evento e logo P(E) é bem definido. Ou seja, podemos calcular P(E). Por abuso de
notacdo costuma-se escrever essa probabilidade da seguinte maneira,

PE)=P{we Q| X(w) el})=PX €,
que é a probabilidade da v.a. X assumir valores no intervalo /.
Em particular podemos escolher o intervalo | = (—o0, x], qualquer que seja x € R.
Nesse caso P(E) = P(w € Q | X(w) € (—o0, x]) = P(X < x). Se conhecermos P(X < x) para

todo x € R podemos calcular a probabilidade de qualquer evento. Por esse motivo é tao
importante a definicdo a sequir.

Definicao 1.12  Funcao de Distribuicao Acumulada
Dada uma variavel aleatéria X, a funcdo de distribuicdo acumulada de X, ou
simplesmente funcéo de distribuicéo, é definida por

Fx(x) = P (X < x) VY x € R.

E interessante notar que a funcdo Fx estd definida para todo numero real x,
independente dos valores que a varidvel aleatéria X possa assumir. Além disso também
vale notar que Fx : R —[0,1].

Exemplo 1.13
Considere o experimento de lan¢ar uma moeda. Para esse experimento seja X a v.a. indicadora
da ocorréncia da face cara, isto é,

1 , se sair cara;
X = {

0 , se sair coroa.

Encontre a funcgéo de distribuicdo de X e esboce seu grdfico.
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Solucao:
Queremos encontrar Fx(x) = P(X < x) V x € R. Veja que Im(X) = {0,1},

° °®
0 1

vamos pensar em Fx(x) para valores de x separadamente nos conjuntos (—oo,0), {0}, (

{1} e . Primeiro veja que se x € (—o0, 0).
f @ @
X 0 1

X nao pode assumir valores menores que x, veja que todos os elementos de /m(X) estao a
direta de x na reta acima. Entdo Fx(x) = 0 sempre que x < 0.

E se x =07 Fx(0) = P(X €0) =P(X =0) = P(sair coroa) = 1/2.

Vejamos agora a situacdo em que 0 < x < 1, x € (0, 1).

° % °®
0

A Unica possibilidade de X assumir valores menores que x é quando X = 0, veja a reta acima.
Entdo Fx(x) = P(X < x) =P(X =0) =1/2 sempre que 0 < x < 1.

Sex =1, Fx(1) =P(X <1)=P(X =0o0u X =1) = P(sair cara ou coroa) = P(Q) = 1.

Para terminar, considere x > 1, isto é, x € (1, o).

@ @ f
0 1 X

Nesse caso Fx(x) = P(X < x) =P(X =0 ou X = 1) = P(sair cara ou coroa) = P(QQ) = 1.

Concluindo, a funcédo Fx e seu grafico estao definidos a sequir.

10 —_—
, se x <0;
Fx(x) = 12 ,se0< x<1; sl |
1 ,se x> 1. ’

*»

Exemplo 1.14
Considere o experimento e a v.a. descritos no Exemplo Encontre e esboce o grdfico da
funcéo de distribuicéo de X, definida pelo nimero de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

Solucao:
J& vimos que Im(X) = {0,1,2,3}. Vamos primeiro determinar Fx(x) para x € (—o0,0).
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f L @ @ L
X 0 1 2

Veja que se x < 0 nao tem como a v.a. X assumir valores menores ou iguais a x, pois todos
os elementos da /m(X) sdo maiores que x. Por isso, se x < 0 temos Fx(x) = P(X < x)=0. Ja
se x =0, temos Fx(0) = P(X < 0) =P(X =0) = P(sair KKK) =1/8.

Agora vajamos o caso em que x € (0, 1).

® % ° °® ®
0 X 1 2

Nesse caso temos Fx(x) = P(X < x) = P(X =0) = P(KKK) = 1/8. Ja se x =1 temos
Fx(1)=PX<1)=PX=0U X=1)=P{KKK,KKC,KCK,CKK})=4/8=1/2.

Suponha agora x € (1, 2).

L @ f @ L
0 1 X 2 3
Nesse caso temos Fx(x) = PX < x) = PX = 0 U X = 1) =

P{KKK,KKC,KCK,CKK}) = 4/8 = 1/2. Jd se x = 2 temos Fx(2) = P(X <2) =P(X =
00U X=1U X=2)=P{KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC,CCK})=17]/8.

Ainda temos o caso em que x € (2, 3).

L @ @ f L
0 1 2 X 3
Nesse caso temos Fx(x) = P(X < x) = P(X

C
=

temos Fx(3) = P(X <3)=P(X =0 U X =

Para terminar, seja x € (3, c0).

L @
0 1

N @
we

Nesse caso Fx(x) =P(X <x)=P(X=0U X=1U X=2 UX=3)=P(Q)=1.

Concluindo, a funcéo Fx e seu grafico estao definidos a sequir.

17 T
7/81 —_ |

0 , se x <0;

1/8 ,se0< x<1; 1l |

Fx(x) =13 1/2 ,se1<x<2;

7/18 ,se2<x<3;

1 , se x > 3. 18| — i
0 p—o0 il

*
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Exemplo 1.15
Suponha o experimento de sortear de forma aleatéria um ponto no intervalo (0,1). Para esse
experimento defina X como sendo o ponto sorteado. Encontre a funcéo de distribuicéo de X.

Solucao:

Veja que Im(X) = (0,1). Dado x € (0, 1) qualquer, P(X < x) = x. Se x <0, P(X < x) =0, pois
nado ha ndmeros possiveis de serem sorteados menores que 0. Jase x > 1, P(X < x) =1, pois
todos os niimeros possiveis de serem sorteados sdo menores ou iguais a 1.

@ f @
0

Entdo a funcao de distribuicdo Fx pode ser definida por:

0 ,sex<0;
Fx(x)=12 x ,se0<x<0;
1, sex>1.

*»"

Proposicao 1.16  Propriedades da Funcao de Distribuicao
Seja Fx a fungéo de distribuicio de alguma varidvel aleatéria X. Entdo Fx satistaz as
seguintes propriedades.

Fr. limyoeo Fx(x) =1 e limyo_oo Fx (x) =0
F2. Fx é fungdo ndo decrescente, isto é, se a < b = Fx(a) < Fx(b) .
F3. Fx é fungdo continua d direita, isto é, Fx (b*) £ limy_o Fx (b + h) = Fx (b).

Demonstracgao:
As propriedades a serem demonstradas séo decorrentes dos axiomas e das propriedades da
probabilidade, veja Definigéo [T.4] e Proposicao [1.5

Fi. limyooo Fx (X) = limysoo P(X < x) = P(X < 00) = P(Q) =1.

limyos—oo Fx (x) = limyo—oo P(X < x) = P(X < —00) = P(f) = 0.

F,. Se a < b, entdo o evento {X < a} C {X < b} e, portanto, P({X < a}) < P{X < b}),
ou seja, Fx (a) < Fx (b).

F3. Fx (b™) 2 limp_o Fx (b+ h)=limpoP(X<b+h)=
limpsoP(X<b U b<X<b+h)=limyo{PX<b)+Pb<X<b+h)}=
P(X < b) + limpoP(b < X < b+ h)=P(X < b)+P(X =b)=P(X <b)= Fx(b).

O

Exemplo 1.17 Verifique as quatro propriedades da funcéo de distribuicdo, listadas na
Proposic¢do para a fungcdo Fx encontrada no Exemplo onde X é o ndmero de caras
em 3 lancamentos de uma moeda.
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Conhecendo a funcédo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria qualquer é possivel
calcular a probabilidade dessa varidvel aleatéria pertencer a qualquer intervalo da reta. Veja
no Exemplo alguns exemplos em que o calculo de probabilidades séo convertidos para a
funcao de distribuicao.

Exemplo 1.18 Calculo de probabilidades a partir da funcao de distribuicao
Seja X uma v.a. e Fx a sua fungéo de distribuicéo. Sejam a e b ndmeros reais tais que a < b.
Reescreva as probabilidades a seguir em termos de Fx.

(a) P(X <a) (b) P(X > a) (c) Pla < X<b) (d) P(X=a)
(e) P(X < a) (f) P(X>a) (g) Pla <X < b) (h) Pla <X <b)
Solucao:

A ideia é transformar o evento para o qual queremos calcular a probabilidade em um evento
do tipo {X < c}, pois nesse caso sabemos que P(X < ¢) = Fx(c). Para isso vamos usar as
propriedades da probabilidade (Proposigéo [1.5).

(@) P(X < a) = Fx(a).
(b) P(X >a)=1—P(X < a)=1— Fx(a).
(c) P(a < X < b)=P{X <bIn{X>a})=PX<b)—P({X < a}) = Fx(b) — Fx(a).

(d) PX =a)=P{{X <a}n{X >a}) =P(X <a)—P(X < a) = Fx(a) = limy_o+ P(X <
a —h) = Fx(a) — Fx(a™), que é o tamanho do salto da funcdo Fx no ponto a.

(e) P(X < a) =P(X <a)—P(X =a) = Fx(a) — P(X = a), lembrando que P(X = a) é o
tamanho do salto da funcdo Fx no ponto a.

) PIX>a)=1—-PX<a)=1—(Fx(a) —P(X =a)) =1— Fx(a)+ P(X = a).
(g) Pla < X < b)=P(X < b)—P(X <a)=Fx(b)—P(X =b)— Fx(a).

(h) P(a < X < b) = P(X < b) — P(X < a) = Fx(b) — (Fx(a) — P(X = a)) = Fx(b) — Fx(a) +
P(X = a).

*»"

O Exemplo acima nos mostra que conhecendo a funcdo de distribuicdo de uma
varidvel aleatdria podemos calcular qualquer probabilidade envolvendo essa variavel. Ou
seja, o comportamento de uma varidvel aleatdria fica perfeitamente determinado através da
sua funcao de distribuicao.

Exemplo 1.19
Seja X a v.a. que representa o tempo de vida (em dias) de um dispositivo elétrico. Suponha
que
0 X <0;
Fx(x) = { 1—ex20 >0
(a) Esboce o grdfico da fungdo Fy.
b) Verifique as propriedades da funcéo de distribuicdo para Fx (Proposicéo b)).
1 proj G cao p POSL¢
(c) Calcule a probabilidade do dispositivo durar mais de 30 dias.

(d) Calcule a probabilidade do dispositivo durar entre 10 e 30 dias.

(e) Suponha que o dispositivo estd em funcionamento hd 10 dias. Qual a probabilidade do
seu tempo de vida ultrapassar os 30 dias?
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Solucao:

(c) P(dispositivo durar mais de 30 dias) = P(X > 30) = 1 —-P(X < 30) =1 - Fx(30) =
1—(1—e 3020 = 7312 = 0,2231.

(d) P(dispositivo durar entre 10 e 30 dias) = P(10 < X < 30) = P(X < 30) — P(X < 10)
P(X < 30) — (P(X <10) —P(X =10)) = Fx(30) — (Fx(10) — 0) = Fx(30) — Fx(10)
1 —e 3020 _ 1 4 o10120 — o=1/2 _ =312 = 0,6065 — 0,2231 = 0, 3834.

(e) P(tempo de vida ultrapassar os 30 dias | dispositivo estd em funcionamento ha 10 dias) =
P(X>30] X>10)=P(X >30nX > 10)/P(X > 10) = P(X > 30)/P(X > 10) = (1 —
P(X < 30))/(1=P(X < 10)) = (1—Fx(30))/(1—=Fx(10)) = 7302071020 — o=1 — ), 3679.

*»"

Exemplo 1.20
Seja X uma v.a. cuja fungdo de distribuigédo é definida por:

0 x < =1;
15 ,—1<x<1,;

Fx(x)=4 2/5 ,1<x<2;
4/5 ,2<x<4;
1 X > 4.

(a) Esboce o grdfico da fungédo Fy.
(b) Verifique as quatro propriedades da fung¢do de distribuicdo para Fy.
(c) Calcule: P(X > 0), P(X=0),P(X=2),P(X<2),P0<X<4)ePX>0]|X<2).

Solucao:
(© PX>0=1-PX<0)=1—Fx(0)=1—1/5=4/5.

P(X =0) = Fx(0) — Fx(07) = 0, pois nao ha salto no grafico de Fx em x = 0.

P(X =2)= Fx(2) — Fx(27) =4/5—2/5 = 2/5, que é o tamanho do salto no gréfico de
Fx em x = 2.

PX<2)=P(X<2)—P(X=2)=Fx(2)—P(X =2) =4/5—2/5 = 2/5.

PO<X<4)=PX<4-—PX<0)=PX<4—PX=4-—PX<0)=
Fx(4) — (Fx(4) = Fx(47) = Fx(0) =1—(1 - 4/5) = 1/5=4/5—-1/5=3/5.

PX>0|X<2)=PX>0nX<2)/PX<2=PO0<X<2)/PX<2)=
(P(X < 2) — P(X <0))/P(X <2) = (Fx(2) — Fx(0)) /Fx(2) = (4/5 — 1/5) /(4/5) =
(3/5)/(4/5) = 3/4.

*»

1.4 Classificacao de Variaveis Aleatorias

Cada variavel aleatdria pode ser classificada como: discreta, continua, singular ou mista.
Neste curso, por se tratar de um curso introdutério da Teoria das Probabilidades, estudaremos
apenas as variaveis discretas e continuas.
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Definicao 1.21  Variavel Aleatdria Discreta
Uma varidvel aleatéria X é classificada como discreta se a sua imagem é um conjunto
finito ou enumerdvel.

Nos Exemplos e as varidveis X e [4 sdo discretas. Em ambos os casos a
imagem delas ¢ finita. Também no Exemplo [1.9] (problema do dardo) a variavel Y, definida
pela pontuacéo ganha, é uma variadvel aleatdria discreta com imagem finita, mas a variavel X,
definida pela disténcia entre o dardo e o centro, ndo é variével aleatdria discreta.

Podemos citar um exemplo de varidvel aleatdria discreta com imagem infinita e
enumeravel. Considere o experimento de lancar um dado até sair a face 6. Seja X a variavel
definida pelo nimero de lancamentos desse dado. Veja que Im(X) ={1,2,3,...}, logo Im(X)
é um conjunto infinito porém enumeravel e por isso a varidvel aleatdria X é discreta.

O grafico da funcdo de distribuicdo das varidveis aleatdrias discretas sempre serd do
tipo escada. Cada degrau dessa escada esté localizado no elementos da imagem da variavel
aleatéria. Alem disso, o tamanho do salto no degrau localizado em X = x é exatamente
P(X = x). Reveja o Exemplo e verifique essa caracteristica no grafico de Fy.

Exemplo 1.22 Nota média de dois alunos

Um curso tem cinco alunos com coeficiente de rendimento (CR) superior a 8,5. Os CRs desses
alunos séo: 8,8, 9,2; 8,9; 9,5, 9,0. Dentre esses cinco alunos, dois seréo sorteados para receber
uma bolsa de estudos.

(a) Designando por A, B, C, D, E os alunos, defina um espaco amostral para o experimento
definido pelo sorteio dos dois alunos que receberéo a bolsa de estudos.

Seja X = CR médio dos alunos sorteados.

(b) Defina Im(X).
(c) Classifigue X como varidvel aleatdria discreta ou néo. Justifique sua resposta.

(d) Liste o evento {X > 9,0}, isto é, apresente os elementos de Q que pertencem a esse
evento.

(e) Apresente a funcgdo de distribuicéo de X.

(f) Calcule P(X >9).
Solucao:

(@) Note que nédo importa a ordem que os alunos séo sorteados; logo, n(Q)
Mais especificamente,

Q:{ (A, B). (A, C), (A D), (A E), (B, C), }

Il
—_
N Qa1
-~

Il
—
o

(B,D), (B, E).(C,D),(C,E), (D E)

(b) Usando uma tabela de duas entradas, podemos representar os valores de X da sequinte
forma:

A@B,8  B(9,2) C(89 D@5 E(90
(8,8) 88492 _9,0 8,8 9,15 8,90

9,2) 9,05 9,35 9,10
C(8,9) 9,20 8,95
D(9,5) 9,25
E(9,0)
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Logo, Im(X) = {8,85, 8,90, 8,95, 9,00, 9,05, 9,10, 9,15, 9,20, 9,25, 9,35}.

(c) Como Im(X) é um conjunto finito, em particular tem 10 elementos, podemos dizer que X
é varidvel aleatédria discreta.

(d) Como todos os pontos do espaco amostral sdo equiprovaveis (o sorteio é aleatdrio),
podemos afirmar que P(w) = 1/10 para qualquer w € Im(X). Usando as propriedades
da funcéo de distribuicdo de variaveis aleatdrias discretas (jd sabemos que é uma funcao
escada) podemos concluir que:

) {X >9} = {(A B),(A,D),(B,0),(B,D),(B,E),(C,D),(D,E)}.

- T

0 , se x < 8,85; 1 —
1/10 , se 8,85 < x < 8,90; 09 —_
2/10 , se 8,90 < x < 8,95; 0.8 —
3/10 , se 8,95 < x < 9,00; 0.7} —
4/10 , se 9,00 < x < 9,05; 0.6 —

Fx(x)=1 5/10 , se 9,05 < x < 9,10; g'j: ._:_O

6/10 , se9,10< x < 9,15;
7/10 , se 9,15 < x <9, 20; 021 —_—

8/10 , se9,20< x <9, 25; 011 e—o

9/10 , se 9,25 < x < 9,35; 0pF—

1 , se x >9,35. L L L

03F —

L = 8.85 89 895 9 9.05 9.1 9.15 9.2 9.25 9.35

(f) Podemos calcular P (X >9) pela funcdo de distribuicdo ou pela listagem do evento
{X > 9}. Vamos fazer dos dois jeitos. Primeiro pela funcao de distribuicdo.

PX>9) = 1-P(X<9)=1—(P(X<9) —PX=09)=
4 4 3 7

= 1=F(O+PX =9 =1- 5 +(55-15) = 15
Agora pela listagem do evento {X > 9}.
P(X >9)=P(A B),(AD),(B,C),(B D), (B E),(C,D),(DE)=7x 110 %
*»"

Entdo se uma varidvel aleatéria tem grafico do tipo escada, j& sabemos de que se trata
de uma varidvel aleatéria discreta.

Veremos a definigdo mais usual de varidvel aleatéria continua no Capitulo 4 mas a
principio temos como verificar se uma variavel aleatéria é continua a partir da sua funcéo de
distribuicao.

Definicao 1.23  Variavel Aleatodria Continua
Uma varidvel aleatéria X é classificada como continua quando a sua funcéo de
distribuicdo é uma funcdo absolutamente continua.

Precisamos ter atencdo com o termo funcao absolutamente continua, que néo é a mesma
coisa que funcao continua. Mas para facilitar o entendimento de varidveis aleatdrias continuas

no contexto de um primeiro curso de Probabilidade, podemos usar o resultado apresentado
na Proposicao [1.24]
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Proposicao 1.24
Seja F é uma fungéo que satisfaz:

(i) F é continua em R;

(ii) F é diferencidvel em R, exceto em um conjunto finito de pontos.
Entéo F é absolutamente continua.

Demonstracao:
A demostracdo desta proposicao sera omitida.
O

Entdo, combinando os resultados da Definicdo e da Proposicéo toda vez que
uma variavel aleatéria X apresentar funcado de distribuicdo F satisfazendo as condicdes (i) e
(il) da Proposicao podemos afirmar que X é varidvel aleatéria continua. Veja que a volta
nao é verdadeira, ou seja, podem existir varidveis aleatérias continuas tais que sua funcao de
distribuicdo F nao satisfaca (i) ou (ii). Mas esses casos nao seréo tratados nesse curso.

Nos Exemplos e as varidveis aleatdrias definidas sdo continuas. Veja que
em ambos os exemplos a funcao de distribuicdo Fx é continua. Além disso Fx s6 nao é
diferenciavel em um conjunto finito de pontos: no Exemplo Fx s6 nao é diferencidvel em

dois pontos, x =0 e x = 1, e no Exemplo [1.T9 a fungdo F, sé nao ¢ diferencidvel no ponto
x =0.

Ja vimos que o comportamento de uma variavel aleatéria fica perfeitamente determinado
através da sua funcdo de distribuicdo. Além de calcular as probabilidades envolvendo a
varidvel aleatdria em questdo podemos também, através do conhecimento da funcéo de
distribuicdo, encontrar a imagem da varidvel aleatéria. No caso de X ser uma variavel
aleatdria discreta a imagem de X é formado pelos pontos do dominio de Fx onde ocorrem os
saltos no seu grafico. Ja se X é varidvel aleatdria continua, a sua imagem é formada pelos
pontos do dominio de Fx onde esta fungdo é crescente, ou seja, ndo constante.

Exemplo 1.25
Dada a funcéo

0 ,x <1
12, 1<x<?2

F(x) = k ,2<x<3
3/4, 3<x<4
1 ,x >4

em que k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F seja a fungdo
de distribuicio acumulada de uma varidvel aleatéria discreta X. Em sequida, determine a
imagem de X.

Solucao:
Como a funcéo de distribuicdo de qualquer v.a. X tem que ser uma funcdo nédo decrescente,
concluimos que k tem que ser maior ou igual a % Pela mesma razao, k tem que ser menor
ou igual a % Dessa forma, os possiveis valores de k pertencem ao intervalo [%%] Os
valores possiveis da v.a. X correspondem aos pontos de descontinuidade da funcao F(x).
Logo, Im(X) = {1, 2,3, 4}.

*»

Exemplo 1.26

Dada a funcéo

0 ,x<0
x?2 ,0<x<1
kx ,1<x<?2
1 L, x> 2
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em que k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F seja a fungdo
de distribui¢dio acumulada de uma varidvel aleatéria continua X. Em sequida, determine a
imagem de X.

Solugao:

Para que F seja funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria continua é necessario que
ndo haja “saltos” no grafico de F. Para que isso ocorra o valor de k tem que ser tal que
limy—1- F(x) = limy—1+ F(x) e limy—o- F(x) = limy_o+ F(x). Isto é, 1/2 = k e 2k =1, ou seja,
k = 1/2. Para terminar, a imagem de F é formada pelos valores do dominio onde a funcao é
crescente, ou seja, Im(X) =10, 2].

*»

Para terminar esse capitulo, vejamos um exemplo de uma variavel aleatéria que nao é
nem discreta nem continua.

Exemplo 1.27
Seja X varidvel aleatdria com fungdo de distribui¢éo definida por:

0 ,x<0
Fx(x) =3 x ,0<x<1/2
1T . x>x<1/2
(a) Faga o grdfico de Fx.
(b) Verifique que Fx é funcgdo de distribuicdo.
(c) Calcule P(X > 1/3), P(X =1/4) e P(X =1/2).
(d) Verifique que X néo é varidvel aleatdria discreta.
(e) Verifique que X ndo é varidvel aleatéria continua.

Solucao:

(@) Segue o grafico de Fy.

1/2

0 0.5

(b) Para verificar o que se pede precisamos verificar as propriedades da Proposicéo

e Primeiro veja pelo grafico que limy_e Fx (x) =1 e limy__o Fx (x) = 0.

e Veja que Fx é funcdo crescente no intervalo (0,1/2) e constante no restante da
reta. Entdo Fx é funcdo ndo decrescente.

e Veja que o Unico ponto de descontinuidade de Fx é o (1/2,1/2). Precisamos entéo
mostras que nesse ponto Fx é continua a direita.
Seja {x;} uma sequencia tal que x; — 1/2 e x; < 1/2, isto é, {x;} é uma sequéncia
que converge para 1/2 pela direita, entdo Fx(x;) =1V i. Logo a sequéncia {Fx(x)}
é constante e igual a 1 e por isso Fx(x;) = 1 = Fx(0.5). Assim mostramos que Fx

7

é continua a direita em 0.5.
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(c) PX>1/3)=1—Fx(1/3) =1-1/3=2/3.
P(X = 1/4) = Fx(1/4) — Fx(1/47) = 0. Veja que nao existe salto no grafico de Fx em
x=1/4.
P(X =1/2) = Fx(1/2) — Fx(1/27) = 1/2. Veja que o tamanho do salto no grafico de Fy
emx=1/2¢é1/2.

(d) Veja que Im(X) = [0,1/2]. Como esse conjunto ndo é enumerdvel, X nao é varidvel
aleatédria discreta.

(e) Veja que o grafico de Fx ndo é continuo. Logo X néo é variavel aleatdria continua.

*»
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Capitulo 2

Variaveis Aleatorias Discretas

Nesse capitulo, vamos estudar em mais detalhes as variaveis aleatérias discretas.

2.1 Funcao de Probabilidade

J& vimos no Capitulo[T|que uma varidvel aleatdria é chamada de discreta se a sua imagem
é um conjunto finito ou enumeréavel. Nesse caso o grafico da sua funcédo de distribuicdo é do
tipo escada e o tamanho do degrau localizado em X = x é exatamente P(X = x).

Além disso, o comportamento de uma variavel aleatdria qualquer, discreta ou néo, é
perfeitamente determinado pela sua funcéo de distribuicdo. No caso das varidveis aleatorias
discretas temos outra opcéo para determinar o comportamento da variavel aleatéria, a fung¢do
de probabilidade.

Definicao 2.1  Funcéao de Probabilidade
Seja X uma varidvel aleatéria discreta. A fungéo de probabilidace de X é a funcéo px
definida por:

px(x) =P (X = x)

Para encontrar a funcdo de probabilidade de uma variavel aleatdria temos que primeiro
encontrar a sua imagem e em seguida calcular a probabilidade de ocorrer cada elemento
da imagem. Todos os valores reais que ndo pertencem a imagem tem probabilidade nula de
ocorrer, logo para esses valores a funcao de probabilidade também é nula.

Exemplo 2.2  Maximo entre dois dados
Considere o lancamento de dois dados equilibrados.

(a) Apresente um espaco amostral para este experimento, isto é, apresente ().

Suponha que nosso interesse esteja no mdximo das faces dos dois dados. Neste caso, defina
a varidvel aleatéria X = “mdximo das 2 faces”.

(b) Encontre X(w) para todo w & Q).
(c) Defina Im(X).

(d) Verifique que X é v.a. discreta.
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(e) Encontre a func¢éio de probabilidade de X e esboce seu grdfico.

(f) Encontre a fungéo de distribuicéio de X e esboce o seu grdfico.

Solucao:

(@) Q {(i,))

{1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2.2),...,(2,6),...,(6,6)}.
(b) A Tabela abaixo apresenta X(w) para todo w € Q.

Tabela 2.1 — Varidvel aleatéria X = “maximo das faces de 2 dados”

Pontos do espaco amostral (w) Valor de X(w)
(1,1 1
(1,2)(2,2).(21) 2
(1,3).(2,3).(3.3).(3.2).(3.1) 3
(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(4,3),(4,2),(4.1) 4
(1,5),(2,5).(3.5).(4,5).(5,5).(5,4).(5,3).(5.2).(5.1) 5
(1,6),(2,6),(3.6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,5),(6,4),(6,3),(6,2),(6,1) 6

(c) De acordo com a Tabela Im(X)=1{1,2,3,4,5,6}.
(d) Veja que o conjunto Im(X) é finito, logo X é discreta.

(e) Queremos calcular px(x) = P(X = x) para todo x € Im(X).

Vamos comecar com x = 1: px(1) = P(X = 1) = P({(1,1)}) = 1/36, considerando que
cada um dos 36 elementos de Q tem mesma probabilidade de ocorrer.

Vamos calcular agora px nos demais elementos da /m(X):
px(2) =PX=2)= P({(1,2),(2,1),(2,2)}) = 3/36.

px(3) =P(X=3)= P{(, 3),(3,1) (2,3),(3,2).(3,3)}) = 5/36.
px(4) =PX=4)= P{(1.4,41),2,4),42),(3.4),(4,3),44}) =7/36.
px(d) =PX=5= P({(1,5.(51).(25).(52).(3,5).(53).(4,5).(54).(55}

= 9/36.
px(6) =P(X=6)= P({(1,6),(6.1).(26),(6,2),(3,6),(6,3),(4,6),(6,4), (5 6),(6,5),
(6,6)}) = 11/36.

Entao,

[ 1/36 ,sex=1 . o

3/36 ,sex=2
5/36 ,sex=3 9/36 - . ,
px(x)=1 7/36 ,sex=4 7136 | . i
9/36 ,sex=5 5/36 | . |
11/36 ,sex=06 3/36 |- . |
L 0 , caso contrario. wel e

X 1 2 3 4 5 6

px (x)
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(f) Como ja& conhecemos P(X = x) para todo x € Im(X) basta construir uma fungéo escada,
com os degraus ocorrendo em cada ponto de /m(X) e o tamanho do degrau equivalente
a P(X = x). Uma vez o grafico pronto podemos definir a expressdo para Fy.

(0 ,sex<1; 1k —]
1/36 |, se1<x<2;
4/36 ,se2<x<3; 25136 | - |
Fx(x)=1< 9/36 ,se3<x<4
16/36 , se 4 < x <5 16/36 | —_— ]
25/36 , se 5 < x<6; 936 - |
L 1 , se x > 0. 36| -t |
1/36 _&— |

*

Proposicao 2.3 Propriedades da Funcao de Probabilidade
Seja px a funcéo de probabilidade de uma varidvel aleatéria discreta qualquer. Entdo valem
as sequintes propriedades:

(i) px(x) > 0 para todo x € R;

(i) 2_vxeimpx) Px(x) = 1.

Demonstragao:
As propriedades a serem demonstradas sao decorrentes dos axiomas da probabilidade, veja

Definicao

(i) Como P(A) > 0 para todo A € F, também é verdade que P(X = x) > 0 para todo x € R.
Logo, px(x) = P(X = x) > 0 para todo x € R.

(i) Veja que 3 yyeimp) Px(X) = L yxeimp PX =x) =P (Unemp{X =x}) =P(Q) =1.
([l

Exemplo 2.4 Verifiqgue as duas propriedades listadas na Proposicéo para a fungdo de
probabilidade da varidvel aleatéria do Exemplo[2.2

Exemplo 2.5 Demanda por produto
A demanda por um certo produto pode ser vista como uma varidvel aleatéria X cuja fungéo
de probabilidade px é estimada por

Numero de unidades demandadas x 1 2 3 4
px(x) =P(X = x) 0,25 0,45 0,15 0,15

(a) Verifique que px realmente define uma fungdo de probabilidade.
(b) Obtenha a funcdo de distribuicdo acumulada de X.
(c) Usando a funcéo de distribuicéo calculada no item anterior, calcule P(X < 3,5).

Solugao:

(@) 0,25+0,45+4+ 0,15+ 0,15 = 1 e todos os valores sdo nédo negativos. Logo, fx é uma
funcédo de probabilidade.
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0 se x <1
025 sel1<x<?2

Fx(x)=4 070 se2<x<3
085 se3<x<4
1,00 sex>4

(c) Temos que
P(X <3,5) = Fx(3,5) =0,85

*»
Exemplo 2.6
Uma varidvel aleatéria discreta X tem a sequinte fungéo de probabilidade
(sz)l ,sex=0o0ux=1
px(x) =
0 ,sex#0ex+#1
onde k é uma constante real.
(a) Determine o valor de k para que px seja realmente fungéo de probabilidade.
(b) Encontre a fungéo de distribuicéio Fx e esboce seu grdfico.
Solucao:
(a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1, isto é, Im(X) = {0,1}. Entdo, temos que ter
k k k k 3k + k 6 3
0 N=1= —+—=1T=> -+-=1= =1 = k=-=—-.
px(0) + px(1) 2173 27 % 6 472
Logo, px(0) =% =7 e px()=3F =1
(b) A funcéo de distribuicdo de X é
n —
0 ,sex<O; 340 — 1
Fx(x) = 3/4 ,se0<x<1;
1 ,sex>1.
0——— .
1 05 0 05 1 15 2
*»

Exemplo 2.7 Soma das faces de dois dados

Considere novamente o experimento de lancar dois dados equilibrados. Agora o nosso
interesse estd na soma das faces dos dois dados. Neste caso, defina a varidvel aleatéria
X = “soma das faces”.

(a) Defina Im(X).

(b) Verifique que X é v.a. discreta.
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(c) Encontre a funcdo de probabilidade de X, verifique as propriedades da fungdo de
probabilidade e esboce seu grdfico.
(d) Encontre a funcéo de distribuicéo de X e esboce o seu grdfico.
(e) Calcule a probabilidade da soma ser menor que 6.

Solugéo:

(@) Im(X)=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
(b) Como Im(X) é um conjunto finito, X é varidvel aleatéria discreta.

(c) Para encontrar px precisamos encontrar P(X = x) para todo x € Im(X). O espaco
amostral desse experimento é o mesmo do Exemplo [2.2] ou seja, ele tem 36 elementos e
todos tém mesma probabilidade de ocorre.

px(2) =PX=2)= P{(1,1)}) =1/36.
px(3) =PX=3)= P{(1,2),(2,1)}) = 2/36.
px(4) =PX=4)= P{(1,3),(3,1),(22)}) = 3/36.
px(5) =PX=5 = P{(1,4).(41).(23),3,2)}) =4/36
px(6) =P(X=6)= P({(1,5),(5.1),(2,4),4,2),(3,3)}) =5/36.
px(7) =PX=7)= P({(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3)}) = 6/36.
px(8) =P(X=8)= P({(26),(6,2),(3,5),(53),(4,4}) =5/36.
px(9) =PX=9) = P({(3,6)(6,3),(4,5),(54)}) = 4/36.
px(10) =PX =10)= P({(4,6),(6,4),(5 5)}) = 3/36.
px(11) =PX=11)= P({(5,6),(6,5)}) = 2/36.
px(12) =PX=12)= P({(6,6)}) =1/36.
Para qualquer outro valor x € R temos px(x) = 0. Em forma de tabela podemos

representar px por:

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0|3 % % % % % 3 % % % 3%

: ) _ 1 2 3 4 5 6
Veja que px(x) > 0 para todo x e que ) xelm(X) Px(X) =35 +355+3565+3% 35 T3+
5,4 4,3 2 1 o ) s

3%t 35 T3 135 T 35 =1 Logo as propriedades foram verificadas.

Para terminar esse item so¢ falta o grafico de px.

6/36 - . .
5/36 - . . N
4/36 ) . N
3/36 |- ) . i
2/36 | . . |
1361 e e |

2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

(d) Como ja conhecemos P(X = x) para todo x € Im(X) basta construir uma funcédo escada,
com os degraus ocorrendo em cada ponto de /m(X) e o tamanho do degrau equivalente
a P(X = x). Uma vez o grafico pronto podemos definir a expressédo para Fy.
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(0 , sex<2; 35/36 —2]
136, se2< x<3; 33030 —
3/36 , se3<x<4 036 = |
6/36 ,sed4<x<b; 26/36 - = a
10/36 , se5< x < 6; 2136 | — |

Fr(x) = 4 15/36 , se 6 < x <7,
21/36 , se 7 < x < 8; 15/36 |- — |
26/36 , se8<x<09;
30/36 , se 9< x < 10; 10736 H I
33/36 , se 10 < x < 11; 6/36 - —0 i
35/36 , se 11 < x < 12; ?gg: — i
| 1 , se x >12. —

2 4 6 8 10 12

(e) Podemos fazer o calculo usando a funcdo de probabilidade ou a funcao de distribuicao.

Veja primeiro usando a funcdo de probabilidade.

PX>06)=PX=70uX=80uX=90uX=100uX=11o0ouX =12) = P(X =
N+PX=8)+PX=9+PX =10)+P(X =11)+P(X =12) = px(7) + px(8) + px(9) +
px(10) + px(11) + px(12) = £ + % + % + = + & + % = 5.

Agora usando a funcao de distribuicao.

PX>06)=1—-P(X<6)=1—-Fx(6) =1—-15/36 = 21/36.

*»

Exemplo 2.8

Um homem possui quatro chaves em seu bolso. Como estd escuro, ele néo consegue ver qual
a chave correta para abrir a porta de sua casa, que se encontra trancada. Ele testa uma
chave de cada vez até encontrar a correta.

(a) Defina um espaco amostral para esse experimento.

Defina a varidvel aleatéria X = ndmero de chaves experimentadas até consequir abrir a porta
(inclusive a chave correta).

(b) Encontre Im(X).

(c) Encontre a funcéo de probabilidade de X e esboce o seu grdfico.

(d) Encontre a funcgéo de distribuicéio de X e esboce o seu grdfico.

(e) Qual a probabilidade do homem experimentar no mdximo duas chaves para abrir a

porta?

Solugéo:

(@) Vamos representar pela letra C o sorteio da chave correta, aquela que abre a porta, e

por E o sorteio de uma chave errada, uma entre as 3 chaves que ndo abrem a porta.
Entdo podemos representar o espaco amostral por:

Q={C EC,EEC EEEC}

onde {C} representa situacao em que o homem acertou a chave de primeira, {EC} ele
errou na primeira tentativa e acertou na segunda, {EEC} ele errou as duas primeiras
tentativas e acertou na terceira e {EEEC} representa a situacdo em que ele testou
todas as chaves até achar aquela que abre a porta.
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(b) Veja que o homem pode experimentar de 1 a 4 chaves antes de abrir a porta. Logo
Im(X) ={1,2,3,4}.

(c) P(X =1) = P(C) = 1/4.
P(X=2)=P(EC)=3/4x1/3=1/4.
P(X =3)=P(EEC) =3/4x2/3x1/2=1/4
P(X=4)=P(EEEC) =3/4x2/3x1/2x1=1/4

Logo, a funcdo de probabilidade de X e o seu grafico sdo definidos por:

5 ( )_ 1/4 ,seX:1,2,3,4 1/4 + . . . . |
PXX¥I=1 0 , caso contrario.
ou
X 1 2 3 4
PX=x) |14 14 1/4 1/4 0
T 2 3 4
(@ |
1
0 ,sex<1; 34r — 8
1/4 |, sel1<x<2; nl |
Fx(x) = 1/2 ,se2<x<3;
3/4 , SG3SX<4; 14 | — B
1 , se x > 4.
1T 2 3 4

(€) PX<2)=PX=1)+PX=2)=1/4+1/4=1/2

*»

Exemplo 2.9

Suponha agora que o homem com as 4 chaves néo tenha controle das chaves que jd foram
experimentadas e por isso a cada nova tentativa ele escolhe, de forma aleatéria, uma entre
as quatro chaves.

(a) Defina um espago amostral para esse experimento.

Defina a varidvel aleatéria X = ndmero de chaves experimentadas até consequir abrir a porta
(inclusive a chave correta).

(b) Encontre Im(X).
(c) Encontre a funcéo de probabilidade de X e esboce o seu grdfico.

(d) Qual a probabilidade do homem experimentar no mdximo duas chaves para abrir a
porta?

Solugéo:
(@) Representando por C a selecéo da chave correta e E a selecdo de uma chave errada,

Q={C,EC,EEC,EEEC,EEEEC,EEEEEC, ..}
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(b) Veja que, diferente do Exemplo[2.8] o homem pode experimentar mais de 4 chaves antes
de encontrar a correta. Para esse exemplo temos Im(X) = {1,2,3,4,5,6,...} = N. Veja
que esse é um exemplo de variavel aleatdria discreta com imagem infinita. Podemos
dizer que X é discreta uma vez que Im(X), apesar de infinito, € um conjunto enumeravel.

(c) Como a Im(X) é um conjunto infinito ndo vamos encontrar o valor de px(x) para cada
x € Im(X). Vamos tentar encontrar uma expressdo geral que represente py. Para isso
vamos comecar calculando px em alguns pontos.

Veja que nao importa quantas chaves ja foram testadas em cada nova tentativa a
probabilidade do homem pegar a chave certa é 1/4 e de pegar uma chave errada é

de 3/4

P(X =1)=P(C) =

P(X =2)=P(EC) =3/4 x 1/4 = 3/4%.

P(X =3)=P(EEC) =3/4 x 3/4 x 1/4 = 3%/4°.

P(X =4)=P(EEEC) =3/4x3/4 x 3/4 x 1/4 = 33/4%,

P(X =5)=P(EEEEC) =3/4 x3/4 x3/4 x 3/4 x 1/4 = 3%/4%,

De forma geral,
P(X =x) =3/4x3/4x3/4... x3/4x1/4 =314

Logo, a fungdo de probabilidade de X e o seu grafico sdo definidos por:

1/4F o |
x—1
() I .sex=1,23,4,5,... )
x(x) = ' B i
0 , caso contrario. 314 *
32/43 L ° B
334t . .
3445 | . 8

12 3 4 5 6 7
No caso de Im(X) ser um conjunto infinito ndo temos como representar px através de

uma tabela.

(d) P(X <2)=P(X =1)+P(X =2) =1/4 + 3/42 = 7/16.
*

Exemplo 2.10
Verifique as propriedades de px para a varidvel aleatéria X definida no Exemplo [2.9

Solugéo:
No Exemplo [2.9] encontramos

e osex=1,2,34,5,...
pPx(x) =1 o i
0 , caso contrério.
Queremos mostrar que px(x) > 0 para todo x € R e que }_, c/yx) Px(x) = 1.

Primeiro veja que como 3*~'/4¥ > 0 sempre que x € N, logo a primeira propriedade foi
verificada: px(x) > 0 para todo x € R.
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Para mostrar que er,m x) Px(x) =1 vamos precisar de alguns resultados de séries.

e £ HER) SRR -)-

xelm(X) 3 x=0
) -(4-1)=1.

I\/]8

w\—\ﬁ

( i

00 .
Veja na Equacéo do Apéndice H que > r'=1/(1 —r) sempre que |r| < 1.

i=0

*»

Exemplo 2.11

Suponha que um dado seja langado quatro vezes. Seja X = o numero de lancamentos cujo
resultado foi 6.

(a) Defina um espaco amostral para o experimento e diga quantos elementos ele tem.

(b) Apresente os valores de X em alguns elementos de Q e depois encontre Im(X).

(c) Encontre a funcéo de probabilidade de X.

(d) Verifique as propriedades de px.

Solugéo:

(@) Nesse caso sera conveniente considerar que a ordem com que os dados foram lancados

importa. Podemos definir o espaco amostral por:

[ (1,1,1,1),(1,1,1,2),...(1,1,1,6),(1,1,2,1),(1,1,2,2),...(1,1,2,6),

@)
1

Y

(5.6,3,1),(5.6,3,2),...(5,6,3,6),(5,6,4,1),(5,6,4,2),...(5,6,4,0),

| (6,6,5,1),(6,6,5,2),...(6,6,5,6).(6,6,6,1),(6,6,6,2),...(6,6,6,6).
Veja que o numero de elementos de Q é 6 x 6 x 6 x 6 = 1296.

Veja que X((1,1,1,1) = 0, X(1,2,6,4) = 1, X(5,6,1,6) = 2, X(6,6,4,6)
X(6,6,6,6) = 4.
Im(X) = {0,1,2,3,4}.

Il
w
o

Queremos encontrar P(X = x) para todo x € Im(X). Primeiro veja que o espaco amostral
é equiprovavel, isto é, cada elemento w € ) tem mesma probabilidade de ocorrer uma
vez que estamos supondo o dado justo. Isto é, P(1,1,1,1) = P(6,6,6,6) = P(1,2,3,4) =
1/1296. Ou melhor, P(w) = 1/1296 para qualquer w € Q.

Vamos pensar em cada valor de x separadamente.

Primeiro veja que P(X = 0) = P(nenhuma face 6 nos 4 lancamentos). Sabemos que em
cada lancamento do dado a probabilidade de sair o 6 é 1/6 e a probabilidade de sair
outra face qualquer é 5/6. Entédo, P(X = 0) = % X % X % X % = 1622956 Outra maneira de
pensar seria definir o evento {nenhuma face 6 nos 4 lancamentos} e verificar que neste
evento existem 5 x 5 x 5 x 5 = 652 elementos.

1ol 11

1 6767676 —
1295 Pensando em eventos no espago amostral, sé existem um elemento no evento {todas
as faces 6 nos 4 lancamentos}, que é (6,6, 6, 6).

Se quisermos calcular P(X = 4) = P(todas as faces 6 nos 4 lancamentos) =
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Ja P(X =1) = P(1 face 6 e 3 faces diferentes de 6 nos 4 lancamentos). A probabilidade
do primeiro lancamento ser 6 e os outros nao é %x % X % x% = % Mas também podemos
ter o sequndo lancamento igual a 6 e os outros néo, a probabilidade disso ocorrer é

% X % X % X % = % Na verdade, ndo importa em qual dos quatro lancamentos ocorreu

a face 6, o importante é que ela tenha ocorrido uma Unica vez. Entdo P(X = 1) =

4 x % X % X % X % = 2% hois temos 4 possibilidades para o lancamento em que ocorreu

= 1206’
a face 6.

Agora vejamos P(X = 2) = P(2 faces 6 e 2 faces diferentes de 6 nos 4 lancamentos).
Nesse caso estamos pensando no evento em que dois lancamentos resultaram em 6 e os

outros dois em faces diferentes de 6. A probabilidade dos dois primeiros lancamentos ser
6 e os outros dois serem diferentes de 6 é % X % X % X % = % Mas podemos escolher de
(4) = 6 maneiras diferentes quais os dois lancamentos que resultaram em 6 e quais os

2
dois que resultaram em uma face diferente de 6. Logo, P(X = 2) = 6 % % X % X % x% = %.

Seguindo a mesma linha de raciocinio concluimos que P(X = 3) = P(3 faces 6 e 1 faces

fer = Tyelywlys_ 2
diferentes de 6 nos 4 langamentos) =4 X ¢ X ¢ X g X 2 = 7505

Entao,

X 0 1 2 3 4
px(x) | 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296

(d) Veja que px(x) > 0 para todo x € R e que

1.

i o825 500 150 20 1
P 4296 T 1206 T 1296 T 1296 1 1296

*»

2.2 Funcoes de Variaveis Aleatodrias Discretas

Dada uma varidvel aleatdria discreta X, podemos obter outras varidveis aleatdrias

discretas através de funcdes de X e, da mesma forma que calculamos a funcéo de probabilidade
de X, podemos calcular a funcéo de probabilidade dessas novas variaveis.

O importante é ficar claro que se X é varidvel aleatdria entdo qualquer funcao real de

X também serd varidvel aleatdria. Isto é, se X é varidvel aleatéria entdo Y = g(X) também
é varidvel aleatéria, com g funcéo real. Veja que Y continua sendo uma funcéo do espaco
amostral na reta, definida pela composicdo da funcdo g com a funcao X:

X: Q0 — R Y=gX(): @ — R — R
w = Xw o ° w = X - gX(w).

Exemplo 2.12
Considere a varidvel aleatéria X cuja fungdo de probabilidade é dada na tabela abaixo:

x | 2 1 0 1 2 3
px(x) |01 02 02 03 01 01

Defina Y = g(X) = X°.

(a) Encontre Im(Y).
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(b) Encontre a funcéo de probabilidade de Y, isto é, py.

Solugéo:

29

(a) Como Y = X? podemos aproveitar os valores de /m(X) para definir o conjunto Im(Y).
Temos Im(X) = {-2,—1,0,1,2,3}, sempre que X assumir o valor x € Im(X) a va. Y ira

assumir o valor x2. Assim, Im(Y) = {4,1,0,9}.

(b) Para calcular as probabilidades desses valores, temos que identificar os valores de X

que originaram cada um deles.

P(Y=0 = P(X=0)=0,2
P(Y=1) = PX=-1)+P(X=1)=0,5
P(Y=4) = PX=-2)+P(X=2)=0,2
P(Y=9 = P(X=3)=0,1

Podemos resumir essa funcdo de probabilidade como

y 0 1 4 09
py(y) [02 05 02 01

Proposicao 2.13 Funcao de variavel aleatdria discreta

*»

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade px. Seja Y = g(X), onde

g é uma funcdo real qualquer. Entdo,

(i) Y é varidvel aleatdria discreta.

(ii) A funcéo de probabilidade de Y é calculada como

py (y) =P(Y =y) = px (x)
{x|g(x)=y}

Demonstracao:

(i) Para mostrar que Y é varidvel aleatdria discreta basta mostrar que Im(Y) é um conjunto
finito ou enumeravel. Como X é v.a. discreta sabemos que /m(X) é um conjunto finito ou
enumeradvel. Como Im(Y) = g(Im(X)) = {y € R| 3 x € Im(X) com y = g(x)} podemos
afirmar que a cardinalidade de /m(X) é sempre maior ou igual a cardinalidade de Im(Y),

pois cada elemento de Im(Y) é associado a um ou mais elementos em /m(X).

Entao,

como /m(X) é um conjunto finito ou enumeravel, Im(Y) s6 pode ser um conjunto finito

ou enumeravel. Com isso concluimos que Y é v.a. discreta.

(D) py(y) =P(Y=y)=PgX)=y)= 2 pxx).
{xlglx)=y}

Exemplo 2.14

O

No Exemplo [2.71] definimos X = ndmero de faces 6 em 4 langamentos de um dado. Defina

agora Y = numero de faces diferentes de 6 em 4 langamentos de um dado.

(a) Escreva Y como fungéo de X.

(b) Defina Im(Y) a partir de Im(X).
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(c) Encontre a funcéo de probabilidade de Y.
Solucao:

(@) Veja que podemos definir Y = 4—X, pois em quatro langamentos o nimero de resultados
diferentes de 6 é o total de lancamentos, 4, menos o niimero de resultados iguais a 6.

(b) Vimos no Exemplo que Im(X) = {0,1,2,3,4}. Veja que quando X = x temos
Y =4 —x, logo, Im(Y) = {4,3,2,1,0}.

(c) Também no Exemplo [2.T1] encontramos a fungdo de probabilidade de X, definida na
tabela abaixo.

X 0 1 2 3 4
px(x) | 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296

Veja que P(Y = y) = P(4— X = y) = P(X = 4 — y). Entdo, P(Y = 0) = P(X = 4), P(Y =
)=P(X =3),P(Y=2)=P(X=2),P(Y=3)=PX=1)eP

-<
Il
=
Il
Y
>
[l
e
—
o)
=)
(=

y 0 1 2 3 4
py(y) | 171296 20/1296 150/1296 500/1296 625/1296

*»
Exemplo 2.15

No Exemplo[2.9 definimos X = ndmero de chaves testadas até abrir a porta, considerando que
a cada nova tentativa qualquer uma das quatro chaves podem ser selecionadas com mesma
probabilidade. Considerando as mesmas condicées do experimento, defina agora Y = ndmero
de chaves erradas até abrir a porta.

(a) Escreva Y como fungéo de X.

(b) Defina Im(Y) a partir de Im(X).

(c) Encontre a funcéo de probabilidade de Y.

(d) Verifique as propriedades da funcéo de probabilidade em py.
Solugéo:

(@) Veja que Y = X — 1, pois sempre a ultima chave testada serad a chave correta e todas
as anteriores serdo erradas.

(b) No Exemplo encontramos Im(X) = {1,2,3,4,...}. Entao, Im(Y) ={0,1,2,3,...}.

(c) No Exemplo 2.9 encontramos

px(x) = 3 sex=1,234,...
0 , caso contrario.

Veja que py(y) =P(Y =y)=PX—-1=y)=P(X =y+1) =px(y+1). Entdo podemos
definir:

, caso contrario.

3y+1-1 3Y =
_ _ e asey+1=1,234,... _| #= ,sey=20,1,2,3,...
py(y) = px(y+1) { 0 0 , caso contrario.
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(d) Claramente py(y) > 0 para todo y € R. Basta entao verificar que Zye/m(Y) pyly) =1.

= 3y 1 (3\Y 1/(3\Y 1 1 1
Z py(y) ;)45/—5—1 24(4) 4%(4) 4(1_3/4) 4

yelm(Y) y=0

Novamente usamos o resultado da Equacao [A.4] do Apéndice [A] que nos mostra que
oo

> ri=1/(1—r) sempre que |r| < 1.
i=0

*»

2.3 Esperanca de Variaveis Aleatorias Discretas

No estudo de variaveis aleatdrias e suas distribuicoes de probabilidades, associamos
nimeros aos pontos do espaco amostral, ou seja, o resultado é sempre uma varidvel
quantitativa (note que os resultados cara e coroa ndo definem uma varidvel aleatdria; para
tal, temos que associar nimeros, 0 e 1, por exemplo, a esses resultados). Sendo assim, faz
sentido perguntar “qual é o valor médio da varidvel aleatéria X?"

A ideia de valor médio diz respeito a média dos valores da variavel aleatdria se o
experimento fosse realizado infinitas vezes. Suponha que X seja varidvel aleatéria discreta
tal que Im(X) = {x1,x2,x3,...}. Suponha também que ao realizar o experimento n vezes a
varidvel X assuma os sequintes valores na seguinte ordem: x2, x4, X3, X4, X2, X1, X2, ... Entéo
o valor médio de X nas n realizagbes do experimento é:

XQ+X4+X3+X4+X20+ X1+ X2, MmXx1+N2Xx2+N3X3 4+ N4x4. ..

’

n n

onde n; representa o nlimero de vezes que a varidvel X assumiu o valor x;.

Chamamos de esperanca o limite do valor médio de X quando n — oo. Veja que quando
n — oo a frequéncia de vezes que X assume o valor x;, definida por 7, converge para P(X = x;).
Entao podemos escrever:

n1x1 + Nax2 + N3x3 + N4gxq4 . ..

lim

n—o00 n

= X1 P(X=X1)+X2 P(X=X2)+X3 P(X=X3)+...

Definicao 2.16 Esperanca de Variavel Aleatodria Discreta
Seja X uma varidvel aleatéria discreta. A esperanca ou média da varidvel aleatéria X é
definida como

EX)= > xpx(x)= ) xPX=x)

xelm(X) xelm(X)

desde que o somatdrio convirja.

Podemos ver, entdo, que a esperanca de X é uma média dos seus valores, ponderada
pelas respectivas probabilidades.

Veja que quando /m(X) é um conjunto finito, E(X) é definida por um somatério com finitas
parcelas e, nesse caso, o somatdrio sempre converge. Logo E(X) existe e E(X) € R. J& quando
Im(X) é um conjunto infinito e enumeravel o somatdrio que define E(X) tem infinitas parcelas,
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ou seja, trata-se de uma série. Esta série pode convergir para um néimero real ou ndo. Sempre
que essa série convergir para um numero real dizemos que E(X) existe e E(X) € R. Caso
contrario, dizemos que E(X) ndo existe. Veja entdo que podem existir varidveis aleatérias que
ndo tem esperanca.

Um resultado simples e imediato é a esperanca de uma constante, ou seja, a esperanca
de uma varidvel aleatdria discreta que pode assumir um Ulnico valor com probabilidade 1,
também chamada de variavel aleatoria degenerada.

Proposicao 2.17
Seja X uma varidvel aleatéria tal que P(X = ¢) = 1. Entédo E(X) = ¢, ou seja, E(c) = c.

Demonstracgao:
Como P(X = ¢) =1, temos Im(X) = {c}. Entdo, E(X) = cP(X =¢) =c.
U

Exemplo 2.18 Vendas e comissoes
Em determinado setor de uma loja de departamentos, o numero de produtos vendidos

em um dia pelos funciondrios é uma varidvel aleatéria P com a seguinte distribuicéio de
probabilidades (esses niimeros foram obtidos dos resultados de vdrios anos de estudo):

Numero de produtos 0 1 2 3 4 5 6
Probabilidade de venda | 0,1 04 02 0,1 01 005 005

Cada vendedor recebe comissées de venda, distribuidas da seguinte forma: se ele vende até
dois produtos em um dia, ele ganha uma comissédo de R$10,00 por produto vendido; a partir
da terceira venda, a comissdo passa para R$50,00 por produto.

Qual é o numero médio de produtos vendidos por cada vendedor em um dia de trabalho
e qual a comisséo didria média de cada um deles?

Solugéo:
O numero médio de produtos vendidos em um dia por um funcionario é E(P). Veja que
Im(P)=1{0,1,2,3,4,5,6}, entdo

E(P)=0x0,14+1%x0,44+2%x0,2+3%x0,1T+4x0,1+5%x0,06+6x0,05=2,05

ou seja, o numero médio de produtos vendidos em um dia por cada funcionario é 2,05 unidades.

Para encontrar a comissdo média precisamos primeiro definir a variavel aleatéria C =
comissao diaria do funcionario e depois calcular E(C). Veja que C pode ser definido como
funcdo de P. A relagdo entre C e P, assim como as probabilidades associadas a cada valor
dessas duas varidveis aleatdrias, estdo apresentadas na tabela a sequir.

Numero de produtos P 0 1 2 3 4 5 6
Comissao C 0 10 20 70 120 170 220
Probabilidade de venda | 01 04 0,2 01 01 0,05 0,05

Dessa forma vimos que /Im(C) = {0,10,20,70,120,170,220} e também conhecemos a
probabilidade de C assumir cada um desses valores. Podemos entao calcular E(C):

E(C)=0x0,1+10x0,44+20x0,24+70x0,14+120x0,1+170x0,05+220 x 0,05 = 46,5

ou seja, a comissdo média diaria de cada vendedor é de R$ 46,50.

*»

Note que a esperanca de X tem a mesma unidade de medida dos valores de X. Para o
Exemplo[2.18]acima a unidade de medida da varidvel aleatéria P é unidades de produtos, logo
E(P) também terd essa mesma unidade de medida. O mesmo vale para a varidvel aleatéria C
do mesmo exemplo, sua unidade de medida é reais, assim como a unidade de medida de E(C).
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Exemplo 2.19

Em um jogo de dados Cldaudio paga R$20,00 para Licio e lan¢ca 3 dados. Se sair a face 1 em
um dos dados, Cldudio ganha R$20,00 e sai do jogo sem prejuizo ou lucro. Se sair a face 1
em dois dos dados, Cldudio ganha R$ 50,00. Se sair a face 1 nos trés dados, Cldudio ganha
R$80,00. Se néo sair a face 1, Cldudio ndo ganha nada. Calcule o ganho médio de Cldudio
no jogo. Vocé acha que vale a pena participar desse jogo?

Solucao:

Para calcularmos o ganho médio de Claudio vamos definir a variavel aleatéria X = ganho
do Claudio e depois encontrar E(X). Veja que Im(X) = {—20,0,30,60}. Precisamos agora
encontrar py, isto é, P(X = x) para todo x € Im(X).

px(—20) = P(X = —20) = P(ndo sair a face 1) =5/6 x 5/6 x 5/6 = 125/216.
px(0) = P(X =0) = P(sair a face 1T em um dado) =3 x 1/6 x 5/6 x 5/6 = 75/216.
px(30) = P(X = 30) = P(sair a face 1 em dois dados) =3 x 1/6 x 1/6 x 5/6 = 15/216.
px(60) = P(X = 060) = P(sair a face 1 nos trés dados) =1/6 x 1/6 x 1/6 = 1/216.

Veja que ) px(x)=1.
Vxelm(X)

Agora ja podemos calcular E(X),

125 75 15 1 1990
E(X)——20xm+0xm+30xR-FGOXTG——WN—Q,‘IZ.

Ou seja, em média Cldudio perde R$ 9,12 com o jogo. Isso significa que se Claudio
tivesse bastante dinheiro para jogar muitas partidas sequidas desse jogo, ao final ele teria
um prejuizo em torno de R$9,12. Néo vale a pena participar do jogo.

*»

Exemplo 2.20

Voltando ao Exemplo [2.77} considere X = o nimero de langamentos cujo resultado foi 6 em
quatro lancamentos de um dado. Calcule a esperanca de X, ou seja, o nimero médio de faces
iguais a 6 em quatro lancamentos de um dado.

Solucao:
No Exemplo chegamos no resultado:

X 0 1 2 3 4
px(x) | 625/1296 500/1296 150/1296 20/1296 1/1296

Entao temos

O g 20 ok D0 3k 2 g 2 2O g 6636,

E(X)=0x 1506 1296 1296 1206 T % 1206 = 1296

Ou seja, o nimero médio de faces iguais a 6 em quatro lancamentos de um dado é 0,6636
face, menor que 1 face.

*»

Exemplo 2.21
Calcule E(X) para X = numero de chaves testadas até consequir abrir a porta, definida nos

Exemplos[2.8 e
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Solucao:

Vamos comegar com X definida no Exemplo [2.8] onde X = nimero de chaves testadas até
abrir a porta, considerando que a cada nova tentativa as chaves ja testadas sao descartadas.
Para esse caso encontramos Im(X) = {1,2,3,4} e px(x) = 1/4 para todo x € Im(X). Entao,

1 1 1 1 10

Ou seja, se as chaves ja testadas forem descartadas nas proximas tentativas, em média o
homem precisa de 2,5 tentativas para abrir a porta.

Vejamos agora o caso do Exemplo 2.9 onde X = ntmero de chaves testadas até
abrir a porta, considerando que a cada nova tentativa qualquer uma das quatro chaves
podem ser selecionadas com mesma probabilidade. Para esse caso encontramos Im(X) =

{1,2,3,4,5,6,...} e px(x) = 3 para todo x € Im(X). Entéo,
.~ 3)( 1 0 3x—1 0 3x—1 0 3x—1
EX)= ) xpx(x —=) (x+1-1) = e +Y (x—1) -
Vxelm(X) x=1 x=1 x=1
——
Sy S

Primeiro veja que S1 =1, pois $1 = vae,m(x) px(x) e pelas propriedades da funcédo de
probabilidade sabemos que essa soma tem que ser 1.

Vamos agora calcular S,. Para isso faremos a sequinte troca de varidvel: y = x — 1.

o o oo
39 30 3Y 3 391 3
Z 4J+1:(041)+Zg4y+1 ZJ4J+1:7ZQ 4y :ZE(X)'
y_

x—1
X

i 3
;(x—n Z

Assim chegamos ao resultado:

E(X)=51+52=1+§E(X)=>E(X)—§E(X)=1:%E(X)=1=>E(X)=4.

Ou seja, se as chaves ja testadas ndo forem descartadas nas préximas tentativas, em
média o homem precisa de 4 tentativas para abrir a porta.

*»

Para as variaveis aleatérias definidas nos Exemplos [2.8] [2.9] 2.17] e [2.79| veja na Figura
os graficos das fungdes de probabilidade junto com a esperanca, ja calculada para cada
varidvel aleatdria.

Observando os graficos da Figura [2.1] podemos ver que a esperanga de uma varidvel
aleatdéria X é o centro de gravidade da distribuicdo de probabilidades. Sendo assim, a
esperanca é uma medida de posi¢cdo. Com isso temos o resultado intuitivo de que E(X) esta
sempre entre o menor e o maior valor do conjunto /m(X), resultado apresentado na Proposicdo

[2.22) a sequir.

Proposicao 2.22

Seja X varidvel aleatdria discreta, xpi, = min{Im(X)} e xpax = max{/Im(X)}. Se E(X) € R
entdo, Xmin < E(X) < Xmax-

Demonstracao:
Primeiro vamos mostrar que x,;, < E(X).

E(X) = Z XPX Z XmmPX ) = Xmin Z IJX(X) = Xmin-

Vxelm(X) Vxe/m(X) Vxelm(X)

1
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E(X) I E(X) |
2 34 T2 3 4 5 6 7
(a) Exemplo [2.8] (b) Exemplo 2.9
e . — .
_EX) . | EQ) : |
S U S .
6 1‘ ﬁ ‘3 “l —‘20 6 3‘0 6‘0
(c) Exemplo [2.77] (d) Exemplo

Figura 2.1 — Grafico de algumas funcées de probabilidade junto com a Esperanca.

Para mostrar que E(X) < xjpqx faremos um desenvolvimento analogo.

E(X) = Z xpx(x) < Z XmaxPX(X) = Xmax Z Px(X) = Xmax-

Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)

1

g

J& vimos que é possivel obter uma nova variavel aleatéria Y a partir de funcdo de uma
variavel X, Y = g(X). Também vimos que através da funcdo de probabilidade de X podemos
obter a funcéo de probabilidade de Y. Sendo assim, podemos calcular a esperanca de Y uma
vez que conhecemos a sua funcdo de probabilidade.

O interessante que serd apresentado na Proposicao [2.23] a seqguir é que podemos
encontrar a esperanca de Y sem precisar antes encontrar a sua funcdo de probabilidade.
O calculo da esperanca de Y pode ser feito somente com o conhecimento da funcéo g que
relaciona X e Y e da funcéo de probabilidade de X, px.

Proposicao 2.23 Esperanca de fungées de variavel aleatdria discreta
Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade px e Y = g(X). Entdo,

EV)=E(@X)= >  gpx(),

Vxelm(X)
desde que o somatdrio convirja.

Demonstracao:
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E(Y) = Y ypvlyy= Y yP(Y=y)= > yPgX)=y)=
(Y)

Yyelm Yyelm(Y) Yyelm(Y)

= )y Y PX=x= ) ) yPX=x=
vyelm(y)  {xlglx)=y} vyelm(Y) {xlg()=y}

= ) ) gWpx= ) glpx(x).
Yyelm(Y) {x|g(x)=y} Vxelm(X)

g

Exemplo 2.24
Considere as varidveis aleatérias X e Y = X? definidas no Exemplo Encontre E(Y) a
partir de py e a partir de px, usando o resultado da Proposicéo[2.23

Solugéo:
No Exemplo foi dado px e encontramos py, as duas funcdoes de probabilidade estéo
apresentadas a sequir.

x | 2 4 0 1 2 3 y | 0 1 4 9
px(x) |01 02 02 03 01 0,1 py(y) |02 05 02 01

Primeiro vamos encontrar E(Y) a partir de py:

EV)= ) ypv(y)=0x0,24+1x05+4%x0,2+9x0,1=2,2
Vyelm(Y)

Agora se quisermos usar o resultado da Proposigdo [2.23] e calcular E(Y) usando px
devemos sequir assim:

E(Y)=E(X?) = ) Xpxlix)=
Vxelm(X)
= (=2’ x 0,1+ (=1)?x0,2+0°%x0,24+1?%x0,3+22%x0,14+32x0,1
= 2,2

*

Exemplo 2.25
Seja X varidvel aleatdria discreta com fungéo de distribuicdo definida por:

0 X < =2
1/8 ,-2<x<1

Fx(x)=14 5/8 ,1<x<?2
7/18 ,2<x<4
1 x> 4.

Calcule E(X), E(X2), E(5 — 2X) e E(|X]).

Solucao:
Primeiro vamos encontrar Im(X) e px. Veja que Im(X) = {—2,1,2,4} e que px(x) em cada
x € Im(X) estd definido na tabela a sequir:

x | 2 1 2 4
px(x) [ 1/8 12 1/4 1/8
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Agora podemos calcular o que se pede.

1 1 1 1 10 5
EX) = ) Xpx(X) = (=2) X g +1X5+2x g+dx o= =1
Vxelm(X)
1 1 1 1 2
EX?) = > xpxlx)=(-2) x §+12>< §+22XZ+42X 5:%_4.
Vxelm(X)
EG—2X) = Y  (5—2x)px(x)
Vxelm(X)
1 1 1 1
= (5—2><(—2))><§+(5—2><1)><§+(5—2><2)><Z+(5—2><4)><§
_ 2.5
8 2
1 1 1 14 7
EGX) = 3 Ipxt = =2 x g +1Ix 3+ 2 g+l x g =5 =2
Vxelm(X)
*»
Proposicao 2.26  Propriedade de Linearidade da Esperanca
Seja X varidvel aleatéria discreta tal que E(X) € R. Sejam a, b € R. Entdo,
E(aX + b) = a E(X) + b.
Demonstracao:
E(@X+b) = >  (ax+b)px(x) =
xelm(X)
= ) (axpx(x) + bpx(x) =
xelm(X)
= Z axpx(x) + Z bpx(x) =
xelm(X) xelm(X)
= a Z xpx(x)+b Z px(x) = aE(X)+ b.
xelm(X) xelm(X)
E(X) 1 O

Exemplo 2.27

No Exemplo[2.9 definimos X = niimero de chaves testadas até abrir a porta, considerando que
a cada nova tentativa qualquer uma das quatro chaves podem ser selecionadas com mesma
probabilidade. No Exemplo encontramos E(X) = 4. Considere Y = nudmero de chaves
erradas até abrir a porta definida no Exemplo [2.75] Calcule Y de duas maneiras diferentes,
primeiro usando py encontracda no Exemplo e depois usando o resultado da Proposicéo

Solugéo:

391 ,sey=20,1,2,3,...
No Exemplo [2.15| encontramos py(y) = 6“ caso contrario

Seqgue o calculo de E(Y) a partir de py.

3y o 3y
EY) = ) upvly ZJW ZJ“ Ngyrr =
Yyelm(Y) y=0
= 3Y
= > (y+1) ) qosT Z4J+1.
y=0 y=0

~———
S S
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Veja primeiro que S; = Zjo 0 4J+1 Zvye,m py(y) = 1. Vamos agora encontrar Sq,
para isso faremos a troca de varidvel z = y + 1.

) 3y 00 37— 1 o 37 4
51 = Z(y + 1)4g+1 = Z 4z 3 4Z+1 3 42"'1 - g (Y)
y=0 z=1 ,
E(Y)

Assim temos,

E(Y):%E(Y)—1 :>1:gE(Y)—E(Y):>1 =~ E(Y) = E(Y) = 3.

Chegamos na mesma resposta, de forma bem mais simples, usando o resultado da
Proposicéo [2.26] Ja encontramos E(X) = 4 no Exemplo [2.27] e temos Y = X — 1, veja Exemplo
Logo E(Y)=EX-1)=EX)—1=4-1=3.

*»

2.4 Variancia e Desvio-Padrao de Variavel Aleatoria

J& vimos que a esperanca de uma varidvel aleatdéria X é o centro de gravidade da
distribuicao de probabilidades, logo uma medida de posicao. No entanto, é possivel que duas
varidveis bem diferentes tenham a mesma esperanca, o que nos mostra que a esperanca nao
é uma medida que descreve completamente a variavel aleatdria.

Exemplo 2.28

Considere Xy e X; varidveis aleatdrias discretas com fungoes de probabilidade px, e px,
definidas por:

0,05 ,x=1,2,8,9 0.1 x=37
0,1 x=3,7
0,3 ,x=4,6
px (x) = 0,15 ,x=4,6 px,(x) = 02 x=5
0,3 ,x=5 ' ' , .
, . 0 , caso contrdrio.
0 , caso contrdrio;

(a) Mostre que E(X7) = E(X2).

(b) Esboce e compare os grdficos de px, e px,. O que vocé pode perceber de diferente entre
essas duas varidveis?

Solugéo:

(a) Ambas as esperancas sdo iguais a 5, basta fazer as contas:

E(X1))=1x0,060+2x0,00+3x0,1T+4%x0,15+5%x0,3+46x0,154+7x0,14+8x
0,056+9x0,05=5.

E(X2) =3x0,1+4x0,3+5x0,2+6x0,3+7x0,1=5.

(b) A sequir estdo os graficos das funcoes de probabilidade de X; e X.
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Pxi PXx;
= ° | = ° . |
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12 3 4 5 6 7 8 9 12 3 4 5 6 7 8 9

Uma diferenca que pode ser notada de imediato é a a dispersao dos valores para cada
varidvel aleatdria. Veja que X; tem valores mais dispersos em torno da média que X3,
isto é, mais espalhados. Ou seja, os valores de /m(X2) sdo mais concentrados em torno
da média do que sao os valores de Im(X1). Exitem varias maneiras de medir a dispersao
de uma variavel aleatdria, vamos definir inicialmente uma dessas medidas de disperséao,
chamada de variancia.

*»"

Definicao 2.29 Variancia de Variavel Aleatodria Discreta
Seja X varidvel aleatéria discreta tal que E(X) € R. A variéincia de X é definida como

Var (X) = E[(X —E(X)?] = 3~ (x=E(X)?px(x),
vxelm(X)

desde que o somatdrio convirja.

Veja que Var(X) é definida como E(g(X)), com g(X) = (X — E(X))%. O termo X — E(X)
é chamado de desvio em torno da média. Sendo assim, a varidncia é a média dos desvios
quadraticos em torno da média E(X).

Veja também que para existir Var(X) é necessario que exista E(X), isto é, que E(X) € R.
Além disso é necessdrio que 0 somatério } y,cmx) (X —E (X))? px(x) convirja.

A Proposicdo [2.30] a sequir apresenta uma expressdo alternativa para o cdlculo da
variancia, que em geral é mais usada do que a propria expressao apresentada na Definicao

Proposicao 2.30
Seja X varidvel aleatdria discreta tal que E(X) € R e E(X?) € R. Entéo, Var(X) €R e

Var(X) = E(X?) — (E(X))?

Demonstragao:
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Var(X) = ) (x=E(X)’px(x)
Vxelm(X)
= Y (2B + EX)?) pxix) =
Vxelm(X)
= Y (el = 2xEX)px(x) + (EX) px(x) =
Vxelm(X)
= ) Xpx)— ) XEXpx()+ Y (EX)pxlx) =
Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)
= ) Xpx()-2E(X) Y xpx()+(EX) Y px(x) =
Vxelm(X) Vxelm(X) Vxelm(X)
N—
E(X?) E(X) 1

= E(X*) = 2E(X)E(X) + (E(X))* =
= E(X?) = (E(X)*. -

O resultado da Proposigdo [2.30] pode ser lido, de maneira informal, como a variéncia é
a esperanca do quadrado menos o quadrado da esperanca.

Da definicao de varidncia, resulta que sua unidade de medida é o quadrado da unidade
de medida da variavel em estudo, sendo assim, uma unidade sem significado fisico. Para se
ter uma medida de dispersdo na mesma unidade dos dados, define-se o desvio-padréo como
a raiz quadrada da variancia.

Definicdo 2.31  Desvio-padrao
O desvio-padréo de uma varidvel aleatéria X é definido como a raiz quadrada de sua
variéncia:

DP (X) = +/Var (X)

Exemplo 2.32
Calcule Var(X1), DP(X1), Var(Xz) e DP(X3) para as varidveis definidas no Exemplo [2.28 e
comente os resultados.

Solucao:
Primeiro as contas para a varavel X:

E(X?) = 12x0,054+2%%x0,05+3%°x0,1+4°x0,15+5%x0,3+
62x 0,15+ 72 % 0,1+8%x 0,05+ 92 x 0,05
= 28,6.
Var(X;) = E(X?)—E(X;)?>=28,6-5%=3,6.

DP(X;) = +/Var(X;))=+/3,6=~1,09.

Agora as contas para a varavel Xa:

E(X?) = 3°x0,1+42%x0,3+5°%x0,2+6%x0,34+72x0,1=26,4.
Var(Xs) = E(X3)—E(X2)?=26,4—5%=1,4.

DP(X.) = +/Var(Xa)=+/1,4~1,2.

Como j& comentado no Exemplo[2.28] a dispersao de X; é maior que a dispersao de X3,
uma vez que Var(X1) > Var(X2), ou DP(X1) > DP(X3).
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*»

Ja vimos que se X é variavel aleatdria degenerada, isto é, X é tal que P(X = ¢) =1,
entdo E(X) = c (Proposicao[2.T7). Vejamos agora como é a varidncia de uma variavel aleatéria
degenerada.

Proposicao 2.33
Seja X uma varidvel aleatéria tal que P(X = ¢) = 1. Entéo Var(X) = 0, ou seja, Var(c) = 0.

Demonstragao:
Como P(X = ¢) = 1, temos E(X) = c. Veja que Y = X? também é varidvel aleatéria degenerada
e P(Y = ¢?) =1. Logo, E(Y) = E(X?) = ¢?. Entdo, Var(X) = E(X?) — E(X)?c? — c? = 0.

O

Vejamos mais algumas propriedades da varidncia, agora para qualquer que seja a
varidvel aleatoria.

Proposicao 2.34  Propriedades da Variancia e do Desvio-padrao
Seja X varidvel aleatdria tal que Var(X) € R. Entdo valem as sequintes propriedades:
(i) Var(X) >0
(ii) DP(X) >0
(i) Var(aX + b) = a? Var(X)
(iv) DP(aX + b) = |a| DP(X
Demonstracgao:

(i) Veja que Var(X) = E(g(X)), com g(X) = (X — E(X))?. Veja também que g(X) é varidvel

aleatéria ndo negativa, isto é, xp,i, = min{/m(g(X))} > 0. Logo, pela propriedade
apresentada na Proposicdo [2.22] podemos afirmar que E(g(X)) > xmin > 0. Entéo,
Var(X) > 0.
(it) Como Var(X) > 0, DP(X) = +/Var(X) > 0.
(iib)
Var(aX +b) = E ((ax+ b —E(aX + b)) )

- aZE((X—E(X))Z)
= a?Var(X).

(iv) DP(aX + b) = y/Var(aX + b) = /a2 Var(X) = |a|y/Var(X) = |a| DP(X

Exemplo 2.35
Considere a v.a. Y com func¢éio de probabilidade dada por

y 3 1 0 2 5 8 9
py(y) 10,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

e seja Z = 2Y — 3. Vamos calcular a esperanga e a variéncia de Y e Z.
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Solucao:
E(Y)=—-3x%x0,25-1%x0,30+0x0,20+2%x0,10+5x%x0,074+8x0,06+9x%x0,03=0,17.

E(Z)=2xE(Y)-3=2x%x0,17 -3 =-2,66.

Vamos calcular agora E(Y?):

E(Y?) =9x0,25+1x0,304+0x0,204+4x0,10+25x0,074+64 x0,05+81x0,03 = 10, 33.
Logo, Var(Y) = 10,33 — 0,172 = 10,3011.

Usando as propriedades da varidncia, temos que Var(Z) = 22 x Var(Y) = 41, 2044.
*»

Exemplo 2.36
Um lojista mantém extensos registros das vendas didrias de certo aparelho. O quadro a sequir
da a distribuicédo de probabilidades do niimero de aparelhos vendidos em uma semana. Se o

lucro por unidade vendida é de R$500,00, qual o lucro esperado em uma semana? Qual é o
desvio-padréo do lucro?

x= numero de aparelhos | 0 1 2 3 4 5
px(x) 01 01 02 03 02 01

Solucao:

Seja X o niimero de aparelhos vendidos. Vamos calcular a média e o desvio padrédo de X, isto
é, do numero de aparelhos vendidos.

E(X) = 0x0,14+1x0,1+2x%x0,24+3%x0,3+4x%x0,24+5x%x0,1

= 2,7 aparelhos

E(XZ) = 02 x014+12x01422x02+432x0,3+4°%x0,2+52x%0,1
= 10,2 aparelhos®

Var (X) = 10,2 — (2,7)*> = 2,91 aparelhos?
DP (X) = 1,706 aparelhos

Seja L o lucro semanal. Veja que L = 500X. Como conhecemos E(X) e DP(X) podemos usar
as propriedades da esperanca e do desvio padrao para encontrar o que se pede: E(L) e DP(L).

E (L) = 500 E (X) = R$1350, 00
DP (L) = 500 DP(X) = R$852, 94

*»

Exemplo 2.37
Seja X a varidvel aleatdria definida no Exemplo[2.25 isto é, X é tal que

0 X < =2
1/8 ,-2<x<1

Fx(x)=14 5/8 ,1<x<?2
7/18 ,2<x<4
1 X > 4.

No Exemplo calculamos E(X), E(X?), E(5 — 2X) e E(|X|). Agora calcule Var(X), Var(X?),
Var(5 — 2X) e Var(|X|).
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Solucao:
Os resultados encontrados no Exemplo foram: E(X) = E(Xz) =4, E5-2X) =
E(X]) =4

Vamos calcular o que se pede.

Var(X) = E(X?)—E(X)? =

4[5\ _64-25_39
16 16

Var(X?) = E(X4)—E(X2)2< > X4px(x)) — 42

Vxelm(X)
- ((—2)4x:3+14x;+24x1+44x:3)—16
= (3:32)—16=39—’|6=23.
Var(3 —2X) = 4Var(X) =4 x ?2 ?
7
Var(|X)) = E(XP2) ~ E(X)? = E0) ~ EQX) =4 (]

Exemplo 2.38

Seja uma v.a. X com funcéio de probabilidade dada na tabela a sequir:

X 11213147 5
px(X) | pc | p |p|pP|P

(a) Encontre o valor de p para que px(x) seja, de fato, uma funcéo de probabilidade.

(b) Calcule P(X >4) e P (X < 3).
(c) Calcule P (|X —3| > 2).

(d) Calcule E(X) e Var(X).

Solucao:

(@) Como )_px(x) =1, temos que ter:

3p2+2p=1=3p*+2p—1=0=

—24V4+12  —2+4 p=-T

p= 6 =—% 1%
p=3

Como p é uma probabilidade, temos que ter p > 0. Logo, o valor correto é p =

+

(b) P(X>4) =P(X =4)+P(X=5)=p+p?=]
PriX <3)=P(X=1)+P(X =2)=2p? = 3.

@\-&

1
9 —

)2:

64 —49

16

15

1

43

NIl

*»
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(c) Aqui temos que notar o sequinte fato sobre a fungdo médulo, ilustrado na Figura [2.2]
Valores y = |x| no eixo vertical menores que k (abaixo da linha horizontal sélida)
correspondem a valores de x no intervalo (—k, k) e valores y no eixo vertical maiores
que k correspondem ou a x > k ou a x < —k. Mais precisamente,

x| >k & x>k ou x<—k
x| <k & —k<x<k

x| = k

Figura 2.2 — Fungao modulo

Usando esses fatos, temos que

P(IX=31>2 = P{X-3<-2} U {X-3>2})=

= PX-3<-2)+P(X-3>2) =
PX<1)+P(X>5)=
= P(X=1)+P(X=5)=
2
= 2p°==
P =9
(d) Temos que
E(X) = 1xp>+2xp>+3xp+4xp+5xp?
— 1+g+‘|+ﬂ+§
99 3°9
29
= — =23,2222
9
E(XY) = 12xp?+22xp?+3 xp+4°xp+5°xp?
SRR ¢
99 3 9
_ 10535
9 3
35 (29\° 14
Var(X = —= — | = = o1
ar(X) 3 (9) 81

*»"

Exemplo 2.39 Jogo de dados

Um jogador A paga R$5,00 a B e langca um dado. Se sair face 3, ganha R$20,00. Se sair face
4, 5, ou 6, perde. Se sair face 1 ou 2, tem o direito de jogar novamente. Desta vez, lanca
dois dados. Se sairem duas faces 6, ganha R$50,00. Se sair uma face 6, recebe o dinheiro
de volta. Nos demais casos, perde. Seja L o lucro liguido do jogador A nesse jogo. Calcule a
funcgdo de probabilidade de L e o lucro esperado do jogador A.



2.4. VARIANCIA E DESVIO-PADRAO DE VARIAVEL ALEATORIA 45

Solucao:
Sabemos que o dado é honesto e que os lancamentos sdo independentes. O diagrama de

para o espaco amostral desse experimento esté apresentado na Figura [2.3]

-5+20 =15

{apenas um 6}, 10/36

-545=0

-5450=45

Figura 2.3 — Diagrama para o espaco amostral do Exemplo m

Para calcular a probabilidade dos eventos associados aos lancamentos dos dois dados
(parte inferior da arvore), usamos o fato de que a probabilidade da intersecdo de eventos
independentes é o produto das probabilidades.

No célculo da probabilidade de uma face 6 temos: 2 x (1/6) x (5/6). Multiplicamos por
2, porque a face 6 pode estar em qualquer um dos dois dados.

Vemos que os valores do lucro L sdo: -5; 0; 15; 45 e a funcéo de probabilidade de L é

Lucro ¢ -5 0 15 45

1 5 _ 20 1 _ 36 2 1 _ 2
X2XEeXEe=%%|5=316 | 5 %5 X5 =276

o
—~
'\
I
)
<
Nl—=
+
N
X
olo
X
olo
I
N‘A
=g
ol
olNo
o

E(l) = =5 x 120 415 x 20 4455 2 =100 _

216 216 216~ 216 - O 7h

*»
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Capitulo 3

Algumas Distribuicoes Discretas

3.1 Introducao

Considere as sequintes situacoes:

1. (a) Lanca-se uma moeda viciada e observa-se o resultado obtido e (b) pergunta-se a um
eleitor se ele vai votar no candidato A ou B.

2. (a) Lanca-se uma moeda n vezes e observa-se o niimero de caras obtidas e (b) de uma
grande populacao, extrai-se uma amostra de n eleitores e pergunta-se a cada um deles

em qual dos candidatos A ou B eles votardo e conta-se o niimero de votos do candidato
A.

3. (a) De uma urna com P bolas vermelhas e Q bolas brancas, extraem-se n holas sem
reposicao e conta-se o nimero de bolas brancas e (b) de uma populacdo com P pessoas
a favor do candidato A e Q pessoas a favor do candidato B, extrai-se uma amostra de
tamanho n sem reposicao e conta-se o nimero de pessoas a favor do candidato A na
amostra.

Em cada uma das situacoes anteriores, os experimentos citados tém algo em comum:
em certo sentido, temos a “mesma situacado ", mas em contextos diferentes. Por exemplo, na
situacado 1, cada um dos experimentos tem dois resultados possiveis e observamos o resultado
obtido. Na situacdo 3, temos uma populacéo dividida em duas categorias e dela extraimos
uma amostra sem reposi¢do; o interesse estd no niimero de elementos de uma determinada
categoria.

Na pratica, existem muitas outras situacdes que podem se “encaixar” nos modelos acima
e mesmo em outros modelos. O que veremos nesse capitulo sdo alguns modelos de variaveis
aleatdrias discretas que podem descrever situacoes como as listadas anteriormente. Nesse
contexto, um modelo sera definido por uma varidvel aleatdria e sua funcéo de probabilidade,
explicitando-se claramente as hipdteses de validade. De posse desses elementos, poderemos
analisar diferentes situagdes praticas para tentar “encaixa-las” em algum dos modelos dados.

Neste capitulo, serdo descritas as distribuicoes de probabilidade discretas mais usuais.A
introducéo de cada uma delas sera feita através de um exemplo classico (moeda, urna, baralho
etc.) e, em sequida, serdo explicitadas as caracteristicas do experimento. Tais caracteristicas
sdo a ferramenta necessaria para sabermos qual modelo se aplica a uma determinada situacdo
pratica. Definida a distribuicdo, calculam-se a média e a variancia.
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3.2 Distribuicao Uniforme Discreta

Suponha que seu professor de Estatistica decida dar de presente a um dos alunos um
livro de sua autoria. Ndo querendo favorecer qualquer aluno em especial, ele decide sortear
aleatoriamente o ganhador, dentre os 45 alunos da turma. Para isso, ele numera os nomes
dos alunos que constam do didrio de classe de 1 a 45, escreve esses niimeros em pedagos
iguais de papel, dobrando-os ao meio para que o ndimero nao fique visivel, e sorteia um desses
papéis depois de bem misturados. Qual é a probabilidade de que vocé ganhe o livro? Qual é
a probabilidade de que o aluno que tirou a nota mais baixa na primeira prova ganhe o livro?
E o que tirou a nota mais alta?

O importante a notar nesse exemplo é o sequinte: o professor tomou todos os cuidados
necessarios para nédo favorecer qualquer aluno em especial. Isso significa que todos os alunos
tém a mesma chance de ganhar o livro. Temos, assim, um exemplo da distribuicdo uniforme
discreta.

Definicao 3.1  Distribuicao Uniforme Discreta

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéo de Uniforme Discreta com pardmetro n se
Im(X) é um conjunto finito com n elementos e a probabilidade de X assumir qualquer
um do n elementos é a mesma, independente do elemento.

Note que, em uma distribuicdo discreta uniforme, todos os valores sdo igualmente
provaveis. Veja que o parédmetro n é o nimero de valores que a varidvel aleatdria pode assumir
e por isso n pode ser qualquer valor no conjunto N. Chamamos de espaco paramétrico o
conjunto de valores que o pardmetro de uma distribuicdo pode assumir. Nesse caso, o espaco
paramétrico para o pardmetro n é o conjunto dos niimeros naturais, isto é, N.

Vamos denotar a distribuicdo Uniforme Discreta com pardmetro n por Unif(n). Nesse
caso, se quisermos indicar que uma variavel aleatdria X seqgue a distribuicdo Uniforme Discreta
com parametro n podemos simplesmente escrever: X ~ Unif(n) (lé-se: a variavel aleatdria X
tem distribuicdo Uniforme Discreta com pardmetro n).

Funcéao de Probabilidade e Funcao de Distribuicao

Seja X ~ Unif(n) e suponha Im(X) = {x1,x2,...,x,}. Logo a sua funcdo de
probabilidade é definida por

px(x) =P(X=x)=-— Vi=12,...,n. (3.1)

Na Figura a sequir estdo os graficos da funcdo de probabilidade e funcao de
distribuicdo de uma variével aleatdria discreta. Veja que como a probabilidade associada
a cada elemento x; de Im(X) é o mesmo V i, os degraus no grafico da Funcao de Distribuicdo

tem mesmo tamanho, Figura [3.1(b
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T
’I -

—O
1/nt ° ° ° ° 3in | )
2/n | *—0 i
1/n — i
0 0p—0 h

| | | | | | | |

XX X T X Xt X2 X\ 7 Xa

(@) Funcéo de Probabilidade (b) Funcéo de Distribuicdo

Figura 3.1 — Distribuicdo Uniforme Discreta.

Esperanca e Variancia

Seja X uma v.a. discreta uniforme que assume valores xi,x2,...,X,. Seguindo a
Definigéo [2.T6] podemos calcular E(X),

1 1 1
EX)=—x1 4+ —x2 4+ + —x, =X, (3-2)
n n n

ou seja, E(X) é a média aritmética dos valores possiveis de X.

Com relacao a varidncia, temos a Definicao [2.29] de onde tiramos que
1 1 1
Var(X) = EX —EX)F = (=% + — (o =%’ + -+ —(u-%? =05 (33)

Exemplo 3.2 Langcamento de uma moeda
Considere o lancamento de uma moeda. Vamos definir a sequinte varidvel aleatéria X
associada a esse experimento:

X — 0 , se ocorre cara
“ | 1 , se ocorre coroa

Verifique se X é varidvel aleatéria uniforme discreta e calcule sua média e varidncia.

Solucao:

Para que essa v.a. tenha distribuicdo uniforme, é necessario supor que a moeda seja honesta
e, nesse caso,

1

px(0) = px(1) =3
o+1 1

EX) = —— ==
X = ——=>3

*
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Exemplo 3.3 Conserto de maquina

Uma mdquina pode apresentar 5 tipos diferentes de defeitos, que ocorrem aproximadamente
na mesma frequéncia. Dependendo do tipo de defeito, o técnico leva 1, 2, 3, 4 ou 5 horas para
consertar a mdquina.

(a) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar a duragédo do tempo de
reparo da méquina.

(b) Qual é o tempo médio de reparo desta mdquina? E o desvio-padréo deste tempo de
reparo?

(c) Séo 15 horas e acaba de ser entreque uma mdquina para reparo. A jornada normal de
trabalho do técnico termina ds 17 horas. Qual é a probabilidade de que o técnico ndo
precise fazer hora extra para terminar o conserto desta mdquina?

Solugao:
Seja T = "“tempo de reparo, em horas”.

(@) Como os defeitos ocorrem na mesma frequéncia, o modelo probabilistico apropriado é
uma distribuicao uniforme:

t
pr(t)=P(T =1

1= N
o= GO
SE N
1= O1

O = —

1+ 243+445
a 5
124224324424+ 52
o 5

(c) Seja E o evento “técnico vai ter que fazer hora extra”. Entéo

(b) E(T) = 3 horas

Var(T)

—9=2= DP(T)=1,41 horas

P(E)=P(T>2) = % =0,6

Logo, a probabilidade de que ele ndo tenha que fazer hora extra é 0,4.

*»"

3.3 Distribuicao de Bernoulli

Considere o lancamento de uma moeda. A caracteristica de tal experimento aleatério
é que ele possui apenas dois resultados possiveis. Uma situacdo andloga surge quando da
extracao da carta de um baralho, em que o interesse estd apenas na cor (preta ou vermelha)
da carta sorteada.

Definicao 3.4 Ensaio de Bernoulli

Um ensaio de Bernoulli, ou experimento de Bernoulli, é um experimento aleatério com
apenas dois resultados possiveis; por convencgéo, um deles é chamado “sucesso” e o outro,
“fracasso”.

Suponha que seja realizado um ensaio de Bernoulli e, baseado nesse experimento, seja
definida a varidvel aleatéria X:

X = { 1 , se ocorre sucesso

0 , se ocorre fracasso
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Veja que a variavel aleatdria assume o valor 1 no caso de sucesso e 0 no caso de
fracasso. X é chamada de v.a. de Bernoulli, como mostra a Definigéo 3.5

Definicao 3.5 Distribuicao de Bernoulli

Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do de Bernoulli com pardmetro p se ela é uma
varidvel indicadora de algum evento, denominado “sucesso”, com probabilidade p de
ocorréncia.

Primeiro veja que para qualquer ensaio de Bernoulli é sempre possivel definir uma v.a.
de Bernoulli, como j& comentado acima. Veja também que Im(X) = {0,1}, uma vez que X é
v.a. indicadora (Definigao [T.T1), P(X = 1) = p, probabilidade de sucesso, e P(X =0) =1 —p,
probabilidade de fracasso. Como p é uma probabilidade, o espaco paramétrico é o intervalo
[0,1]. E comum denotar a probabilidade de fracasso por g, isto é, g=1—-pe0<qg<1.

Vamos denotar a distribuicdo de Bernoulli com parédmetro p por Bern(p). Nesse caso,
se quisermos indicar que uma variavel aleatéria X seque a distribuicdo de Bernoulli com
parédmetro p podemos simplesmente escrever: X ~ Bern(p) (lé-se: a varidvel aleatéria X tem
distribuicdo de Bernoulli com parametro p).

Funcao de Probabilidade e Funcao de Distribuicao

A funcéo de probabilidade de X ~ Bern(p) pode também ser escrita da sequinte forma:
px(x) = P(X =x) = p*(1 —p)' =~ x=0,1. (3.4)

Verifique que P(X =1)=p e P(X =0)=1— p. Ja a sua funcdo de distribuicdo acumulada é
dada por:

0 sex <0
Fx(x) = 1T—p sel0<x<1 (3.5)
1 se x > 1

Na Figura [3.2] temos os graficos da funcdo de probabilidade e da funcao de
distribuicdo acumulada de uma varidvel de Bernoulli. Como /m(X) é um conjunto com
apenas dois elementos, /Im(X) = {0,1}, a funcdo de distribuicdo de X s6 tem dois pontos
de descontinuidade, em 0 e em 1.

T
1F ——
P . e
T—pf . 1 1—pt —_ g
0 0 — h
1 1 1 1
0 1 0 1
(@) Funcéo de Probabilidade (b) Funcao de Distribuicdo

Figura 3.2 — Distribuicao de Bernoulli.
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Esperanca e Variancia

Seja X ~ Bern(p). Entao,

EXX) = Ox(1—p)+1xp=p
EX?) = 0°x(1—p)+12xp=p
Var(X) = EX?)—[EX)F=p—p°=p(1—p)

Em resumo, se X ~ Bern(p) temos

E(X) = p (3.0)
Var(X) = p(1—p)

Exemplo 3.6 Lancamento de uma moeda
Considere, assim como no Exemplo [3.2 o lancamento de uma moeda e a seguinte varidvel
aleatoria X associada a esse experimento:

X =

0 , se ocorre cara
1 , se ocorre coroa.

Seja p a probabilidade de cara, 0 < p < 1. Jd vimos que se p = 1/2 entdo X é uniforme
discreta. Encontre a distribuicéo de X qualquer que seja o valor de p.

Solucao:

Como Im(X) = {0,1}, X tem distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p, qualquer que seja
p. Nesse caso o “sucesso” é definido como a saida cara, e ocorre com probabilidade p, e o
“fracasso” a saida coroa.

Note que se p = 1/2 X pode ser considerada uma v.a. de Bernoulli ou uniforme discreta,
para os outros valores de p X s6 pode ser considerada v.a. de Bernoulli. Nesse caso, a
Bernoulli com pardmetro p = 1/2 é equivalente a distribuicdo uniforme.

*»

Exemplo 3.7 Auditoria da Receita Federal

Um auditor da Receita Federal examina declaracées de Imposto de Renda de pessoas
fisicas, cuja variacéo patrimonial ficou acima do limite considerado aceitdvel. De dados
histdricos, sabe-se que 10% dessas declaragées sdo fraudulentas. Considere o experimento
correspondente ao sorteio aleatdério de uma dessas declaracées e defina a v.a. indicadora do
evento A = foi sorteada uma declaragéo fraudulenta (Definigéo [1.77). Encontre o modelos
probabilistico adequado para essa v.a.

Solucao:

Primeiro veja que o experimento correspondente ao sorteio aleatdério de uma dessas
declaracbes em que é observado se a declaracdo sorteada ou néo é fraudulenta é um
experimento de Bernoulli.

A v.a. indicadora do evento em questao pode ser definida por

Iy =

1 , se a declaracao sorteada é fraudulenta
0 , caso contrario.

Veja que Im(ls) = {0,1} e por isso podemos dizer que esta v.a. tem distribuicdo de
Bernoulli. O parametro p é a probabilidade de “sucesso”, que por definicdo é o evento
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associado ao valor 1 da variavel aleatdéria. Da forma com que /4 foi construida o “sucesso”
para esse ensaio de Bernoulli é encontrar uma declaracdo fraudulenta. Entdo p =0, 1.

Esse exemplo ilustra o fato de que “sucesso”, nesse contexto, nem sempre significa uma
situacao feliz na vida real. Aqui, sucesso é definido de acordo com o interesse estatistico no
problema. Em uma situacdo mais dramatica, “sucesso” pode indicar a morte de um paciente,
por exemplo.

*»

3.4 Distribuicao Binomial

Vamos introduzir a distribuicdo binomial, uma das mais importantes distribuicoes
discretas, através de dois um exemplo. Em sequida, discutiremos as hipdteses feitas e
apresentaremos os resultados formais sobre tal distribuicdo e novos exemplos.

Exemplo 3.8 Lancamentos de uma moeda
Considere o seguinte experimento: uma moeda é lancada 4 vezes. Seja p = P(sair a face
cara). Vamos definir a sequinte varidvel aleatdria associada a este experimento:

X = ndmero de faces caras considerando os quatro lancamentos da moeda.

Encontre a funcgéo de probabilidade da v.a. X.

Solugéo:
Como visto antes, cada lancamento da moeda representa um experimento de Bernoulli e como
0 interesse estd no nimero de caras, vamos definir sucesso = cara.

Para encontrar a funcao de probabilidade de X, o primeiro fato a notar é que os valores
possiveis de X sao: 0, que equivale a ocorréncia de nenhuma cara e, portanto, de 4 coroas; 1,
que equivale a ocorréncia de apenas 1 cara e, portanto, 3 coroas; 2, que equivale a ocorréncia
de 2 caras e, portanto, 2 coroas; 3, que equivale a ocorréncia de 3 caras e 1 coroa e, finalmente,
4, que equivale a ocorréncia de 4 caras e nenhuma coroa. Assim, os possiveis valores de X
sdo

X=01234

Vamos, agora, calcular a probabilidade de cada um desses valores, de modo a completar a
especificacdo da funcdo de probabilidade de X. Para isso, vamos representar por K; o evento
“cara no i-ésimo lancamento” e por C; o evento “coroa no i-ésimo lancamento”.

e X=0
Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{X=0}EC10C2QC3QC4
E razoavel supor que os lancamentos da moeda sejam eventos independentes, ou seja,

o resultado de um lancamento nao interfere no resultado de qualquer outro lancamento.

Dessa forma, os eventos (; e Kj sdo independentes para i # j. (Note que os eventos (; e
Ki sdo mutuamente exclusivos e, portanto, ndo séo independentes — se sair cara em um
lancamento especifico, ndo é possivel sair coroa nesse mesmo lancamento e vice-versa).

Analogamente, os eventos (; e (; sdo independentes para i # j, bem como os eventos
Ki e Kj, i # j. Pela regra da probabilidade da intersecdo de eventos independentes,
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resulta que
P(GNGNGNG) = P(G) xP(G) x P(G3) x P(Gy)

(1=p)x (1 =p)x(1=p)x(1—=p)
= (1-p)

X =1
O evento X =1 corresponde a ocorréncia de 1 cara e, consequentemente, de 3 coroas.
Uma sequéncia possivel de lancamentos é

KinGnGn G

Vamos calcular a probabilidade desse resultado. Como antes, os lancamentos séo
eventos independentes e, portanto,
PIKinGNGNnG) = P(Ky) x P(G) x P(G) x P(Cs)
= px(1=p)x(1=p)x(1-=p)
= p(1—p)’

Mas qualquer sequéncia com 1 cara resulta em X = 1, ou seja, a face cara pode estar em
qualquer uma das quatro posicdes e todas essas sequéncias resultam em X = 1. Além
disso, definida a posicéo da face cara, as posicoes das faces coroas ja estdo determinadas
— sdo as posicoes restantes. Entdo, temos a sequinte equivaléncia:
{X:1} = {K1 ﬂCzﬂC}ﬂC4}U{C1 ﬂKzﬂC3ﬂC4}U
{GnGnKsNGYIU{GNGNGN K}

Mas os eventos que aparecem no lado direito da expressdo anterior sdo eventos
mutuamente exclusivos. Logo,

PX=1) = P(KinGnGCn Gy
+P(CGNKNGNG)
+P(CGNGNKNG)
+P(CG NG NGNK:)

= px(1—=p)x(1—=p)x(1—-p)
+(1=p)xpx(1—=p)x(1-p)
+(1—=p)x (1 —p)xpx(1-p)
+(1=p)x (1 —=p)x(1—=p)xp
= 4p(1 —p)3

X =2
O evento X = 2 corresponde a ocorréncia de 2 caras e, consequentemente, de 2 coroas.

Qualquer uma dessas sequécias tem probabilidade p?(1 — p)?.

As sequéncias de lancamentos com 2 caras e 2 coroas sdo as seguintes:

KiKy GGGy
KiGK3G
KiGGKy
G GK3Ky
GKoGKy
67,67,€1"
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Todas essas 6 sequéncias tém a mesma probabilidade e correspondem a eventos
mutuamente exclusivos. Temos a sequinte equivaléncia:

{XZZ} = (KINKNnGnNnG)UKINGNKsnG)u
(KinGNGNK)U(C N GNKsN Ky U
(CNKNGNK)U(C N Ko N KN Cy)

e, portanto,

PX=2) = P(KiNKaNGC3NGCy)+P(KiNCNKsNCy)+
P(KiNG N CGNKy)+P(CNGCNKsN Ky +
P(CI N KN GNKy) +P(C N KN KN Cy)

= 6p°(1—p)°

e X=3eX=4

Os casos X =3 e X = 4 sédo analogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta
trocar caras por coroas e vice-versa. Assim,

P(X =3)=4p>(1 - p)

P(X =4) = p*
Dessa forma chegamos a resposta:
[ (1—=p)* ,sex =0
4p(1—=p) ,sex=1
| 6pP1—p)? L sex=2
PX(X) =1 4p3(1 —p) ,sex=3
/34 ,sex =4
0 , caso contrario.

E importante notar que a hipétese de independéncia dos lancamentos da moeda foi
absolutamente fundamental na solucdo do exemplo; foi ela que nos permitiu multiplicar as
probabilidades dos resultados de cada lancamento para obter a probabilidade da sequéncia
completa de n lancamentos. Embora essa hipdtese seja muito razoavel nesse exemplo, ainda
assim é uma hipotese “subjetiva”.

Outra propriedade utilizada foi a da probabilidade da unido de eventos mutuamente
exclusivos. Mas aqui essa propriedade é dbvia, ou seja, ndo ha qualquer subjetividade: os
eventos C1NK; e Ky NG, sédo mutuamente exclusivos, pois no primeiro lancamento ou sai cara
ou sai coroa; ndo pode sair cara e coroa no primeiro lancamento, ou seja, cada lancamento é
um experimento de Bernoulli.

*»

Exemplo 3.9 Bolas em uma urna

Uma urna contém quatro bolas brancas e seis bolas verdes. Trés bolas séo retiradas dessa
urna, com reposicdo, isto é depois de tirada a primeira bola, ela é recolocada na urna e
sorteia-se a sequnda, que também é recolocada na urna para, finalmente, ser sorteada a

terceira bola. Vamos definir a sequinte varidvel aleatdria associada a esse experimento:
X = numero de bolas brancas sorteadas.

Encontre a funcéo de probabilidade da v.a. X.
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Solucao:

7

O importante a notar aqui é o seqguinte: como cada bola sorteada é recolocada na urna
antes da préxima extracdo, a composicdo da urna é sempre a mesma e o resultado de
uma extracdo nao afeta o resultado de outra extracao qualquer. Dessa forma, em todas
as extracoes a probabilidade de bola branca (e também bola verde) é a mesma e podemos
considerar as extracbes como independentes. Assim, temos uma situacdo andloga a do
exemplo anterior: temos trés repeticdoes de um experimento (sorteio de uma bola), essas
repeticoes sao independentes, em cada uma delas ha dois resultados possiveis — bola branca
(sucesso) ou hola verde (fracasso) — e as probabilidades de sucesso e fracasso sdo as mesmas.
Assim, cada extracdo equivale a um experimento de Bernoulli e como o interesse estd nas
bolas brancas, vamos considerar sucesso = bola branca e da observacao anterior resulta que
4

P(sucesso) = 10

Os valores possiveis de X sdo 0,1,2,3, uma vez que sao feitas trés extracdes. Vamos
calcular a probabilidade de cada um dos valores de X. Como antes, vamos denotar por V; o
evento “bola verde na i-ésima extracao” e por B; o evento “bola branca na i-ésima extracdo”.
Da discusséao anterior, resulta que, para i # j, os eventos V; e Bj sdo independentes, assim
como os eventos B; e B; e os eventos V; e V;.

e X=0

Esse resultado equivale a extracéo de bolas verdes em todas as trés extracoes.

{X=0}E{V1ﬂ\/2ﬂ\/3}

Logo,
PX=0) = P(VinVyn W)
= P(V4) x P(V2) x P(V3)
_ 6 .6 6 _ (6}’
10 710 “ 10 \10
e X =1

Esse resultado equivale a extracdo de uma bola branca e, por consequéncia, duas bolas
verdes. A bola branca pode sair em qualquer uma das trés extracoes e, definida a
posicdo da bola branca, as posicdes das bolas verdes ficam totalmente estabelecidas.

Logo,
2
e (3) (3

Os casos X = 2 e X = 3 sdo andlogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta
trocar bola branca por bola verde e vice-versa. Assim,

P(X:Z):3(140)2(160) e P(X:3):(12)3

Esses dois exemplos ilustram a distribuicdo binomial, que depende de dois parametros:

o numero de repeticdes n e a probabilidade de sucesso p de cada ensaio de Bernoulli. No

Exemplo[3.8] n = 4 e temos uma probabilidade de sucesso qualquer p. No Exemplo[3.9) n =3
4

e X=2eX=3

*»

ep=_—.

10



3.4. DISTRIBUICAO BINOMIAL 57

Nos dois exemplos anteriores, tinhamos repeticoes de um ensaio de Bernoulli que
podiam ser consideradas independentes e a probabilidade de sucesso p se mantinha constante
ao longo de todas as repeticdes. Essas sdo as condicdes definidoras de um experimento
binomial.

Definicdo 3.10  Experimento Binomial

Um experimento binomial consiste em repeticées independentes de ensaios de Bernoulli
com probabilidade p de sucesso, probabilidade essa que permanece constante em todas
as repeticoes.

Definicao 3.11  Distribuicao Binomial

Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢cdo Binomial com paréimetros n e p quando esta
representa o numero de sucessos em n ensaios de Bernoulli, independentes, cada um
com probabilidade p de sucesso.

Veja que se X tem distribuicdo Binomial, entdo os valores possiveis de X séo
0,1,2,...,n, isto é Im(X) = {0,1,2,...,n}. O espaco paramétrico para o parametro n é
o conjunto N e para o pardmetro p o intervalo [0, 1].

Vamos denotar a distribuicdo Binomail com parametros n e p por Binom(n, p). Nesse
caso, se quisermos indicar que uma variavel aleatdria X seque a distribuicdo Binomial com
parametros n e p podemos simplesmente escrever: X ~ B(n,p) ou X ~ bin(n,p) (lé-se: a
varidvel aleatéria X tem distribuicdo Binomial com paréametros n e p).

Funcao de Probabilidade

Nessa secédo ser apresentada a funcdo de probabilidade de X ~ B(n,p). Para isso
precisamos definir P(X = x) para x =0,1,2,...,n. Veja que o evento {X = x} corresponde a
todas as sequéncias de resultados com x sucessos e n — x fracassos. Como as repeticoes sao
independentes, cada uma dessas sequéncias tem probabilidade p*(1 — p)”~*. O ndmero total

. A . , . . . . n N
de tais sequéncias é dado pelo coeficiente binomial , apresentado na Definicéo [3.12
X

Definicao 3.12  Coeficiente Binomial
o L : . .. [n , .
Para n e k inteiros define-se o coeficiente binomial B como o numero de maneiras

com que k elementos podem ser escolhidos dentro de um total de n elementos. Para
k < n esse numero pode ser calculado por:

ny n!
(k) - kl'(n — k)

5 N - n N ,
Por convencéo definimos = 0 quando k > n, pois ndo hd como escolher mais
/
K

elementos do que o total de elementos disponiveis.
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. n . , .
Veja que (k) pode ser interpretado como o niimero de subconjuntos com k elementos
dentro de um conjunto com n elementos. Lembre-se que n! representa o fatorial de n, definido

comon!=nx(n—1)x(n—2)x---x2x1. Por definicao, 0! = 1.

Dessa forma chegamos na sequinte fungéo de probabilidade para X ~ B(n, p).

n

px(x) =P(X =x) = ( )px(1 —p)" 7, x=0,1,2,...,n. (3.8)

X

Vamos verificar que a expressao apresentada na Equacao realmente é uma funcéo

de probabilidade. Para isso é preciso mostrar que px(x) > 0 para qualquer x € R e

vaelm yPx(x) = 1. E imediato ver, da Equacéo que px(x) > 0. Para mostrar que a
soma das probabilidades é 1, usaremos o Teorema [3.13| do bindmio de Newton.

Teorema 3.13 Binomio de Newton
Dados dois ntmeros reais quaisquer x e a e um inteiro qualquer n, entéo

(x +a)" = Z (k)akx” k

k=0

Vamos agora ao resultado que falta.

n

> px=Y_ (Z)p*m —p)" =+ (1 —p)" =1

Vxelm(X) x=0

*
Onde a passagem = é uma aplicacdo direta do Bindmio de Newton, Teorema m
Assim, a Equagéo [3.8] realmente define uma fungéo de probabilidade.

Esperanca e Variancia

Vamos calcular primeiro E(X), para X ~ B(n, p).

B n B B n n B ~ ok
_ng(X_k)_§k(k) pk(1—p)" Z I k(1 —p)

Quando k = 0, a parcela correspondente no somatério é nula. Logo, podemos escrever (note
o {ndice do somatdrio!):

n

|
EX) =) kg (1 Z k ‘ T U

k=1

e como k # 0, podemos dividir o numerador e o denominadr por k, o que resulta na
simplificacéo

. n! Z n(n—1)

F00 = X e P = i (PP 0

k=1 k=1

(n— 1 _ _ " (n—1 _ _
— ”/—72 k)!pk 1 (1 _ p)n k = np k} (k iy )pk 1 (1 _ p)n k
=1
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Fazendo j = k — 1, temos que

kK = j+1
k = 1=,=0
k = n=j=n-1

Logo,
n—1

E(X) = an ( . )pf (1—p)" "

1

Veja que a expressdo marcada com chaves é igual a 1 pois é o somatério da funcéo de
probabilidade de uma distribuicdo binomial com parametros (n — 1) e p para todos os valores
possiveis dessa variavel aleatdria. Portanto,

X ~ B(n, p) = E(X)=np (3.9

Vamos, agora, calcular E(XZ). Usando raciocinio analogo ao usado no calculo da
esperanca, temos que:

2\ _ 2(N\ k4 ik _ . nl kg oyn—k _
E(X) =Y « (k)p (1—p) —Zkk!(n_k)!p (1—p)k =

k=0 k=1
= ikz n! pk (1 = p)"k =
T = k(k— 1) (n— k) P =
n [']' k
— I ° n—
;<(k—1)!(n P (=)
n
. n(n—"11 1 n—k
- Zk(k—1)!(n—l<)! (’J xp )(1 P =

(n—="1)!
_ I k=1(1 _ p)n—k
np E < N (n — &) P (1—=p)

Faca a sequinte troca de variavel: j = k — 1. Continuando,

_ . (n—="1)! . i1
E(X) = an(/H)WW—p) ==

!
= n E Jf (1—p)" "+ nai _ =Dt p/ (1 )it =

n—1
an ( , )p/ ) j—i—an( ) —p)"i

(n=1)p 1

O primeiro somatdrio é a esperanca de uma bhinomial com parametros (n — 1) e p; portanto,
pelo resultado apresentado na Equacéao é igual a (n — 1) p. J& o sequndo somatdrio é a
soma das probabilidades dos valores de uma binomial com esses mesmos parametros, logo, é
igual a 1. Segue, entdo, que

E (Xz) =np(n—1)p+npx1=n?p>—np?>+np
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e, portanto,
Var (X) = E(X?) = [E(X)]? = n’p? — np? + np — (np)* = np — np?

ou seja,
X ~ B(n, p) = Var (X) = np (1 —p) (3.10)

Note que a esperanca e a varidncia da binomial sdo iguais a esperanca e a variancia
da distribuicdo de Bernoulli, multiplicadas por n, o nimero de repeticées. Pode-se pensar na
distribuicao de Bernoulli como uma distribuicdo binomial com parametros n =1 e p.

Exemplo 3.14  Tiro ao alvo
Um atirador acerta, na mosca do alvo, 20% dos tiros. Se ele da 10 tiros, qual a probabilidade
de ele acertar na mosca no mdximo uma vez?

Solucao:

Podemos pensar os tiros como experimentos de Bernoulli independentes, em que o sucesso
é acertar no alvo e a probabilidade de sucesso é 0,20. Entao, o problema pede P(X < 1), em
que X = numero de acertos em 10 tiros. Logo, X ~ bin(10;0,20) e

PX<1) = PX=0)+P(X=1)
- (100) (0,20)° (0,80)" + (110) (0,20)" (0,80)°
= 0,37581

*»

Exemplo 3.15 Partidas de um jogo

Dois adversdrios A e B disputam uma série de oito partidas de um determinado jogo. A
probabilidade de A ganhar uma partida é 0,6 e nédo hé empate. Qual é a probabilidade de A
ganhar a série?

Solucao:

Note que s6 podem ocorrer vitérias ou derrotas, o que significa que temos repeticées de um
experimento de Bernoulli com probabilidade 0,6 de sucesso (vitéria do jogador A). Assumindo
a independéncia das provas, se definimos X = numero de vitérias de A, entdo X ~ bin(8;0, 6)
e o problema pede P (X >5), isto é, probabilidade de A ganhar mais partidas que B.

PX>5) = PX=5+P(X=6+P(X=7)+P(X=28)
- (g) (0,6)°(0,4)° + (2) (0,6)° (0, 4)% +

8 7 1 8 8 0
+(7) (0,6)" (0,4)" + (8) (0,6)7(0,4)

= 0,5940864
*»"

Exemplo 3.16  Parametros da binomial
Em uma distribuicdo binomial, sabe-se que a média é 4,5 e a variéincia é 3,15. Encontre os
valores dos pardmetros da distribuicéo.

Solucéo:
Temos que

np = 4,5
np(1—p) = 3,15
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Substituindo a primeira equacdo na segunda, resulta

4,5(1—-p) = 3,15=
1—p = 07>
p = 03

Substituindo na primeira equacdo, obtemos que

n=45/0,3=15.

*
Forma da Distribuicao Binomial
Se X ~ bin(n; p), entdo temos
n! k+1 —k—1
1 — p)yn—k
PX=k+1) _ keiin—k—apP (=P
PX=k n! . _
- 1 — p)n—k
kin— kP =P
n—k p
= k=0,1,...,
k+11—p n=
n—k p
PX=k+1) = P(X = & 3.1
X=k+1) = (7o, PX=K (3.11)

Temos, asim, uma forma recursiva de calcular probabilidades binomiais.

Suponhamos, agora, que a probabilidade maxima ocorra em kp. Usando o resultado
acima, temos que ter

P(X=ko+1) 1:>n—l<0 p
P(X = ko) - kn+11—p
np < k+1—p=>ko>pn+1)—1

<T=np—kp<k—kp+1—p=

Analogamente, temos que ter

P(X = ko) 15 (n—(ko—=1) p
PX=k—1) — ko 1—p
ke < pn+1)

>1=>np—kop+p<ko—kop =

Resulta, entdo, que se ky é ponto de maximo, entdo
pn+1)—-1<ko <p(n+1)
e como kg tem que ser inteiro, temos que ter
ko = [p(n + 1)] (3.12)

em que [x] representa o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, se n=7e p=0,2,
temos que ter 0,2 x8—1 < kp <0,2x8, ouseja, 0,6 < ky<1,6e 0 ponto de maximo ocorre
em kg = 1.

Note que, se p(n + 1) for inteiro, entdo a distribuicdo é bimodal, com moda em kg1 =
p(n+1)e kpx =p(n+1)—1 pois
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P(X =pn+1)) _ PX=np+p) n—(ap+p-1) p
PX=pnh+1)-=1)  PX+np+p—-1 np+p =)
n—np—p+1 p _ (n+1)—p(n+1)

p(n+1) -’I—p_ (n+1(1—-p)

(n+N(1—p

(n+1)(1—p)

=1

Para o caso em que p = 0,5, esses resultados implicam que a distribuicao serd unimodal
quando n + 1 for impar e bimodal quando n + 1 for par, ou seja, se p = 0,5, a distribuicao
¢ unimodal para n par e bimodal para n impar. Além disso, se p = 0,5, a distribuicao sera
simétrica, pois

n
k

n

PX=k) = ( n—k

)0, 551 —0,5)"k = ( )0, 50=k(1 —0,5)"" "=k = P(X = n — k)

Esses resultados estédo ilustrados na Figura [3.3] onde temos gréficos da distribuigao
binomial para diferentes valores dos parédmetros n e p. Note que a distribuicdo é assimétrica
quando p # 0,5 e a assimetria é positiva quando p < 0,5 e negativa quando p > 0,5.

0.4 0.4
0.3 B 03 *
[ ) [ )
[ )
02} . . i 021 |
[ ) [ ]
01 ¢ ¢ 1 01} 1
° ° [ ] [ ]
0 B e e e e e 8’ () e O e e e e e S e
01 23 4546 7 8 910 01 23 4567 8 910
(@) B(n =10,p =0,5) (b) B(n=7,p=0,5)
0.4 T 0.4 T
[ ) [ ]
0.3 B 03 *
[ ] [ ]
02 ° . 0.2 ® .
0.1 ? a 0.1} ? a
[ ) [ )
0 9. [ e . ————————
01 23 4546 7 8 910 01 23 4567 8 910
() Bln=7,p=0,2) (d) B(n=7,p=0,8)

Figura 3.3 — Funcao de Probabilidade da Distribuicdo Binomial.

3.5 Distribuicao Hipergeométrica

Assim como na secdo anterior, nessa comecar esta com um exemplo antes da
formalizacdo da nova distribuicao.
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Exemplo 3.17 Bolas em uma urna
Considere a situagdo do Exemplo[3.9 em que 3 bolas eram retiradas de uma urna composta por
4 bolas brancas e 6 bolas verdes. Naquele exemplo, as extracées eram feitas com reposicdo.
Vamos supor, agora, que as extracées sejam feitas sem reposicéo. Vamos definir novamente
a varidvel aleatdria:

X = numero de bolas brancas sorteadas.

Encontre a fung¢do de probabilidade da v.a. X.

Solucéo:

No exemplo [3.9 as bolas eram retiradas com reposicdo, agora estamos supondo que as
extragdes sejam feitas sem reposicdo. O que muda? A primeira observacdo é a de que as
probabilidades em cada extracdo dependem das extracdes anteriores, ou seja, ndo temos mais
independéncia ou probabilidades constantes. A segunda observacao é que cada subconjunto
de 3 bolas é igualmente provavel, ja que as extracdes sdo aleatérias. O numero total de

. . , (1 .
subconjuntos de 3 bolas retiradas das 10 bolas da urna é (30) e, portanto, cada subconjunto

tem probabilidade 11—0.
3)

Vamos considerar, novamente, a varidvel aleatéria X que representa o numero de bolas
brancas extraidas. Como ha 6 bolas verdes na urna, é possivel que todas as trés bholas
extraidas sejam verdes, isto é, X = 0 é o valor minimo. No outro extremo, como hé 4 brancas
na urna, é possivel que todas as bolas extraidas sejam brancas, ou seja, X = 3 é o valor

maximo. E possivel obter, também, 1 ou 2 bolas brancas. Logo, os valores possiveis de X séo
0, 1, 2, 3. Vamos calcular a probabilidade de cada um desses valores.

e X=0

Ter O bola branca na amostra, significa que todas as 3 bolas séo verdes. Como ha 6
bolas vedes, o nimero de maneiras que podemos retirar 3 bolas verdes é dado por (g)
Logo,

(3)
P(X =0)= -
()
e X =1

Ter 1 bola branca na amostra, significa que as outras 2 sdo verdes. Como hé 4 bolas
’ . . , 4

brancas, o niumero de maneiras que podemos retirar 1 bola branca é dado por (1)

Analogamente, como hé 6 bolas verdes, o nimero de maneiras que podemos retirar 2

bolas verdes é (g) Pelo Principio Fundamental da Multiplicacéo, o nimero de maneiras

que podemos retirar 1 bola branca e 2 bholas verdes é (?) X (g) Logo,

e X=2eX=3

Analogamente,

Suponhamos que nossa amostra seja, agora, de 5 bolas. Como sé ha 4 bolas brancas,
nao é possivel obter uma amostra formada apenas por bolas brancas. Mas, vamos pensar, por
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um momento, que pudéssemos ter X = 5. Seguindo o raciocinio anterior, teriamos que

o= 5 = (é)(1><0)(8> L,

uma vez que (g) =0, jad que 4 < 5, veja a Definicao de coeficiente binomial. Isso resulta
numa probabilidade nula para o evento impossivel X = 5.

*»

A generalizacdo do contexto do exemplo anterior é a seguinte: temos uma populacédo
de tamanho N (a urna com as bolas) dividida em 2 classes (duas cores). A classe que
estamos interessados em observar sera considerada “sucessos” e a outra “fracassos”. Seja
r o nimero de individuos da classe sucesso entre os N individuos da populacéo, logo a classe
fracasso possui N — r individuos. Dessa populacdo vamos extrair uma amostra de tamanho n
sem reposicdo. A varidvel aleatdria de interesse é

X = nlmero de sucessos na amostra.

Essa varidvel aleatéria tem distribuigdo Hipergeométrica, como mostra a Definigao[3.18|abaixo.

Definicao 3.18  Distribuicao Hipergeométrica

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéo Hipergeométrica com parémetros N, r e n
quando esta representa o numero de sucessos dentro de uma amostra de tamanho n
extraida, sem reposicdo, de uma populacdo de tamanho N formada por r sucessos e
N — r fracassos.

Vamos primeiro analisar o espaco paramétrico para os parédmetros N, r e n. Como N é o
tamanho da populacéo, entdo N € N. Como n é o tamanho da amostra retirada da populacao
de tamanho N, entdo 0 < n < N. Por ultimo, o parédmetro r indica o nimero de sucessos
dentro da populacédo de tamanho N, entdo 0 < r < N.

Para determinar os valores possiveis de X, isto é, Im(X), temos que considerar diferentes
possibilidades para a composicdo da populacdo em termos dos nimeros de sucessos e
fracassos relativos ao tamanho da amostra.

e Se for possivel ter uma amostra sé6 com sucessos ou s6 com fracassos, isto é, se r > n
e N —r > n, entdo os possiveis valores de X variam de 0 (amostra formada s6 por
fracassos) a n (amostra formada s6 por sucessos).

e Se for possivel ter uma amostra sé com sucessos, mas ndo s6 com fracassos, isto é, se
r>neN—r < n,entdo o nimero maximo de fracassos na amostra é N —r e, portanto,
o numero minimo de sucessos é n — (N —r). Logo, os valores de X variam de n — (N —r)
an.

e Se for possivel ter uma amostra s6 com fracassos, mas ndo s6 com sucessos, isto é, se
N—r >ner < n, entdo o niimero minimo de sucessos na amostra ¢ 0 e o niimero
maximo é r.

Vejamos algumas situacdes que ilustram os itens destacados acima.

e SeN=6n=3,r=3=>n>reN—-r=6-3=32>n=3. Entdo podemos ter uma
amostra sé com sucesso ou s6 com fracasso. Nesse caso Im(X) = {0,1,2,3}. De forma
geral, Im(X) ={0,...,n}.
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e SeN=6,n=3r=4=>n>reN—-r=6—-4=2< n. Entdo o nimero maximo
de fracassos na amostra é N — r = 2, logo no minimo temos que ter n — (N —r) =1
secesso, ou seja, Im(X) = {1,2,3}. De forma geral, Im(X)={n—(N—r),...,n}.

eSeN=6n=3r=2=r<neN—-r=6-2=4>n Entdo o nimero
maximo de sucessos na amostra é r = 2, ou seja, Im(X) = {0,1,2}. De forma geral,
Im(X)={0,...,r}.

Vamos denotar a distribuicdo Hipergeométrica com pardmetros N, r e n por X ~
hiper(N,r,n) ou X ~ Hgeo(N, r,n). Nesse caso, se quisermos indicar que uma variavel
aleatéria X segque a distribuicdo Hipergeométrica com parametros N, r e n podemos
simplesmente escrever: X ~ hiper(N,r,n) ou X ~ Hgeo(N, r, n) (lé-se: a varidvel aleatdria
X tem distribuicdo Hipergeométrica com parédmetros N, r e n). Atencédo: alguns livros usam
letras diferentes para representar cada parametro.

Funcao de Probabilidade

O nimero total de amostras de tamanho n que podem ser extraidas de uma populacdo
.~ (N . . , .
de tamanho N, sem reposicéo, é (n). Note que isso equivale ao niimero de subconjuntos de
tamanho n do conjunto universo de tamanho N.

Para calcular a probabilidade de k sucessos na amostra, P(X = k), vamos considerar
as 3 situacdes anteriores:

e Sucessos e fracassos suficientes: r>ne N—r > n.

N—r
n—k

[ (o)
P(sz):u (3.13)

Ha (,C) maneiras de tirarmos k sucessos e (
completam a amostra. Logo,

maneiras de tirar os fracassos que

e nesse caso, os valores de k vao de 0 a n.

e Sucessos suficientes, mas néao fracassos: r>ne N—r < n.

Vimos que os valores de X variam de n—(N—r) a n. Para qualquer valor k < n—(N—r), o
coeficiente binomial (V=/) sera 0, pela Definicao Por exemplo, se k = n—(N—r)—1,
resulta

N—r\ N—r . N—r _ 0
(n—k) B (/7—[/7—(N—/‘)—1]) B (N—l‘+1) B

Entdo, ainda podemos usar a Equacao para calcular as probabilidades,
considerando k variando de 0 a n.

e Fracassos Suﬁcientes, mas néo sucessos: N—r>ner<n.

Vimos que os valores X variam de 0 a r. Para qualquer valor kK > r, o coeficiente
binomial (,’() sera 0, pela Definicdo Entdo, ainda podemos usar a Equacéo
para calcular as probabilidades, considerando k variando de 0 a n.
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Resumindo, se X ~ hiper(N, r,n) entdo a sua funcéo de probabilidade é definida por:

()
px(x) = P(X = x) = "(/’\7/)_" x=0,....n (3.14)
n

Para provar que a Equacéo [3.74] realmente define uma funcéo de probabilidade, note
inicialmente que P (X = x) > 0 V x € R. Além disso temos que provar que a probabilidade do
espaco amostral é 1, isto é, que ZX|XE,,”(X) P(X =x) =1, ou seja

N
n

4 1 191 et A
= ) > (6
(0= -(0) 019

Entdo basta provar

Para tal, vamos precisar do resultado apresentado na Proposigao [3.179) a seguir.
Proposicao 3.19  Formula de Euler
Sejam m, n e s inteiros tais que s < n + m. Entdo é verdade que:
)
Z (m n m+n
k|\s—k|] s

k=0

Demonstragao:

Veja que se m =0 e n = 0 a igualdade é trivialmente satisfeita. Vamos analisar entdo o caso
em que m > 0oun >0.

Seja C um conjunto ndo vazio com m + n elementos. Veja que C pode ser partido em
dois conjuntos disjuntos com m e n elementos, respectivamente. Vamos denotar tais conjuntos
por C, e Cp, onde C, tem n elementos, C,, tem m elementos, C, N C, =% e C, U C,, = C.

. . m ) .
Fixando 0 < k < s, veja que (k) representa o nimero de subconjuntos de C, com

k elementos e ( representa o nimero de subconjuntos de G, com s — k elementos.

s—k

m n , . ,
Logo, (I ) ( k) representa o numero de subconjuntos de C com s elementos tais que k
k] \s—

elementos pertencem a G, e os outros s — k elementos pertencem a Cp,.

S

. m n , .

Entéo, )_ (k) ( k) representa o niumero de subconjuntos de C com s elementos,
k=0 S =

. , [m+n
tsto e, .
s

g

Podemos ver que a Equacéo nada mais é que a férmula de Euler com kK = x, m =r,
n=N—res=n,oque resulta que

[t R A R

e isso completa prova de que a Equacéo realmente define uma funcdo de probabilidade.
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Esperanca e Variancia

Nessa secdo iremos calcular a esperanca e variancia de X ~ hiper(N, r,n). Vamos
comecar pelo calculo de E(X).

Na passagem = acontece a mudanca do indice pois quando x = 0 o somatério se anula.
Continuando,

R (] ot B R Y
= sl

n

- = Zxx!rr!—x! g/—x
(V] = ilnt)= X

X=

n n

-1 N—r
)ZX x—‘I'(/—X) n—x
Como x # 0 podemos simplificar a expressdo acima e sequir com as contas abaixo.
1 < r(r—1)» N—r roe (r—"1)" N—r
E(X) = =
(%) (N);(X—H!(r—x)!(n—x) (N);(X—U!(r—x)! n—x

n

n

Faremos agora a seguinte troca de varidvel no somatério: y = x — 1.

E(X) = iu,l__11_ (HT:L):/’;/E(/‘?1)(17/:/1_:L)
et =l ) il
n

=0 y=0

o

n

*

Veja que na expressao destacada por x podemos aplicar a Férmula de Euler, Proposicéo [3.79
comn=N—-r,m=r—1,s=n—"1. Assim seguimos com

E(X) = N —1 nll(ALv/ler (N—=1)! (=Y (N—NT  rn
()_(N)(71) NI (0= DUN—mT ~ NN—AT (n—HT ~ N

Logo,
X ~ hiper(N, r,n) = E(X)=n— (3.16)

Vamos agora calcular E(X?).

£ (x) = Zz()(N:)_ZZ()(N__)



68 CAPITULO 3. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS

*
Novamente, na passagem = acontece a mudanca do indice pois quando x = 0 o somatdrio se

anula. Continuando,

BRI ([ st B
R (n)xﬂ HIE §

Como x # 0 podemos simplificar a expressdo acima. As contas abaixo seque ja com a troca
de varidavel y = x — 1 e com a retirada da constante r de dentro do somatdrio.

n—1 n—1
(r—"1)! N—r r r—1 N—r
E(X) = E (y+1 ( ): (y+1)( )( )
(n)g_o ylir=1—yl\n—-1—y /I:/)y_o y n—1—y

- )fu(f”)(n_1_J)+”;( L)
Py RIS 1 A B S1 G [ iy

y=0
N - N —1 - N —1
j=0 Jj=0
n n—1 n—1

L 51 S2 -

n

r(r—1) N —r
)ZX X(x —1)! l—x)!(n—x

o

Mas o primeiro somatdrio é a esperanca de uma hipergeométrica com parédmetros N —
1,n—1er—1ouseja Sy =(n— /’\/:11. J& o sequndo somatoério é a soma das probabilidades
no espaco amostral de uma hipergeométrica com os mesmos pardmetros, ou seja, S; = 1.
Seque, entdo, que

r(N—1)
2\ \n—1 PN _m (=1 (r=1)+N-1
E(X)—iN [(n 1)N_1+’|]—Nx N1
n
e, portanto,
) B 5 o o (n=1)(r—=1)+N-1 n?r?
Var (X) = E(X%) —E(X) =N X N1 Y
_ rnx_(n—1)(r—‘|)+/\/—1 nr —mx nr—n—r+1+N-1 nr
N N —1 N N —1 N
_ Ex—nr—n—r—i-N ﬂ _rm. Nnr—nN — Nr+ N?> — Nnr + nr
N N —1 N N (N —1)
_ rnx_—nN NI+N2+n/ B /N —n)— (N_”)_,7L(N_'7)(N_r)
N N (N —1) "N N (N —=1) N N(N=1)
Ou seja,
. ) rN—rN-—-n
X ~ hiper(N, r,n) = Vai (X)—nN N N_1 (3.17)

Exemplo 3.20 Equipe de programadores

Entre os 16 programadores de uma empresa, 12 sédo do sexo masculino. A empresa
decide sortear 5 programadores para fazer um curso avangado de programagdo. Qual é a
probabilidade dos 5 sorteados serem do sexo masculino? Quantos
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Solucao:
Sucesso = sexo masculino. Se X = nliimero de homens sorteados, entdo X ~ hiper(16;12;5)
e o problema pede

() 12x11x10%x9x8 33

Pr(X =5) = = =
" ) (156) 16 x15x14x13x12 14x13

=0,181319

*»"

Distribuicao Binomial versus Distribuicao Hipergeométrica

Vamos fazer agora algumas comparacées entre as distribuicoes binomial e
hipergeométrica, considerando que elas descrevem a extracdo de amostra de tamanho n.

No contexto da binomial, a amostra é retirada com reposicéo, enquanto na hipergeométrica
as extracbes sdo feitas sem reposicéo.

A esperanca da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pela probabilidacde
de sucesso; Na hipergeométrica, a esperanca também é o produto do tamanho da amostra
pela probabilidade de sucesso, probabilidade essa tomada apenas na primeira extracao.

A varidncia da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pelas probabilidades

de sucesso e fracasso. Na hipergeométrica, considerando apenas a primeira extracdo, a
A . . N—n
varidncia é igual a esse produto, mas corrigido pelo fator N_1°
Em pesquisas estatisticas por amostragem, normalmente lidamos com amostragem sem
reposicao. No entanto, os resultados tedricos sobre amostragem com reposicdo sdo bem mais
simples, pois envolvem variaveis independentes); assim, costuma-se usar uma aproximacao,
sempre que possivel. Ou seja, quando a populacdo (tamanho N) é suficientemente grande
(de modo que podemos encara-la como uma populacédo infinita) e o tamanho da amostra é
relativamente pequeno, podemos “ignorar” o fato de as extracdes serem feitas sem reposicao.
Lembre-se que a probabilidade em extracdes sucessivas séo lN ﬁ ﬁ Entdo, se N
é “grande” e n é pequeno, temos que N~ N—1= --- = N —n. Nessas condicoes, extracoes
com e sem reposicao podem ser consideradas como equivalentes. O termo que aparece na
variancia da hipergeométrica, %:’17 é chamado correcado para populacdes finitas, exatamente
porque, se a populacdo é pequena, ndo podemos ignorar o fato de as extracoes estarem sendo
feitas sem reposicao.

3.6 Distribuicao Geométrica

Considere as seguintes situacoes: (i) uma moeda com probabilidade p de cara é lancada
até que apareca cara pela primeira vez; (ii) em uma populacdo muito grande (pense na
populacdo mundial), p% das pessoas sofrem de uma rara doenca desconhecida e portadores
precisam ser encontrados para estudos clinicos. Quais sdo as semelhancas entre essas
daus situacées? No primeiro caso, matematicamente falando, poderiamos ter que fazer
“infinitos” lancamentos. No segundo caso, “muito grande” pode ser uma aproximacdo para
“infinitos”. Em ambos os casos, temos repeticoes de um experimento de Bernoulli. No primeiro
caso, as repeticdes certamente podem ser consideradas independentes. No segundo caso,
também podemos assumir independéncia, desde que esquecamos os fatores genéticos por um
momento. Entdo, temos repeticées independentes de um experimento de Bernoulli e estamos
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interessados no numero de repeticées até a ocorréncia do primeiro sucesso (cara no caso da
moeda, pessoa portadora no estudo epidemioldgico).

Vamos, agora, formalizar a definicdo de tal varidvel e obter a sua funcdo de
probabilidade. Consideremos, entdo, repeticoes independentes de um experimento de
Bernoulli com probabilidade p de sucesso. Vamos definir a variadvel aleatdria que representa
o numero de repeticdes até a ocorréncia do primeiro sucesso.

Definicdo 3.21  Distribuicao Geométrica

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicéo Geométrica com parGmetro p quando esta
representa o numero tentativas até a ocorréncia do primeiro sucesso em consecutivos
ensaios de Bernoulli independentes, cada um com probabilidade p de sucesso.

Veja que os possiveis valores dessa varidvel aleatdria sdo: 1 (primeiro sucesso na
primeira repeticdo), 2 (primeiro sucesso na segunda repeticdo e, portanto, fracasso na
primeira), 3 (primeiro sucesso na terceira repeticado e, portanto, fracasso nas duas primeiras),
etc. Logo, Im(X) = N. Esse é um exemplo de v.a. discreta em que o espaco amostral,
enumeravel, é infinito.

7

O espaco paramétrico para o parametro p é o intervalo [0,1], uma vez que p é a
probabilidade de sucesso em cada ensaio de Bernoulli realizado.

As caracteristicas definidoras desse modelo séo: (i) repeticobes de um mesmo
experimento de Bernoulli, o que significa que em todas elas a probabilidade de sucesso
(e, portanto, de fracasso) é a mesma e (ii) as repeticdbes sdo independentes. No caso do
lancamento de uma moeda essas hipdteses sao bastante plausiveis mas no caso da doenca a
hipotese de independéncia pode néo ser satisfeita; por exemplo, pode haver um componente

de hereditariedade.

Vamos denotar a distribuicdo Geométrica com parametro p por Geom(p). Nesse caso,
se quisermos indicar que uma variavel aleatdria X seqgue a distribuicdo Geométrica com
parametro p podemos simplesmente escrever: X ~ Geom(p) (lé-se: a varidvel aleatdria
X tem distribuicao Geométrica com parametro p).

Funcao de Probabilidade

Para calcular a probabilidade do evento X =x, x = 1,2,3,..., devemos notar que tal
evento corresponde a ocorréncia de fracassos nas x — 1 primeiras repeticdes e sucesso na
x-ésima repeticdo. Denotando por F; e S; a ocorréncia de fracasso e sucesso na i-ésima
repeticao respectivamente, temos a sequinte equivaléncia de eventos:

{X=X}={F1 NFHN--NFy_q ﬂSX}
Como as repeticdes sao independentes, seque que
P(X=x) = P(Finfan---NF1NS)=P(Fi)xP(F2)x - xP(F1) xP(5)=
= (1=-p)x(=p)x--x(1=p)xp
Ou seja, se X ~ Geom(p) a sua funcéo de probabilidade é definida por:

px(X) =PX =x)=(1-p)*p x=1,23,... (3.18)
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Para mostrar que a Equacéao realmente define uma funcéo de probabilidade, temos
que mostrar que a soma das probabilidades, isto é, a probabilidade do espaco amostral é 1
(obviamente, P(X = x) > 0). Para isso faremos uso do resultado sobre séries geométricas
apresentado a sequir.

Proposicao 3.22  Série Geométrica

o
A série geométrica )_ r' diverge se |r| > 1 e converge se |r

i=0

< 1. Temos também que

ri<1.

> 1
Zl‘iz ﬁ se

i=0

Demonstracao:
A demonstragdo encontra-se na Secéo [A.T] do Apéndice [A]

O
o
Vamos as contas. Queremos mostrar que ) P(X =x)=1.
x=1
o o o
> PX=x)=) (1=p)p=p) (1-p)"
x=1 x=1 x=1

Fazendo y = x — 1, temos que quando x =1 = y = 0 e quando x = o0 = y = oo.
Portanto,

o o
) PX=x=p) (1-p)
x=1 y=0
Usando o resultado da Proposigéo 3.22 com r = 1 — p, obtém-se que:
= 1
Y PX=x)=p—" =1
X=1 T—(1—p)

como ¢ ueriamos mostrar.

Esperanca e Variancia

Nessa secdo iremos calcular a esperanca e varidncia de X ~ Geom(p). Vamos comecar
pelo calculo de E(X).

EX)=) xp(l—=p)'=) (x=1+N)p(1=p) "' =) (x=Np(1=p) "+ p(1—p)"
x=1 x=1 x=1 x=1

S

Veja que S1 =1, pois trata-se da soma da funcao de probabilidade para todos os valores em
Im(X) para X ~ Geom(p). Seguimos entdo fazendo a seguinte troca de varidvel: y = x — 1.

yp(1=p)(1=p)!~"+1 = (1=p) > _yp(1 —p)¥™" +1
1 y=1

K

E(X) = Z yp(1—p)Y+1 = Z yp(1—p)y+1 =
_/:0 J:‘]

<
Il

S
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*
A passagem = ¢é justificada pois quando y = 0 o somatdrio se anula. Veja que S, é justamente
E(X) para X ~ Geom(p), isto é, aquilo que estamos calculando. Entdo podemos escrever.

1
EX)=(1T-pEX)+1 = (1-1+pEX)=1 = E(X):E
Logo,
1
X ~ Geom(p) = E(X) = b (3.19)
Vamos calcular agora E(X?).
o0 (o8]
EX?) = > Xp(1—=p) =) (x=1+1)2p(1—p)"
= x=1
= > (x=12+2(x=1)+N)p(1 - p)"
x=1

= D (=12 =p ) 2x=p(1 = py T+ p(1—py
x=1 x=1 x=1

S S S3

Veja primeiro que S3 = 1. Vamos calcular 51 e S, separadamente.

S = ZZX—1/J1—[J —Z(pr1—p Zp1—

(1—p)

= 2(EX)—-1)=2({--1 2——
B =1) (/J ) P

Para sequir com as contas de Sq faremos a troca de varidvel y = x — 1.

o

Sio= ) _=17p(1—p)” ij )U=Zyzp(1—p)y

x=1

= > ¢’p(1—p(1—p) =
y=1

p(1=p)=" =1 —p) EX?)

HI\/]8

Assim seguimos com,
E(X?) = (1—p)E(X?) + 2152 41

(1—1+p) E(Xz) = 72—25%

Do resultado acima seque que

Var(X) = E(X?) — [E(X)] = - =

Logo,

X ~ Geom(p) = Var(X) =

(3.20)
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Exemplo 3.23 Tiro ao alvo

Um atirador acerta na mosca do alvo, 20% dos tiros. Qual a probabilidade de ele acertar na
mosca pela primeira vez no 10% tiro? E quantos tiros serdo dados em média até que o atirador
acerte na mosca?

Solucao:

Podemos pensar os tiros como experimentos independentes de Bernoulli (acerta ou néo
acerta). A probabilidade de sucesso (acertar no alvo) é p = 0,20. Estamos querendo
o numero de tiros até o primeiro acerto e calcular a probabilidade de que esse numero
seja 10. Seja X = nlmero de tiros até primeiro acerto. Entdo, X ~ Geom(0,20) e
P(X=10)=0,82x0,2=0,02684.

Como ja identificamos X ~ Geom(0,20), para calcular o nimero médio de tiros que o
atirador fara basta usar o resultado da Equacao [3.79 e calcular E(X).
1 1

EX)=—-—=—-=5
X) p 0,20

*»

Exemplo 3.24 Lancamento de dado
Joga-se um dado equilibrado. Qual é a probabilidade de serem necessdrios 10 lancamentos
até a primeira ocorréncia de um seis?

Solucao:
Nesse caso, sucesso é a ocorréncia de face seis. Logo, P(sucesso) = p = % e P(fracasso) =

1—p= % Seja X = numero de lancamentos até o primeiro seis. Entdo, X ~ geom (%) eo

problema pede P (X =10) = (2)” (1) = 0,03230.
*

Forma Alternativa da Distribuicao Geométrica

Em vez de definir a variavel geométrica como o “nimero de repeticdes até primeiro
sucesso”, podemos usar a seguinte definicao alternativa:

Y = "ndmero de fracassos antes do primeiro sucesso”
Neste caso, a distribuicdo de Y é
P(Y=k)=(1-p)p k=0,12,... (3.21)

Em termos da varidvel geométrica X apresentada anteriormente na Definicao [3.27) podemos
ver que
Y=X-1

e essa distribuicdo de probabilidade é, as vezes, chamada distribuicdo geométrica deslocada
(em inglés, shifted geometric distribution). Usando essa relacao entre X e Y e conhecendo as
propriedades de esperanca e varidncia apresentadas nas Proposicées [2.26] e [2.34] podemos
rapidamente calcular E(Y) e Var(Y):
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Propriedade de Falta de Memoria

Nessa secdo vamos apresentar o conceito de falta de memoéria de uma varidvel aleatéria
discreta. Em seguida vamos mostrar que a distribuicdo geométrica seque tal propriedade.

Definicao 3.25 Propriedade de Falta de Memodria - v.a. Discreta
Seja X uma varidvel aleatéria discreta e m e n ndmeros reais quaisquer. Se,

PX=m+n|X>m)=PX=n)

entdo dizemos que X tem a propriedade de falta de memoria.

Queremos mostrar nessa secao que uma variavel aleatéria com distribuicdo geométrica
tem a propriedade de falta de memoéria. Seja X ~ geo(p) e x € Im(X), isto é, x é um inteiro
positivo. Entéo,

PX>x) = 1-P(X<x) =1 —iP(X: i) =1 —i/:)“ — p)i!
i=1 i=1

X x—1
= 1=p) (1=-p)'=1-p) (1-py
i=1 j=0

———
Y

Na passagem Z foi feita a sequinte troca de varidvel: j = i—1. O somatdrio S1 é a soma até

o termo x — 1 de uma progressao geométrica, e, de acordo com a Equagéao [A.2] do Apéndice [A]

T—(1—py ™" _1-(1-p)
p P

T—(1—p)
1T—(1—p)

. Continuando,

concluimos que Sy =

P(X>X):1—p( ):1—(1—(1—/3))():(1—/3))(.

Agora ja é possivel mostrar que X ~ geo(p) tem a propriedade da falta de memdria.
Para simplificar as contas, suponha a e 0 inteiros positivos, entéo

|3(X =m+ 17) _ p(’] _ p)m+n—1
P(X > m) - (1—p)m

PX=m+n]|X>m)= =p(1—p)" ' =P(X =n).

Na pratica isso significa que se ja foram realizados m ensaios de Bernoulli sem nenhum
sucesso, a probabilidade do primeiro sucesso ocorrer no m + n-ésimo ensaio é exatamente
a probabilidade do primeiro sucesso ocorrer no n-ésimo ensaio, contado desde o inicio do
experimento. Ou seja, se jogamos uma moeda 5 vezes a ndo saiu nenhuma cara, nédo significa
que tem mais chance de sair cara no proximo lancamento do que no 1° lancamento do

experimento.

3.7 Distribuicao Binomial Negativa

Consideremos novamente repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli com
probabilidade p de sucesso. Vamos considerar agora uma generalizagdo da v.a. geométrica,
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no seguinte sentido: em vez de fixarmos o primeiro sucesso, vamos fixar um néimero qualquer
r de sucessos, ou seja, definimos

X = numero de repeticdes necessarias até a obtencéo do r-ésimo sucesso, r > 1.

Note que r = 1 corresponde a distribuicdo geométrica.

Definicao 3.26  Distribuicao Binomial Negativa

Uma varidvel aleatéria X tem distribui¢do Binomial Negativa com parémetros r e p
quando esta representa o numero tentativas até a ocorréncia do r-ésimo sucesso em
consecutivos ensaios de Bernoulli independentes, cada um com probabilidade p de
sucesso.

OBS: Essa distribuicéo é também conhecida como distribui¢do de Pascal.

7

Para definir os possiveis valores de X, isto é, Im(X), devemos notar que para ter r
sucessos, sdo necessarios no minimo r repeticoées. Logo, Im(X) =r,r+1,r+2,.... Esse é
mais um exemplo de v.a. discreta cuja imagem é um conjunto infinito.

Veja que o parametro r pode assumir qualquer valor inteiro positivo, logo seu espaco
paramétrico é o conjunto N*. J& para o parametro p, o espaco paramétrico é o intervalo [0, 1],
uma vez que p é a probabilidade de sucesso em cada ensaio de Bernoulli realizado

Vamos denotar a distribuicdo Geométrica com parametros r e p por BinNeg(r, p).
Nesse caso, se quisermos indicar que uma variavel aleatdria X seque a distribuicdo Binomial
Negatova com parametros r e p podemos simplesmente escrever: X ~ BinNeg(r, p) (lé-se: a
varidvel aleatéria X tem distribuicdo Binomial Negativa com parémetros r e p).

Funcao de Probabilidade

O evento {X = k} indica que foram necessarias k repeticdes para obter r sucessos e,
portanto, k — r fracassos. Pela definicdo da variavel, a lltima repeticéo resultou em sucesso e
os outros r — 1 sucessos podem estar em quaisquer das k — 1 posicdes restantes (veja Figura

34).

k - 1 repeticbes er - 1 sucessos aqui

X =k repeticoes

Figura 3.4 — Ilustracdo dos resultados da binomial negativa

Uma sequéncia possivel de resultados é ter os r — 1 sucessos nas primeiras posicoes,
os k — r fracassos nas posi¢des seguintes e o Ultimo sucesso na ultima posicao:

St .S Fr oo Fizr, Sk

A probabilidade de tal sequéncia é dada pelo produto das probabilidades, ja que as repeticoes
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sao independentes, isto é:

P(S1n...nS—anNFn..FeiNSe) =
P(S1) x - x P(Sp—1) x P(Fr) x - x P (Fiq) x P(S¢) =

px-xpx(1=p)x--x(1=p)xp=p" (1=p)k"

Mas existem (17:11) maneiras de arrumar r — 1 sucessos em k — 1 posicoes e as sequéncias
resultantes tém todas a probabilidade acima. Como elas constituem eventos mutuamente
exclusivos, a probabilidade da unido delas, que é P (X = k), é a soma das probabilidades, ou
seja:

PX=k=p (1=p) " +p (1=p) "+ +p (1—-p)"

em que o numero de parcelas é (fj) Logo

P(X = k)= (f:: )p"(1 —p) k>

Ou seja, se X ~ BinNeg(p) a sua funcéo de probabilidade é definida por:

px(x) =PX =x) = (X : : )p"(1 —p) X>r (3.22)

Como nas segbes anteriores, queremos agora mostrar que a Equagao [3.22] realmente
define uma funcdo de probabilidade. Como P (X = x) > 0, para todo x € R, fica faltando
apenas mostrar que

oo oo _1 )
;P(xzx):;(jf_1)p'(1—p)x—r:1.
Vamos as contas. Fazendo x — r = j, temos que x =r+je x=r = j=0. Logo
003 _ _00 I”—|—j—1 1 _ o\ — roo ’ﬂ_1+j EPAY)
;I(X—x)—g( S AU el Gl IO

Usando o resultado da Equacéao [A.11) do Apéndice comk=r—1er=1—p, obtemos
que:

Na distribuicdo binomial negativa, o niimero de repeticdes do experimento de Bernoulli
é variavel e o nimero de sucessos é um nimero fixo (pré-determinado); note o contraste com
a distribuicao binomial, em que o niimero de repeticdes é fixo e a varidvel de interesse é o
numero de sucessos.

Parametro Distribuicéo
Binomial Binomial negativa
Numero de repeticoes fixo variavel aleatéria
Ndmero de sucessos | varidvel aleatdria fixo

Exemplo 3.27 Fabricacao de pecas
Deseja-se produzir 5 pecas boas, em uma mdquina que dd 20% de pegas defeituosas. Qual é
a probabilidade de ser necessdrio fabricar 8 pegas para se consequir as 5 pegas boas?
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Solucao:
Seja X = ntiimero de pecas fabricadas até a obtencao de 5 boas (sucesso). Temos que P(peca
boa) = 0,80 e P(peca defeituosa) = 0,20. Logo, X ~ BinNeg(5;0,80). O problema pede
P(X = 8) = (/) (0,80)° (0, 20)° = 0,0917504.

*

Esperanca e Variancia

Nessa secdo iremos calcular a esperanca e varidancia de X ~ BinNeg(r, p). Antes disse
veja na Proposicéo [3.28| a sequir um resultado que serd usado tanto na conta de E(X) quanto
na conta de E(X?).

Proposicao 3.28
Sejam k e r ndmero inteiros positivos. Entdo,

P —
)47
r r—1
Demonstracao:

Veja que se k < r ambos os lados da igualdade sao iguais a 0, logo a afirmacao é verdadeira.
Vamos entdo tratar o caso em que k > x.

(kY K k= (k= (k=1
’(r) k= = ik=n - K itk =1 — k(r—1)‘

Vamos comecar pelo calculo de E(X).

DN e A e Wi i A A il o A

*
Na passagem = foi aplicado o resultado da Proposicao Faca agora y = x + 1.

E(X) = - i (”:1)/3"“(1 —pptr =2

P

Sy

Veja que S1 =1 pois 57 é a soma da funcéo de probabilidade de Y ~ BinNeg(r+ 1, p)
para todos y € Im(Y). Chegamos entdo no seguinte resultado,

X ~ BinNeg(r,p) =  E(X)= (3.23)

p
Veja que se r =1 temos a esperanga de uma geométrica, veja Equagao [3.79

Vamos agora calcular E(X?) para depois obtermos Var(X).

o o [o¢]

2\ _ 2 (X — 1 r x—r X X r X—r __ r X r+1 X—r
E(X)—;x (,__1)/3(1—/9) —;xr(,,)pm—m —p;x(,,)p (1-p)
Na passagem Z foi aplicado o resultado da Proposicao Faca agora y = x + 1.

By =Ly = ("7 o -

y=r+1

S
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Veja que S; = E(Y — 1), com Y ~ BinNeg(r + 1, p). Usando o resultado da Equacéo

[3.23 e as propriedades de linearidade do valor esperado, apresentadas na Proposicéo [2.26]
conclutmos que

- 41 - 1 -2 -
Si—E(Y—1)=E(Y)—1="% —1:>E(X2):I(r+ —1):’“2”3.
p p\ p p

Segue entdo que,

2

_r—=rp _1_1—/3

2 ~

+r—rp I

Var(X) = E(X2) —E(X)2 = " =P I _
‘“( ) ( ) ( ) /32 /32 /32

2
p
Com isso chegamos a expresséo da varidncia de uma v.a. Binomial Negativa.

1T—p
— (3.24)
p?

Novamente, veja que se r = 1 temos a varidncia de uma geométrica, veja Equacao [3.20]

X ~ BinNeg(r, p) = Var(X) =1

Forma Alternativa da Distribuicdo Binomial Negativa

Assim como no caso da distribuicdo geométrica, podemos definir a varidvel binomial
negativa como

Y = “niimero de fracassos antes do r-ésimo sucesso” (3.25)

Isso significa que a ultima repeticdo corresponde ao r—ésimo sucesso e antes dele temos

k fracassos e r — 1 sucessos. Logo, antes do Ultimo sucesso, temos um total de k + r — 1
repetigdes. Veja a Figura [3.5

r - 1 sucessos aqui

Y =k fracassos

Figura 3.5 — Ilustracdo dos resultados da binomial negativa deslocada

Resulta, entédo, que

P(Y = k) = (’<7_L:1_1)p"(1 —p)k k=012, (3.26)

Note a seguinte relacdo: se X tem distribuicdo dada pela Equacéo entdo

Y=k=>X=k+r—-1+1=k+r X=Y+r=>
Y=X—-r (3.27)
Com a forma alternativa, temos
r

E(Y)ZE(X—,—):p_,-:"U—P)

Var(Y) = Var(X — r) = Var(x) = =)
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Por que binomial negativa?

Quando definimos o ndimero binomial (Z) supusemos que n > 0 e 0 < kK < n e vimos
que

n\ n! _nn="1)-(n—=k+1)(n—=Kk! nn=1)-(n—k+1)
k| k'(n — k)! B k'(n — k)! N k!
De forma andloga, definimos

(—n) (=n)(=n—=1)---(—=n—k +1)

k|~ K

que pode ser escrito como
(—”) [(EDIED R+ D] (=10 + k= T)]
k k!
(=1)kn(n+1)---(n+ k—=1)
k!

Vamos, agora, analisar a expressao (3.26):

(/<+r—1)p,(,| _p)k _ (k+r_1)pr(1 _p)k — M/_)r('] —/J)k

P(Y = k)

r—1 k Ki(r—1)!
e L U s
_ M+f—ﬂw+f—ﬁ“£f+f—k+”W+r—“ﬂ“_pw
_orr+ 1) (r+li<!— AR =T) gy
= (NN = 0 = Ty

= - (‘,{”)p"u -p)*
Logo, uma outra forma de escrever a distribuicdo binomial negativa é
PU/:k):(—Uk(7)pW1—pV k=0,1,2...
k

dat o nome binomial negativa. Note que essa distribuicdo corresponde a variavel Y ="ndimero
de fracassos antes do r-ésimo sucesso”.

3.8 Distribuicao de Poisson

Suponhamos que estejamos observando um determinado fendémeno de interesse por um
certo periodo de tempo de comprimento 7 =1 com o interesse de contar o nimero de vezes
X que um determinado evento ocorre.

Vamos fazer as sequintes hipoteses sobre a forma de ocorréncia desse evento:
H1) Em um intervalo de tempo suficientemente curto, apenas 0 ou 1 evento ocorre, ou seja, 2

ou mais ocorréncias ndo podem acontecer simultaneamente. Entdo, em cada um desses
intervalos temos um experimento de Bernoulli.
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H>) A probabilidade de exatamente 1 ocorréncia nesse pequeno intervalo de tempo, de
comprimento At, é proporcional a esse comprimento, ou seja, é AAt. Logo, a
probabilidade de nenhuma ocorréncia é 1 — AAt.

H3) As ocorréncias em intervalos pequenos e disjuntos sdo experimentos de Bernoulli
independentes.

Estamos interessados na v.a. X = nimero de ocorréncias do evento no intervalo (0, 1].
Particionando esse intervalo em n pequenos subintervalos de comprimento At, temos que o
numero total de ocorréncias serd a soma do nimero de ocorréncias em cada subintervalo.

Mas em cada subintervalo podemos aplicar as hipéteses Hq, Hy e H3. Logo, X é uma

variavel binomial com parametros n = At (note que At = 1/n) e probabilidade de sucesso

p = AAt pela hipdtese Hy. Veja que np = A. Entéo, para x =0,1,2,...,n temos que:

(v~ 2) -]

| n —X
= ni'xlxx\xx 1—i X 1—&
xl(n—x)!  nx n n

_ =1 (n=x+1)(n—x) lxﬁx (1_)\)”X (1_)\)_’(

9
>
I

=
I

(n —x)! X n*  x! n n
—_— DY —_— X n -
_ nn="1---(n x+1)X)\X(1_A) x(‘l—)\) _
nx x! n n
n n-—1 n—x+1 X A\ A\
= —x XeoooX —— X — x |[1T——=] x[|1——
n n n x! n n

Consideremos, agora, a situacdo em que At — 0, ou equivalentemente, n — oo. Nesse
caso p — 0, uma vez que p = AAt. Vamos supor que A = np ndo diverge e nem converge
para 0, ou seja, permanece uma constante ndo nula quando n — co. Nesse caso, a variavel
aleatdria X pode assumir qualquer valor inteiro nao negativo e

-1 — 1T X A\ A\
lim P(X=x) = lim [nxn ><~~><nx+><><(1—) x(1—) ]
n—00 n—oo | n n n x| n n
X A\” X
= ITx1Tx---x1Tx—x lim (1—) x1;—e_’\
X! n—o00 n X!

*

Na passagem = féz-se uso da Equacéo do Apéndice Temos, assim, uma
aproximacéo para a funcao de probabilidade Binomial. Ou seja, se X ~ B(n, p) com n muito
grande, p = 0 e A = np limitado, isto é, um nimero real, entdo

A
PX =x)x —e*

~ X!

A expressao acima também é uma funcao de probabilidade, como veremos mais a frente.

A varidvel aleatdria com essa funcéo de probabilidade leva o nome de Poisson, como mostra
a Definigdo [3.29 a sequir.
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Definicao 3.29 Distribuicdo de Poisson
Diz-se que uma varidvel aleatéria X tem distribuicéio de Poisson com pardmetro A se
sua funcgdo de probabilidade é dada por
X
A

PX =x)=pxlx)= et x=0,12,...

7

O dnico pardmetro de uma varidvel aleatdria de Poisson é o A, que pode assumir
qualquer valor real positivo. Veja que, de acordo com a hipotese H;, a probabilidade de
ocorrer uma vez o evento em questdo dentro de um intervalo de comprimento At é AAt.
Entdo, o espaco paramétrico para A é RY.

Veja que X representa o niimero de ocorréncias de um certo evento no intervalo (0, 1].
Entdo X pode assumir qualquer valore natural, pois podemos ter 0, 1, 2, ... ocorréncias do
evento. Assim /m(X) = N. Esse é mais um exemplo de v.a. discreta cuja imagem é um conjunto
infinito.

Vamos denotar a distribuicdo de Poisson com parédmetro A por Poi(A). Nesse caso,
se quisermos indicar que uma varidvel aleatéria X segue a distribuicdo de Poisson com
parametros A podemos simplesmente escrever: X ~ Poi(A) (lé-se: a varidvel aleatdria X
tem distribuicdo de Poisson com parametro A).

Relacao entre Binomial e Poisson

A funcdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria Binomial converge para a funcéo
de probabilidade de uma Poisson sempre que n — oo, p — 0 e np — A, com A constante
nao nula, isto é, np ndo diverge e nem converge para 0. Na pratica isso significa que se
X ~ B(n,p) com n muito grande, maior que 100 em geral, e p ~ 0 entdo podemos usar a

sequinte aproximacao
X

A
PX=x)~ZSe™  comi=np. (3.28)
x!
Se tais condigdes nao forem satisfeitas, isto é, se n nado for grande ou se p nao for tao
pequeno, a aproximacdo ndo serad tao boa.

Exemplo 3.30 Aproximacao da Binomial pela Poisson

Sabe-se que 5% das lampadas pisca-pisca para drvore de natal séo produzidas com defeito.
O setor de qualidade de um fabricante seleciona uma amostra com 150 lampadas pisca-pisca,
vindas direto da linha de produgéo. Qual a probabilidade da amostra recolhida pelo setor de
qualidade conter mais de 10 lampadas com defeito?

Solugéo:

Defina X = como o nimero de lampadas pisca-pisca com defeito dentro da amostra de 150
lampadas. Veja que X ~ B(n = 150, p = 0,05). Queremos encontrar P(X > 10). Para isso é
mais facil encontrar P(X < 10) e depois fazer P(X > 10) =1 — P(X < 10).

Vamos comegar fazendo as contas exatas.

9
PX<10) = ) (150

x=0

150 150 150
= ( 0 )0,0500,9552—°+...+( o )0,0580,9552—8+( o )0,0590,9552—9

) 0,05%0, 9522~

X
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Veja que as combinacdes da conta acima sdo bem custosas de serem encontradas. Por exemplo,
para chegar a resposta precisamos encontrar

(150) 150! 150 x 149 x ... x 142

9 141191 Ox8x...x1
Com a ajuda de um computador chegamos a resposta final P(X < 10) = 0,7808835.
Vejamos agora como usar a aproximacdo da Binomial pela Poisson para encontrar a

resposta do problema. Para isso vamos usar a expressdo apresentada na Equagao [3.28]
considerando A =np =150 x 0,05 =7,5.

9 0 8 9
7,5 7,5 7,5 7,5
P(X <10) = ) e/’ = e P e+

-75
=~ =0,7764076.
= x! 0! 8! or ¢

A partir das contas exatas chegamos em P(X > 10) =1 —0,7808835 = 0.2191165. Ja
usando as contas aproximadas chegamos em P(X > 10) =1 —0,7764076 = 0,2235924. Veja
como proximos sao os dois resultados.

*»"

Funcao de Probabilidade

A proépria definicdo de Distribuicdo de Poisson ja nos passa que se X ~ Poi(A) a sua
funcéo de probabilidade é definida por:
AX
px(x) =P(X =x) = —e* x=0,1,2,... (3.29)

x!
Para mostrar que a Equagéo [3.29 realmente define uma fungéo de probabilidade, temos
o
que provar que Y_P(X = x) = 1. Para isso vamos rever o resultado da série de Taylor em

x=0
torno de xo = 0 para f(x) = e*, Equacao|A.26] do Apéndice de onde concluimos que

X . Xk
e = -—.
k!
k=0
Assim, temos que:

00 00 0

X 2X
ZP(X = X) = Z—e_)\ = e_)‘Z— = e_/\e)\ = 1

x! x!
x=0 x=0 x=0

~——

Esperanca e Variancia

Vamos agora calcular a esperanca e a variancia de tal distribuicao.

it X < 2 X s Pkl
EX = —_ /\: J— _)\: M A
%) ;Xx!e ;Xxle ;Xx(x—ﬂle
e AX—1 . e Y
=AY =) etz
;(x—ﬂle ygoy!e

———
1
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*
A passagem = se justifica pois o somatdrio se anula quando x = 0, por isso podemos mudar

*k
o (ndice do somatério para comecar em 1. Na passagem = foi feita a sequinte troca de
variavel: y = x —1. O somatério destacado pela chave vale 1 pois ele é a soma da funcéo de
probabilidade de uma varidvel aleatdria de Poisson para todos os valores na imagem.

Portanto,

X ~Poild) = EX) =4 (3.30)

Veja que o parédmetro A da distribuicdo de Poisson é também a média dessa varidvel
aleatodria. Isso significa que durante um intervalo de tempo de tamanho 1 acontece em média
A ocorréncias do evento em questao.

A unidade de tempo néo foi definida porque ela pode ser qualquer uma. O importante
é que o valor de A esteja de acordo com a unidade de tempo adotada. Veja alguns exemplos
nos itens a sequir.

e Se X = numero de ocorréncia de um certo evento em 1 dia, entdo a unidade de tempo
é 1 dia e A serd o niimero médio de ocorréncias em 1 dia;

o Se X = nlmero de ocorréncia de um certo evento em 1 semana, entdo a unidade de
tempo é 1 semana e A serd o niumero médio de ocorréncias em 1 semana;

e Se X = nlimero de ocorréncia de um certo evento em 2 horas, entdo a unidade de tempo
é 2 horas e A serd o nimero médio de ocorréncias em 2 horas.

Exemplo 3.31  Central telefonica

Uma central telefénica recebe uma média de 5 chamadas por minuto. Supondo que as
chamadas cheguem seqgundo uma distribui¢éo de Poisson. Qual é a probabilidade da central
telefonica

(a) néo receber nenhuma chamada em um minuto?
(b) receber no maximo 2 chamadas em 2 minutos?
Solucao:

(@) Nesse item estamos interessados em saber o nimero de chamadas no intervalo de 1
minuto. Entdo a unidade de tempo serd 1 minuto e vamos definir X = ndmero de
chamadas por minuto. De acordo com o enunciado, X ~ Poi(A), onde A é o ndmero
médio de chamadas durante 1 minuto, ou seja, A = 5. Queremos encontrar P(X = 0).

0
P(X =0) = %e—S = e ~ 0,006737947.

(b) Agora o nosso interesse é no nimero de ligacoes no intervalo de 2 minutos. Entdo a
unidade de tempo adotada serd 2 minutos. Vamos definir Y = niimero de chamadas
em 2 minutos. De acordo com o enunciado, Y ~ Poi(A), onde A é o nimero médio de
chamadas em 2 minutos, ou seja, A = 10. Queremos encontrar P(Y < 2).

P(Y<2) = P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)

10° 10, 10" 49 10° 4o
= We +Te +T€‘ = 0.002769396
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*»
Vamos agora encontrar Var(X). Para isso vamos primeiro calcular E(X?).
o o )\X o )\)\X 1
AN 27— 2 —A
E(X7) = E_Ox E X E X X_”e

oo o o o
)\Xi‘] A *k )\y _A )\y —A )\y A
x=1 y=0 =

*
A passagem = se justifica pois o somatdrio se anula quando x = 0, por isso podemos mudar o
*k
indice do somatdrio para comecar em 1. Na passagem = foi feita a sequinte troca de variavel:
y =x—1. Veja que S1 = E(Y), com Y ~ Poi(A), logo, S1 = A. J& S, = 1 pois ele é a soma
da funcao de probabilidade de uma varidvel aleatéria de Poisson para todos os valores na
imagem. Assim chegamos em,

EXY) =AA+1) = A2+ A

Logo,
Var(X) = E(X?) —EX)?P =X +A—-A2 =2

Com isso chegamos a expressdo da varidncia de uma v.a. de Poisson.

X~ Poi(d) =  Var(X)=A (3.31)

A varidvel aleatdria de Poisson tem média e varidncia iguais a A.

Apesar da motivacdo da distribuicdo de Poisson ser para a contagem do numero de
ocorréncia ao longo do tempo, como citado anteriormente, tal distribuicdo também pode
ser usada para modelar situacoes que ndo necessariamente envolvam tempo, como mostra
o Exemplo [3.32] a seguir. Mas o importante é saber que as caracteristicas dessa distribuicao
sdo adequadas para modelar varidveis aleatdrias de contagem.

Exemplo 3.32  Fabricacao de fita magnética
Em um certo tipo de fabricacéo de fita magnética, ocorrem cortes a uma taxa de um corte por
2000 pés. Qual é a probabilidade de que um rolo com comprimento de 4000 pés apresente

(a) no mdximo dois cortes?
(b) pelo menos dois cortes?

Solucao:
Seja Y = nuimero de cortes num rolo de 4.000 pés. Entao a unidade usada é 4.000 pés. Como

ocorre em média 1 corte a cada 2.000 pés, o nimero médio de cortes em 4.000 pés séao 2.
Logo, Y ~ Poi(2).

(@) Queremos encontrar P(Y < 2).

P(Y<2) = P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)
20 21 22

= o exp(—2) + m exp(—2) + 51 exp(—2) = 0,676676



3.9. MAIS EXEMPLOS 85

(b) Nesse item queremos P(Y > 2).

PlY>2) = 1-P(Y<2)=1—-(P(Y=0)+P(Y=1))
20 2!
= 1-— ol exp(—2) + m exp(—2) | = 0,593994
*»"
Formas da Distribuicao de Poisson
Se X ~ Poi(A), entdo temos

pLaal e_/\

PX=k+1) (k+1)! A k=012
PX =k — ) ) ok +1 o
ke

Temos, assim, uma forma recursiva de calcular probabilidades de Poisson.

Suponhamos, agora, que a probabilidade maxima ocorra em ko. Usando o resultado
acima, temos que ter

P(X = ko + 1)
A=kt ) <1 kg>A—1
PX=k) = kotd1- 1=
e também PIX = ko) A
= K0
TR s A s sk
PX=ko—1) = ko= 0=

Resulta, entédo, que se ky é ponto de maximo, entdo
A—1<ky <A

e como ky tem que ser inteiro, temos que ter kg = [A], ou seja, a moda ocorre em kg = [A], o
maior inteiro menor ou igual a A.

Se A for inteiro, entdo a distribuicdo é bimodal, com moda em kg1 = A e kop = A —1
pois, nesse caso,

)\)\ B )\.)\)\71 B
PIX =2 ="e ’\:7)\_(/\_1)!9 A=P(X=A-1)

Nas Figuras e ilustra-se a distribuicdo de Poisson para dois valores do
pardmetro: A = 2 (distribuicdo bimodal, com modas 1 e 2) e A = 4,3 (distribuicdo unimodal,
com moda 4)

3.9 Mais Exemplos

Exemplo 3.33
Um grupo de 30 politicos, sendo 12 do partido de esquerda, resolve formar, de forma aleatdria,
uma comissdo com 5 politicos. Qual a probabilidade dos politicos de esquerda serem maioria
na comiss@o?
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0.3 b 03 b
o o
0.2 b 0.2 ° b
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.

. . .
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.
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012345678 910 0123 456 78 910

(a) Poi(h = 2) (b) Poi(A = 4,3)

Figura 3.6 — Funcéo de Probabilidade da Distribuicdo de Poisson.

Solugéo:
Defina X = ndmero de politicos de esquerda na comissdo. Veja que X ~ hiper(N = 30,r =
12,n =5). Queremos P(X >3)=P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5).

0G2) )65

PX=x = 30 30
5] 5]
(12)( 18 ) 121 18!
P(X=3) = 3 33_3 =3‘9’33;16! — ...=0,2362
(5) 51251
(12)( 18 ) 121 18!
PiX=d) = 33_4 :4!8!3(1)517‘ — ...=0,0625
(5) 51251
(12)( 18 ) 121 18!
PX=5) = > 3(‘:’_5 :5‘7!38518‘ — ...=0,0055
(5) 51251

Logo, P(X > 3) = 0,2362 + 0,0625 + 0, 0055 = 0, 3042.
*»"

Exemplo 3.34
Sabe-se que a eficdcia de uma vacina para uma certa doenca é de 92%. Isso significa que a
probabilidade de um individuo que tomou a vacina ser imunizado é de 92%.

(a) Qual a probabilidade de entre 10 pacientes vacinados no mdximo 1 ndo ter sido
imunizado?

(b) Quantos individuos, em média, devem ser vacinados até que seja encontrado um que
ndo tenha sido imunizado?

Solucao:

(@) Nesse item queremos a probabilidade de 0 ou 1 paciente entre 10 vacinados néo ter sido
imunizado. Defina X = nliimero de pacientes ndo imunizados entre os 10 que tomaram
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a vacina. Veja que X ~ B(n =10, p = 0,08). Queremos P(X < 1).

PX<1) = PX=0+PX=1)= (100)0,0800,9210 + (110)0,0810,929
= 1x0,4343885+ 10 x 0,1 x 0,4721614 = 0, 9065499

(b) J& nesse item queremos o numero médio de pacientes vacinados até encontrar o 1° que
nao fot imunizado. Defina Y = niimero de pacientes vacinados até encontrarmos 1 nao
imunizados. Veja que Y ~ geo(p = 0,08). Queremos E(Y) = 1/p = 12,5. Ou seja, em
média sao vacinados 12,5 pacientes até que se encontre o 1° que nao foi imunizado.

*»

Exemplo 3.35
Uma rodovia registra, em média, 2 acidentes por dia. Considere a varidvel aleatéria X =
numero de acidentes na rodovia.

(a) Indique uma distribuicédo adequada para a varidvel aleatéria X. Justifique sua resposta.
(b) Qual a probabilidade de nas proximas 6 horas acontecer pelo menos 1 acidente.
Solucao:

(@) A distribuicao de Poisson é adequada para dados de contagem. No caso estamos
contando o niimero de acidentes, entdo é razodvel considerar X ~ Poi(A).

(b) Estamos interessados no nimero de acidentes no periodo de 6 horas. Vamos definir
entdo X = ndmero de acidentes no periodo de 6 horas e assim temos X ~ Poi(A), onde
A é o niimero médio de acidentes em 6 horas, no caso, A = 0,5. Queremos P(X > 1).

0,5°

0l e 0% =1-0.6065307 = 0.3934693.

PX>1)=1-PX=0)=1-

*»"

Exemplo 3.36

Suponha que em uma cidade 15% dos cidadéos votaram no vereador Jodo. A fim de avaliar
a satisfagdo de seus eleitores, Jodo decide fazer uma pesquisa direcionada. Para isso Jodo
aborda, de forma aleatdria e com reposicéo, cidaddos na rua a fim de encontrar seus eleitores
e realizar a pesquisa.

(a) Qual a probabilidade de nas 10 primeiras abordagens Jodo néio encontrar eleitor algum
seu?

(b) Se Jodo planeja entrevistar 20 dos seus eleitores, em média, quantos cidaddos serdo
abordados?

Solugéo:

(@) Esse item podemos fazer de duas maneiras diferentes. Vamos apresentar aqui as duas
alternativas de solucao.

Primeira solugdo. Seja Y = nimero de eleitores de Jodo entre os 10 primeiros cidadaos
abordados. Veja que Y ~ B(n =10, p = 0,15). Queremos P(Y = 0).

10
P(Y =0) = ( 0 )0, 15%0,85'9-0 = 0, 85" = 0, 1968744.
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Para esse exemplo as contas da solucdo anterior sdo mais facies, mas vale a pena ver
que o mesmo problema pode ser resolvido de formas totalmente diferentes.

Segunda solucdo. Considere X = nlUmero de cidaddos abordados até encontrar o
primeiro eleitor de Jodo. Veja que X ~ geo(p = 0,150). Queremos P(X > 10) =
1—P(X <10).
PX>10) = 1—-PX<10)=1-(PX=1)+PX=2)+...+P(X =10))
10 10 10
= 1-) P(X=x)=1-) 0,150,85*=1-0,15) (0,85)"
x=1 x=1 x=1
1-0,85"0
= 11— 0'15W =0,85'% = 0,1968744

(b) Precisamos definir quantas abordagens em média sao realizadas até que Jodo encontre
20 de seus eleitores. Defina W = niimero de abordagens até Jodo encontrar 20 de seus
eleitores. Veja que W ~ BinNeg(r = 20, p = 0,15). Queremos E(W) = r/p = 20/0,15 =
133,33. Ou seja, em média, Jodo vai precisar abordar em torno de 134 individuos para
conseguir encontrar 20 de seus eleitores.

*»

Exemplo 3.37 Problema dos pontos - Exemplo 2.16 de Magalhaes| (2011)

Ensaios do tipo sucesso-fracasso sdéo realizados de forma independente, sendo p a
probabilidade de sucesso. Qual é a probabilidade de ocorrerem n sucessos antes de m
fracassos?

Solucao:

Veja a probabilidade de ocorrerem n sucessos antes de m fracassos é exatamente a
probabilidade de ocorrerem n sucessos antes da n 4+ m-ésima tentativa. Entdo podemos
encontrar a resposta do problema calculando a probabilidade do n-ésimo sucesso acontecer
antes da n + m-ésima tentativa. Para isso defina X = como o nimero de ensaios antes do
n-ésimo sucesso. Veja que X ~ BinNeg(n, p). Queremos encontrar P(X < n + m),

n+m—1 X —1
PIX<n+m)= Z (n _ )/3”(1 —p)".
X=n

Podertamos também resolver pela forma alternativa da Binomial Negativa. Seja Y =
niimero de fracassos antes do n-ésimo sucesso. Veja que a probabilidade de interesse é
P(Y < m), ou seja, a probabilidade do n-ésimo sucesso ocorrer antes do m-ésimo fracasso.
Nesse caso,

m—1

1

Py <m)=Y_ (”t: )p”(1 _p).
=0

<

Vejamos um caso numérico. Supondo que os ensaios sejam o lancamento de uma moeda
justa, ou seja, p = 1/2. Vamos definir a ocorréncia de cara como sucesso. Suponha que
queremos saber a probabilidade de sair 5 caras antes da 3 corroa, ou seja, n =5e m = 3.

7 54 x=5 540 541 542
x—1\1%1 41510 (5,117 [6\1%1

P(X < 8) = L e A - 2 % 0.2265625.
(X <8 ;(n—1)22 (4)22+(4)22+(4)22
y+4\121Y  (4\1°1%  (5\1°11  [6)1°1°

P(Y <3) = L L 1 £ 02265625,

(<)UZO(4)22 4)22 *\4)22 T\4)2 2 05625

*»



Capitulo 4

Variaveis Aleatorias Continuas

Ja vimos, no Capitulo [T} conceitos iniciais sobre as varidveis aleatorias continua. Nesse
capitulo vamos estudar mais sobre esse tipo de varidvel aleatéria.

4.1 Funcao Densidade de Probabilidade

A definicdo de varidvel aleatéria continua normalmente apresentada nos livros de
probabilidade nao é citada no Capitulo [1] que define X continua quando a sua funcdo de
distribuicdo acumulada é uma funcédo absolutamente continua. A forma mais comum de definir
variavel aleatdria continua esta na Definicéo a sequir, onde junto aparece o conceito de
funcao densidade.

Definicdao 4.1  Variavel Aleatdria Continua e Funcao Densidade
Uma varidvel aleatéria X com fungdo de distribuicéio F é classificada como continua
quando existe uma fungdo néo negativa f tal que

F(x) = / f(t)dt , para todo x € R.

Nesse caso, a funcéo f é denominada fungéo densidade de probabilidade, ou
simplesmente funcéo densidade, da varidvel aleatéria X.

Proposicao 4.2  Propriedades da Funcao Densidade
Seja fx a fungdo densidade de alguma varidvel aleatéria X. Entdo fx satistaz as sequintes
propriedacdes.

(i) fx(x) >0V xeR
(i) [ f(t)dt =1

Demonstragao:
A funcéo densidade é ndo negativa por definicdo. Para mostrar que ffooo f(t)dt =1 veja que

— —
oo x—00 J_ o X—00

/00 f(t)dt = lim /X f(t)dt = lim F(x) =1,

pelas propriedades de funcao distribuicéo. 0
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J& vimos como calcular P(a < X < b) se conhecermos a funcdo de distribuicdo de X
(Exemplo [T.T8). O que veremos agora é que esse célculo também pode ser feito a partir da
funcéo densidade.

Proposicao 4.3
Seja X varidvel aleatdria continua com funcgéo densidade fx e a, b € R tais que a < b. Entéo

b
Pla < X < b)= [ fx(t)dt.

a
Demonstracgao:
Seja X varidvel aleatdria continua e Fx a sua funcdo de distribuicdo. J& vimos que:

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a). (4.1)
Pela Definicao temos que F(x) = ffoo f(t)dt, ¥V x € R. Ou seja,

F(c1)=/_a f(t)dt e F(b):/b f(t)dt. (4.2)

o —oQ

Juntando as Equacoes e e aplicando algumas propriedades da integral temos:
b a b
Pla < X < b) = Fx(b) — Fx(a) = / f(t)dt —/ f(t)dt = / f(t)dt.
—0oQ —0Q a

O

Veja que a Proposi(;éonos mostra que a probabilidade de X € [a, b] é a area embaixo
da curva da sua funcao densidade. Quando a = b a proposicdo ainda se aplica e temos uma
demonstracdo para o sequinte resultado ja visto no Capitulo

PX=a)=Pla< X<a)= [0 fx(t)dt = 0.

O resultado da Proposicéo [4.3]também se estende para a = —o0 ou b = oo.
b
P(—oo < X <b) = PX<b)=Fx(b) = / fx(t)dt
Pla< X< = PX>a)=1—Fx(a)=1 —/ fx(t)dt = / fx(t)dt,

uma vez que [ fx(t)dt+ [ ix(t)dt = [Z fx(t)dt = 1.

Assim sabemos fazer contas de probabilidades envolvendo uma varidvel aleatdria
continua a partir da sua funcéo densidade. Dessa forma, conhecendo a funcédo densidade
de uma variavel aleatdria continua temos toda a informacéo sobre a sua distribuicdo. Isso
significa que tanto faz conhecer Fx ou fx, em ambos os casos temos toda a informacéo sobre
a varidvel aleatdria.

Mais que isso, conhecendo uma das fungdes Fx ou fx temos como encontrar a outra,
veja como. A Definicdo nos mostra como encontrar Fx se conhecermos fx:

Fx(X) = /X fx(l’)dt.

—0Q
Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo concluimos que:
d

Fx(x) = - Fx(v).
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Exemplo 4.4
Seja X uma varidvel aleatéria cuja fungdo de distribuicdo tem seu grdfico esbocado a seguir.
Apresente um esboco para o grdfico da funcéo densidade dessa varidvel aleatdéria.

05

00

Solugao:

*»

Exemplo 4.5
Seja X uma varidvel aleatdria cuja funcédo densidade tem seu grdfico eshocado a seguir.
Apresente um esboco para o grdfico da fungéo de distribui¢éo dessa varidvel aleatéria.

Solucao:

*»

Exemplo 4.6
Seja X varidvel aleatdria continua cuja fungdo densidade é definida por:

al+x) ,se —1<x<0
fx(x) =14 a(1—x) ,se0<x<1
0 , caso contrdrio.

(a) Fagca um esboco do grdfico de fx.
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(b) Encontre o valor de a para que fx seja realmente fungéo densidade.

(c) Quais valores a varidvel aleatdria X pode assumir? Ou seja, qual a imagem de X?
(d) Calcule P(X > 0), P(=1/2 < X <1/2) e P(X =0).

(e) Encontre a funcgdo de distribuicéio de X, Fx, e esboce seu grdfico.

(f) Verifique as propriedades da funcéo de distribuicéo.

(g) Repita os itens ?? e ?? resolvendo agora a partir da fungéo Fy.

Solugéo:

*»

Exemplo 4.7
Seja X varidvel aleatéria cuja fungdo de distribuigédo é definida por:

0 ,sex <2
(x—=2)/4 ,se2<x<4

Fx(x)=1< 1/2 ,se4<x<606
x—4)/4 ,seb6<x<8
1 ,sex>8

(a) Faca um esbogo do grdfico de Fx.

(b) Quais valores a varidvel aleatéria X pode assumir? Ou seja, qual a imagem de X?
(c) Classifique a varidvel aleatdria X.

(d) Calcule P(X > 3) e P(3 < X <5).

(e) Encontre a fungdo densidade de X, fx, e esboce seu grdfico.

(f) Verifique as propriedades da fungédo densidade.

(g) Repita os itens ?? e ?? resolvendo agora a partir da fungéo fx.

Solucao:

*»"

Exemplo 4.8
Seja X varidvel aleatdria continua tal que sua fungéo densidade é definida por:

{ c(dx —2x?) ,se0<x<?2

f(x) = [

0 , caso contrdrio.

(a) Encontre o valor de ¢ para que f seja realmente funcéo densidade.
(b) Esboce o grdfico de f.

(c) Calcule P(X > 1).

(d) Encontre Fyx.

Solugao:

*»
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Exemplo 4.9
O tempo de vida em horas de um certo dispositivo eletrénico pode ser considerado uma
varidvel aleatdria com fungdo densidade definida por

1
fx(x) = Wefx/mo , x > 0.

(a) Qual a probabilidade de um desses dispositivos eletrénicos durar entre 50 e 150 horas?
(b) Qual a probabilidade de um desses dispositivos eletrénicos durar menos de 100 horas?

Solucao:

*»

Exemplo 4.10
O tempo de vida em horas de um certo tipo de tubo de rddio é uma varidvel aleatéria com
funcdo densidade
f(x):{ % , se x > 100 '
0 |, caso contrdrio.

(a) Qual a probabilidade de um tubo desse tipo durar mais que 150h?

(b) Qual a probabilidade de exatos 2 entre 5 desses tubos terem que ser trocados antes de
150h de operagéo?

Solucao:

*»"

4.2 Esperanca de Variaveis Aleatorias Continuas

A ideia de valor médio apresentada no Capitulo [3] que diz respeito a média dos valores
da varidvel aleatdria se o experimento fosse realizado infinitas vezes, também pode ser
introduzida para o caso de variaveis aleatdrias continuas.

Porém no caso continuo nédo é possivel tirar a média dos valores da varidvel aleatdria
ponderados pela probabilidade de cada um ocorrer, uma vez que ndo ha uma quantidade
enumeravel de valores e a probabilidade de cada um ocorrer e sempre nula. Por isso, no caso
continuo a definicdo sera diferente do caso discreto.

Vamos tentar generalizar. Sem perdas, suponha X variavel aleatdéria continua com
funcdo densidade fx e Im(X) =10, 1]. Vamos dividir esse intervalo em subintervalos [x, x + dx],
comdx=1/nex=0,1/n,2/n,...,n—"1. Veja que se n for grande, entéo

fx(x)dx = P(x < X < x + dx)

Sequindo a definicdo de esperanca para o caso discreto, podemos supor para o caso
continuo que, se n for grande,

E(X)~ ) xPx<X<x+dx)m) xfx(x)dx
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Pensando no limite quando n — oo, ou dx — 0, temos
E(X)= lim Y xP(x<X<x+dx)= lim > xfx(x)dx = /xfx(x)dx.
n—oQ . n—-oQ . %

E assim chegamos na Definigao [4.77]

Definicdao 4.11  Esperanca de Variavel Aleatéria Continua
Seja X uma varidvel aleatéria continua com fungdo densidade de probabilidade fx. A
esperanca (ou média ou valor esperado) de X é definida como

E(X) = [+00 xfx(x)dx

—0Q

desde que a integral esteja bem definida.

Exemplo 4.12
Calcule E(X) para os exemplos e

Solucao:

*»

Assim como no caso discreto, se X é varidvel aleatdria e Y = ¢g(X), Y também sera
variavel aleatdria e o calculo da sua esperanca pode ser feito somente com o conhecimento
da funcédo g que relaciona X e Y e da funcéo densidade de X, fx.

Proposicao 4.13 Esperanca de funcées de variavel aleatéria continua
Seja X uma varidvel aleatéria continua com fungéo densidade fx e seja Y = g(X). Entdo,

o
E(Y)=E(g9 (X)) = / g(xX)fx(x),
desde que a integral esteja bem definida.

Demonstragao:
A demonstracao serd omitida.

O
Exemplo 4.14
Seja X varidvel aleatdria com fungdo densidade definida por
_ (x+1)? ,se —1<x<0
f(X)_{‘I—xz ,se0<x <1
(a) Verifique as propriedades da funcéo densidade e esboce o grdfico de f.
(b) Calcule E(X).
(c) Calcule E(1/(X +1)).
Solucao:
*»

Assim como no caso discreto, continuam valendo para o caso continuo as sequintes
propriedades da esperanca.
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Proposicao 4.15
Seja X varidvel aleatdria continua, Xpin = min{Im(X)} e xpmax = max{Im(X)}. Se E(X) € R
entdo, Xmin < E(X) < Xmax-

Demonstracao:
Primeiro vamos mostrar que x;i, < E(X).

00 00 00
E(X) = / XfX(X) > / Xmian(X) = Xmin/ fX(X) = Xmin-
—0 —00 —00

1

Para mostrar que E(X) < xpax faremos um desenvolvimento anélogo.

00 00 00
E(X) = / XfX(X) < / Xmafo(X) = Xmax/ fX(X) = Xmax-

—0Q —0Q —0Q

1

Proposicao 4.16  Propriedade de Linearidade da Esperanca
Seja X varidvel aleatdria continua tal que E(X) € R. Sejam a, b € R. Entdo,

E(aX + b) = a E(X) + b.

g

Demonstracgao:

E(aX +b) = ax + b)fx(x)dx =

88

o0

axfx X)C/X—I—/ bfx(x)dx =

—0Q

88

X
_ / (axfx(x) + bfx(x)) dx =
/

8

= a[ xtx(x)dx —|—b/ fx(x)dx = a E(X) + b.

—0Q

E(X) 1

4.3 Variancia

A varidncia de uma varidvel aleatdria, discreta ou continua, é uma medida de disperséo
em torno da média. O que muda do caso discreto para o continuo é apenas como as contas
sdo feitas.

Definicao 4.17  Variancia de Variavel Aleatodria Continua
Seja X varidvel aleatdria continua tal que E(X) € R. A vari@ncia de X é definida como

Var (X) = E [(x —E (X))Z] - /Oo (x — E (X))? fx(x)dx,

—0Q

desde que a integral esteja bem definida.

O desvio-padrao é definido como a raiz quadrada de sua variancia, independente do

tipo de variavel.
DP (X) = +/Var (X)
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Usando as propriedades do calculo integral e representando por p a esperanca de X
(note que p é uma constante, um nimero real), temos que:

+00
Var(X) = / [x — p]? fx(x)dx

+00
= / (x2 —2ux + uz) fx(x)dx
_—tooo +00 +o0
= / x%fx(x)dx — 2;// xfx(x)dx + uz/ fx(x)dx

7

Se definimos h(x) = x?, a primeira integral nada mais é que E(X?), pela Proposicao
A segunda integral é E(X) = p e a terceira integral é igual a 1, pela definicdo de funcao
densidade. Logo,
Var(X) = E(X?) — 2p2 + p* = E(X?) —

o que nos leva ao resultado ja visto para variaveis discretas:
2
Var(X) = E(X?) — [E(X)] (4.3)
De forma resumida: a varidncia é a esperanca do quadrado de X menos o quadrado da
esperanca de X.

As propriedades apresentadas na Proposigdo [2.34] valem também para o caso continuo.
Veja que a sua demonstracdo em momento algum usou o fato da variavel ser discreta, apesar
da proposicao ter sido enunciada no capitulo sobre varidveis aleatdrias discretas. Vejamos
novamente tais propriedades.

Se X varidvel aleatdria tal que Var(X) € R, entdo valem as sequintes propriedades:
(i) Var(X) >0
(i) DP(X) >0
(iii) Var(aX + b) = a® Var(X)
(iv) DP(aX + b) = |a| DP(X)

Exemplo 4.18
Para a varidvel aleatéria apresentada no Exemplo calcule: Var(X), Var(3X +1) e Var(X?).

Solucao:

*»

Exemplo 419  Funcao linear
Seja X varidvel aleatéria cuja fungdo densidade fx estd apresentada na Figura

(a) Encontre o valor de k para que fx seja fungéo densidade de probabilidade de uma
varidvel aleatdria continua e determine a equacgdo que define fx.

(b) Calcule P(2 < X < 3).

(c) Encontre a funcéo de distribuicéio acumulada de X.

(d) Determine o valor de q tal gue P(X < q) =0,6.
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Figura 4.1 — Funcao densidade de probabilidade para o Exemplo

(e) Calcule a esperanca e a variéncia de X.

Solucao:

(@) O valor de k pode ser encontrado de forma que a area embaixo da curva seja 1. Para
isso vamos somar a area do retdngulo com a do tridngulo para obter a area do trapézio.

area :5><0,1+5><(I<—0,1)><%:1 = k=0,3.

Para encontrar a expressao que define fx basta encontrar a equacao da reta. Veja que
essa reta passa pelos pontos (1;0,1) e (6;0,3), o que fornece o seguinte sistema de
equacoes:

0,3=a+6b

Subtraindo a primeira equagédo da segunda, obtemos b = 0,04 e a = 0,06. Logo,

{ 001=a+b

Fe(x) = 0,064+0,04x se1<x<60
=10 casocontrario

(b) Veja a Figura [4.3} em que a area sombreada corresponde a probabilidade pedida:

3

3 2 9 4
P2<X<L3)= / (0,0640, 04x)dx = (0,06X + 0,04%) =0,06+0, 04 (§ — z) =0,16
2 2
Figura 4.2 — Area sob a funcéo Figura 4.3 — P(2 < X < 3) para o

densidade fx do Exemplo [£.19] Exemplo [4.79
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(c) Veja a Figura al podemos ver que, para x € [1,6], Fx(x) é a drea de um trapézio de
altura x — 1; base maior igual a fx(x) e base menor igual a fx(1) = 0,1. Logo,

0,06+ 0,04x) + 0,1
Frb) = | L0 S )

= (0,08 +0,02x)(x — 1)

ou seja,
0 se x <1
Fx(x) = 0,02x2+0,06x — 0,08 se1<x<6
1 se x>0

Na Figura[4.5 é dado o gréfico da fungéo de distribuicao.
Usando integral, temos que

X

X 42
Flx) = /(0,06+0,04t)dt: (O,O6t+0'0 t )
1

2

1
— (o, 06x + 0, 02)(2) — (0,06 + 0, 02)

= 0,02x? +0,06x — 0, 08 1<x<6

0,1

Figura 4.4 - Fx como é&rea - Figura 4.5 — Fx - Exemplo
Exemplo

(d) Queremos determinar g tal que Fx(q) = 0,6. Logo,

0,6 =0,02g% + 0,06 — 0,08 =
0,02¢° +0,06g — 0,68 =0 =
q*+3g-34=0=>
—3+vV9+4x34

2

A raiz que fornece resultado dentro do dominio de variacéo de X é

_ _3+V92+4X34z4,5208

q

(e) Temos que
2 3y 16

6
E(X) = /x(0,06+0,04x)dx: (0,06)(2_{_0,04)(3)
1

1

’ 4
= (0,03-36+0,04.63)_(0103.1+0,0 )

3
0,04 11,75

— 1,08+2,88—0,03—
+ 3 3

= 3,9167
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E(X?) =

6
/ x% (0,06 + 0, 04x) dx = (
!

99

X3 X4 6
0,06 10,04
3 190 )

1

= (0,02-216+ 0,01 - 1296) — (0,02 + 0, 01)
= 4,32+12,96—0,03=17,25

Var(X) = 17,25 — ( :

4.4 Densidade Simétrica

11,75)2 155,25 —138,0625

=1 7
9 ,909

*»

Se interpretamos a funcéo densidade de probabilidade de X como uma distribuicdo de
massa na reta real, entdo E(X) é o centro de massa desta distribuicdo. Essa interpretacéo
nos permite concluir, por exemplo, que se fx é simétrica, entdo E(X) é o valor central que

define o eixo de simetria.

Exemplo 4.20 Densidade triangular
Considere a fungéo fx apresentada na Figura[4.6}

Figura 4.6 — Funcdo de densdidade de probabilidade

(a) Encontre o valor de k para que fx seja uma fungdo densidade de probabilidade de uma

va. X (note que o triéingulo é isdsceles).
(b) Determine a equacdo que define fx.
(c) Calcule P(1 < X < 3).
(d) Encontre E(X).

(e) Determine o valor de Q tal que P(X < Q) =0,6.

(f) Encontre a funcéo de distribuicdo acumulada de X.

Solucao:

(@) Como a érea tem que ser 1, resulta

1

1=~-
2

1

><(4—0)></<=>/<=§
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(b) A funcéo fx é dada por 2 equacdes de reta. A primeira é uma reta de inclinacédo positiva

que passa pelos pontos (0,0) e (2, %) A segunda é uma reta de inclinacdo negativa,

que passa pelos pontos (2,1) e (4,0).

Para achar a equacdo de cada uma das retas, basta substituir as coordenadas dos dois
pontos na equacdo geral de uma reta f(x) = a + bx e resolver o sistema.

Para a primeira reta, temos o sequinte sistema:

0 = a+bx0

1

- = a+bx2

2
Da primeira equacéo resulta que a = 0 (é o ponto onde a reta cruza o eixo y) e
substituindo esse valor de a na segunda equacéo, temos b = %.
Para a segunda reta, temos o seguinte sistema:

0 = a+bx4

1

- = a+bx2

2
Subtraindo a seqgunda equacao da primeira, resulta:

1 1

Substituindo na primeira equacédo, encontramos que a = 1.

Combinando essas duas equacdes, obtemos a seguinte expresséo para fx:
X

2 se0<x<?2

fx(x) = 1 1—% se2<x<4

0 sex<0Ooux>4

~

(c) A probabilidade pedida é a drea sombreada em cinza-escuro na Figura [4.7}

Figura 4.7 — Calculo de P(1 < X < 3)

Os dois triangulos sombreados de cinza-claro tém a mesma area, por causa da simetria.
Assim, podemos calcular a probabilidade usando a regra do complementar, uma vez que
a area total é 1.

A altura dos dois tridngulos é % = fx(1) = fx(3). Logo, a area de cada um dos tridngulos
) 1_1 ;
¢ 5 x1x 7 =g e portanto,

PA<X<3)=1-2x

x| =
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(d) Como a funcéo é simétrica, resulta que E(X) = 2.

(e) O primeiro ponto a observar é o seguinte: o ponto x = 2 divide a area ao meio, ou seja,
x = 2 é a mediana da distribuicdo. Como temos que P(X < Q) =0, 6, resulta que Q tem
que ser maior que 2. Veja a Figura [4.8}

Figura 4.8 — Célculo de Q tal que P(X < Q)=10,6

Novamente, vamos usar a regra do complementar: como a area (probabilidade) abaixo
de Q tem de ser 0,6, a area (probabilidade) acima de Q, dada pela area do triangulo
superior, tem de ser 0,4. A altura desse tridngulo é obtida substituindo-se o valor x = Q
na equacdo da segunda reta, o que nos déa h =1 — % Substituindo na férmula que da
a area de um triangulo, resulta:

1

0,4==
2

x (4 — k) x (1—k) =

2
0,4 = 1(4—/<—/<+k) =

2 4
N 2
08 — 16 — 8k + k
4

3,2 = kX—8k+16=

k? —8k+13,2=0=

8+/64—4x13,2 84112
k= 2 - 2

A raiz 812 VZ”Z estd fora do dominio de definicdo da funcéo; logo, essa solucdo néo serve.
A solucao para o problema, entéo, é:

8— V11,2

(f) Assim como a funcéo densidade, a funcdo de distribuicdo também seré definida por 2
equacdes: uma para os valores de x no intervalo [0,2) e outra para valores de x no
intervalo [2,4]. Para x € [0,2), Fx(x) é a area do tridngulo sombreado na Figura e
para x € [2,4], Fx(x) é a area sombreada na Figura m
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k k
Figura 4.9 — Célculo de Fx(x) para 0 < Figura 4.10 — Calculo de Fx(x) para 2 <
x <2 x <4
Logo,
1 X
FX(X)Zi(X_O)XZ x €[0,2)

Combinando os resultados obtidos, resulta a sequinte expressao para Fy :

(0 se x <0

%xz se0<x<?2
Fx(x)

I
A

—1(4—x)? se2<x<4

1 se x >4

Veja a Figura para 0 < x < 2, o gréfico de Fx é uma parabola céncava para cima;
para 2 < x < 4, o grafico de Fx é uma parabola concava para baixo.

0.5

-0.5

Figura 4.11 — Funcéo de distribuicdo acumulada para a densidade triangular

*»

O fato da esperanca da varidvel aleatéria no exemplo anterior ter sido o ponto de
simetria ndo foi uma coincidéncia, esse é um resultado geral sempre que a varidvel aleatéria
tiver fungdo densidade simétrica. Veja Proposicao [4.21] a sequir.
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Proposicao 4.21
Seja X uma varidvel aleatéria com fungéo densidade fx(x) simétrica em torno de p, isto é,

fx(u—x) = fx(u+ x).
Entéo, E(X) = p.

Demonstracgao:

Seja X variavel aleatéria com funcdo densidade fx(x) simétrica em torno de . Vamos calcular
a sua esperanca de X.

e =20
Nesse caso, fx(x) é uma funcéo par, isto é, fx(x) = fx(—x). Por definicéo,
+00
E(X) :/ xfx(x)dx

Vamos denotar o integrando por h(x), isto é, h(x) = xfx(x). Resulta da simetria de fx
que
h(—=x) = —xfx(—x) = —xfx(x) = —h(x)

ou seja, h(x) é uma fungdo impar e pelo Teorema [A.T0)
+o0
/ h(x)dx =0
—0Q

Provamos, assim, que se X é uma variavel aletadria com densidade simétrica em torno
de x = 0 entdo E(X) = 0.

e /1 qualquer

Vamos definir uma nova variavel aleatéria Y = X — p. Entao,

Fy(y) = P(Y<y)=PX—-p<y)=PX<p+y)=Fxp+y) =
Fyly) = fyly)=Fxlu+y) 1 =1fx(p+y)

Como fx é simétrica em torno de p, temos que
fy(y) = fx(w +y) = fx(p — y) = fy(—y)
ou seja, a densidade de Y é simétrica em torno de O e, portanto,

E(Y)=0=E(X—p)=0= E(X)=yu
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Capitulo 5

Algumas Distribuicoes Continuas

Assim como no caso discreto, algumas distribuicoes de varidveis aleatodrias continuas
sdo bastante usadas e por isso merecem um estudo mais detalhado. Esse é o objetivo deste
capttulo, estudar algumas distribuicoes continuas.

5.1 Distribuicao Uniforme

A motivacao principal da distribuicao Uniforme é definir a funcdo densidade de uma
varidvel aleatdéria X de forma que P(X & /) dependa apenas do tamanho do intervalo /.
Considere a funcao densidade fx apresentada na Figura em que a e b sdao numeros
conhecidos.

Figura 5.1 — Funcédo densidade uniforme

Note que, para dois subintervalos de mesmo comprimento contidos em [a, b], a area sera
igual, uma vez que temos areas de retdngulos com mesma altura. Assim, intervalos de mesmo
comprimento tém a mesma probabilidade. Esse fato leva a denominacéo de tal densidade
como densidade uniforme.

Qual deve ser o valor de k para que fx seja funcdo densidade?

A primeira condicdo é a funcdo densidade é uma funcéo ndo-negativa, logo isso implica
em k > 0. A segunda condicdo é que a area e embaixo da curva de fx tem que ser 1, o resulta
em

1=(b—- k k=-——.
(b—a)x k= k b
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Definicao 5.1  Distribuicao Uniforme
Uma varidvel aleatéria continua X tem distribui¢éo uniforme no intervalo [a, b] se sua
funcéo densidade é dada por

1
- ,se x €a, b]

0 , caso contrdrio.

Os valores a e b séo chamados parGmetros da distribuicdo uniforme.

Note que ambos os parametros da densidade uniforme tém de ser finitos para que a
integral seja igual a 1. Além disso, a < b. Dessa forma, o espago paramétrico para o vetor de
parametros (a,b) é {a € R, b € R, a < b}.

Vamos denotar a distribuicdo Uniforme com parametros a e b por U(a, b). Nesse caso,
se quisermos indicar que uma variavel aleatdria continua X seque a distribuicdo Uniforme no
intervalo [a, b] podemos simplesmente escrever X ~ U(a, b) (lé-se: a varidvel aleatéria X tem
distribuicao Uniforme no intervalo [a, b)).

Quando a =0 e b =1 temos a distribuicao Uniforme Padréo, denotada por U(0, 1).

Funcao Densidade e Funcao de Distribuicao

Ja vimos se X ~ U(a, b) a sua funcéo densidade é definida por:

1
b—a

,se x € [a, b]
f(x) =

0 , caso contrario.
Por definicéo, a funcdo de distribuicdo acumulada é
Fx(x) =P (X < x)

e essa probabilidade é dada pela area sob a curva densidade a esquerda de x, conforme
ilustrado na Figura 5.2

Figura 5.2 — Funcédo de distribuicdo acumulada da densidade uniforme como area
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Essa é a area de um retangulo com base (x — a) e altura . Logo,
b —a
0 ,sex < a
Fx(x) x—4a <x<I (5.1)
X) = ,sea<x<b .
X b—a -7
1 ,sex>b

O grafico dessa funcao de distribuicdo acumulada é apresentado na Figura

a

Figura 5.3 — Funcdo de distribuicdo acumulada da densidade uniforme

Esperanca e Variancia

Das propriedades da esperanca e das caracteristicas da densidade uniforme (funcéo
simétrica), sabemos que E(X) é o ponto médio do intervalo [a, b]. Logo

/
X ~Uab) =  E(X)= C'er ? (5.2)

Vamos, agora, calcular E(XZ).

b b . -
! b’ — b2+ al
EX?) = [ x*f(x)dx= | x*——dx = b —a a”+b”+ab
a a b_CI

3(b—a) 3
Logo,
a? + b%+ ab a+b\? 4a%+4b%+4ab —3a% — 6ab — 3b2
Var(X) = — —
3 2 12
_ b*—2ab+a’> (b—a)
B 12 - 12

Assim chegamos na expressao,

X~U b)) =  Var(X)= (b1—2c1)2 (5.3)

Exemplo 5.2 Latas de coca-cola

Latas de coca-cola sédo enchidas num processo automdtico sequndo uma distribuicéio uniforme
no intervalo (em ml) [345,355].
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(a) Qual é a probabilidade de uma lata conter mais de 353 ml?
(b) Qual é a probabilidade de uma lata conter menos de 346 ml?

(c) Qualquer lata com volume 4 ml abaixo da média pode gerar reclamacdo do consumidor
e com volume 4 ml acima da média pode transbordar no momento de abertura, devido
a pressdo interna. Qual é a proporgdo de latas problemdticas?

Solucao:
Seja X = “contelido da lata de coca-cola”. Entao, X ~ U[345, 355]

(a) Pede-se

355 — 353
> = """ =
I(X>353)—355_345 0,2
(b) Pede-se
346 — 345
3 _——
I(X<346)—355_345 0,1

(c) Pede-se

346 — 345 + 355 —354
355 —345 355 —345

P(X < 350 — 4) + P(X > 350 + 4) = 0,2

Logo, a proporcao de latas problematicas é de 20%. Note que essa é uma proporcao
bastante alta!

*»"

Exemplo 5.3 Determinacao dos parametros
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo uniforme no intervalo [a,b] com média 7,5 e
variincia 6,75. Determine os valores de a e b, sabendo que b > a > 0.

Solucao:
a+b
=75
2
(b — a)?
——=6,75
12

Da segunda equacao, resulta que (b — a)> = 81 e, portanto, |b — a| = V/81. Como estamos
supondo que a < b, resulta que b —a =9, o que nos leva ao sistema

a+b=15
b—a=9

cuja solucdo é a =3 e b =12, ou seja, X ~ U(3,12).

*»

5.2 Distribuicao Exponencial

Suponha que eventos ocorram ao longo do tempo e que o nimero de eventos ocorridos
dentro de um intervalo de tempo unitério possa ser considerado uma varidvel aleatdéria com



5.2. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL 109

distribuicdo de Poisson de média A. A motivacdo principal para a criacdo da distribuicdo
exponencial vem da distribuicdo do tempo até a ocorréncia do primeiro evento.

Seja T o instante em que ocorre o primeiro evento. Veja que T é variavel aleatodria.
Quais os valores possiveis para T, ou seja, quem é Im(T)? Im(T) = (0, 00). Vamos encontrar
a distribuicao da variavel aleatéria T.

Primeiro vamos buscar a funcao de distribuicdo da varidvel aleatéria T.

Fr(t)=P(T <t)=1—P(T > t) =1 —P(ndo ocorrer evento algum em(0, t)).

Seja X = nGimero de ocorréncias dentro do intervalo (0, t). Entdo X ~ Poi(At) e px(x) =
(A1)
—e

—At Assim,
x|

P(T>t)=P(X=0)=e = Fr(t)=1—e*.

Para encontrar a funcdo densidade basta derivar F1 em relacdo a t. Assim temos,

d

= —Fr(t) = Ae ™.
g7 = 2e

fr(t)

Uma variavel aleatéria com essa distribuicao é chamada de Exponencial, como mostra
a Definicéo p.4] a sequir.

Definicdo 5.4  Distribuicdo Exponencial
Uma varidvel aleatéria X continua tem distribuicéo exponencial com pardmetro A se sua
funcéo densidade de probabilidade é dada por

de™™ x>0
=10 Zg

Como essa funcéo depende apenas do valor de A, esse é o pardmetro da densidade
exponencial.

Veja que a distribuicdo Exponencial tem apenas um parametro, A. O espaco paramétrico
para ele é A > 0, uma vez que A indica o nimero médio de ocorréncias em um intervalo de
tempo unitario.

Usaremos a seguinte notacdo para indicar que uma varidvel aleatéria tem distribuicéo
exponencial com parédmetro A: X ~ exp(A).

Funcao Densidade e Funcao de Distribuicao

No inicio dessa secéo ja encontramos a funcdo densidade e a funcédo de distribuicdo de
uma variavel aleatéria X ~ exp(A). S6 para relembrar, essas funcées sdo
_ —Ax — —Ax
Fx(x)=1—e",x>0 e fx(x) = Ae ™, x > 0.

Veja nas Figuras e 0.4(b)| os graficos da funcdo densidade e de distribuicéo,
respectivamente, para X ~ exp(2).
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(@) Funcao Densidade (b) Funcéo de Distribuicao

Figura 5.4 — Distribuicdo Exponencial com A = 2.

Esperanca e Variancia

Vamos fazer as contas para encontrar E(X) e Var(X) para X ~ exp(A). Para o célculo
de E(X) faremos primeiro uma integracéo por partes e em seqguida por substituicao.

00 %) ef)\x 0 1
+/ e Mdx=0— limxe ™ - —| =,
0 A

o)
E(X) = [ xAe™dx = —xe™
(X) /xe dx xe 0 om A,
0

Portanto,

X ~ exp(A) = E(X) = (5.4

1
T

Vamos agora calcular E(X?) para depois encontrar Var(X). Novamente faremos uma
integracao por partes.

E(X?) = /xz)\e_’\xdx — _x2eM|” +/ 2xe Mdx
0
0

0
o0 2 (% 2 2
=0 _X@QOXZQ_M + 2/0 xe Mdx = )\[0 xAe Mdx = ) E(X) = 2z
Assim chegamos no resultado,
2 1 1
Var(X) = E(X?) — E(X)? = SRl
Portanto,
1
X ~ exp(A) = Var (X) = 2 (5.5)

Exemplo 5.5 Relacao entre Poisson e Exponencial
Suponha que o nimero de acidentes em uma rodovia seja uma varidvel aleatéria de Poisson
com média de 1 acidente a cada 3 dias.

(a) Qual a probabilidade do primeiro acidente do més acontecer antes do terceiro dia?

(b) Qual a probabilidade de néo ser registrado acidente algum na primeira semana do més?

Solugao:

Cada um dos dois itens pode ser feito usando a distribuicdo Poisson ou Exponencial. Faremos
dos dois jeitos.
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(@) Primeiro faremos pensando na distribuicdo de X = nlimero de acidentes nos primeiros
2 dias do més. Queremos encontrar P(X > 0). Veja que X ~ Poi(A = 2/3). Logpo,
PX>0)=1-P(X=0)=1—e23
Podemos resolver o mesmo exercicio a partir da varidvel Y = intervalo de tempo (em

dias) até o primeiro acidente. Queremos P(Y < 2). Veja que Y ~ exp(A = 1/3). Logo,
P(Y<2)=Fy(2)=1—e?

(b) Vamos primeiro resolver a partir de X = ndmero de acidentes na primeira semana.
Queremos P(X = 0). Veja queX ~ Poi(A = 7/3). Logo, P(X =0) = e™//3.

Podemos resolver o mesmo exercicio a partir da variavel Y = intervalo de tempo (em
dias) até o primeiro acidente. Queremos P(Y > 7). Veja que Y ~ exp(A = 1/3). Logo,
PY>7)=1—Fy(7)=e"3

*»"

Exemplo 5.6
Seja X uma varidvel aleatéria exponencial com média 4. Calcule

(a) P(X >1)
(b) P(1 < X < 2)
Solucéo:

(@) A funcéo densidade de X é fx(x) = %e_x/"

Podemos resolver essa questao por integracéo da funcéo densidade

e a funcao de distribuicdo é F(x) = 1— e/

PX >1) = / f(x)dx = [ Tetdx = —ei" = 0- (—e%??) = 702 = 0,7788
1 1

ou pelo uso direto da funcdo de distribuicdo

PX>1)=1-PX<N)=1-FN)=1-[1—e " =e0%=0,7788

POI<X<2) = P
= P ~P(X<1)
= FQ-FM)=[1—e M =[1—e "M
= e 9% —e % =0,17227

*»

Parametrizacao Alternativa

Muitos livros apresentam a distribuicdo exponencial em termos do parametro B = % > 0.
Neste caso, a funcdo densidade passa a ser

1a—xIB 0
_ Be , X >
Fx(x) { 0 x <0.

Além disso, usando essa nova parametrizacdo temos:

E(XX)=28, E(X?)=2B> e Var(X)=p°.



112 CAPITULO 5. ALGUMAS DISTRIBUICOES CONTINUAS

Exemplo 5.7
Seja X varidvel aleatéria com distribuicdo exponencial. Calcule P(X > E(X)).

Solugéo:
Vamos usar a notacdo alternativa, mas poderia ser resolvida pela notacao tradicional sem

problema algum.
P(X > E(X) = 1= P(X < E(X)) = 1= FEX) = 1— [1- e #F] = ¢~

Note que essa é a probabilidade de uma varidvel aleatdria exponencial ser maior que o seu
valor médio; o que mostramos é que essa probabilidade é constante, qualquer que seja o
parametro.

*»

Propriedade de Falta de Meméria

Nessa secdo vamos apresentar o conceito de falta de memoéria de uma varidvel aleatéria
continua. Em seqguida vamos mostrar que a distribuicdo exponencial seque tal propriedade.

Definicao 5.8 Propriedade de Falta de Meméria - v.a. Continua
Seja X uma varidavel aleatdria continua e a e 0 numeros reais quaisquer. Se,

PX>a+0d|X>a)=PX>)9)

entdo dizemos que X tem a propriedade de falta de memoria.

Queremos mostrar nessa secdo que uma varidvel aleatdria com distribuicdo exponencial
tem a propriedade de falta de meméria.

Seja X ~ exp(A), entéo

PX>a+0 e X>a) PX>a+9)

PX>a+0|X>a) =

P(X > a)  P(X>a)
_ 1—=P(X<a+0d) e HMetd)
B 1-P(X<a) e
—Aa ,—A0
= P(X >9).

Exemplo 5.9

Ao comprar um carro usado vocé nédo perguntou para o antigo dono quando foi a ultima vez
que ele trocou a bateria. O fabricante da bateria diz que o tempo de vida de cada bateria
pode ser considerado uma varidvel aleatdria exponencial com média de 4 anos. Sabendo que
a bateria estd funcionando quando o carro foi comprado, qual a probabilidade de vocé ndo
precisar trocar essa bateria pelos préximos 2 anos?

Solugao:
Considere X = tempo de vida (em anos) da bateria e a = tempo (em anos) desde que a bateria
atual foi instalada até a compra do carro. O que queremos encontrar é

P(X > a+2|X > a).
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Sabemos que X ~ exp(A = 1/4), mas ndo conhecemos o valor de a. Porém essa informacéo
ndo é necessaria, uma vez que a distribuicdo exponencial tem a propriedade de falta de
memoéria. Nesse caso temos, pela propriedade da falta de meméria (Definigéo [5.8),

PX>a+2X>a)=P(X>2)=1-P(X<2)=1-Fx(2) = e 32 =e"2 = 0,6065.

*»

5.3 Distribuicao Gama

A Funcao Gama

Para apresentar a distribuicdo Gama primeiro precisamos conhecer a funcao Gama e
suas propriedades.

Definicdo 5.10  Fungdo Gama
Chama-se fungdo Gama a fungdo de varidvel real, estritamente positiva, definida por:

Veja que a funcdo I é ndo negativa, uma vez que a funcdo x®'e™ > 0, qualquer que
sejaa>0ex>0.

Além disso, o que ndo sera demonstrado nessa apostila, [ (@) é um nimero real sempre
que a > 0, isto é, a integral acima converge qualquer que seja a > 0. E se a < 0 a integral
[7 x e dx na "ge, isto é, [P x% e Xdx =

0 ao converge, isto é, [;” x® e *dx = co.

A sequir veremos 3 propriedades importantes, e bastante Uteis, da funcéao I'.
Proposicao 5.11
Seja I a fungéo apresentada na Definigéo Entéo valem as sequintes propriedades.
I(a)
)\a
(G2) Dado o > 1, I'(a) = (a— 1) (a —1).

o0 xoa—Ta=Ax(lx.

(G1) Dados a >0 e A >0,

(G3) Dado n € {1,2,3,...}, [(n) =(n—1).
Demonstracao:
(G1) Para mostrar essa propriedade basta fazer contas e mostrar que [(a) =

A fooo x®Te™Xdx, qualquer que seja A > 0. Para isso, nas contas a sequir, logo de
inicio faremos a substituicdo y = x/A (ou x = Ay), supondo A > 0.

o o o
Ma) = / x e ™Xdx = / (Ay)* e MAdy = )\a/ y e Mdy
0 0 0

(G2) Vamos tentar resolver a integral que define a funcéo I por partes. Logo de inicio faremos
entdo: U =x"""=du=(a—1)x"%dxedv=eXdx=>v=—e""

[e¢]

(o]
MNa) = / x¥e™dx = —x%Te™X
0

+/ e (o — 1)x*2dx
0

= [OO e X(a—Nx"2dx = (a —1) /oo x2e¥dx = (a — N)[(a —1).
0 0

0
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(G3) Por dltimo vamos considerar o = n inteiro positivo. Usando o resultado da Propriedade
[(G2)] podemos demonstrar, por indugéo, que [(n) = (n — 1)L

Primeiro veja que a afirmacéo é verdadeira para n =1, isto é, que ['(1) = 0! = 1.

o0 o
r(1) :/ x' e ™dx :/ e Xdx =1.
0 0

Agora, supondo que é verdade para n qualquer, isto, supondo que [(n) = (n — 1)!,
vejamos que isso implica em ser verdade para n+1. Vamos comecar usando o resultacdo

da Propriedade [[G2Z)]
(n+1)=nl(n)=n(n-1)=n!

Funcao Densidade

Definicdo 5.12  Distribuicao Gama
Uma varidvel aleatdria continua X tem distribuicéo gama com parémetros a > 0 e A > 0
se sua funcgdo densidade é dada por

1 1
— x )0 sa x>0
fx(x) =4 (o)

0 , caso contrdrio.

Note que, quando a = 1, resulta a densidade exponencial com pardmetro A, ou seja, a
densidade exponencial é um caso particular da densidade gama.

Os parametros da distribuicdo gama sdo a e A. O espaco paramétrico para tais
parametros é definido por a > 0 e A > 0. Usaremos a notacéo X ~ gama(a; 8) para indicar
que a variavel aleatéria X tem distribuicdo gama com parametros «a, 8.

Para verificar que a funcédo apresentada na Definicéo realmente define uma funcéo
densidade, notamos inicialmente que f(x) > 0. Além disso, fazendo o uso da propriedade
apresentada na Proposicéao temos

[oo fx(x)dx = /oo an—b\ae—kx _ A /00 X0 Te=M = 1.
—o0 o [(a) () Jo
I(

—_—
a)

)\O(

Logo, as duas condicdes para uma funcéo densidade séo satisfeitas.

Esperanca e Variancia

Seja X ~ gama(a,A). Queremos encontrar E(X) e Var(X). Vamos comecar pela

esperanga. Nas contas a sequir faremos o uso das Propriedades ?? e [G2)] apresentadas
na Proposicao .11}

o (o] 1 )\0( o

E(X) = / xfx(x)dx:[ xxa_1)\0’e_AX:/ x%e ™
o o [Ia) (a) Jo
A T(a+1) A al (o)  «

M) AT 7 [(a) e+l — 2




5.3. DISTRIBUICAO GAMA 115

Portanto,
X ~gama(a,)) =  E(X)= % (5.6)
De modo andlogo, vamos calcular E(X?).
E(X?) = /OO x*fx(x)dx = /oo szx“_uae_’\X _ M ooxa+1 e
oo o (o) Ma) Jo
AT Ta+2) AT ala+ N (a)  ala+1)
o) A9t2  [(a) ra+2 X
Logo,
L ) 2 ala+1) az_a(a+1)—a2_a
Var(X) = E(X*) — E(X) == T ET T e~ n
Portanto,
X ~gama(a,)) =  Var(X)= % (5.7)

Parametrizacao Alternativa

Assim como no caso da distribuicdo exponencial, a distribuicdo gama também tem uma
parametrizacéo alternativa, onde em vez do pardmetro A é usado o parametro B = % > 0.
Neste caso, a funcao densidade passa a ser

x@Te=XIB se x>0

0 , caso contrario.

Além disso, usando essa nova parametrizacdo temos:

EX)=aB, EX)=ala+1)B* e Var(X)=ap%

Os Graficos da Funcao Densidade da Gama

Nessa secéo foi considerada a parametrizacdo alternativa para a distribuicdo gama.

Qualquer que seja o valor do parédmetro 3, temos que

lim f(x) = 0
0 ,sea>1
lim f(x) =

x—0
- o ,sea<l

Vamos, agora, calcular as derivadas primeira e sequnda de f para estudar pontos de
maximo, minimo, regides de crescimento ou decrescimento, concavidade.
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Derivada primeira

O sinal da derivada primeira depende do sinal de

1
gx)=a—1——=x

B

Vamos analisar a derivada primeira estudando o comportamento de g.

e o<1

Como x > 0, resulta que f'(x) < 0, ou seja, se a < 1 a densidade gama é uma funcéo
estritamente decrescente.

o a>1
f'ix) = 0 x=Ba—-1)
f'lix) > 0o x<Bla—1) f crescente
f'lix) < 0&x>Ba—1) f decrescente
Logo,

xo = B(a— 1) é um ponto de maximo

Derivada segunda

f”(X) —

1 (0 =2)(a = )x e — f(a = 1)x2e P — L(a = 1)x* 2P
—I—éx"*1 e xR

_X/,e) [(a_ 2) (o —1) — z,(a— 1)x + [31,2)(2”

a—3 ,—x/B
= {(X ) [32(a— 2)(a — 1) — 2B(ar — 1)x +x2]]> (5.9)

Il
-
2=
@™

Q
—r—
—_—

i
w
D

O sinal da derivada segunda depende do sinal da expressdo entre colchetes, que é uma
funcdo do segundo grau. Vamos denotar essa expressao por h(x), de modo que

h(x) = x* = 2B(a — 1)x + B*(a — 2)(a — 1)
Vamos, agora, analisar o sinal da derivada segunda da densidade gama, estudando o

sinal do discriminante da equacdo dada pela expressao de h(x), para analisar a concavidade
da densidade gama:

A=4Ba—1)7? —4B*a—-2)(a—1)=4R%a—1)(a—1—a+2) = 4B*(a—1)
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o a<

Nesse caso, o discriminante é negativo e a equacdo nédo tem raizes reais e tera sempre
o sinal do coeficiente do termo quadratico, que é 1. Assim, neste caso, a concavidade
é para cima. Resumindo, se a < 1 a densidade gama é decrescente com concavidade
para cima.

e a=1
Nesse caso, o discriminante é nulo e h(x) = x2>0; logo, a concavidade é para cima, ou
seja, se o = 1 a densidade gama é decrescente com concavidade para cima.

o a>1

Neste caso, o discriminante é sempre positivo, ou seja, temos duas raizes reais distintas,
calculadas da seguinte forma:

(0(—2)(0f—1)—é(0’—1)><+/;x2=0(=)
B (a—2)(a—1)—2B(a —1)x + x> = 0 <
2B(a—1) %/
X:f(:)
X_23(0(—1)i2[3’\/(a—1)(0(—‘|—a+2)
B 2

x=Bla—1xBVa—1
x=BVa—1 (\/a—1i1)

o que fornece as raizes
n=pva-—1 (\/0{—1 —1)
rn=RpBvVa—1 (\/0(—1 +1)

A raiz é rp é sempre positiva. J& a raiz r1 sé sera positiva se Va—1—1 > 0, ou seja,
se a > 2.

Considerando a funcao de segundo grau h(x) que define o sinal da derivada segunda,
vemos que o coeficiente do termo quadratico é 1; assim, a funcéo é negativa (sinal oposto
ao de a) para valores de x entre as raizes, e positiva (mesmo sinal de a) fora das raizes.
Veja a Figura at podemos ver que, se a > 2, a derivada segunda muda de sinal
em dois pontos dentro do dominio de definicdo da densidade gama. Isso ndo ocorre se
a < 2 (ou a = 2), uma vez que, neste caso a menor raiz é negativa (nula).

Mais precisamente, temos a seguinte situacao:
* a>2

f'(x) < 0seri <x<nr
f"(x) > 0se x> r;oux<r

ou seja, a funcdo densidade é cdncava para cima se se x > BvVa — 1 (\/a —1+1 )
oux < Bva-—1 (\/a— 1— 1) e é concava para baixo se BvVa — 1 (\/a— 1— 1) <

x < BVa—1 (\/a -1+ 1) , 0 que indica a ocorréncia de dois pontos de inflexdo:
ry e r.
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a>2 + - +
0 ra ra

l<a<?2 + - - +
ri 0 ra

a=2 + - +
ri=0 ra

Figura 5.5 — Ilustracdo do sinal da derivada segunda da funcdo densidade gama para a > 1.

*1T<a<?2

f(x) < 0se0<x<r
f’(x) > 0se x>nr

ou seja, a funcdo densidade gama é cbncava para cima se x >
Bvoa—1 (\/a—1 +1) e é concava para baixose 0 < x < BvVa —1 (\/a—1 —1),

o0 que indica a ocorréncia de apenas um ponto de inflexdo em ry.

Na tabela temos um resumo do comportamento da densidade gama em funcéo do
pardmetro a.

Tabela 5.1 — Caracteristicas do grafico da densidade gama em funcéo do parametro a

0 < a <1 | Estritamente decrescente | Céncava para cima

Ponto de inflexao:
Ponto de maximo: oern=BVa—1 (\/0( —1+1 )

1<a<2|exp=pa-1) Concavidade:
e para cima se x >
e para baixo se x <

Crescente
o x < Bla—1) Pontos de inflexao:

or=pVa—T(Va=T-1
a>2 ern=RVa—1(va—1+1

Decrescente Concavidade:
o x> fBla—1) e para cima se x < rq oU X > 7
e para baixose r1 < x <

Em cada uma das Figuras e o pardmetro B estd fixo e temos o gréfico
da funcao densidade para @ = 1,2,4. Nas Figuras e fixamos o pardmetro a e
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variamos (. Analisando esses graficos,podemos ver que o tem grande influéncia sobre a
forma da distribuicdo, enquanto B afeta mais fortemente a dispersdo. Por essas razdes,
a é chamado pardmetro de forma da densidade gama e B é o pardmetro de escala.

B=2 B=4
a=1
a=1
a=2
a=2
a=4 a=4
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Figura 5.6 — Efeito do parametro o - Figura 5.7 — Efeito do parametro o -
B=2a=1,2,4 B=%4a=1,2,4
a=2 a=5

20

Figura 5.8 — Efeito do parametro B - Figura 5.9 — Efeito do pardmetro B —
a=2,=1,23 a=5p=123

Na Figura estdo marcados os 2 pontos de inflexdo de cada densidade.

Casos Particulares da Distribuicao Gama

Nessa secdo voltamos a trabalhar com a parametrizacao tradicional da gama, com os
parédmetros a e A. Veremos a sequir trés casos particulares da distribuicdo Gama, entre eles
a distribuicao Exponencial, como ja comentado ao longo do texto.

Distribuicao Exponencial

Quando, na distribuicdo gama, o parametro a = 1 temos a distribuicdo exponencial com
pardmetro A. Nesse caso, para x > 0, sua funcéo densidade é definida por

1
fx(x) = mx1*1)\1e*“ = Ae .
Além disso,
1 ) 1
E(X) = 3 e Var(X)= SYh

Veja que os resultados acima batem com aqueles encontrados na secéo
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Distribuicao de Erlang

Quando o parametro o da distribuicdo gama é um inteiro positivo, o = k, a distribuicdo
gama é conhecida como distribuicao de Erlang de ordem k e sua funcdo densidade, para
x > 0, é definida por:

1 k—=13yk —A 1 k—=13yk —A
— K X — A< X
X0 = F X k—* e

Ou seja, se X tem distribuicdo de Erlang de ordem k e pardmetro A (notacao: X ~ Erli(A)),
a sua funcéo densidade é:

1 k=1 1k o—A
)\ X
) =4 —aps Ae T esex>0 (5.10)
0 , caso contrario.
Além disso, B .
E(X) = n e Var(X)= 2

Distribuicao Qui-quadrado

Quando, na distribuicdo gama, o parémetro de forma «a é igual a ’% com n inteiro positivo,
e o parametro A é % a distribuicdo é chamada de distribuicao Qui-quadrado com n graus de
liberdade e a sua funcéo densidade, para x > 0 é definida por:

—x/2

2
1 (1121 (1),7 o—(112x _ 1 K(n2)=14

X0 =707 2 [(n/2)272

Ou seja, se X tem distribuicdo Qui-quadrado com n graus de liberdade (notacdo: X ~ x?2), a
sua funcao densidade é

1
(n/2)=1 ,—x/2
) =1 Fappm™ ¢ sex>0 (5.11)
0 , caso contrario.
Além disso, ” ”
n n
E(X) = 172 =n e Var(X)= A127 =2n.

5.4 Distribuicao Beta

A Funcao Beta

Antes de apresentarmos a distribuicdo Beta precisamos conhecer a funcéo Beta.

Definicao 5.13 Funcéao Beta
Chama-se funcéo Beta a fungéio de duas varidveis, estritamente positiva, definida por:

1
Beta(a, B) = / X1 = x)Pdx ,a>0e B >0.
0
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Proposicao 5.14 Relacao entre funcao Beta e funcdo Gama

Beta(a,B) = m.

Demonstragao:

A demonstracdo desta proposicdo utiliza integracdo dupla e como esse conceito ainda néo foi
visto pela maioria dos alunos, ela serd omitida.

0

Como consequéncia imediata da Proposicao temos os resultados apresentados no
Corolario 5.15] a sequir.

Corolario 5.15 Seja Beta a fungdo apresentada na Definigéo[5.13, Entdo,

(i) Beta é uma funcéo real, isto , V. a >0 e > 0 tem-se Beta(a, B) < oc.

(ii) Beta(a, B) = Beta(B, a), isto é, Beta é uma fungdo comutativa.

Funcao Densidade

Definicdo 5.16  Distribuicao Beta

Uma varidvel aleatéria continua X tem distribuicdo beta com parémetros a >0 e 8> 0
se sua funcgdo densidade é dada por

1 a—1 B—1
fx(x) = Beta(a, B)X (1 —=x) ,se 0 < x <1
0

, caso contrdrio.

Os parametros da distribuicdo Beta sdo a e B, e o0 espaco paramétrico é definido por:

a > 0e B > 0. Anotacdo usada para indicar que uma varidvel aleatdria X seque a distribuicéo
Beta é X ~ beta(a, B).

Veja que se X ~ beta(a, B) os valores que essa variavel aleatdria pode assumir séo:
Im(X) = (0,1). Além disso, se X ~ beta(1,1) entdao X ~ U(0,1).

Note que fx apresentada na Definicédo é de fato funcdo densidade, uma vez que
fx(x) >0VxeRe

o) 1 1
fx(x)dx = [ —————x*(1=x)F"d
/OO x(x)dx /0 Betc:(a,B)X (1 =X dx
1 1 a—1
= _ - 1 — B—1 I
Beta(a, 3)/0 X=X dx

1
= Beta(a. B) Beta(a, B) = 1.

Usando a relacédo entre as funcdes [ e Beta podemos reescrever a funcdo densidade
da distribuicao Beta por:

chx—1 — x)B-1 X
=1 Targ™ (7 sef<x<d

, caso contrario.
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Esperanca e Variancia

Para os calculos a seguir vamos usar muito a relacdo entre as funcoes Beta e I, além
das propriedades da fungdo ', j& vistas na Propriedade .11l Vamos comegar calculando E(X).

00 1 1 1 1
E(X fx(x)dx = X711 — 3—1/=/ (1 —x)F1d
X) /_OOXX(X)CX / “Betaia. B)* TN = Borata g f, XX

- 1 Mo+ B) Mo+ EBT _ Mo+ B) ot 1)
= Beta(a g ct@let 1P = r(a/ggyra+3+1) Ma) Ta+B+1)
To+B) alta]

Chay <a+B)M:(a+B>

Portanto,

X ~ beta(a, B) = E(X)= . (5.12)

O calculo para E(X?) é bem parecido com o que acabamos de fazer para E(X).

%] 1
E(X?) = /_ooxzfx(x)c/)(:/o XZWXG—1(1 — x)PTdx
_ 1 1 a+1 B—1 _ 1
= Beta(aﬁ’»)/ X1 =x)P dx = mBeta(a +2,B)
(a+[3’ 0(+2)/(//5’f MNa+pB) [a+2)
(@B T(a+B+2) T(a) T(a+B+2)

_ r(0(+/3) (a+1)al(a) _ Ha+B) (a + Naltay
(e (a+B+N)a+Bl(a+B)  Tta] (a+B+1)(a+B)a+B]
(a+1)a

(a+B+1)(a+B)

Entao,

(a+1)a a?

(@+B+1)(a+B) (a+B)
(a+Na(a+B)—(a+B+1)  ala*+aB+a+B—a’>—af—a)
(a+ B+ 1)(a+ B)? a (a+ B+ 1)(a+ B)?
aB
(a+ B+ 1)(a+ B)?

Var(X) = E(X?)—E(X)? =

Portanto,

aB

X ~ beta(a, B) = Var (X) = TRVt

(5.13)

Exemplo 5.17

A percentagem de impurezas por lote, em um determinado produto quimico, é uma varidvel
aleatdria com distribui¢éo beta de pardmetros a = 3 e B = 2. Um lote com mais de 40% de
impurezas néo pode ser vendido.
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(a) Qual é a probabilidade de que um lote selecionado ao acaso néo poder ser vendidos
por causa do excesso de impurezas?

(b) Quantos lotes em média sdo selecionados ao acaso até que se encontre um que ndo
pode ser vendidos por causa do excesso de impurezas?

(c) Qual a porcentagem média de impurezas nos lotes desse produto quimico?

Solugéo:

(a) Seja Y =percentagem de impurezas em um lote. Queremos encontrar P(Y > 0, 4).

Pelo enunciado temos que Y ~ beta(3,2). Entdo, a funcdo densidade de Y, para
0 <y <1, é definida por:

— 1 3-1
41

- mélzﬁ —y)=12¢°(1—y), O<y<T.

4 3+2)
)2 = WUZU —y)

Entdo,

0 1 1
P(Y>0,4) = / fy(y)dy, :/0 12¢%(1 — y)dy = 12/0 y? —yidy
4 4

3 4
Cn(l-1o0 o
04 374 3 4

) =0, 8208.

(b) Seja W = nlimeros de lotes selecionados ao acaso até que se encontre um que néo pode

ser vendido por excesso de impureza. Queremos E(W). Veja que W ~ geo(p = 0, 8208).

Entdo, E(W) = ,15 =1,218.

(c) Nesse item queremos E(Y). Como Y ~ beta(3,2) sabemos que E(Y) = %0, 6. Ou seja, a
porcentagem média de impurezas nos lotes desse produto quimico é de 60%.

*»

5.5 Distribuicao de Weibull

Assim como no caso das distribuicbes anteriores, a definicdo de uma varidvel aleatdria
com distribuicdo de Weibull sera feita a partir da definicdo da sua funcdo densidade.

Fungao Densidade

Definicdo 5.18  Distribuicao de Weibull
Uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo de Weibull com pardmetros o > 0 e B > 0 se
sua fungdo densidade de probabilidade é dada por

f(x) = [;’axa—%‘(é)a , x>0 (5.14)
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Logo, de acordo com a Definicao a distribuicao de Weibull tem dois parametros, o
e B, e o espaco paramétrico é a > 0 e B > 0. Além disso, Se X tem distribuicao de Weibull
com parametros a e B (X ~ Weibull(a, B)), os valores que X pode assumir estao no intervalo
(0, 00), isto é, Im(X) = (0, o).

Alguns autores (ver [Rohatgi (2008), por exemplo) usam um novo parémetro 7 em vez de
B% ou A em vez de 1/8% (ver Magalhaes| (2011), por exemplo).

Para mostrar que (5.14) define uma densidade, vamos mostrar que sua integral é 1. Para
tal, note que podemos reescrever como

flx) = 2 (X)a_1 B x>0 (5.15)

Fazendo a mudanca de variavel:

x\¢ a [ x|\ B
u=1\-= = du=—=|—= ,entdo x=0=u=0ex=00= u = o00.

B B\B

Assim obtemos ]
©a(x\9 —(i)tZ /Oo —u
— | = e \Bl dx = e du=1.
/0 B (/3) 0

Funcao de Distribuicao

No caso da distribuicdo de Weibull é possivel encontrar a sua funcédo de distribuicéo
também parametrizada por o e 8.

Por definicao,

E)adt

A
>
I
c>\>\<
™I Q
—_——
™|~
N —
Q
N
[0
|

Fazendo a mudanca de variavel

¢ a a ¢ a—1 X a
u=1\-= = du=—|—= ,entdo t=0=u=0et=x=u=|—=
(B) B (B) (3)
Logo,
Ca () () (3) (3)° ~(3)°

Fx=/() e \B dt=/ e Ydu=—e™" =1—¢e \B

) o B\B 0 o

Portanto,
) 0 , x<0
X ~ Weibull(a, B) = Fx(x) = { 1_e WA 130 (5.16)

Esperanca e Variancia

Para encontrar a esperanca e a varidncia de X ~ Weibull(a, B) vamos calcular E(X")
para qualquer r inteiro positivo. Assim, para achar E(X) basta fazer r = 1 e para encontrar
E(X?) basta fazer r = 2.
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Fazendo u = % resulta que x = Bu e dx = Bdu; logo

= [3h)

o o
= / au e " B u"du
0

o

™Ix

® a a
x"dx = / Zu® e " B u" Bdu
o B

Fazendo u® =t resulta que u = the e quedu = dt; logo,

E(X") = / e_tB"(t”a)rCIt:B"/ trlee=tdt
0 0

_ Br/ tl'/a+1f1 eftc/t _ B// tWTa71 eftdt — Bll— ( r+ a)
0 0
Fazendo r =1, obtemos E(X):
1
X ~ Weibull(a, B) = E(X)=pBI ( ot ) (5.17)
Fazendo r = 2 obtemos E(Xz) e, consequentemente Var(X).
2
E(X?) = BT ( at )
a
e, portanto,
. 2 a+?2 [ A +1
X ~ Weibull(a, B) = Var(X) = B~ |’ ] I Y (5.18)

5.6 Distribuicao de Pareto

Novamente, a definicao de uma varidvel aleatéria com distribuicao de Pareto sera feita
a partir da definicdo da sua funcdo densidade.

Fungao Densidade

Definicao 5.19 Densidade de Pareto
Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo de Pareto com pardmetros a > 0 e b > 0 se
sua funcdo densidade de probabilidade é dada por

a b a+1
flx) = b(x) psexzb

0 ,sex<b

Logo, de acordo com a Definicdo [5.19] a distribuicdo de Pareto tem dois parédmetros, a
e b, e o espaco paramétrico é a > 0 e b > 0. Além disso, Se X tem distribuicdo de Pareto
com parémetros o e b (X ~ Pareto(a, b)), os valores que X pode assumir estdo no intervalo
(b, 0), isto é, Im(X) = (b, c0).
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Para mostrar que f(x) realmente define uma funcdo densidade de probabilidade resta
provar que a integral é 1, uma vez que f(x) > 0.

%) / a+1 00 —q |00
/ a (J) dx = ab“/ x 9 dx = abax—
b b X b —Qa b

Essa integral converge apenas se —a < 0 ou equivalentemente, a > 0, pois nesse caso

liMy—oo X% = limyo 0o XL = (. Satisfeita esta condicdo, temos que
—a |0 —Q
X b
ab®—| =0—ab®— =1

Na Figura [5.10(a)| ilustra-se a funcéo densidade de Pareto para a =3 e b = 2.

Funcao de Distribuicao

No caso da distribuicdo de Pareto também é possivel encontrar a sua funcao de
distribuicdo parametrizada por a e 3.

Por definicéo, F(x) = P(X < x) =0 se x < b. Para x > b,

X [ a+1 X t—@ X
Fix) = P(ng):/ a(:') dt:aba/ 7 dx = ab®—
b b t b —O(b
b a
_ _ba(xa_ba)=1_() .
X

Portanto,

0 ,sex<b
1—( )a ,sex>b

Na Figura 0.10(b)| ilustra-se a funcao de distribuicdo de Pareto com pardetros a =3 e
b=2.

X ~ Pareto(a, b) = Fx(x) = { (5.19)

x|z

(@) Funcao Densidade (b) Funcao de Distribuicao

Figura 5.10 — Distribuicao de Pareto com parametros a =3 e b = 2.

Esperanca e Variancia

Se X ~ Pareto(a, b) entéo

00 p\ ot 00 —a41 |
E(X) =/ 2 (2] dx= aba/ x"%dx = ab" | .
b X b —a+1 b
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Para que essa integral convirja, temos que ter —a + 1 < 0, ou seja, a > 1. Satisfeita
esta condicao,

bfo(+1 _abcxfof+1 ab
E(X)=ab® |0— = = .
(X) =« ( —a+1) 1—a a—1
Portanto,
ab 1
X ~ Pareto(a,b) =  EX)=4 a—1 $sea> (5.20)

nao existe ,se a <1

Vejamos agora as contas para E(X?).

00 / a+1 (9] —a+2 |
E(X?) :/ K22 (’) dx = aba/ X~ Hdx = ab®> .
b b\ x b —a+2 b

Para que essa integral convirja, temos que ter —a + 2 < 0, ou a > 2. Satisfeita esta
condicdo,

E(X) — ab? (0_ bfa+2 ) _ _abafa+2 O(b2

—a+2 2—a  a-2

Logo, se a > 2,

2 2 20,0 N2 202
Var(X) = ab _(ab):ab(a 1)2ab(a 2)
a—2 a—1 (a—=1)(a—2)
_ab’[a? =2a+1—ala—2)]  ab’[a®—2a+1—a’+2q]
- (a=1)*(a-2) - (a=1)*(a—2)
. ab?
(a@—=1)*(a—=2)
Portanto,
ab? )
X ~ Pareto(@,b) =  VarX)=1 (@—12(a-2 ' 7 (5.21)

nao existe ,se a<1
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Capitulo 6

Funcoes de Variaveis Aleatorias
Continuas

Dada uma variavel aleatdria continua X com funcao densidade fx, muitas vezes estamos
interessados em conhecer a densidade de uma outra variavel aleatdéria Y = g(X) definida como
uma funcao de X. Este é o problema que vamos resolver nesse capitulo.

Esse problema jé foi abordado na Secéo [2.2] para o caso de X ser variaveis aleatdrias
discretas. Na ocasido vimos que se X é varidvel aleatdria discreta entdo Y = g(X) também
serd varidvel aleatdria discreta e o problema era resolvido definindo a funcao de probabilidade
de Y a partir da funcéo de probabilidade de X.

No caso de X ser varidveis aleatdéria continua a solucdo serd um pouco diferente.
Primeiro, ndo necessariamente Y = g(X) sera variadvel aleatdria continua, Y por ser continua,
discreta e até mesmo uma varidvel aleatdria que ndo seja nem discreta nem continua. Entdo
buscar a funcéo de probabilidade de Y ndo é uma solucdo adequada. Neste caso iremos
buscar a funcéo de distribuicdo de Y, Fy(y) = P(Y <), que estd bem definida qualquer que
seja o tipo da variavel Y, e o primeiro método considerado para tratar este tipo de problema
serd o denominado Método da Funcgéo de Distribuicéo.

6.1 Meétodo da Funcao de Distribuicao

Esse método consiste em encontrar a funcao de distribuicdo da varidvel transformada
Y = g(X) a partir da funcdo de distribuicdo de X. Se Y for varidvel aleatéria continua
podemos entdo obter a sua funcdo densidade a partir da derivada da funcéo de distribuicao,
ja encontrada.

Para facilitar o desenvolvimento do método veja o passo-a-passo a sequir.

Seja X varidvel aleatdria continua, Fx a sua funcdo de distribuicdo, fx a sua funcao
densidade e Y = g(X) a transformacéo que define Y como funcéo de X. Entéo, para encontrar
Fy a partir do método da Funcao de Distribuicdo siga os sequintes passos:

Passo 1) Faca um esboco do grafico de g. O eixo horizontal serd X e o eixo vertical Y.

Pbsso 2) Encontre /m(X) e marque esse conjunto no eixo X do grafico de g.
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Pcsso 3) A partir do grafico de g encontre Im(Y). Marque esse conjunto no eixo Y do gréfico de

Pdsso 4)

Pesso 5)

Pfsso 0)

Pgsso 7)

g.

Escreva Fy(y) = P(Y < y) = P(g(X) < y) e, a partir de manipulagdes algébricas,

encontre a relacdo entre Fy e Fx. Use o gréfico de g ja feito para te ajudar. Pode ser
que vocé tenha que considerar diferentes regides para y € R.

Se vocé conhece a expressao de Fx, fim. Substitua e encontre a expressao para Fy. Se
quiser encontrar fy, derive Fy. Se vocé conhece a expressao de Fx continue.

Uma vez encontrada a relacdo entre Fy e Fx, derive os dois lados da equacédo para
encontrar uma relacdo entre fy e fx.

Substitua fx conhecida e encontre a expressao para fy.

Dois pontos importantes que devem ser verificados depois de encontrada Fy ou fy, a

fim de detectar erros no desenvolvimento.

o A Im(Y) encontrada no Passo [Pcsso 3)| estd de acordo com a Im(Y) encontrada a partir

de Fy ou fy?

e Afuncéo Fy ou fy seque as propriedades de funcéo de distribuicdo ou funcdo densidade,

6.1.1

respectivamente?

Caso em que g é inversivel

Quando a fungdo g que relaciona as varidveis X e Y é inversivel, ndo teremos muito

problema em encontrar a funcéo de distribuicdo de Y ou a sua funcéo densidade. Para esses
casos as contas seguem sem preocupacao.

Exemplo 6.1
Seja X ~ exp(A) e Y =X+ a, coma €R e A>0. Encontre fy e esboce seu grdfico.

Solucéo:
Veja que Im(X) = (0, 00). Entao Im(Y) = (a, 00).

Veja que,

Fy(y) =P(Y < y) = P(X +a < y) = P(X < y —a) = Fxly — a).

Assim encontramos uma relacéo entre Fy e Fx:

Fy(y) = Fx(y — a).

Entdo, uma vez que

1—e™ ,sex>0
0 ,se x >0,

poclem 0S escrever,

1 — e Aly—a) ,sey—a >0
Fy(y) = Fxly —a) = { /

0 ,sey—a >0,
_ 1—e M9 sey>a
- 0 ,sey > a.
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Se quisermos encontrar fy podemos derivar Fy.

d Ae MY~ sey > a
o) = A =1 4 PRaH
*"
Exemplo 6.2
Se X ~U(=1,1), calcule a funcéo densidade de Z = n(X) = e*.
Solugéo:
As funcéo densidade e de distribuicao de X ~ U(—1,1) séo
1 se —1<x<1 0 psex <1
fx(X):{z ' L e Fx(x) = %(x+‘|) yse —1<x<1
0 , caso contrario
1 ,se x> 1.
Veja como ficam as imagens de Z = n(X).
—T<x<1=e'<z=nx) < e
Vamos as contas.
Fz(z)=P(Z<z) = P¥<z)=P(X<lnz)= Fx(lnz)
0 z< e
1
= i(lnz+1) el <z< et
1 z>e'
Portanto
/ i e l<z< et
f2(z) = Fz(2) = 2z
0  caso contrario.
*

Esse método também nos permite demonstrar alguns resultados importantes, como o
apresentado na Proposigéo [6.3] a sequir.

Proposicao 6.3
Seja X ~ gama(a,A), Y =cx e c € R. Entdo, Y ~ gama(a, A/c).

Demonstracgao:
A demonstracao sera feita simplesmente aplicando o Método da Funcéo de Distribuicdo para
obter fy. Veja que podemos escrever Fy em termos de Fx

Fy(y) =P(Y <y)=P(cX <y)=P (x < %) — Fx (%) .

Como nédo conhecemos Fy, e sim fx, vamos derivar para encontrar uma relacédo entre fy e fx.

o) = oAl = o (2) = T (2).

Sabemos que

fx(x) = —xTe™, para x > 0,
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entao,
L) = ) e Y
- (1)a4[é;que(y,g>o
Portanto,
= (2) = (1) e

Com isso concluimos que Y ~ gama(a, Alc).

Corolario 6.4 Se X ~ exp(A) e c € R, entdo Y = cX ~ exp(A/c).

Exemplo 6.5
Seja X varidvel aleatéria cuja fungdo densidade é definida por:

f 0 =x2 ,se0<x<1
XX=1 3612 sel<x<?2

Encontre fy para Y =1 — X. Em sequida, esboce os grdficos de fx e fy.

Solugao:

Sempre é bom primeiro encontrar Im(X) e Im(Y). Veja que Im(X) = (0, 2), logo Im(Y) = (=1, 1).
A partir do esboco do gréfico de g(x) = 1 — x fica facil ver que o conjunto (0, 2) é levando no
conjunto (—1,1) pela funcéo g.

Vamos agora buscar a relacao entre Fy e Fx:

Frly) =P(Y <y) =P(1 =X < y) =P(X > 1 —y) =1— Fx(1 —y).

Derivando temos a relacdo entre fy e fx:

d

!
wwzgfwmzin—am—wzau—w

Entao,
— _ M1—01—=y)/2 ,se0<(1—y)<1
Friy) = (1 —y) = {ﬂm—m—nu =0<-a<

y/2 ,se0<y <1
—3y/2 ,se —1<y<O.

. —3y/2 ,se —1<y<O.
N y/2 ,se0<y<1

*»
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6.1.2 Caso em que g nao é inversivel

Quando a funcéo g, que relaciona as variaveis X e Y, nao é inversivel, precisamos
redobrar o cuidado ao fazer as contas. Nesse caso, esbocar e conhecer bem a funcéo g pode
ajudar bastante. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6.6

Se X ~U(—1,1), calcule a fungdo densidade das seguintes varidveis aleatodrias
(a) Y = g(X) =X
(b) W = h(X) = |X|

Solucao:
Como ja vimos, as funcéo densidade e de distribuicdo de X ~ U(—1,1) séo:

1 se —1<x<1 0 sex < —1
fX(x)z{z ' o e Fx(x) =1 3(x+1) ,se —1<x<1
0 , caso contrario
1 ,se x >1.
Veja como ficam as imagens de Y e W.
0<y=g(x)<1
1<X<1:>{ 0<w=h(x)<1
(a) Para calcular a densidade de Y = g(X) = X? devemos notar que
Frly) = PY <y =PKX*<y)
0 sey<0
= P(—vy<X<yg) sel<y<1
sey>1
0 sey<0
= Fx(\/y)—Fx(—\/y) se0<y<1
1 sey>1
e, portanto
d d
v = | AT (Ve - 41 (—va)] se0<y<
0 caso contrario
_ [ Ba) o = B (—ve) (o) seo<y <
0 caso contrario

_ {fx(\@)zjnger(_\@)zj@ se0<y<‘l

0 caso contrario
Como0<\/y<le—-1<—/y<0, resulta que fx (ﬂ) = fx (—\@) = % Logo

— selO<y<1
frly) = 1 2v3 /
0 caso contrario
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(b) De modo analogo, para 0 < w < 1

Fuw) = P(W <w)=P(X] <w)
0 sew<0
= Pl—w <X <w) sel<w<1
sew > 1
0 sew<0
= Fx(w)— Fx(—w) sel0<w<1
1 se w > 1

e, portanto

fw(w) = Fly(w) = { Fl(w) = F(=w)(=1) se 0 <w <1

0 caso contrario

_ fx(w) + fx(—w) sel0<w<1
o 0 caso contrario

Como0<w<1e—-1<—w<0,resulta que fx (w) = fx (—w) = % Logo

fw(W):{1 se0<w<1

0 caso contrario

Note que W ~ U£(0,1).

*»

Os dois exemplos a seguir mostram que, mesmo X sendo varidvel aleatdria continua,
Y = g(X) ndo necessariamente é continua.

Exemplo 6.7
Seja X ~ U(0,1) e

Y — 1 ,seX<p
10 ,seX>p

para algum 0 < p < 1. Encontre a fungdo distribuicéo de Y e classifique esta varidvel
aleataria.

Solucéo:

Veja que Im(Y) = {0,1}. Logo, j& de inicio, sabemos que Y serd varidvel aleatéria discreta,
pois a sua imagem é um conjunto finito.

Nesse caso podemos encontrar primeiro P(Y = 0) e P(Y = 1), depois encontramos a
funcdo de distribuicao Fy.

PY=0)=PX>p)=1—Fx(p)=1—p e PY=1)=PX<p)=Fx(p)=p.

Veja entdo que Y ~ Bernoulli(p) e, portanto, a sua funcéo de distribuicdo é definida

por:
0 ,sey <0
Fy(yy=4 1—p ,se0<y<1
1 ,sey>1.

*»
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Exemplo 6.8 [James|(2004) — ex.9a pag.89
Seja X uma v.a. continua com fun¢éio densidade

x>0

, caso contrdrio.

_1
fx(x) = { (()1+X)2'

Defina Y = max{X, ¢}, em que ¢ > 0, c € R. Ache a fungéo de distribuicdo de Y e classifique
esta varidvel aleatdria como discreta, continua ou nem discreta e nem continua.

Solucao:
Primeiro faga o grafico da fungao g(X) = max{X, c}, veja Figura[b.T]abaixo. A partir do grdfico

Figura 6.1 — Grafico da funcdo g(X) = max{X, c}.
de g é possivel concluir que se Im(X) = (0, 00), entdo Im(Y) = [c, o0).

Queremos encontrar Fy. Veja que se y < ¢, Fy(y) =P(Y <y)=0. Jadse y > ¢, de
acordo com o grafico,

Fy(y) = P(Y <y) =P(X < y) = Fx(y).

Entao,
_ ,sey<c
Friy) = { Fx(y) ,sey>c.

Vamos encontrar a funcao Fx para entdo definir a funcéo Fy.

—0Q

- B Xf e 0 ,sex<0
= [ ode=1 g S

Veja que, para x > 0,

X 1 T+x 1 1
—— _dt= —du=——
/0 (1+1)? ‘ /1 w2 u

Entao,



136 CAPITULO 6. FUNCOES DE VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Assim podemos encontrar Fy.

0 ,sey<c
FY(U):{ [} ,sey>c.

T+y

Podemos verificar que Fy é uma funcdo que satisfaz as propriedades da funcéo de
distribuigao (Proposigdo [1.16). Mas Fy ndo é uma funcao continua, logo Y ndo é varidvel
aleatdria continua. Também podemos ver que Im(Y) ndo é um conjunto enumeravel, logo Y
ndo é varidvel aleatoria discreta. Entdo, Y ndo é variavel aleatdria discreta nem continua.

*»"

Exemplo 6.9

Seja X varidvel aleatdria tal que f(x) = x3/64, 0 < x < 4. Seja Y = min{VX,2 — VX}.
Encontre a fungdo densidade de Y.

Solucao:
Primeiro faca o grafico da funcdo g e encontre, a partir da /m(X) o conjunto /m(Y). Veja na
Figura [6.2] abaixo o gréfico da fungéo g. Veja que como /m(X) = (0, 4), entdo Im(Y) = (0,1).

Figura 6.2 — Gréfico da funcdo g(X) = min{v'X,2 — VX}.
Queremos encontrar Fy. Vejamos primeiro os casos triviais: se y <0 = Fy(y)=0; e
sey>1 = Fy(y)=1

Agora vamos analisar o caso em que 0 < y < 1.

Frly) = P(Y<y)=P(X<y?oux>2—yp)
= P(X§g2)+P(X2(2_g)2)

= Fx(yz) +1—Fx ((2—9)2)-

Assim,
0 ,se y <0
Fry) =14 Fx(y?) +1-Fx(2-y)?) ,se0<y <1
1 ,sey > 1.
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Para encontrar a funcédo densidade podemos derivar em relagédo a y.

‘ [ Ix(vP)2y+ix((2—y)?)22—-y) se0<y<T
y(y) =
0 , caso contrario.

Substituindo pela expressao de fx, chegamos em:

l2(97—1-(2—91)7) ,se 0<y <1
, caso contrario.

fy(y) = {

Ow

*»

Exemplo 6.10
Seja X varidvel aleatdria tal que

1 se —1<x<1
fx) =14 3 ,sel<x<3
0 , caso contrdrio.

Defina Y = |X| e encontre fy.

Solugéo:
Primeiro faca o grafico da funcdo g e encontre, a partir da /m(X) o conjunto /m(Y). Veja na
Figura [6.3] abaixo o gréfico da fungdo médulo. Como Im(X) = (—1, 3), entdo Im(Y) = (0, 3).

Figura 6.3 — Grafico da funcdo g(X) = |X|.

Queremos encontrar Fy. Vejamos primeiro os casos triviais: se y <0 = Fy(y) =0; e
sey>3 = Fy(y)=1.

Agora vamos analisar o caso em que 0 < y < 3, para isso vamos pensar separadamente
em0<y<lel<y<3 Sel<y<,

Fy(y) = P(Y <y)=P(—y <X <y)=Fx(y) — Fx(—y).
Agora, se 1 <y < 3,

Fy(y) = P(Y <y)=PX <y)=Fx(y).
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Assim,
0 ,sey<0
_ ) Fx(y)—Fx(—y) ,se0<y <1
Friv)= Fx(y) ,sel<y<3
1 ,se y > 3.

Para encontrar a funcédo densidade podemos derivar em relacéo a y.
Ix(y) + fx(—y) ,se0<y <

fy(y) =1 fx(v) ysel<y<3
0 , caso contrario.

Substituindo pela expresséo de fx chegamos na resposta,

1/2 ,se 0 <y <1
fy(yy=1 B—y)/4 ,sel1<y<3
0 , caso contrario.

Veja que essa funcao realmente define uma funcéo densidade.

*»"

14 .
6.2 Método do Jacobiano
Quando a funcéo g é inversivel, é possivel obter uma expressdo para a funcéo densidade
de Y = g(X) através do resultado apresentado no Teorema a sequir.

Teorema 6.11  Método do Jacobiano
Seja X varidvel aleatéria continua com fungéo densidade fx. Seja também g : R — R uma
fungdo estritamente mondtona e diferencidvel no conjunto Im(X). Se Y = g(X), entdo:

(i) Im(Y)=g(ImX))={y €eR| I x €ImX) comy = g(x)},
(ii) Y é varidvel aleatdria continua.

,seyelm(Y);

(ii)) fy(y) = fx (97'(v) | 459~ ()

Demonstragao:

O item (i) concluimos que Im(Y) = g(/m(X)) uma vez que Y é a composicdo da funcdo X com
a funcdo g. Entéo, os valores que Y pode assumir sdo os valores que g pode assumir partindo
do conjunto Im(X).

A demonstracéo do item (ii) serd omitida.

A demonstracao do item (iii) sera feita sequindo o Método da Funcao de Distribuicdo.
Queremos encontrar Fy(y) = P(Y < y). Vamos pensar separadamente no caso em que g é
estritamente crescente e estritamente decrescente.

Se g é estritamente crescente, existe g_1 e esta também é uma funcéo estritamente
crescente. Entdo, nesse caso,

Fy(y) =P(Y < y) =P(g(X) < y) =P(X < g7 '(y)) = Fx(9™"(y)).
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Seguindo, derivando em relacdo a y, encontramos a relagéo entre fy e fx:

!
fr(y) = —Fx(g™ () = (g7 (1)~ (y).

Cdy dy

Se g é estritamente decrescente, existe g_1 e esta também é uma funcdo estritamente
decrescente. Entao, nesse caso,

Fy(y)=P(Y <y) =P(g(X) < y) =P(X 2 g '(y)) =1~ Fx(g "' (y)).

Segquindo, derivando em relacdo a y, encontramos a relacdo entre fy e fx:

d d
f :—(‘I—F - ):—f -1 —qg (y).
v(y) dy x(g(y) x(g (y))dyg (y)
Veja que no caso de g ser estritamente crescente, d—dyg_1(g) > 0 para todo y, entédo

d

- - -1 _|d -1
podemos escrever 59 (y) =

£97'()].

J&4 quando g é estritamente decrescente, L g~ '(y) < 0 para todo y, entdo podemos
dy

escrever d—dyg_1(g) =— d%g_1(g) .

Dessa forma, qualquer que seja g estritamente mondtona,

d
fy(y) = fx(g™'(v) |59~
v(y) = fx(g7 (y)) ayY (y)‘
O
Exemplo 6.12
Seja X ~ U(0,1) . Obtenha a funcéo densidade de Y = —In X.
Solucao:
A funcédo g(x) = —lnx é estritamente decrescente e podemos aplicar o Teorema Entao,
como 0 < x < 1, seque que 0 < Y = —1ln X < oo (ver Figura [6.4).
Por outro lado, a inversa de y = g(x) = —lnx é g~ '(y) = e7Y e, portanto,
dg~'ly) _ -y
dy
Como 0 < y < o0, entédo 0 < e7¥ < 1 e a fungdo densidade de Y é
fy(y) =fx[e V] x |[-e ¥ =1xe ¥ = fy(y) =Y y € (0,00)
uma vez que fx(x) =1 no intervalo (0, 1). Note que Y ~ exp(1)
*»

A partir do Método do Jacobiano podemos encontrar um resultado geral sempre que a
transformagdo que define Y como fungdo de X for linear. Veja a Proposicéo [6.73] a sequir.

Proposicao 6.13 Transformacao Linear
Seja X varidvel aleatoria continua com fungéo densidade fx e a,b € R. Defina Y = aX + b.

Entdo,
y—>b 1
fy(y) = fx (J )

a

a
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Figura 6.4 — Grafico da funcédo g(x) = —Ilnx

Demonstracgao:

Consideremos a transformacao Y = aX + b, que define uma reta. Se X é uma varidvel
aleatdria continua com densidade fx, entdo podemos aplicar o Teorema para calcular a
funcéo densidade de Y = g(X) = aX + b. Nesse caso, entdo a funcao inversa é

Y—b
X=g (V)=
g () .
cuja derivada é
dg~'(y) 1
dy — a

Logo, aplicando o Método do Jacobiano, a funcéo densidade de Y é

fY(U)ZfX(g_b) !

. .

a

Exemplo 6.14
Se a func¢do de densidade da varidavel aleatéria X é dada por

f(x) = 3x2 ,se —1<x<0
— 10 , caso contrdrio,

calcule a funcédo densidade de Y = 2X — % bem como sua esperanca e sua varidncia.

Solugéo:
Temos que a =2 e b =-0,6. Como —1 < x <0, resulta que —2,6 < y < —0, 6. Logo,
0,6 1
fyly) = fx (9+2 ) x5 e —2,6<y<—06
ou seja
0,6\2 1 3
fy(g)=3(g+2 ) ><§=§(g—i—0,6)2 se —2,6<y<—-0,6
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—-0,6 3 3 —-0,6
E(Y) = y(y+0,6)2dy:/ (y3+1,292+0,36y)dy
26 8 8 J 26

4 3

y y 21
= 5|7t 1,22+ 0,362]2’6

w

0,25 x (—0,6)* + 0,4 x (=0,6)> + 0,18 x (—0, 6)2] —

0,25 x (—2,6)" + 0,4 x (=2,6)> + 0,18 x (=2, 6)2]

| W ol Wweolw

[0,0108 — 5,6108] = —2, 10

%53 3 (700
E(Y?) = g28(y+0,6)2dg:/26 (y4+1,2g3+0,36g2)dy

—2,6 8

T

5

g y* y317°
Y 11,29 40,364
5 4 3] .

(0,2 % (—0,6)° + 0,3 x (=0,6)* + 0,12 x (=0, 6)3] -

(0,2 % (=2,6)° + 0,3 x (=2,6)* + 0,12 x (—2, 6)3]

3
[—0,00259 — (—12,162592)] = g < 12,16 = 4,56

] W Ol Wl Ww o W

Var(Y) = 4,56—2,12=0,15

Para o calculo da esperanca e da varidncia de Y, poderiamos ter usado o fato de que
E(Y)=2E(X)— % e Var(Y) = 4 Var(X). Temos que

0 3 3

E(X) = / x3x%dx = x| =-2=-0,75
» 47 4
0 3. 3

E(X?) = / x?3x%dx = =x°’| =Z=0,6

Var(X) = 0,6—-0,5625=0,0375

e isso nos da

E(Y) = ZE(X)—§:2><(—0,75)—0,6:—2,1

Var(Y) = 4Var(X)=4x0,0375=0,15
mesmos resultados obtidos anteriormente.

*»

Exemplo 6.15
Seja X varidvel aleatdria cuja fungéo densidade é

Fr(x) = 1/3 ,se0<x <1
XIT=1 42-x)3 ,sel<x<?2

Seja Y = X?. Encontre a fungéo densidade de Y a partir do Método da Funcéio de Distribuicéo
e também a partir do Método do Jacobiano.
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Solucao:
Vamos primeiro resolver usando o Método do Jacobiano. Veja que, apesar de g(x) = x?
ndo ser mondtona em toda a reta, para x > 0 a funcdo é estritamente crescente. Como

Im(X) = (0, 2) € (0, 00), podemos aplicar o Método do Jacobiano.

Primeiro veja que Im(Y) = (0, 4), uma vez que Im(X) = (0,2). Para x € Im(X), g~ (y) =
vy e d—dyg*1(y) = 2% Entdo, de acordo com o Teorema [6.11

fy(g):fx(\fg)Zﬂ,seO<y<4.
Veja que,
e (Vg) = 1/3 yse0< gyt [ 173 ,se0<y<1
X\WiY) = 42—9)3 sel<y<2 | 42—-yy)3 sel<y<4
Entao,
1
,se0 <1
67 seU<y<
fy(y) = 40
SVl ysel<y<4

61/7

Agora vamos resolver o problema usando o Método da Funcéo de Distribuicdo. Veja
que se y < 0 temos Fy(y) =0 e se y >4 temos Fy(y) =1. Se 0 <y <4 temos,

Fy(y) = P(Y < y) = P(X* < y) = P(X < /7) = Fx(/7).

Logo,
0 ,sey <0
Fy(yy=4 Fx(vy) ,se0<y<4
1 ,sey>4

Entdo, derivando com relacdo a y temos,

f )~ ,se0<y<4
fY(y):‘[ QLU J

9

0 , caso contrario.

Veja que essa expressao é a mesma que chegamos pelo Método do Jacobiano. Entéo,
substituindo pela expressao de fx(,/y) chegamos a mesma resposta.

*»

6.2.1 Generalizacao do Método do Jacobiano

Se Y = g(X) ndo é monétona em R, podemos aplicar o Teorema [b.77] em cada um dos
intervalos em que g é monotona, da sequinte forma:

1. Defina uma particdo de Ry formada pelos intervalos I, b, ..., I tais que a funcéo g é
monotona em cada /;, j =1, ..., k.

2. Aplique o Teorema ?? a I;, obtendo
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3. Finalmente, obtenha
fy(y) = fi(y) + f2(y) + - + fi(y)

Exemplo 6.16 Exemplo revisitado

Para X ~ U(—1,1) vamos calcular a fungio densidade de Y = X? e Z = e*.
Solucao:
Definindo a funcéo indicadora de um conjunto A como
1 sexeA
la(x) = { 0 sexéA (6.1)

~ . 1
podemos escrever a funcéo densidade de X como fx(x) = EI(_H)(X).

Como Z = eX é funcdo estritamente crescente, podemos aplicar o Teorema ??
diretamente, obtendo

11 1 1 1
d i* = 7 e <z<e
f7(z) = fx(Inz) |— lnz| = 4 2
dz
0 caso contrario

Por outro lado, Y = X? ndo é mondtona em (—=1,1), mas o é em (—1,0) e (0,1). Assim,
aplicamos o Teorema ?? a cada subintervalo e somamos os resultados parciais:

e (—1,00 X=-VV:

11 1 1
- =+ 0<y<1
d(—/Y) 2 '2 0 Wy
i) = Pet=va) | H G2 = vy
0 caso contrario
e (0,1) X=VYV:
11 1 1
= = O<y<1
d\/y 2 ‘2 0 Wy
ty) = (v | G| =4 212V
0 caso contrario
e (0,1)
1
fy(y) = fily) + fuly) = lo)(y)

*»
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Capitulo 7

A Distribuicao Normal

7.1 Distribuicao Normal Padrao

7.1.1  Funcao Densidade

Analisando a equacéo (A.34), vemos que a funcéo

1 : . .

exp [ ——= | satisfaz as condicoes
V2 2
para ser uma funcéo de densidade. De fato, essa é uma importante distribuicéo probabilistica,
denominada distribui¢éio normal padréo.

Definicdo 7.1 Densidade Normal Padrao
Diz-se que uma varidvel aleatéria X tem densidade normal padrédo se sua fungdo
densidade é dada por

2
(p(x):\/‘IZ?exp(—Xz) —00 < x <00 (7.1)

Vamos denotar por N(0; 1) a densidade normal padréo e, se uma varidvel aletdria tem

7

tal distribuicdo, é comum representa-la pela letra Z, de modo que estabelecemos a notacao
Z ~ N(0; 1).

Analisando a expresséao de ¢(z), podemos ver que ela é simétrica em torno de 0, ou seja,
ela é uma funcédo par: ¢(z) = ¢(—2z). Na Figura temos o gréfico de ¢(z).

7.1.2 Esperanca e Variancia

Seja Z ~ N(0,1). Como ¢(z) é simétrica em torno do ponto x = 0, sabemos, por (??),
que E(Z) =0.

Como E(Z) =0, entéo

+00 1 ZZ ) +00 Z2
Var(Z) = E(Z%) = 7’ > exp (—2) dz = ﬁ/o Z% exp (—2) dz
—0Q \VAVAVI T

uma vez que o integrando é par. Esta integral é calculada usando o método de integracédo
por partes. Fazendo:
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0.5

Figura 7.1 — Gréfico da densidade normal padréao ¢(z)

72 z?
® zexp (—2) dz=dv=v=—exp (—2)

e z=u=dz=du

resulta que:
o

—zexp (—222) . = /000 [—exp (—222)] c/z—i—/ooozzexp (—222) dz (7.2)

Pelos resultados (A.25) e (A.33)

p 00 2 00 2 =
0:—\/;—1-/0 ZzeXp(—ZZ)C/Z:}/O ZZ(-.‘Xp(—ZZ)C/Z: %

Var(Z) = \/;_ x \/f = Var(Z) = 1 (7.3)

Logo,

Resumindo:

Z~N@O;1) = (7.4)

7.1.3 Funcao de distribuicao

A funcdo de distribuicdo acumulada de qualquer varidvel aleatéria X é definida por
Fx(X) =P (X < x). No caso da densidade normal padréo, essa funcéo é dada pela integral

Z 1
d(z) = exp —t2) dt 75
&=] == |( : 75)

para a qual ndo existe uma antiderivada em forma de funcdo elementar. Assim, calculos com
a distribuicdo acumulada da normal padréo requerem integracdo numérica. Todos os pacotes
estatisticos possuem rotinas especiais para esse calculo. No EXCEL, a funcdo DIST.NORMP
calcula P (Z < Zz) para qualquer z, onde Z ~ N(0; 1).
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7.2 Calculo de Probabilidades da Normal Padrao

Vimos anteriormente que o calculo de probabilidades associadas a variaveis aleatdrias
continuas envolve cdlculo de integrais da funcdo densidade:

b
Pla < X <b)= / fx(x)dx
a

Isso, obviamente, continua valendo para a densidade normal. A diferenca estd no fato de
que o calculo de tais integrais no caso da densidades normais requer métodos numéricos e,
para facilitar esses calculos, podemos usar uma tabela em que alguns valores ja se encontram
calculados. A tabela basica fornece probabilidades associadas a densidade normal padréo.
Vamos estudar essa tabela e depois veremos como generalizar para uma normal qualquer.

7.21 Tabela 1: P(0 < Z < 2)

A Tabela 1 seréd usada para calcular probabilidades associadas a uma variadvel aleatdria

normal padrdo Z. Assim, com essa tabela, poderemos calcular probabilidades do tipo P(Z >
1),P(Z <3),P(—1 < Z<?2), etc.

Vamos analisar cuidadosamente esta tabela. A partir do cabecalho e do gréfico na
tabela, podemos ver que as entradas no corpo da tabela fornecem probabilidades do tipo
P(0 < Z < z). Com relacdo a abscissa z, seus valores sdo apresentados na tabela ao longo
da coluna lateral a esquerda em conjunto com a linha superior, ambas sombreadas de cinza.
Na coluna a esquerda, temos a casa inteira e a primeira casa decimal; na linha superior,
temos a segunda casa decimal. Por exemplo, ao longo da primeira linha da tabela, temos

probabilidades associadas as abscissas 0,00; 0,01; 0,02, ..., 0,09; na segunda linha da tabela,
temos probabilidades associadas as abscissas 0,10; 0,11; 0,12; ..., 0,19; na dltima linha da
tabela, temos probabilidades associadas as abscissas 4,00; 4,01; 4,02; ...; 4,09.

A entrada 0,00000 no canto superior esquerdo da tabela corresponde a seguinte
probabilidade: P(0 < Z < 0,00), ou seja, P(Z = 0) e, como visto, essa probabilidade é
nula, uma vez que, para qualquer variavel aleatdria continua X, P(X = xp) = 0. A segunda
entrada na primeira linha, 0,00399, corresponde a P(0 < Z < 0,01), que é a area sob a curva
de densidade normal padronizada compreendida entre os valores 0 e 0,01 (veja o grafico na
tabela).

Note que esta tabela apresenta probabilidades correspondentes a abscissas positivas,
ou seja, esta tabela trata de érea sob a curva no lado positivo do eixo. Para calcular
areas no lado negativo, teremos que usar o fato de a curva da densidade normal ser
simétrica. Sempre faca um esboco da curva de densidade, sombreando a &rea correspondente
a probabilidade desejada; isso lhe ajudard no célculo da probabilidade. Vamos terminar
esta secdo apresentando varios exemplos de calculos de probabilidades de uma v.a. Z com
distribuicdo normal padréo, ou seja, no que seque, Z ~ N(0;1). Os exemplos apresentados
cobrem todas as situacdes possiveis. Assim, é importante que vocé entenda bem a situacédo
ilustrada por cada um dos exemplos, para poder aplicar o método de solucdo adequado aos
novos exercicios.

Para simplificar a solucao dos exercicios, vamos adotar a seguinte notacao.
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n Entradas da Tabela 1 do Apéndice

seja,

Exemplo 7.2

tab(z) =P(0< Z<2)

A partir da Tabela 1 do Apéndice [B| calcule P(0 < Z < 1,22).

Solugao:

Veja as Figuras [/.2] e [7.3] Essa probabilidade é dada diretamente na Tabela 1, utilizando a

entrada correspondente a linha 1,2 e a coluna com o valor 2. O resultado é

P(0 < Z <1,22) = tab(1,22) = 0,3888

Vamos representar por tab(z) as entradas da Tabela 1 do Apéndice [B] ou

e 1°. Decimal 0 1 2 3

0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120

0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517

0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238

1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485!

1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708

! 1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907
- 1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082

Figura 7.2 - P(0 < Z < 1,22) como

area da tabela

Exemplo 7.3

A partir da Tabela 1 do Apéndice [B| calcule P(1 < Z < 2).

Solucao:

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) entre duas abscissas positivas.
Figura ilustra-se a area (probabilidade) desejada. Note que esta area pode ser obtida
pela diferenca entre as areas das Figuras[/.5] e [7.7] cujos valores sdo encontrados na Tabela

1 conforme ilustram as Figuras[7.6 e

Figura 7.4 - P(1 < Z < 2) como é&rea

Figura 7.3 - P(0 < Z < 1,22) - Uso




7.2. CALCULO DE PROBABILIDADES DA NORMAL PADRAO 149
e 1°, Decimal 0 1 2 3 4
0,0 0,000 00040 0,080 0,0120] 0,0160
01 00398 00438 00478 00517 0,057
02 00793 00832 00871 00910 0,0948
18 04641 04649 04656 04664  0,4671
1,9 04713] 04719] 04726] 04732 04738
: 2,0 04772] 04778] 04783 04788 0,4793
21 04821 04826] 04830 04834 04838
. , Figura 7.6 - P(0 < Z < 2) - Uso da
Figura 7.5 - P(0 < Z < 2) como &rea tabJela
e 1%, Decimal 0 1 2 3 4
0,0 0,000 00040 0,080 0,0120] 0,0160
01 00398 00438 00478) 00517 0,057
02 00793 00832 00871 00910 0,0948
08 02881 02910 02939 02967 0,2995
0,9 03159] 03186] 03212 03238 03264
: 1,0 03413] 03438] 03461 03485 0,3508
11 03643 03665 03686 03708  0,3729

Figura 7.7 - P(0 < Z < 1) como &rea tabela

Concluimos, entéo, que

Figura 7.8 - P(0 < Z < 1) - Uso da

PA<Z<2)=P(0<Z<2)—P(0<Z<1)=tab(2,0)—tab(1,0) = 0,4772—0,3413 = 0, 1359

Exemplo 7.4
A partir da Tabela 1 do Apéndice [B calcule P(Z > 1).

Solucao:

*»

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) a direita (>) de uma abscissa positiva. Na
Figura[7.9]ilustra-se a area (probabilidade) desejada. Note que esta drea pode ser obtida pela
diferenca entre as é&reas das Figuras[7.10/e[7.T1] A primeira érea corresponde a probabilidade
P(Z > 0) e é igual a 0,5, pois a média = 0 é o eixo de simetria e a area total é 1. Logo,

P(Z >0)=P(Z<0)=0,5. Asegunda area vem direto da Tabela 1.

Figura 7.9 - P(Z > 1)
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Figura 710 - P(Z > 0) Figura 711 - P(0<Z < 1)

Concluimos, entéo, que

P(Z>1)=P(Z>0—P0<Z<1)=0,5—tab(1,0)=0,5—0,3413 = 0,1587

*»

Exemplo 7.5
A partir da Tabela 1 do Apéndice [B calcule P(Z < 1).

Solucao:

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) a esquerda (<) de uma abscissa positiva.
Na Figura[7.12]ilustra-se a &rea (probabilidade) desejada. Note que esta &rea pode ser obtida
pela soma das dreas das Figuras [/.13 e [7.14] A primeira érea corresponde a probabilidade
P(Z < 0) e é igual a 0,5, conforme visto no exemplo anterior.

Figura 712 - P(Z < 1)

Figura 713 - P(Z <0) Figura 714 - P(0<Z <)

Concluimos, entao, que

P(Z>1)=P(Z>0)+P0<Z<1)=0,5+tab(1,0)=0,5+0,3413 = 0,8413

*»
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Exemplo 7.6
A partir da Tabela 1 do Apéndice [B| calcule P(Z < —0,5)

Solucao:

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) a esquerda (<) de uma abscissa negativa
e, agora, comegamos a trabalhar com abscissas negativas. Na Figura [7.T5] ilustra-se a &rea
(probabilidade) desejada. Pela simetria da curva de densidade normal, resulta que essa area
é igual a area ilustrada na Figura [7.16]

Figura 7.15 - P(Z < —-0,5) Figura 716 — P(Z > 0,5)

Concluimos, entéo, que

P(Z < —0,5)=P(Z >0,5)=0,5—P(0 < Z < 0,5 =0,5—tab(0,5) = 0,50, 1915 = 0, 3085

*»

Exemplo 7.7
A partir da Tabela 1 do Apéndice B calcule P(Z > —0,5)

Solucao:

Na Figura ilustra-se a area (probabilidade) desejada. Essa &rea é a soma das areas
representadas nas Figuras [7.18] e [/19] Essa Ultima area, por sua vez, é igual a area
representada na Figura pela simetria da curva de densidade.

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) a direira (>) de uma abscissa negativa.

Figura 717 - P(Z > —0,5) Figura 718 - P(Z > 0)
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Figura 719 - P(-0,5< 7 <0) Figura 7.20 - P() <Z2<0,5)
Concluimos, entéo, que

P(Z>-0,5) = P(-0,5<Z<0)+P(Z>0)
= P(0<Z<0,5)+0,5=tab(0,5)+0,5=0,1915+0,5 = 0,6915

*

Exemplo 7.8
A partir da Tabela 1 do Apéndice[B| calcule P(—2,1 < Z < —1,4)

Solucao:

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) entre duas abscissas negativas. Na
Figura ilustra-se a area (probabilidade) desejada. Por simetria, essa area é igual a area
ilustrada na Figura ja analisada no Exemplo

Figura 7.21 - P(-2,1<Z < —-1,4) Figura 7.22 - P(1,4<Z < -2,1)
Concluimos, entéo, que

P(-2,1<Z<-1,4 = P1,4<Z<21)=P0<Z<21)—-P0<Z<1,4)
= tab(2,1) — tab(1,4) = 0,4821 — 0,4192 = 0, 0629

*»

Exemplo 7.9
A partir da Tabela 1 do Apéndice [B| calcule P(—2,1 < Z < 1,4)

Solucao:

Note que este exemplo trata da area (probabilidade) entre duas abscissas, uma negativa e
outra positiva. Na Figura[7.23]ilustra-se a area (probabilidade) desejada. Essa &rea é a soma
das areas representadas nas Figuras e Por simetria, essa ultima area é igual a



7.2. CALCULO DE PROBABILIDADES DA NORMAL PADRAO 153

area sombreada na Figura o que nos leva a cocnlusao de que

P(-21<7<1,4 = PO<Z<1,4+P(-21<72<0)
= PO<Z<1,4+P0<Z<21)=tab(1,4) + tab(2,1)
= 0,4821+0,4192 = 0,9013

Figura 7.23 - P(—-2,1<Z2<1,4) Figura7.24 - P(0<Z<1,4)

Figura 7.25 - P(-2,1 <7 <0) Figura 7.26 - P(0<Z<2,1)
*"

7.22 Tabela 2: ®(z) = P(Z < 2)

Muitos livros trabalham com a tabela da funcao de distribuicdo da normal padréo, que,
como vimos, representamos pela letra grega fi maidscula, ®:

d(z) = P(Z < 2).

A Tabela 2 do Apéndice [B] apresenta os valores de ®(z) para z > 0. Vamos usar essa
tabela para refazer os exemplos vistos anteriormente, que serdo apresentados em uma ordem
diferente, mais didaticamente apropriada para esse contexto.

Exemplo 7.10
A partir da Tabela 2 do Apéndice[B] calcule P(Z < 1)

Solucao:
Essa probabilidade resulta diretamente da definicdo de distribuicdo acumulada:

P(Z <1)=®(1,0) = 0,8413

*»"
Exemplo 7.11
A partir da Tabela 2 do Apéndice [B| calcule P(Z > 1)
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Solucao:
Pela lei do complementar, temos que

PZ>1)=1-P(Z <)
Mas, como Z é uma variavel aleatdria continua, sabemos que P(Z = z) = 0. Logo
P(Z<2z)=P(Z<2)
Logo,

PZ>1)=1-P(Z<1)=1-P(Z<1)=1—d(1,0)=1-0,8413 = 0, 1587

*

Exemplo 7.12
A partir da Tabela 2 do Apéndice B calcule P(Z < —0,5)

Solugéo:
Vimos, no Exemplo que
P(Z < —0,5) = P(Z > 0,5)

Logo,

P(Z < —-0,5=P(Z>0,5)=1-P(Z < 0,5) = 1-P(Z < 0,5) = 1—®(0, 5) = 1-0, 6915 = 0, 3085

*»
Exemplo 7.13
A partir da Tabela 2 do Apéndice [B| calcule P(Z > —0,5)
Solugao:
Veja as Figuras[7.27] e [7.28]
P(Z>-0,5 = 1-P(Z<-0,5=1-P(Z>0,5=1-[1-P(£<0,5)]
= P(Z<0,5) =®(0,5) =0,6915
Figura 7.27 - P(Z > —0,5) Figura 7.28 - P(Z£<0,5)
*»

Exemplo 7.14
A partir da Tabela 2 do Apéndice [B| calcule P(0 < Z < 1,22)
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Solucao:

Veja as Figuras[7.2} [7.29] e [7.30]

PO0<Z<1,22)=P(Z<1,22)—P(Z<0)=d(1,22)—0,5=0,8888 — 0,5 = 0, 3888

Figura 7.29 - P(Z <1,22) Figura 7.30 — P(Z < 0)
*»

Exemplo 7.15
A partir da Tabela 2 do Apéndice [B| calcule P(1 < Z < 2)

Solucao:

Veja as Figuras e

P1<Z<2) = P(Z<2)—PZ<1)=P(Z<2)—PZ<1)=d(2,0—d(1,0)
= 0,9772—0,8413 = 0, 1359

Figura 7.31 - P(Z > —0,5) Figura 7.32 - P(Z£<0,5)
*»"

Exemplo 7.16
A partir da Tabela 2 do Apéndice[B| calcule P(—2,1 < Z < —1,4)

Solucao:
Usando os resultados do Exemplo temos que

P(-2,1<Z<-1,49=P1,4<Z<2,1)=d(2,1)—d(1,4) =0,9821 — 0,9192 = 0, 0629

*»

Exemplo 7.17
A partir da Tabela 2 do Apéndice [B| calcule P(—2,1 < Z < 1,4)
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Solucao:
Usando os resultados do Exemplo [7.12] temos que

P(—2,1<Z<1,4) = ®(1,4)—P(Z<=21)=0d(1,4)—d(—=2,1)
= ®(1,4)—[1—d(2,1)]=0,9192 —[1 — 0,9821] = 0,9013

*»

7.3 Distribuicao Normal

Seja Z ~ N(0;1) e vamos definir uma nova varidvel aleatéria por
X=g(Z)=p+o0Z,

em que 0 > 0. Usando a Proposigéo [6.13] temos que

S I

ou ainda:

e essa é a densidade normal N(u; 6?) .

Definicao 7.18  Distribuicdo Normal

Diz-se que, uma varidvel aleatéria continua X, definida para todos os valores em R, tem
distribuicéo normal com parGmetros p e a2, onde —o0 < H<ooel< 0% < 00, se sud
funcéio densidade de probabilidade é dada por

2
X —U
exp [—(”] —o0 < x <o

fx) = 202

270?

Usaremos a seguinte notacédo para indicar que uma v.a. X tem distribuicdo normal com
pardmetros p e o2 : X ~ N(u, 0?).

7.3.1 Caracteristicas da Funcao Densidade Normal

1. Simétrica em torno de ; note que f (1 —x) = f(u+ x).

2. Assintotas: lim f(x) = lim f(x) = 0; esse resultado seque diretamente dos resultados
X—>—00 X—0Q
1

ex’

sobre a funcao exponencial dados em (A.10) e (A.17) e do fato de que e™ =

3. Ponto de maximo

Para calcular a primeira e sequnda derivadas de f(x), devemos lembrar que (e*) = e*

e, pela regra da cadeia, (e9¥) = e9¥g’(x). Aplicando esses resultados a densidade
normal, obtemos que:

Y _
Flx) = — oxp [—(X“)] [—jTZZ(X—u)] =—f(x)(u) (7.6)

2702 207
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Derivando novamente, obtemos:

= —rw(*51) - f(x)% = [~ (Z5) ] [555] - ) =

02 o2 o2
X — U 2 X — U 2 — 2
— f(x) [W] — f(x)% — f(x) [(‘0)40] (7.7)

Analisando a equacao (7.6) e lembrando que f(x) > 0, pode-se ver que:

ffx)=0x=up

e assim, x = p é um ponto critico. Como f'(x) > 0 para x < p e f'(x) < 0 para x > p,
entdo f é crescente a esquerda de p e decrescente a direita de p. Seqgue, entdo, que
X = p é um ponto de maximo e nesse ponto

1
F(u) = (7.8)
270?
4. Pontos de inflexao
Analisando a segunda derivada dada por (/.7), tem-se que:
fx)=0e (x—pl=cox—u=ca{ ¥=HTC (7.9)
X=Uu—a '
Além disso,
flix) > 0sx—p’>delx—y>0e
& x—u>0 ou H—X>0O (7.10)
& x>p+0 ou X< p—ao
e
f'lix) < 0esx—pl<dlelx—py<oe
X—u<ao
Su—0o o 7.11
{u—x<0 u <x<p+ (7.11)

Logo, f(x) é concava para cima se x > 1+ 0 ou x < pi— 0 e é concava para haixo quando
H—o< x< u-+o.

Na Figura é apresentado o grafico da densidade normal no caso em que p = 3
e 0> = 1. Al a linha pontilhada central representa o eixo de simetria e as linhas
pontilhadas laterais passam pelos pontos de inflexdo 3 + 1.

7.3.2 Parametros Distribuicao Normal

Se X ~ N (u; 02) , entdo X = p+ aZ, em que Z ~ N(0;1). Das propriedades de média
e varidncia, resulta

EX)=p+0E(Z)=p+0=EX)=p (7.12)
e
Var (X) = 02 Var(Z) == ¢? x 1 = Var(X) = ¢° (7.13)
Resumindo:
E(X)=up
L2
X ~ N (u,a ) — { Var(X) = o2 (7.14)
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0.5

Figura 7.33 — Densidade normal com média ¢ = 3 e varidncia 0% = 1

Os parametros da densidade normal sdo, entdo, a média e a variancia, que sdo medidas
de posicado e dispersao, respectivamente. Valores diferentes de p deslocam o eixo de simetria
da curva e valores diferentes de ¢2 mudam a disperséo da curva. Quanto maior o2, mais
“espalhada” é a curva, mas o ponto de maximo, dado pela equacéo (7.8), é inversamente
proporcional a 2. Logo, quanto maior o2, mais “espalhada” e mais “achatada” é a curva. O
importante a observar é que a forma é sempre a de um “sino”. Na Figura[7.34 temos exemplos
de densidades normais com a mesma varidncia, mas com médias diferentes. O efeito é o
“delocamento” do eixo de simetria da densidade. J& na Figura [7.35] temos duas densidades
com a mesma média, mas varidncias diferentes. O efeito é que a densidade com maior varidncia
¢ mais dispersa e achatada.

N(3;1)

Figura 7.34 — Densidades normais com mesma varidncia e médias diferentes

7.3.3 Funcao de Distribuicao

A funcéo de distribuicdo da densidade normal é dada pela integral

X 1 1 (t—up 2
F(x)—/_mmexp —( e ) dt (7.15)
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0.5

Figura 7.35 — Densidades normais com mesma média e varidncias diferentes

Na Figura apresentamos funcédo de distribuicdo associada as densidades N(0; 1), N(3; 1)
e N(3;4). Note que, pela simetria da densidade em torno da média p, sempre teremos F(y) =
0,5. Esse fato é ilustrado com as linhas pontilhadas na figura.

N(3;2%)

Figura 7.36 — Funcao de distribuicao da N(0; 1), N(3;1) e N(3;4)

7.4 Calculo de Probabilidades da Normal

Ja foi visto que se X ~ N (u, 02) , entdo X = p+ 07, onde Z ~ N(0,1). Vamos ver como
utilizar esse resultado para calcular probabilidades da normal. Temos que

|nxgmzpm+02gmzp(2gxgﬂ:ﬂMX;“) (7.16)

Nas Figuras e ilustra-se esse fato, utilizando as densidades Z ~ N(0;1) e
X ~ N(3;4). No grafico a esquerda, a area sombreada representa P(X < 5) e no grafico a
direita, a area sombreada representa a probabilidade equivalente:
X—-3 5-3

mxga=P(2gz)=mZgn
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O que o resultado diz é que essas areas (probabilidades) sao iguais.

PR 2 E] } o1

Figura 7.37 - X ~ N(;3%) — —P(X < Figura 738 - Z ~ N(0;1)— —-P(Z <
5) 1,0)

Isso significa que probabilidades de uma N(u; 0%) podem ser calculadas a partir da
operacao de padronizacao.

n Padronizacao da distribuicao normal N(u; 0?)

Se X ~ N (u; 02) , entdo

(7.17)

tem distribuicao N(0;1).

E interessante lembrar que a transformacdo dada na equacdo (7.4) corresponde ao
calculo do escore padronizado associado a abscissa x. Assim, calculos de probabilidades de
v.a. normais sempre envolverdo o calculo do escore padronizado da(s) abscissa(s) de interesse.

Exemplo 7.19
Seja X ~ N(3;9), clacule P(—1 < X < 4)

Solucao:
-1-3 X-3 4-3

< <
V9 T V9 T Vo
= P(-1,33<2<0,33)

= ®(0,33) — d(—1,33) = 0,62930 — 0,09176
= tab(0,33) + tab(1,33) = 0,12930 + 0, 40824
= 0,53754

P—1<X<4) = P

*"
Exemplo 7.20
Seja X ~ N(2;5), calcule P(1 < X <7)
Solucao:

Plex<7) - p(lo2 X=2_7-2

< <
V5 T V5 T V5
= P(=0,45 < Z < 2,24)

®(2,24) — d(—0,45) = (2, 24) — [1 — d(0,45)] = 0,9875 — [1 — 0, 6700]
tab(2,24) + tab(0,45) = 0, 4875 + 0, 1700
= 0,6575




7.4. CALCULO DE PROBABILIDADES DA NORMAL 161

"
Exemplo 7.21
Seja X ~ N(5,1), calcule P(X > 7)
Solucéo:
X — 7 —
PX>7) = P (15 > 15)
= P(Z>2)
1,0—®(2,0)=1,0-0,97725
0,5—tab(2,0) =0,5—-0,47725
= 0,02275
*»

Exemplo 7.22 A regra 68-95-99,7
Seja X ~ N(u; 0?). Calcule P(u— ko < X < u+ ko), para k =1,2,3.

Solugéo:
Note que essa probabilidade corresponde a probabilidade de X estar a uma disténcia de k
desvios-padrao da média.

5 u—ka—yS X—yS U+ ko—p
o o o
= P(-k<Z<Kk)

Plu—ko < X<p+ko = 1

Note que chegamos a uma probabilidade que ndo depende de p ou o, ou seja, esse
resultado vale qualquer que seja a distribuicdo normal.

o k=1

Plu—o<X<p+0)=P(=1<Z<1)=2x tab(1,0)=2x 0,3414 = 0, 6828

o k=2

Plu—20< X <p+20)=P(—2<7<2)=2x tab(2,0) =2 x 0,4772 = 0, 9544

e k=3

Plu—30 < X <p+30)=P(=3<Z<3)=2x tab(3,0) = 2 x 0,4987 = 0,9974

Essas probabilidades nos dizem que, para qualquer distribuicdo normal, 68,28% dos
valores estdo a um desvio-padrao da média, 95,44% estao a dois desvios-padrao e 99,73% dos
valores estdo a trés desvios-padréo da média. Veja a Figura para uma ilustracdo desses
resultados.
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68%
95%
' /,5730' w—20 w—ac H w+o i+ 20 I/L+3O’ '

Figura 7.39 — llustracéo da regra 68-95-99,7
*»

7.5 Encontrando a Abscissa da Normal para uma Probabilidade
Especifica

Nos exemplos vistos até o momento, consideramos situacdes em que tinhamos uma
abscissa de uma distribuicdo normal e queriamos a probabilidade associada a essa abscissa.
Agora, vamos lidar com a situacdo inversa: dada uma probabilidade, qual é a abscissa
correspondente? Eis algumas situacdes que envolvem esse tipo de problema:

e Em uma turma de Estatistica, os 10% melhores alunos receberdo um livro de presente.

e Em uma comunidade, as familias com as 15% piores rendas irdo receber um auxilio da
prefeitura.

Como antes, vamos apresentar varios exemplos que ilustram essa situacao.

Exemplo 7.23
Seja Z ~ N(0;1), determine o valor de k tal que P(Z < k) =0, 90.

Solugéo:

Vamos “traduzir” esse problema: queremos encontrar a abscissa k da normal padrédo com 0, 90
de area (probabilidade) a esquerda dela. Como 0,9 é a area a esquerda de k, resulta que k
tem que ser maior que zero, isto é, temos que ter k > 0. Veja a Figura a esquerda de k
temos area 0,90 e a esquerda de 0 temos area 0,5. Logo, entre 0 e k temos que ter area 0,40.
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0.5

Figura 7.40 — Determinacao de k tal que P(Z < k) = 0,90

Escrevendo essas observacoes em termos de probabilidade, temos:

k) =0,90 &
0)+P(0<Z<k)=0,90«
0,5+P(0<Z<k) =090«
PO<Z<k)=0,40 <
tab(k) = 0, 40

Esta ultima igualdade nos diz que k é a abscissa correspondente ao valor 0,40 na Tabela 1.
Para identificar k, temos que buscar no corpo dessa tabela, o valor mais proximo de 0,40.
Na linha correspondente ao valor 1,2 encontramos as entradas 0,39973 e 0,40147. Como a
primeira estd mais proxima de 0,40, olhamos qual é a abscissa correspondente: a linha é 1,2
e a coluna é 8, o que nos da a abscissa de 1,28, ou seja, k = 1,28 e P(Z < 1,28) = 0,90,
completando a solucédo.

*»

Agora vamos olhar o mesmo exemplo, mas para uma distribuicdo normal qualquer.

Exemplo 7.24
Seja X ~ N(3;4), determine o valor de k tal que P(X < k) =0, 90.

Solugéo:
Com a probabilidade a esquerda de k é maior que 0,5, resulta que k tem de ser maior que
a média. O primeiro passo na solucao é escrever a probabilidade dada em termos da normal
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padrao.

0,5+P (0§Z§k;3) =090 &
P (0§Z§k;3) =0,40 &

tab (k;3) =040 &
%:1,28©k=5,56

*»

Exemplo 7.25
Seja X ~ N(3;4), determine o valor de k tal que P(X < k) =0, 05.

Solugéo:

A esquerda de k temos 5% da area total; logo, k tem que estar no lado esquerdo, ou seja,
temos de ter k < 3 e a abscissa padronizada correspondente tem de ser negativa. Vamos
escrever a probabilidade dada em termos da normal padronizada:

P(X < k) =0,05 <
P(x—3 k-3

232) =00«

P (Zg k;3) - 0,05

Como a area (probabilidade) a esquerda de ’?3 é menor que 0,5, isso significa que
k=3

%52 tem de ser negativo. Veja a Figura m Para nos adequarmos a tabela disponivel,

temos de rabalhar com areas na metade direita da curva de densidade, ou seja, temos qde

usar a simetria da curva. Veja a Figura |[7.42] e note que a abscissa simétrica a é
k—3 33—k

2 2

05

Figura 7.41 - P(Z < %53)=0,05 Figura 7.42 - P(Z > -53)=10,05
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Temos, entdo, as sequintes probabilidades equivalentes:

O valor mais préximo de 0,45 no corpo da Tabela 1 é 0,4495 que corresponde a abscissa
1,64, e isso nos da que

k —3
—— =1,64=k=-0,28
2
Exemplo 7.26
Seja X ~ N(3;4), determine o valor de k tal que P(| X — 3| < k) =0, 95.
Solucao:
Vamos relembrar as propriedades da fungdo médulo. Para isso, veja a Figura [7.43] As duas
retas que definem a funcdo f(x) = |x| sdo y = x e y = —x. Os segmentos tracados no
grafico mostram que |x| = k & x = koux = —k. Os valores de y abaixo do segmento
horizontal correspondem a valores de y = |x| < k e esses valores de y estdo associados a

valores x tais que —k < x < k. De forma andloga, valores de y acima do segmento horizontal
correspondem a valores de y = |x| > k e esses valores de y estdo associados a valores x tais
que x > k ou x < —k. Resumindo:

x=k
x| =k < 1 ou (7.18)
x=-k
x| <k e —k<x<k (7.19)
x>k
|x| > k< 1 ou (7.20)
x<-k
|z| =k

Figura 7.43 — Determinacéo de k tal que P(Z < k) = 0,90
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Agora, vamos usar esses resultados para resolver o exemplo.

P(X—3|<k) =005
P~k < X-3<k)=095e
PB—k<X<k+3)=0095«

3_k—3 X—3 k+3-3
P( < < KT ~095
P(—

2 -2 - 2
Veja a Figura [7.44] para entender que

N| =
N =

<Z< )=O,95

2xP Ongg)—O,QS@)
k

P(O Z§§ =0,475 &

tala(g)=0,475©

5:1,96 k=3,92

Figura 7.44 — Determinacao de k tal que P(|ZZ < %) =0,95
*

7.6 Exemplos de aplicacao da distribuicao Normal

A distribuicdo normal é um modelo probabilistico que se aplica a diversas situacoes
praticas. Vamos finalizar este capitulo com alguns exemplos praticos, mas, na ultima parte do
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curso, vocé vera mais aplicacdes no contexto da inferéncia estatistica, em que decisdoes tém
de ser tomadas com base nos resultados obtidos a partir de uma amostra.

Exemplo 7.27 Saldo bancario

O saldo médio dos clientes de um banco é uma v.a. normal com média R$ 2.000, 00 e
desvio-padrdo R$ 250,00. Os clientes com os 10% maiores saldos médios recebem tratamento
VIP, enquanto aqueles com os 5% menores saldos médios receberdo propaganda extra para
estimular maior movimentacéo da conta.

(a) Quanto vocé precisa de saldo médio para se tornar um cliente VIP?

(b) Abaixo de qual saldo médio o cliente receberd a propaganda extra?

Solugao:
Seja X = “saldo médio”; é dado que X ~ N(2000; 2502).

(@) Temos que determinar o valor de k tal que P(X > k) = 0,10. Note que isso equivale a
calcular o 902 percentil da distribuicdo. A area a esquerda de k tem de ser 0,90; logo,
k tem de ser maior que a média.

P(X > k) =0,10 &

[0 S 0) o
[0 2] e

k — 2000
P (23250) =090

k — 2000
P(Z<0)+P (0323250) =090 &
P (Ongk_ZSZSOO) =0,90-0,50 &
tab (k_252(())00) =040 &

k — 2000

550 =1,28 & k=2320

Os clientes com saldo médio maior ou igual a R$ 2.320, 00 terdo tratamento VIP.

(b) Temos de determinar o valor de k tal que P(X < k) = 0,05. Note que isso equivale a
calcular o 52 percentil da distribuicao. A area a esquerda de k tem de ser 0,05; logo, k
tem de ser menor que a média. Na solucao, teremos que usar a simetria da distribuicao,
invertendo o sinal da abscissa, para lidarmos com area na metade direita da funcéo de
densidade.
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P(X < k)=0,05

(120 20 g
k—2
P (22—250000) =0,00¢&
2000 — k
P (Zz 250) =000 &
tab (20(;050_k) =04 &
%zh%@k:ﬁ%

Os clientes com saldo médio inferior a R$ 1.590,00 receberao a propaganda extra.

Na Figura [7.45]ilustra-se a solucéo do exercicio.

0.5

10%

Figura 7.45 — Solucéo do Exemploﬁ
*»

Exemplo 7.28 Regulagem de maquinas

Uma mdquina de empacotar determinado produto oferece variagdes de peso que se distribuem
segundo uma distribuicdo normal com desvio padrdo de 20 gramas. Em quanto deve ser
regulado o peso médio desses pacotes para que apenas 10% deles tenham menos que 500
gramas?

Solugéo:
Esse é um exemplo classico de aplicacéo da distribuicdo normal. Seja X o peso dos pacotes
em gramas. Entdo, X ~ N(p;400). Temos de ter P(X < 500) = 0,10. Note que o peso médio



7.6. EXEMPLOS DE APLICACAO DA DISTRIBUICAO NORMAL 169

tem de ser superior a 500 g. Note, na solucao, a inversédo do sinal da abscissa!

P(X < 500) = 0,10 &

|3(X25“g5020_ )_0,10@
I'-’(ZgSOgO_“)=0,1O<:>
|(z 500_“) 0,10 &
( H= 500):0,10
ab( 2300):0,40

500

A maquina tem de ser regulada com um peso médio de 525,6g para que apenas 10% dos
pacotes tenham peso inferior a 500g. Veja a Figura [7.40]

10%

500

Figura 7.46 — Solucéo do Exemplom
*

Exemplo 7.29 Mais sobre regulagem de maquinas

Uma mdéquina fabrica tubos metdlicos cujos didmetros podem ser considerados uma varidvel
aleatéria normal com média 200mm e desvio-padréio 2mm. Verifica-se que 15% dos tubos
estdo sendo rejeitados como grandes e 10% como pequenos.

(a) Quais sdo as tolerdncias de especificacdo para esse diGmetro?

(b) Mantidas essas especificacées, qual deverd ser a regulagem média da mdquina para
que a rejeicdo por diGmetro grande seja praticamente nula? Nesse caso, qual serd a
porcentagem de rejeicéio por diGmetro pequeno?

Solucéo:
Seja D = didmetro dos tubos. Entdo D ~ N(200, 22).

(@) Sejam k; e ks as especificacdes inferior e superior, respectivamente. Isso significa que
tubos com didmetro menor que k; séo rejeitados como pequenos e tubos com didmetro
maior que ks sao rejeitados como grandes.
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P(D < k) =0,10 =

D—200 k —200
P —=0,10

(52
P (Z ki _2200) —0,10 =
P(Z —k’_200)=o,10=>

2
P(Z 2002—/<,) —0,10 =
P(0<Z 2002_"’) =0,40 =
tab (2002 k’) — 0,40 =
200 — Kk

P(D > ks)=0,15=

D—200 ks —200
P =0,1
( 5 > 3 ) 0,15 =
ke — 2
P(0§Z<SOO):O,35:>
ta|3(’<‘5_200):o,35:>
kg —2
%0021,03;»/@:202,06

Logo, tubos com didmetro menor que 197,44 cm séo rejeitados como pequenos e tubos
com didmetros maiores que 202,06 cm séo rejeitados como grandes.

(b) Com a nova regulagem, temos que D ~ N(u; 2%) e p deve ser tal que

P(D > 202,06) = 0 =

D—p 202,060 —p
P =0
(72> 225 0
P(Z>202'(;6_u):0:>
|3(0§Z§2()2'(;H)=0,5:>

202,06 —

202,06 —
f" ~4,5= 1 ~193,06
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Com essa média, a porcentagem de rejeicao por didametro pequeno é

_[D—193,06 _ 197,44 — 193,06
<
2 2
= P(Z<219)
= P(Z<0)+P(0<Z<219)
= 0,5+ tab(2,19) = 0,9857

P(D < 197, 44) |

Com essa nova regulagem, a rejeicdo por didametro grande é nula, mas a rejeicdo por
didmetro pequeno é muito alta! Veja as Figuras [7.47] e [7.48] nas quais ficam claros os
resultados obtidos.

N(193,06;4) N(200:4) N(193,06:4) N(200:4)
pequenas grandes
197,44 202,06 b 197,44 202,06
Figura 7.47 - Exemplo m - Figura 7.48 - Exemploﬂ— regulagem
regulagem original com 0% de tubos grandes

*»

Exemplo 7.30 Troca de lampadas

Em um grande complexo industrial, o departamento de manuteng¢do tem instrucées para
substituir as lampadas antes que se queimem. Os registros indicam que a duragdo das
lampadas, em horas, tem distribuicdo normal, com média de 900 horas e desvio-padréo de 75
horas. Quando devem ser trocadas as lampadas, de modo que no méximo 5% delas queimem
antes de serem trocadas?

Solucéo:
Seja T = “tempo de duracdo (em horas) das ldmpadas”; entdo, T ~ N(900;75%). Temos que
determinar t tal que P(T < t) =0, 05.

P(T<t)=005&

T-900 t—900
P( <= ):0,05@
t —900
Plz>— - 0,05
(72557 =00
900 — t
Plz> = 0,05
(2275 =00
900 — t
Plo<Z< =0,4
(O_ < ) 0,45 &
900 — ¢t
tab —0,45
( 0 ) o
90(7)5_t=‘|,64<:)t=777

As lampadas devem ser trocadas com 777 horas de uso para que apenas 5% se queimem antes
da troca.
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*»

Aqui cabe a sequinte observacdo: em geral, ndo é apropriado utilizar-se a distribuicao
normal para modelar o tempo de sobrevivéncia de lampadas ou equipamentos em geral.
Modelos tipo exponencial sdo mais adequados, pois atribuem probabilidade alta de
sobrevivéncia no inicio da vida do equipamento e probabilidade decrescente a medida que o
equipamento envelhece.

Exemplo 7.31 Regulagem de maquinas — controle da variabilidade

Uma enchedora automdtica enche garrafas de acordo com uma distribuigéo normal de média
1.000 ml. Deseja-se que no mdximo uma garrafa em cada 100 saia com menos de 990ml. Qual
deve ser o maior desvio padréo tolerdvel?

Solucéo:
Seja X = “contetido da garrafa (em ml)", entdo X ~ N(1000; o).

Queremos que P(X < 990) < 0, 01.

Seja 0y o valor do desvio padrao de X tal que P(X < 990) = 0,01. Entdo, qualquer
valor de o tal que o < gy resulta em P(X < 990) < 0,01. Veja a Figura[7.49

1000

f 900

Figura 7.49 — Solucéo do Exemplom

A area sombreada corresponde a P(X < 990) = 0,10 quando X ~ N(1000; ag) (curva de
densidade mais espessa). As duas outras densidades correspondem a distribuicoes normais
com desvios-padrao menores. Note que para essas distribuicdes, P(X < 990) < 0, 01. Assim,
o desvio-padréo maximo toleravel é tal que:
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P(X < 990) < 0,01 <

P (Z< 990;1000) <0,01 &
—1

P (Z>_990000) <0,01 &
P (z>10) <0,01 &

g

10
0,5~ tab (Z>U) <0,01 &

1
tab (0) >0,49 &

o

0

E22,33(:)03
o

—_

=4,2918

N

33

*

7.7 A distribuicao log-normal

7.7.1 Definicao

Definicao 7.32 Distribuicao log-normal

Seja X ~ N(u, 0%). Se Y = eX entédo a varidvel aleatéria Y tem distribuicéio log-normal
com pardmetros i e a°. Reciprocamente, se Y tem distribuicéo log-normal, entdo X = ln'Y
tem distribuicéo N(u, 0?).

Vamos calcular a funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatédria log-
normal a partir de sua funcéo de distribuicdo acumulada. Note que Y sé pode assumir
valores positivos. Temos que:

Frly) = P(Y<y =P (e <y]=PX<lny =
_ P(X—uglng—u):P(Zglny—u)
o o o
lny —p
= ¢ 22— 0
S I

Sabemos que fy(y) = F'(y) e, também, no caso da normal padrao, ®'(z) = ¢(z). Logo,
pela regra da cadeia,

lny — 1 lny — 1
Wy = (I),(ng u)xag:(p(ng H)x:
1

o o oy

1 oxi (lng—u)2 xi
V2 ! 2 o gy

‘ B 1 1 ({lny—p 2 0
Y(U)—mexp > p y>

ou ainda:
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7.7.2 Esperanca

A esperanca de Y é:

0 1 1 lng—u)z
E(Y =/ y—F—=exp —( dy
M=) Ve P 2 e ) |

Fazendo a mudanca de varidvel t = lny temos que

dt = 1dy
y
y = e
y = 0=t=-x
y = oo=>t=

e, portanto

1 0 1 (t—up 2 1 &0 1 (t—up 2
E(Y) = t — It = —
(Y) — _Ooe exp[ > ( - ) ]ct >— /_Ooexp[ 5 ( o +t|dt

B oxb _t2—2tu+uz—202t df —
- \2n02 l 207 B
_ 1 /‘” exp | — 2t (1 + 0?) + 1 it
V2mo? J-oo | 20°
(%) [ 2 2
= ! exp —t —2t(u+a) exp —i dt =
V2702 e I 202 I 202 B
2 2

e _i ooexp B —2t(p+0?)+ (b +0%) = (u+ %) gt

202 ) 2702 J_os 202
= exp L— exp t—(y—l—az)]z exp M dt
- 20 \/QJ,U l 202 l 202

) '( i ”25) )lm/ '{ t_(gataz)]z}C’t]

Mas o termo entre os colchetes externos é a integral de uma densidade normal com média
A= (u + 02) e variancia o2 logo, essa integral é 1 e, portanto:

2

L2 L (u + 02) —1? + 17 + 2p0? + o

exp | — ——— | =exp
l 207 202 I 207

E(Y) =exp (u + 022) (7.21)
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7.7.3 Variancia

Vamos calcular de modo anélogo E(Y?), usando a mesma transformacao:

o 1 1 (lhny—p 2
E(Y?) = I yziexp —= ( ) dy
0 yVv2ma? 2 o

e L[4 |- o]

. t2 — 2ty 4 p? — 40t _
- G Lo e
1 &0 [ tZ—Zt(u—i-ZUZ)—i-uz
= exp|— dt
V2mo? J- i 20°
B 1 &0 [ tz—Zt(y—i-ZUZ) 11 dt —
T Varat ) T 20 P\ 202 | T

— 2t (u + 202) + (u + 202)2 —

175

t—u 2
) +2t] dt
g

2 o)
_ - T _
- '( 202) \/ﬁ/m'[ 207
[t— (1+202)]

2 [}
U 1
= exp (—20_2) \/ﬁ /_OO exp {— 20_2 } exp

2072

(b + 202)2] /

(/,I—f-ZUZ)

2
) dt

at

2 2)2 2112
B H (1 +20?) [t— (1 +207)]
= exp ( 552 + 552 ) [m/ exp{ 592 dt

Como antes, o termo entre os colchetes externos é 1 porque é a integral de uma densidade

normal com média p + 202 e varidncia ¢2. Logo,

202 202

E(Y?) = exp(—+ 592

E(Y2) = exp (zu + 202)
o2
Var(Y) = exp|2py+ 20 ) [exp( 2)]
o2
= exp|2u+20 ) —exp [2 (u+)] =

(
( >
( ')
(
(
(

2u+20 ) —exp (2;/ +0

exp(2u+20 ) Ll
exp (2p + 0?) -

= exp
U+ 0 )

= exp 2;/—{—0) exp(2p+202—2u—02)—1]:

= exp|2u+o ) expa2 — 1]
Definindo m = E(X) = exp (u + "72) , temos que m? = exp (2u + 02) . Logo,

Var(Y) = m? [e‘f2 — 1]

2
i (v+20%) ) ( —1? + 12 + 4po’ + 4o
L] =exp

).

(7.22)
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Capitulo 8

Momentos e sua Funcao Geradora

8.1 Momentos

Na definicdo de variancia aparece a esperanca do quadrado, seja dos desvios em torno
da média, ou da propria varidvel. Esses sdo casos particulares de uma caracteritica mais
geral de uma variavel aleatéria, definida a sequir.

Definicao 8.1 Momentos
O k—ésimo momento de uma varidvel aleatdria X, denotado por u;<, é definido como

i = E(XY) (8.1)

desde que essa quantidade exista. O k—ésimo momento central de uma varidvel aleatéria
X, denotado por i, é definido como

b = EIX — E(X)F (8.2)

sempre que essa quantidade existir.

Note que E(X) = ¢} e Var(X) = n = 1) — (uﬁ)z. Temos também que, para qualquer
varidvel aleatéria, 1 = 0.

Exemplo 8.2 Momentos da distribuicao gama
Calcule o k-ésimo momento de X ~ Gama(a, ).

Solugéo:

E(Xk) = /Ookaa x® e BXdx
0 [ (a)

%) a
— / an+k—1 @_BXC/X
o [(a)

_ F(a+l<) Bor /oo Bor+k
0

XO(+/(71 effa’x dx

Btk T(a) Jo T(a+k)
_ T(a+k) BT T(a+k) ala+1)--(a+k—1)
Bk T(a)  BKT(a) B*

*

177
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Exemplo 8.3 Momentos da distribuicao de Weibull
Calcule o k-ésimo momento de X ~ Weibull(a, B).

Solucao:
E(Xk) = / xKfx(x)dx

—0Q

+00 ka(X)O(—T _(
A “el\B) °©

+00 a—1
/ (Buﬂa)kg (u1/a) e‘”E (u1/a—1 ) du
0 B a

)adx

™l

+o0
= / (Bu'l®)ke=tdu
0

+00 B
= Bk[ ulat=Te=tqgy
0

a—i—k)

= 3’<r(§+1) :Bkr(

*»"

Proposicao 8.4
Seja X varidvel aleatéria com densidade simétrica em torno de p. Entéo,

E(X —m)*) =0
sempre que k for impar.

Demonstragao:
Primeiro veja que se X tem densidade simétrica em torno de p, entdo as varidveis aleatdrias
Y=(X—p)eW=—(X—p)tem mesma distribuicao.

Fy(Y)=P(Y <y)=PX—-u<y)=PX<pu+y)=Fx(p+y) = fry) = fx(u+y).
Fww)=PW <w)=P(—X=p) <w)=PX>pu—w)=1=Fx(u—w) = fyw(w) = fx(u—w).

Como fx é simétrica em torno de py podemos afirmar que fy(a) = fx(u+a) = fx(p—a) =
fw(a), logo Y e W tem mesma distribuicao.

Se (X — ) e —(X — p) tem mesma distribuicdo, entdo (X — p)¥ e (—(X — p))* também
tem mesma distribuicdo. Logo,

E (X —p)) =E ((=(x = m)).
Entéo, se k for impar,

E ((X—u)k) —E ((—(X—u))k) - E ((X—u)k) S E ((X—u)k) = 0.

8.2 Alguns Coeficientes e suas Interpretacoes

J& vimos interpretacées para o primeiro momento, E(X), e para o seqgundo momento
central, Var(X). Dessa forma os dois primeiros momentos de uma varidvel aleatdria X guardam
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informacdes sobre a localizacéo e sobre a variacdo em torno da média dessa varidvel. Nessa
secdo veremos a definicao de dois novos coeficientes, que dependem do 3° e do 4° momento
central. Com eles veremos como esses dois outros momentos podem nos passar informacoes
sobre a variavel aleatdria.

Definicdo 8.5 Coeficiente de Assimetria
Seja X varidvel aleatéria com E(X) = u e Var(X) = 2. O coeficiente de assimetria de X,
denotado por a3, é definido por

E[(X — p)’]

a3 =
0'3

supondo a existéncia dos momentos envolvidos.

O coeficiente de assimetria, além de quantificar o grau de assimetria de uma distribuicao,
indica também o tipo de assimetria. Nas Figuras [8.7] e [8.2] os histogramas representam uma
distribuicdo assimétrica a direita e uma assimétrica a esquerda, respectivamente. Em termos
do coeficiente de assimetria, temos a sequinte caracerizacgéo:

a3 >0 = assimetria positiva ou a direita
a3 =0 = assimetria nula ou simetria

a3 <0 = assimetria negativa ou a esquerda

Figura 8.1 — Assimetria a direita Figura 8.2 — Assimetria a esquerda

J& vimos que se X é variavel aleatdria com densidade simétrica em torno de p1, todos os
momentos centrais impares sao nulos. Em particular, também serd nulo o 3° momento central.
Logo, a3 = 0, indicando que a varidvel aleatéria é simétrica, como esperdvamos.

Vejamos agora a definicdo de outro coeficiente, que depende do 4° momento central.

Definicao 8.6  Coeficiente de Curtose
Seja X variével aleatéria com E(X) = p e Var(X) = o°.
denotado por a4, é definido por

O coeficiente de curtose de X,

E(X —m)*]

ot 3

a4 =

supondo a existéncia dos momentos envolvidos.




180 CAPITULO 8. MOMENTOS E SUA FUNCAO GERADORA

O coeficiente de curtose mede afastamentos em relacéo a distribuicdo normal, tanto em
termos de pico, quanto em termos da espessura das caudas da distribuicdo. A subtracdo de
3 no coeficiente tem a ver com o fato de o coeficiente de curtose da distribuicdo normal ser
3; assim, um coeficiente 0 indica total semelhanca com a distribuicdo normal. Coeficientes
positivos indicam distribuicoes leptocurticas, que tém picos mais acentuados que a normal
e coeficientes negativos indicam uma distribuicdo platicurtica, que é mais “achatada” que a
normal. Nas Figuras a ilustram algumas dessas distribuicdes. EI

Figura 8.3 — Mesocurtica - a4 = 0.0 Figura 8.4 — Platicirtica - a4 = —1.2
i AN
Figura 8.5 — Leptocurtica - a4 = 3.0 Figura 8.6 — Leptoctrtica - a4 = 1.2

8.3 Funcao Geradora de Momentos

Definicao 8.7 Funcao Geradora de Momentos
Seja X uma varidvel aleatdria qualquer. A fungéo geradora de momentos (fgm) de X,
denotada por My, é definida por

Mx(t) = E (efX),

desde que essa esperanca exista para todo t em alguma vizinhanga de O.

Importante: a funcéo geradora de momentos é fungéo de t. Para ela existir basta que
exista € > 0 tal que E (etX) esteja bem definida para qualquer t € (—¢, €).

'0s histogramas foram gerados a partir de 5000 observacdes simuladas das sequintes distribuicées: t(200),
Uni(0,1), Laplace e logistica, ambas com pardmetro de escla igual a 1 e pardmetro de localizacdo 0. todas com
paréametro de escala 1.
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Veja que a definicdo de funcdo geradora de momentos é feita independente do tipo de
varidvel, mas a forma de encontra-la depende se X é discreta ou continua. Isto é,

Se X é discreta = Mx(t) =E (etX) = Z e™px(x).
Vxelm(X)

Se X é continua = Mx(t)=E (etX) = / e™fx(x)dx.

—0Q

Lembrando da Definicao do momento de uma varidvel aleatdria, temos o Teorema
[.8 a seguir, que justifica 0 nome da fungao Mx.

Teorema 8.8 Seja X varidvel aleatdria com fungdo geradora de momentos My , entdo

dk

E (xk) = M0

t=0

ou seja, o k-ésimo momento de X é igual & derivada de ordem k de Myx avaliada em t = 0.

A demonstracéo do Teorema [8.8]acima sera omitida pois precisamos de resultados ainda
nao vistos nesse curso. Mas, a titulo de curiosidade, ela pode ser encontrada no Teorema
5.10 de |Magalhaes| (2011).

Antes de seguir com os exemplos veja que, qualquer que seja a varidvel aleatodria X,
Mx(0) = E(e%) = 1.

Esse resultado pode ser util para verificarmos se a funcdo geradora de momentos encontrada
estad correta.

Exemplo 8.9 Distribuicao de Bernoulli
Seja X ~ Bern(p). Encontre a sua fungéo geradora de momentos e a partir dela calcule E(X)
e Var(X).

Solugéo:

Por definicdo Mx(t) = E(e!X). Se X ~ Bern(p),

Ze“x1—p Zpe (1—=p)' > =1—-p+pet

Logo,
Se X ~ Bern(p) = Mx(t) =1 —p + pe'. (8.3)
Veja que Mx(0) = 1. Calculando as derivadas primeira e segunda, obtemos que
Mi(t) = Mx(t) = pe'
e, portanto

EX) = M(0) =
EX) = MY(0) =
Var(X) = E(X}) —[EX)F =p—p’>=p(1 —p)

*»
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Exemplo 8.10 Distribuicdo Binomial
Seja X ~ B(n, p). Encontre a sua fun¢do geradora de momentos e a partir dela calcule E(X)
e Var(X).

Solugéo:
Por definicéo,

n

Mx(t) = E@™) =) e*P(X =k)
k=0
n n B
— Z etk(Z)pk“ _ p)n—k — Z (IIZ) (pet) (1 _ p)n—k
k=0 k=0

= (pet +(1-— p))”
pela formula do bindmio de Newton.

Logo,
Se X ~ B(n, p) = Mx(t) = (pet +(1 - p))n : (8.4)

Veja que Mx(0) = 1. Para encontrar os dois primeiros momentos precisamos das duas
primeiras derivadas.

-1

M (t) npe' [pe' + (1 - p)]”
My(t) = npe'[pe' + (1 — p)]”_1

+ n(n—"1)pe' [pe' + (1 — p)]”_2 pe'

n—1

= npe'[pet +(1—=p)]"" +n(n —1)p2e® [pe' + (1 —p)]" >

e, portanto
E(X) = MS((O) = 17[3[/3 + (1 — p)]ni‘] =np
E(XZ) = MYO0)=nplp+(1— p)]”_1 +n(n — 1)p2 p+(1— p)]”_2

= np+n(n—"1)p*=np+n’p>—np?

Var(X) = E(X?) — [E(X)* = np + n’p® — np? — n’p? = np — np? = np(1 — p)

*»"

Exemplo 8.11 Distribuicao Geométrica
Seja X ~ geo(p). Encontre a sua funcéo geradora de momentos e a partir dela calcule E(X)
e Var(X).

Solucao:
Por definicéo,

o o o0
Mx(t) = E(e) = Z et p(1 — p)k Z et p(1 — p)f = petZ etl(1 —p)
k=1 j=0 j=0

oo
= pe') [e'(1-p)]
j=0
Entéo, se e’(1 — p) < 1, isto é, para t < In (117) temos que
1 _ pe!

Mx(t) = pe’ = .
MO = Pe T A=) 1=l = p)
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Logo,

f 1
Se X ~ geolp) =  Mx(t) = #;_p) , t<lIn (1—,3) . (8.5)

Veja que Mx(0) = 1. Calculando as derivadas primeira e segunda, temos que

M (1) = pet[1 —e'(1 — p)] — pet[—el(1 — p)] _ pel — pe®t(1 — p) + pe?t(1 —p) _ pe!
[1—et(1—p)f [1—et(1—p)f [1—et(1—p)f
vy~ el et = p)f = 2pet1 —ef(1 = p)li=e'(1 —p)
[1—e'(1=p)
_pet[1—et(1—p)f +2pe*[1—e'(1—p)(1—p)
- [1—et(1—p)
Logo,
A0 — P _p_1
EX) = MO = P = =
e
2 ey P = (1 =p) +2p[1 = (1= p)](1 = p)
R =1 —plf
. p> +2p?(1 = p) _ 2p? —p? _2-p
- pt - pt o op2
e, portanto

2-p 1 _1-
Var(X) = = - = = —P
P2 Pt p

mesmos resultados obtidos anteriormente.

*»

Veja no Exemplo que a funcéo geradora de momentos de X ~ geo(p) ndo estd
definida para todo t € R, mas esta bem definida para t < In(1/(1—p)). E como In(1/(1—p)) > 0,
a funcéo geradora de momentos estd bem definida para t em uma vizinhanca de zero.

Proposicao 8.12 Transformacoes Lineares
Seja X uma varidvel aleatéria com fun¢do geradora de momentos Myx. Seja Y = aX + b.
Entdo, a funcdo geradora de momentos de Y é My(t) = e?*Mx(at).

Demonstracgao:

My(t) = E(e!") = E (et(ax+b)) —E (eatXebt) — oPtE (eatX) — obtE (e(at)X) — P My (at)

0

O resultado apresentado na Proposicao [8.12] acima pode ser usado para encontrar a
funcéo geradora de momentos de uma variavel aleatdria definida como transformacéao linear
de outra, da qual j& conhecemos a funcéo geradora de momentos. Veja uma aplicacdo desse
resultado no Exemplo [8.13] a sequir.

Exemplo 8.13 Distribuicao Geométrica Alternativa

Seja X a varidvel aleatdria definida como o niumero de fracassos até a ocorréncia do 1°
sucesso em ensaios de Bernoulli independentes, todos com probabilidade de sucesso p. Veja
que X segue a forma alternativa da distribui¢do Geométrica, definida na Se¢do (3.6l Encontre
a sua fungdo geradora de momentos de X.
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Solucao:
Para facilitar a resolucdo do exercicio vamos definir X como transformacéo linear de uma
geométrica e entdo usar a Proposicao e o resultado do Exemplo

Podemos escrever X = W — 1, onde W é o niimero de tentativas até a ocorréncia do
1° sucesso em ensaios de Bernoulli independentes e todos com probabilidade de sucesso p.
Veja que W ~ geo(p) e, de acordo com o Exercicio

pet

Mw(t) = T el(i—p) "

para t < ln

1—p

Usando o resultado da Proposicao Myx(t) = e~ *Mw(t). Logo,

t

pe p

Mx(t) = e ! para t < ln "

1—et(‘l—p):1—et(1—p)' —p

*»

Exemplo 8.14 Distribuicao de Poisson
Seja X ~ Poisson(A). Encontre a sua funcéo geradora de momentos e a partir dela calcule
E(X) e Var(X).

Solucao:
Por definicéao,

o X G Ak & (Re) e
Mx(t) = E(e )=Ze e =e Ze a=e Z ao—e et
k=0 k=0 k=0
Logo,
Se X ~ Poisson(}) = Myx(t) = e*e") (8.6)

Veja que Mx(0) = 1. Vamos calcular as derivadas de ordem primeira e ordem segunda
para calcular os respectivos momentos:
t__ t__ t_
M;((t) — e/\(e 1))\91’ :)\ete)\(e 1) :)\(:"H_/\(e 1)

My(t) = et 1) (1 4 aet)

Logo,

o que nos leva ao mesmo resultado anterior: Var(X) = A.

*»

Exemplo 8.15 Distribuicao Exponencial
Seja X ~ exp(A). Encontre a sua funcéo geradora de momentos e a partir dela calcule E(X)
e Var(X).

Solucao:
Por definicéo

00 00 e—(A=t)x |
Mx(t) = E(e?) = / e® e ™Mdx = / Ae W=y = p———| .
0 0 —(A—=1)]o
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Para que esse limite seja real, isto é, a integral exista, é necessario que A —t > 0, ou
seja, t < A. Sob essa condicdo podemos sequir e concluir que

e~ A=t % 1 A
Mx(t) = A———| =0—2 - _
x(f) —(A—1), —(A—=t) A—t
Logo,
A
SeX~expld) = Mx(t)=5T, t<A (8.7)

Veja que Mx(0) = 1. As derivadas primeira e segunda sao

A A 2A

M&(t):m € M;é(t)zz()‘_t)()\_tﬂ:()\_t)3

e os momentos de ordem 1 e 2 sdo:

/ 1 14 2
E(X)=My(©0) =5 e EXY) = MO0 = 5.
, 2 1 1
o que nos da, como antes, Var(X) = 2 es e

*»

Exemplo 8.16 Distribuicao Gama
Seja X ~ Gama(a, A). Encontre a sua fungdo geradora de momentos.

Solucao:

Por definicéo

)\0( oo a o
Mx(t) = E(e™X) = [_(01)/0 e xa e Mdx = /0 x e~ =Xy

Veja que a integral destacada com as chaves pode ser considerara uma gama modificada
somente se A—t > 0, ou seja, t < A. Sob essa condicao podemos sequir e concluir que

A% [ (a) A%
= Fa == = G—e
Logo,
Se X ~ Gama(a, A) = Mx(t) = (/\it)a . t<A (8.8)

Veja que Mx(0) = 1. Veja também que quando a = 1 o resultado da Equacdes [8.§|
coincide com a Equagao [8.7] que apresenta a funcéo geradora de momentos da exponencial.

*

Veja que assim como a funcdo geradora de momentos da geométrica, no caso da
exponencial e da gama a funcéo geradora de momentos néo esté definida para todo t € R,
mas para t < A. Logo, ela esta bem definida para t em uma vizinhanca de zero.

Para encontrar a funcdo geradora de momentos de uma varidvel aleatéria Normal vamos
primeiro encontrar a funcdo geradora de momentos da Normal Padrdo. Em sequida vamos usar
a Proposicao para encontrar a funcdo geradora de momentos de uma normal qualquer.

Veja os Exemplos e a sequir.
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Exemplo 8.17 Distribuicao Normal Padrao
Seja X ~ N(0,1). Encontre a sua fun¢do geradora de momentos.

Solucao:
Por definicao,

Mz(t) =

exp —

exp —

[ x2—2tx+t2)] (t2
exp —|——|le | =
2

)

= exa(t)/ ! exp _(x—t2 dx
P12 STl 2

[
[
[
oo

Logo,

Se Z ~ N(0,1) = Mz(t) = exp ( 1‘22) . (8.9)

Veja que Mx(0) = 1.
*»

Exemplo 8.18 Distribuicao Normal
Seja X ~ N(u, 0%). Encontre a sua fun¢io geradora de momentos e a partir dela calcule:
E(X), Var(X), a3 e as.

Solucao:

Se X ~ N(u; 0%) entdo X = 0Z + p, onde Z ~ N(0;1) com funcdo geradora de momentos
2

dada por Mz(t) = et/

Como X é uma transformacdo linear de Z, resulta da Proposicédo que a funcéo
geradora de momentos de X é dada por

Mx(t) = e’ Mz(at) = ete” 12,

Logo,

a’t?
Se X ~ N(u, 02) = Mx(t) = exp (/,It + 2) . (8.10)
Veja que Mx(0) =
e Derivada primeira (primeiro momento — esperanca)

M () = Mx (1) (u+ taz)

e, portanto,
E(X) = Mx(0) = Mx(0) (1) = p
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e Derivada seqgunda (segundo momento — variancia)
ML(t) = M (t) (u + taz) + a?My (1)

Logo,
E(X?) = MY(0) = Mx(0) (1) + 0*Mx(0) = p* + o*

e, portanto
Var(X) = E(X?) — [E(X)* = 1 + 0 — 1/ = 07

e Derivada terceira (terceiro momento — assimetria)
MY (t) = ML) (p + taz) + Mi(8)0% + M (t)o? = M) (u + taz) + 2M(t)0?
Logo,
E(X3) = MY(0) = uMY(0) + 2M5(0)0? = p(? + 02) + 2p0? = 1P + 3uo?
e, portanto, o coeficiente de assimetria é

EX—p)?  EX3=3X%u+43Xp? — 1) 1P+ 3po? = 3u(? + o?) + 3P — 1P
Q’3 = 03 = 03 = 03 = 0

e Derivada quarta (quarto momento — curtose)
M (8) = MY (1) (u + taz) + MY(8)02 + 2MY(t)0? = M (¢) (u + taz) + 3MY(¢) 02
Logo,
E(XY) = /\/Iﬁév)(O) = MY (0)u+3MY(0)0? = (1 4+ 3po?)u+30%(1? + 0°) = it + 612 0% 4+ 30"

e, portanto, o coeficiente de curtose é

E(X — ) E(X* — 4X3u 4+ 6X%1% — 4X13 + )
o o
pt 4+ 6p20? 4+ 30% — 4u(? + 3p0?) + 602 (1 + %) — AP + it
= - -3
4
o

*»

Além do fato de ser possivel encontrar todos os momentos de uma variavel aleatdria
a partir da sua funcdo geradora de momentos, essa funcdo tem mais uma caracteristica
importante: ela também define por completo a distribuicdo da variavel aleatéria. Veja Teorema

[8.19 a seguir.
Teorema 8.19 Se duas varidveis aleatdérias tém funcées geradoras de momentos que existem,
e sdo iguais, entéo elas tém a mesma fungdo de distribuigdo.

A demonstracdao do Teorema serd omitida, pois ela usa conceitos ainda nao
estudados neste curso. Veja que o Teorema [8.179 nos mostra que se duas varidveis aleatérias
tem mesma funcéo geradora de momentos entéo estas variaveis aleatdrias sdo identicamente
distribuidas. Isso significa que podemos identificar a distribuicdo de uma variével aleatéria
a partir da sua funcdo geradora de momentos, assim como identificamos a distribuicdo da
variavel aleatdria a partir da sua funcdo de distribuicdo, funcdo densidade ou funcéo de
probabilidade.

Veja uma aplicacdo do Teorema no Exemplo[8.20]a seguir. Nele é apresentada uma
alternativa para a demonstracdo da Proposicéo
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Exemplo 8.20
Seja X ~ gama(a,A), Y = cx e c € R. Mostre, a partir da fungdo geradora de momentos,
qgue Y ~ gama(a, Afc).

Solucao:
Como X ~ gama(a, A) ja sabemos que a sua funcéo geradora de momentos é definida por:

)\O’

Vamos, a partir de My, encontrar a funcdo geradora de momentos de Y = cX.

_ tYy _ teXy _ _ ‘
My(t) =E(e"") = E(e"") = Mx(tc) = =t tc< A
Ou seja,
_ W
My(t)_()\/c—t)a ., t< Alc.

Veja que trata-se da funcao geradora de momentos de uma varidvel aleatéria com distribuicao
gama(a, Alc). Logo, Y ~ gama(a, A/c).

*»

Vamos usar o Teorema [8.19] para mostrar que a transformagéo linear de uma variével
aleatdria normal também é varidvel aleatdria normal. Veja a Proposicéao a seguir.

Proposicao 8.21 Transformacao Linear de N(u, o)
Seja X ~ N(u,0) e Y = aX + b, com a,b € R. Entdo, Y ~ N(au + b, a’d?).

Demonstracgao:
Como X ~ N(u, o) sabemos, pela Equacao que

242
Mx(t) = exp (/,/t + 02)

Usando o resultado da Proposicéo podemos concluir que

2(tg)2
My(t) = eMyx(ta) = e exp (uta + 0(20))
( o’(ta)? )
= exp|th+ pta+ —
a’o

242
exp ((b + ap)t + 5 )

Veja que trata-se da funcdo geradora de momentos de uma varidvel aleatdria com
distribuicio Normal de média b + ap e varidncia a0?. Logo, Y ~ N(b + ap, a?d?).
O

8.4 Algumas Desiqgualdades Importantes

Se conhecemos a funcédo distribuicdo de uma variavel aleatdria, sabemos calcular
qualquer probabilidade envolvendo essa varavel aleatdria. Se conhecemos a funcéo geradora
de momentos, sabemos calcular qualquer momento de uma varidvel aleatéria (e podemos
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inclusive identificar a sua distribuicdo). Mas se conhecemos apenas alguns momentos de X
ndo conseguimos encontrar a sua distribuicdo e nem a sua funcdo geradora de momentos.
Consequentemente, ndo sabemos calcular probabilidades envolvendo X. Apesar disso, o
conhecimento do 1° e do 2° momento j& nos dé alguma informacéo sobre o comportamento de

X, como veremos nessa secao.

Proposicao 8.22 Desiqgualdade de Markov (ou Basica de Chebyshev)
Seja X uma varidvel aleatéria tal que P(X > 0) =1, ou seja, X assume apenas valores néo
negativos. Entéo, V t > 0,

Demonstragao:
Primeiro vamos mostrar que a desigualdade vale quando X é v.a. discreta.

EX) = ) xpx(x)= > xpx(x) +>_ xpx(x)

x<t x>t
—_——
>0, pois x>0
> prx(x) > Z tpx(x) = thx(x) =tP(X >t).
x>t x>t x>t

A demonstracédo é anadloga quando X é v.a. continua . Veja,

é
E(X) = /xfx dx—/ xfx(x)dx+/ xtx(x)dx
x<t x>t
(A S—

>0, pois X>0

/ xfx(x)dx > / tfx(x)dx = t/ fx(x)dx = tP(X > t).
x>t x>t x>t

v

0

Exemplo 8.23 (Magalhaes|(2011) , Exemplo 4.27 )

Numa empresa com 100 funciondrios o nimero médio de usudrios simulténeos de Internet,
num certo periodo do dia, é de aproximadamente 30. Atualmente, existem 30 linhas telefénicas
disponiveis para conexdo. Avalie a necessidade de aumentar esse numero.

Solucao:
Seja X = nGimero de usuarios simultdneos na Internet. Veja que se temos 30 linhas disponiveis,

a probabilidade de um usuério ficard sem Internet é P(X > 30), que nao sabemos calcular.
Se esse valor for grande, o aumento no nimero de linhas disponiveis deve ser adotado.

Apesar de nao sabermos calcular P(X > 30) podemos tentar usar a Desigualdade de
Markov para encontrar uma cota superior. Veja que X é varidvel aleatéria ndo negativa, além
disso sabemos que E(X) = 30. Entéo, usando a desigualdade,

P(X > 30) = P(X > 31) < E(X)/31 = 0,9677.

Nesse caso a desigualdade nado ajudou muito. Mas se aumentarmos o nimero de linhas
disponiveis para 40 a probabilidade de um usuério ficar sem Internet sera P(X > 40). Mesmo
sem conhecer a distribuicdo de X podemos usar a Desigualdade de Markov e garantir que

P(X > 40) = P(X > 41) < E(X)/41 = 0,7317.

Veja que j& temos alguma informacao! Vamos calcular as cotas superiores para a
probabilidade de um usuario ficar sem Internet para outros néimeros de linhas disponiveis:
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N° de linhas disponiveis Desigualdade de Markov Cota superior

30 P(X > 31) < 0,9677 97%
40 P(X > 41) < 0,7317 74%
50 P(X >51) < 0,5882 59%
60 P(X > 61) < 0,4918 50%
70 P(X >71) < 0,4225 43%
80 P(X > 81) < 0,3704 38%

Baseado nessas informacodes, vocé faria algum investimento para aumentar a quantidade
de linhas disponiveis?

*»

Proposicao 8.24  Desigualdade Classica de Chebyshev
Seja X varidvel aleatéria qualquer tal que E(X) = p e Var(X) = o
Entéo,

2 existem e sdo finitas.

o2
PUX > 1) < T
Demonstragao:
Primeiro veja que

PUX = ul > t) = P(X — 2 > 1),
pois a funcdo f(x) = x? é estritamente crescente para x > 0. Além disso, |X — p|? é variavel

aleatdria ndo negativa, entdo podemos aplicar a Desigualdade de Markov e concluir que

cEX =l _ o

2 2
P(IX —plc>t7) < 2 wE

Juntando,

O

Corolario 8.25 Seja X varidvel aleatéria qualquer tal que E(X) = p e Var(X) = o existem e

sdo finitas. Entdo,
2

PIX—pl<t)>1-Z

2’
Demonstracao:
Primeiro veja que
o’ a?
PIX—ul2t) < 5= —P(X—ul21t) 2 -
Com isso podemos concluir que,
2

o
PIX —p < t)=1—P(X —pl 2 ) 21~ —.

O

Exemplo 8.26
Continuando o Exemplo[8.23, sabendo que o desvio padréo no niimero de usudrios simulténeos
na Internet é 10, melhore as aproximagées encontradas no Exemplo[8.23,

Solugéo:
Nesse caso temos mais uma informacdes, o desvio padrdo. Com isso podemos usar a
Desigualdade Classica de Chebyshev.
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Veja que a probabilidade de um usuério ficar sem Internet se temos k linhas disponiveis

a’? 100

P(X > k) = P(X > k+1) = P(X=30 > k—29) < P(|]X—30| > k—29) < =

Logo,

PX>k+1)<

100
= (k=292

Com isso podemos recalcular as cotas superiores.

N° de linhas disponiveis

Desigualdade

(k—292  (k—29)2

Cota superior

30
40
50
60
70
80

Exemplo 8.27

P(X >31) < 25

P(X > 41) < 0,8264
P(X >51) < 0,2267
P(X > 61) < 0,1040
P(X > 71) < 0,0595
P(X > 81) < 0,0384

~— ~— — ~—

100%
83%
23%
1%

6%
4%

*»"

Seja X é uma v.a. com média i < oo e variéncia 0° < co. Encontre uma cota superior para
P(|X — | > 20) (ou uma cota inferior para P(|X — u| < 20)). Encontre também uma cota
superior para P(|X — py| > 30) (ou uma cota inferior para P(|X — p| < 30)).

Solugéo:

Se X é uma v.a. com média i < oo e varidncia 0% < 00, entao

P(IX —ul > 20) <

1

5> =0,25= P(X — | < 20) > 0,75

ou seja, para qualquer v.a. com média e varidncia finitas, a porcentagem de valores a
uma distancia de 2 desvios-padréo da média é de pelo menos 75%.

:
P(X —ul 2 30) < 55 = 0,111 = P(IX — 4| < 30) > 0,888

ou seja, para qualquer v.a. com média e variancia finitas, a porcentagem de valores a
uma distancia de 3 desvios-padréo da média é de pelo menos 88, 89%.

Compare esses valores com aqueles obtidos no Exemplo[7.22] e ilustrados na Figura[7.39| para

uma distribuicdo normal.

*
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Apéndice A

Alguns Resultados de Calculo

A.1  Séries geométricas

Convergéncia

Vamos estudar a convergéncia da série geométrica

o
E ar' (A1)
i=0

considerando os possiveis valores da razao r.

o r=1
Nesse caso, a série é a +a+ a+--- e a n—ésima soma parcial é
sp=a+a+---+a=(n+1)a

para a qual temos lims, = lim (n + 1)a = *a dependendo do sinal de a. Resulta,
n—oQo n—o0

entdo, que a série geométrica (A1) diverge.

o r=—1
Nesse caso, asérieé a—a+a—a+a—a+--- e asequéncia das somas parciais é
a,0,a,0,a,--- que, obviamente, diverge. Logo, a série geométrica diverge se r = —1.
o |r| #1

A n—ésima soma parcial é

2

sp=a+ar+ar-+...+ar”

Multiplicando ambos os lados por r, obtemos que

2 3 1

rsp=ar+ar - +ar’+...+ar" +ar""

e, portanto,

2 3

Sp—rsp=(a+ar+ar’+...+ar"y—(ar+ar+ar*+... +ar"+ar") = a—ar"’

Logo,
so(1=r)=a(1 —r"

Como r # 1,podemos escrever
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* |rl<1(=1<r<1)
a

Nesse caso, lim "' =0e lims, = ——, ou seja,
n—o00 n—00 1—1r
o
i a
E ar' = se |[r]<1. (A.3)
. 1—r
i=0
*r>1
Nesse caso, lim r"*! = oo o que implica que a sequéncia das somas parciais

n—oQ
diverge, o mesmo ocorrendo com a série geométrica.

* r< —1
Nesse caso, r"*! oscila entre valores negativos e positivos de magnitude crescente,
o que implica novamente que a sequéncia das somas parciais diverge, o mesmo
ocorrendo com a série geométrica.

Resumindo, temos o seguinte resultado:

n Série geométrica

o
A série geométrica ) _ar' diverge se |r| > 1 e converge se |r| < 1. Temos
i=0
também que
o
; a
E ar' =7 se |r|<1. (A.4)
— I‘

Note que podemos escrever (atencéo aos indices dos somatorios!):

o o0 oo
i i a i
E c:r:a—i-g ar:>1 :a-l—g ar' se |r| <1
_I‘
i=0 i=1 i=1

oo -
E ari=-4 _g=_Y9 se |r| <1 (A5)
— 1—r 1—r

=

Derivadas

Vamos considerar agora o caso particular em que a = 1.

Derivada primeira
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d [« i d 2, .3, .4 n
— > | = Ot )
= 14+2r+3 447+ "4 =

= )+ 20+ (P30 1 [ e ]

= (1+r+r2+r3+---+r”_1+-~~)+[r—l—ZrZ+3r3+~~-+(n—1)r”_1+~~-]

[o¢]

= Z(ri+i/‘i)
i=0
= > (140

i=0

Como a série geométrica é convergente para |r| < 1, podemos igualar as derivadas, isto

ZOO i d ZOO i d 1
(1+l)l‘:dr( I‘):dl’(/l—[‘) Se|I‘|<1
=0 i=0

ou seja,
Y (4= > se |r|<1 (A.6)
i=0 (1 - ‘)
Mas podemos escrever
L+ xdt () 1+
Trd="="an = | .
resultando que
= (1410 1
Z( J.”)r‘= 5 se |r|<1 (A7)
i—0 \ ! (1=r)
e Derivada segunda
/2 o /2
# (Zr’ = ;7(1 +r4+r R+ T e ) =
i=0
d 2 3 n—2 n—1 n
= m(1+2r+3r+4r~~+(n—1)r +nr" 4+ (n4+1)r +--')=
= 2x143x2xr4+4x3xP+ -+ n=1Dn=2"32+nn=1)r"2+(+Nnr" " +...
= > (i+2)+1)r
i=0

Igualando as derivadas, obtemos:

i(i+2)(i+1)/'i= dz( ! )= C’_( I )=—2><(1—r)(—1)
i=0

dr2 \1—=r (1=r)

ou

(A.8)
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Esse resultado pode ser escrito de outra forma:

g(i+2)(i+1) = (1_21_)3@

g(i+2)2(i+1)ll _ (1_1’)3(:)

> T - e
g(i[ltzz)l"l = (1—1,)3®
i(zz) e

Pela propriedade das relagoes complementares, sabemos que (4?) = (%) e, portanto,

resulta que
Z(’”)' Z(’”)" Tt (A9)

i=0 i=0

e Terceira derivada

o d3
/ (le _73 A+r+r2+r+rrt P+ " ) =
dr
i=0
/2
- cl2(1+2I+3’ + 47 5 o (=) T (n+1)r”+..-):

d[2x143%x2xr+4x3xr245x4x 7+ 4 (n=1)(n—2)r"3

dr +n(n —=1)r" 2+ (n+Nnr"" 4.

= 3><2><‘I—|—4><3><2><r+5><4><3><rz—|—-~~—|—(n—1)(n—2)(n—3)r”_4+
+n(n—=1)(n=2r"3 +(n+Nn(n=1)r"2+...

o

= > ((43)i+2(i+ 1)

i=0

Igualando as derivadas:

= . . ;odd d 2
Z(l+3)(l+2)(l+1)r:;ﬁ(1_r) = d:((1—/)3)

i=0
—2x3x(1—=r?x(=1) 3
(1—r)° (=)t
Logo,
> l+3l+2(t+1)l~ = (3 + 2+, 1
lZ : 1—/ :g 3 x ! (T T i

Rl

i=0 i=0
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e Resultado geral

Continuando a derivar (note que podemos tomar derivadas de qualquer ordem!), obtém-
se o seguinte resultado geral:

2 (k+i\;, & (k+i) 1
N e al

A.2 A funcao logaritmica natural

Definicao e propriedades

Definicao A1 Funcao logaritmica natural

A funcéo logaritmica natural, denotada por ln, é definida como

X1
In(x) = / ?dt x>0 (A12)
1

A condicdo x > 0 é necessaria pois, se tivéssemos x < 0, o dominio de integracéo

incluiria t = 0, onde a funcéo f(t) = 1? nao esta definida.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, vemos que ln(x) é uma antiderivada de % isto é
d 1
— In(x) = = x>0
dx X

Isso significa que In(x) é diferencidvel e sua derivada é positiva no seu dominio de definicao.
Resulta, entdo, que ln(x) é uma funcdo continua (porque ela é diferenciavel) e crescente
(porque sua derivada é sempre positiva).

Da definicdo da funcdo ln(x) sequem as sequintes propriedades:

1. In(1) =0
2. Sep>0eq>0, entdo In(pg) = In(p) + n(q)

Demonstracao

— In(px) = P=

dx X

1
Isso significa que ln(px) e ln(x) sdo ambas antiderivadas de — e, portanto, diferem por
X

uma constante, ou seja:
In(px) = In(x) + C

Fazendo x = 1, resulta que ln(p) = 0+ C e, portanto
In(px) = In(x) + n(p) x>0, p>0

Fazendo x = ¢, prova-se o resultado desejado.
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1
3. Se p >0, entdo ln (/3) = —In(p)
Demonstracao

1 ,
Fazendo g = — no resultado anterior obtemos:
p

o (52) -

Como In(1) = 0, seque o resultado. n

4. Sep>0eq >0, entdo ln (Z) = In(p) — n(q)

Demonstracao

Usando os resultados anteriores temos que

ln (p) —In (pll) = In(p) + ln (:/) = In(p) — In(q)

q

5. Se p >0 e r é um nimero racional qualquer, entéo ln(p") = rlnp

Demonstracao

Usando a regra da cadeia, temos que

d

d In(p") = /;ll_rp"_1 =r (;) =r—In(p) = C/C:J (rtnp)

dp
Datl vé-se que In(p") e rln(p) tém a mesma derivada; logo
In(p") = rin(p) + C
Fazendo p = 1 obtém-se que C =0 e, portanto

In(p") = rn(p)

Grafico

Como Ln(x) é continua e crescente, e In(1) = 0, resulta que para x > 1, lnx > 0 e para
0<x<1, Inx <0. Além disso,

d? d (1 1
wln(X)— d7 (X) ——; <0

Logo, a funcao ln(x) é cdncava para baixo. Vamos ver, agora, o comportamento assintético de

n(x).

Para x > 0, a funcédo f(x) = 1; é positiva e, portanto, a integral definida pode ser
interpretacda como area sob a curva. Analisando a Figura podemos ver que a area sob a
curva de f entre 1 e 4 é a area dos retangulos em cinza escuro mais a area em cinza claro. Os
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Figura A.1 — Gréfico da funcéo f(x) = 1
X

trés retdngulos (cinza escuro) tém vértices superiores a direita sobre a curva. Isso significa
que a area sob a curva entre 1 e 4 é maior que a area dos trés retangulos, ou seja,

/“dt>1+1+1—13>1
1t 2 3 4 12

Logo,
In(4) > 1

e se M é um ntimero racional positivo qualquer,
M1n(4) > M = n (4M) > M
Tomando x > 4™, como In(x) é uma funcdo crescente, teremos
In(x) > In (4M) > M

Como M é qualquer racional positivo, isso significa que podemos fazer ln(x) tdo grande quanto
desejado, bastando para isso tomar x suficientemente grande, donde se conclui que

lim (Inx) = o0
X—0Q

1 1
Como n () = —In(x), seque que lnx = — In () e, portanto,
X X

1
lim (Inx) = lim (— ln — )
x—0+ x—0+ X

1
Mas quando x — 07, — — oo e, pelo resultado acima, ln% — o0 e, portanto, —ln | — | —» —oo0.
X X

Isso significa que

lim (L =—
x—L>n()1+( n x) 00

Na Figura temos o graéfico da funcao f(x) = ln(x).
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Figura A.2 — Gréfico da funcéao f(x) = In(x)

A.3 A funcao exponencial natural

Definindo f(x) = In(x), vimos que f : RT — R é uma funcdo continua estritamente

crescente tal que lim ln(x) = o0 e l'ug+ In(x) = —oo. Com base nesses resultados, podemos
X—0Q X—

provar o seguinte teorema:

Teorema A.2
A cada ndmero real x existe um tnico numero real positivo y tal que lny = x.

Demonstracao:
O Demonstracao

e Se x =0, entdo In(1) =0 e 1 é o Unico valor de y para o qual ln(y) = 0, uma vez que
ln é estritamente crescente.

e Se x > 0, como lim ln(x) = oo, podemos escolher um ndmero b tal que ln(1) < x < In(b).
X—>0Q

Como n é continua, o Teorema do Valor Intermediério garante a existéncia de um niimero
y entre 1 e b tal que ln(y) = x e esse niimero é Unico porque ln é crescente.

e Se x <0, como l'ug+ n(x) = —oo, existe um niimero b > 0 tal que In(b) < x < In(1). Como

antes, o Teorema do Valor Intermedidrio e a continuidade de ln garantem a existéncia
de um Unico nimero y entre b e 1 tal que ln(y) = x.

O teorema acima nos permite definir uma funcao de R em R™, uma vez que a cada x € R
podemos associar um Gnico niimero y € R™.
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Definicao A.3 A funcado exponencial natural
A fungéo exponencial natural, denotada por exp, é definida como

exp(x) =y se e somente se In(y)=x (A13)

para todo x e y > 0.

Propriedades da funcao exponencial

o A funcdo f(x) = exp(x) é biunivoca.

Demonstracao

Se exp(x1) = exp(x2) = b, entdo, por definicdo, Inb = x1 e Inb = x, e, portanto, x; = x.

[
e As funcoes exp e ln sdo uma a inversa da outra.
Demonstracao
exp(ln(x)) = y <= Iln(y) = n(x) <= y = x & exp(ln(x)) = x
In(exp(x)) = y <= exp(y) = exp(x) &= y = x < In(exp x) = x
[

O numero neperiano

O ndmero neperiano é também conhecido como niimero de Euler, em homenagem ao
matematco suico Leonard Euler.

Definicao A.4 O nimero neperiano
O ndmero neperiano e é definido como o o Unico numero real positivo tal que

lhe =1

Usando a regra do trapezoidal, pode-se mostrar que

2,71 2,8 1
/ —dx <1< / —dx
1 X 1 X

In(2,7) < In(e) < In(2, 8)

o que significa que

ou ainda,
2,7<e<?2,8

uma vez que ln é crescente,
Se r é qualquer nGimero racional, entdo

In(e") = rin(e) =r
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Comparando esse resultado com a definicdo da funcdo exponencial, concluimos que

" = exp(r), o que nos leva a uma outra definicao.

e

Definicao A5
Se x é qualquer nimero real, entdo e* é o tinico numero real y tal que [n(y) = x.

Comparando as definicdes, concluimos que
exp(x) = e* (A14)

e isso nos diz que
X

e’ =y < In(y) = x (A.15)

Mais propriedades da funcao exponencial

As propriedades a sequir sequem das definicdes e do fato de a funcéo ln ser bijetora.

e Se p e g sdo nimeros reais, entdo efe? = eP*9

Demonstracao

In(ePe?) = ln(eP) + In(e9) = p + g = In(eP9) = ePe = ePT1

[
A . . eP
e Se p e g sdo nlmeros reais, entao = eP—4
e
Demonstracao
eP eP
In{— | =W(eP)=ln(e)=p—qg=1Inel ) = — =eP1
e’ ed
[
e Se p é um nimero real e r é um ndmero racional, entdo (ef)" = e".
Demonstracao
In(e”)" =rlne” = rp =In(ef") = (eP)" = e’
[

Derivada e grafico

Teorema A.6 Teorema da funcao inversa

Se f é uma fungdo diferencidvel com inversa g e se f'(g(c)) # 0, entdo g é diferencidvel em ¢

, . 1
¢ 91 = Figay

Demonstragao:
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O

Vamos aplicar este resultado para a funcdo f(x) = ln(x). Sabemos que f é diferenciavel

com derivada f'(x) = —, positiva para todo x > 0. Vimos também que f~'(x) = g(x) = e*. Pelo

7

teorema resulta que a funcdo g(x) = e* também é diferenciavel e sua derivada é dada
por

g === =
Plgb)) b L

ou seja, a funcdo exponencial é sua propria derivada! Como e* > 0, seque que as derivadas
primeira e sequnda sao positivas; logo, e¥ é uma funcéo crescente com concavidade para cima.
Além disso,

x — 00= ln(expx) = 0o = expx = 0o = lim expx = o0 (A.106)
X—>0Q
x — —o0o=Iln(expx) > —c0c = expx > 0= Llim expx =0 (A17)
X—>—0Q

O gréfico da fungéo g(x) = e~ esta na Figura A3

Note que, como a funcéo e* é a inversa da funcéo ln(x), o grafico da funcdo exponencial
é uma reflexao do gréfico da fungéo logaritmica através da reta y = x. Veja a Figura[A.4]

Figura A.3 — Gréfico da funcéo f(x) = e*

A.4  Funcao exponencial de base a

Vimos que, se r ¢ um ntimero racional e a > 0, entao
rlna

lne" =rlhna=ad" =e

Iremos usar este resultado para definir a funcdo exponencial com base a.
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flx)y=¢e A
3_
2_
1 s _ o
g(z) = In(z)
F T T T 0 T T T
3 ) 4 0 1 2 3 4

Figura A.4 — Funcées logaritmica e exponencial naturais - reflexdo através a reta y = x

Definicao A.7 Funcao exponencial com hase a
Se x é qualquer ndmero real e a é qualquer nimero real define-se

a* = eX lna

A fungéo f(x) = a* é chamada a fungdo exponencial com base a.

Com essa definicado, podemos generalizar as propriedades da funca exponencial natural
vista anteriormente.

Propriedades da funcao exponencial

Todas as propriedades a sequir sdo decorréncia da definicdo da funcéo exponencial com
base a e propriedades ja vistas da funcdo exponencial natural.

1. Se u é um nGimero real qualquer e a > 0, entdo Ina" = ulna

Demonstracao

ulna

lna” =lne =ulna

2. Se u e v sdo numeros reais quaisquer e a > 0, entdo aa” = a*".

Demonstracao

a’a’ = eV n aevlna — @Y lna+vina _ e(u+\/) lna _ gt
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~ ’ . . - u _
3. Se u e v sdo nlimeros reais quaisquer e a > 0, entdo ¢y = a"™".

Demonstracao

u ulna
a _G' _ ulna—vina

i [ —e — e(u—\/) lha _ qu—v
aVv evlina

a

4. Se u e v sdo numeros reais quaisquer e a > 0, entdo (a")" = a"".
Demonstracao

u
(CIU)V — evlna — e\/ulna = g

Derivada e grafico da funcao exponencial

Para calcular a derivada da funcdo exponencial com base a, vamos usar a regra da
cadeia e o fato de a derivada da funcao exp ser a prépria funcao:

d X\ __ d xlnal _ xlna d _ xlna
d—x(a ) = I (e ) =e I (xlna)=(lna)e

ou seja

%(C/X) =a*lna (A.18)

Sea>1,lna>0e a*éuma funcéo crescente para x € R (note que a* > 0 para todo
a, pela definicdo). Se 0 < a <1, lna < 0 e a* é uma funcdo decrescente para x € R.

Note também que, se a > 1

lim ¢ = lim "% = oo

X—>0Q X—>0Q

lim ¢ = lim eX"? =0
X——00 X——00

esel<a<1

lim ¢ = lime"?=0
X—>0Q0 X—>0Q0

lim o = lim " =0
X—>—0Q X——0Q

Na Figura ilustra-se o grafico de f(x) = a* paraa=2e a = % O grafico da fungéo
exponencial com base a sempre tera essas formas, dependendose a > 1Tou0 < a < 1.

A.5 A funcao logaritmica de base a

Se a # 1, a funcéo f(x) = a* é bijetora e, portanto, admite uma inversa. Essa inversa
serd denotada por log,, o que nos leva a sequinte definicao.
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. 1
Figura A5 — Gréfico de f(x) = a* paraa=2e a = 5

Definicao A.8 Funcao logaritmica de base a
A fungdo logaritmica de base a, a #+ 1, denotada por log, é a inversa da funcgéo
exponencial de base a e, portanto,

log,x =y <= x = a’ (A.19)

Note que, quando a = e, temos a funcao logaritmica natural.

Propriedades da funcao logaritmica

e Relacdo entre as funcdes logaritmica natural e de base a

y ln x
lOgaX:yQX:CI C}lnx:y[|~|a<:>,_:m
Como y = log, x, seque que
log, x = X (A.20)
o X = lna .

e Se p>0e g > 0sdo nimeros reais, entao log, pg = log, p + log, g.

Demonstracao

_lnpg Wp+lng np Ing
090 Pq = lha  lha  lna * lna

= log, p +log, q

e Se p > 0e g > 0sao nimeros reais, entdo log, g = log, p — log, q.

Demonstracao

o B_lng_lnp—lnq_lnp_lnq_loC o
Jaf/_lnfl_ lha  lna lng O daf 9a q
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e Se p > 0 e x é niimero real qualquer, entdo log, p* = x log, p.

Demonstracao
Inp*  xlnp

log, p* = = xlog, p

lha  Ilna

Derivada e grafico

Vamos calcular a derivada de f(x) = log, x.

ln x d d [Inx 1 1
log,x = — = — (log,x) = — [ — | = —=

lha dx - dx \lna lha x
ou seja,
d (loc ) 1
e x) =
dx Ja xlna

207

(A21)

Como no caso das fungdes exponencial e logaritimica naturais, os graficos de f(x) = a*
e g(x) = log, x sdo um a reflexdo do utro através da reta y = x, conforme ilustrado na Figura

Adl

y=u

fa) =2

Figura A.6 — Funcées logaritmica e exponencial de base a - reflexdo através a reta y = x

A.6 Limites envolvendo as funcdes exponencial e logaritmica

e limp_0(1+ h)/l1 =e

Demonstracao

Da definicdo de derivada da funcdo f(x) = ln x, temos que
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In(x + h) — In(x)

f = i
(X) hlﬂ}) h
1 x+h
= lim —In
h—0 h X

= limln (X+h)
h—0 X

= limln (1 +h)
X

=

h—0
4 1 4
Como f'(x) = —, para x =1 temos f'(1) = 1 e, portanto,
X

T=limln(1+ h)'11

-0

Mas 1 ;
(T+h)" =exp [ln 1+ h)F]

Como a funcdo exponencial é continua,

lim (1 + /7)’17 = limexpln(1+ h)llv
h—0 h—0

= explimln(1+ h)/l1

h—0

= exp(1)

= e
ou seja,

lim (1 + h)h = e (A.22)

Fazendo /17 = n na expressao acima, obtemos que

1 n
lim (1 + ) =e (A.23)
n—o00 n
[
n
e lim (1 —l—i) = e*
n—o0 n
Demonstracao
Fazendo t = i, resulta que
n
n X X
lim (1 + i) —lim(1+£)° = lim [(1 + t)”f]
n—o00 n t—0 t—0

Mas a funcao exponencial é continua; logo,
X X
lim [(1 + t)”t] = [lim 1+ t)”t] = e¥
t—0 t—0

Logo,
) x\n N
lim (1 +;) =e (A.24)

n—oo
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k

o lim x“e™* =0

X— OQ

Demonstracao

Vamos mostrar esse resultado usando demonstracdo por indugdo e usando, também, a
regra de L "Hopital.

* k=1

lim xe ™ = lim
X— 00 x— 00 @X

x

que tem a forma = e, portanto, podemos aplicar L"Hopital, que diz que

’

. _ X , X .1

lim xe™ = lim — = lim ;= lim — =0
X— 00 x— o0 @X X— 00 (eX) x— o0 @X

Logo, o resultado vale para k = 1.

* Suponhamos verdadeiro para qualquer k; vamos mostrar que vale para k + 1.

k+1 k+1Y/ k

: - X _ X . (k+1)x

lim x*Te™ = lim = lim u = lim (k1)

X— 00 x—o00 @X X— 00 (eX) X— 00 eX
Xk
= (k+1) lim =(k+1)x0=0
x— 00 @X
pela hipotese de inducao. ]

A interpretacdo desse resultado pode ser vista na Figura para o caso de x3: para
valores de x maiores que a abscissa do ponto de intersecao representado em verde, o valor
de e* é sempre maior que x3

. . 3 7 . ~
e, portanto o limite de );X é zero. Dito de outra forma, a funcéo
exponencial cresce muito mais rapidamente que qualquer funcdo polinomial.

300

200+

1007

-6 -4 =) 0

-100

3

. - . X
Figura A.7 — llustracdo do resultado lim — =0
X— 00 eX

De maneira analoga, prova-se um resultado mais geral dado por:

k —Ax

e ™ =0 Vk>0eA>0 (A.25)

lim x
X— 00
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Formula de Taylor
Vamos ver, agora, a formula de Taylor para a funcéo f(x) = e*. Lembrando que a derivada

de f(x) é a propria f(x) e que f(0) =1, podemos escrever:

2 n

X X
eX:1+X+j+~~+IT|+Rn+1
onde ;
e
R — Xn+1
T+ )

para algum z entre 0 e x. Se x > 0, entdo 0 < z < x, o que implica que e < e* e, portanto

eX
0< Ry < X"t

(n+1)!
Mas
Xn+1
lim X" = e lim =e¥x0=0
n—oo (n +1)! n—oo (n 4+ 1)!

e, pelo teorema do sanduiche, limR,+1 = 0. Se x < 0, como z estad entre x e 0, seque que
z<0; logo, e <1 e
X

(n+1)!

n+1
0<|Rn+1|< ‘

Logo, também neste caso lim R,+1 =0.
n—oQ

Seque, entdo, que f(x) = e é representada pela série de Taylor, ou seja, podemos
escrever

>k
X X
k=0

A.7 Funcoes pares e impares

Definicao A.9 Funcodes pares e impares
Uma funcdo f(x) é par se
f(—x) =f(x) (A.27)

Uma funcéo f(x) é impar se
f(—x)=—f(x) (A.28)

Teorema A.10 Integral de funcbdes pares e impares

e Se f(x) é par, entdo

[00 f(x)dx =2 /00 f(x)dx (A.29)
0

e Se f(x) é impar, entdo

/ ~ fx)dx =0 (A30)
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Demonstragao:
O Demonstracao

Podemos escrever

/_Z f(x)dx = /_(; f(x)dx + /Ooo F(x)dx

Fazendo x = —t na primeira integral, tem-se que:

/Zf(x)dx = /:f(—t)(—dt)-i-/ooof(x)dx:—/:f(_t)dt+[()oof(x)dx
= /oof(—t)dt—i-/oof(x)dx
0 0

e Se a funcao é par, resulta que:

/_: flx)ax = /Ooo ’((_t)"”/ow flx)dx = /000 "(t)dl”r/()oo f(x)dx = 2/000 f(x)dx

e Se a funcéo é impar, resulta que:

/_:f(x)dx = /Ooo f(—t)dt+/0w f(x)c/x:/Ooo—f(t)dtJr/Ooof(x)dX

= —/0(>o f(t)dt—i—/ooof(x)dx:O

A.8 Integrais duplas com coordenadas polares

No calculo de integrais duplas, a utilizacdo de coordenadas polares é bastante Gtil. No
sistema cartesiano, cada ponto do plano é representado pela sua abscissa e sua ordenada. No
sistema de coordenadas polares, em vez dos eixos x e y, trabalha-se com um polo ou origem,
que é um ponto fixo do plano, e um eixo polar, que é uma semi-reta orientada, conforme
ilustrado na Figura [A.8] As coordenadas polares de um ponto P qualquer no plano séo a
distancia r = d(O, P) e o dngulo 6 determinado pelo eixo polar e o segmento OP. Em geral,
a coordenada O é considerada positiva se é gerada por uma rotacdo anti-horaria e negativa,
caso contrario.

As coordenadas polares de um ponto ndo sao Unicas, pois ha varios angulos com o
mesmo lado terminal OP. Por exemplo, (3, %) , (3, %) e ( —%) representam o mesmo ponto.

Permite-se também que a coordenada r seja negativa.

Se uma funcdo de uma varidvel f estéd definida em um intervalo [a, b], a definicdo de
integral (simples) requer a particdo do intervalo [a, b] em subintervalos de comprimento Ax;,
conforme ilustrado na Figura Se denotamos por P a particdo {xp, x1,...,X,}, entdo a
integral definida de Riemann é definida como

b
/ f(x)dx = | lim Z f(w;) Ax;
a

|PH—>0
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P(r, 0)

r
0

>

O :
eixo polar
Figura A.8 — Sistema de coordenadads polares
| | | |
a=x, x . X, x,=b

Figura A.9 — Particéo do intervalo [a, b]

Para integrais duplas de funcdes definidas em coordenadas cartesianas, temos que ter
a particao da regido de definicdo R da funcdo de duas varidveis f(x, y), conforme ilustrado na
Figura [A.10] Nesse caso, a integral dupla é definida como

1P]|—0

[/f(x,y)dA: lim f(u;, vi) AA;
R

e é calculada através de integrais parciais, isto é, calcula-se primeiro a integral com respeito
a y, mantendo x constante, e depois integra-se o resultado com relacdo a x :

b rd b d
/ / f(x,g)c/gdx:/ / f(x,y)dy | dx
a C a C

N /

~— /

\
\\/

Figura A.10 — Particado da regido R — coordenadas cartesianas
G
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O calculo de integrais duplas de fungbes parametrizadas em termos de coordenadas
polares requer que a particao da regido de integracdo seja definida em termos de tais

coordenadas, conforme ilustrado na Figura

Figura A.11 — Particdo da regido R — coordenadas polares

Vamos considerar uma regido polar elementar (ver Figura [A12). A érea total de um
7, ¢

/‘/A;

Figura A.12 — Regido polar elementar

circulo é dada por

27r 1
ar = =_Q2n)r? ;
2 2
logo, a drea de um setor circular correspondente a um angulo A8 e raio r é
1
5 (29) r?

Entéo, a érea da regido polar elementar é

1 1 1 1
A =S (B0)r =5 (80) 1} = 5 (86) (13 = r}) = 5 (A0) (r1 + r2) (r2 = 1)
Definindo
ro= %(1”1 +r2)
Ar = rm—n

podemos escrever:
AA = TABAr
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A integral em termos das coordenadas polares é, entéo:

//f 0)dA = |ILLm Zf(/,,@)/ AB;Ar;

R/ / f(r, 0)dA = R/ / f(r, O)rdrd® (A31)

e calculada como

Exemplo A.11 e~ t*/2

Solugéo:

A
2

44 funcao f(t) = exp (—2) desempenha papel importante em probabilidade. Para

calcular sua integral, ndo podemos aplicar o Teorema Fundamental do Célculo pois f(t) ndo
possui antiderivada. Mas podemos ver que f(t) é uma funcao par. Sabemos, entdo, que

/Ooexp(—z)dt = 2/0 exp(—z)dt

Temos, também, que

00 l’2 2 [ t2 o le
exp | —= c/t] = (/ exp (—) c/t) (/ exp (—) c/u) =
e l2) oo =5 o) ([ ee -5
00 [0 2 2
/ / exp (—t tu ) dtdu
o Jo 2

Nessa integral dupla, a regido de integracdo é o primeiro quadrante e a relacado entre
as coordenadas cartesianas (u, t) e as coordenadas polares (r, 6) nesse quadrante é (veja a

Figura [A.13)

u=rcos u>0 r>0
IT

t=rsind t>0 0<O<—= 5

Temos também que
t2 4+ u? =

e, entdo, podemos calcular a integral dupla usando coordenadas polares da seguinte forma:

00 00 2 0 g r2
/ / exp (— ) dtdu = / / exp (— ) rdOdr
o Jo o Jo 2

= w, entdo rdr = dw e w varia de 0 a co. Logo,

< (7 r 3 o[ (2
/ / exp | ——= | rd@dr / / exp (— CIQCIW—/ / do|exp(—w)dw =

o Jo 2 o |Jo
- )

Fazendo

7T —wyjoo T
exp(— )szi (—e )|0 =5

N\\l
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Figura A.13 — Relagao entre coordenadas cartesianas e polares no primeiro quadrante

Provamos assim que

/ooexa(—tz)dt— z (A.32)
R 2 '
e, portanto,
/ exp (—2) dt =V2nr (A.33)
ou ainda
1 [ooexa(—tz)dt—1 (A.34)
2/7 —0o0 | 2 B '

A.9 A funcao gama

A funcéo gama é definida pela seqguinte integral:

Ma) = / exdx  a>1 (A.35)
0

A funcdo gama tem a seguinte propriedade recursiva: I'(a+1) = al (). Para demonstrar
esse resultado, iremos usar integracdo por partes.

MNa+1)= / e *x%dx
0
Fazendo

e U=x%= du=ax®"
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e dv=e*dx=>v=—e"*

Logo,
MNa+1)= —x“e_xr(;o — / —eax® dx =
0

MNMa+1) =0+ 0(/ ex dx =
0
o+ 1) =al(a) (A.36)
Aqui usamos o resultado dado em (A.25).

Vamos trabalhar, agora, com a = n inteiro.

r(1):/ e_xx1_1dx:/ e “dx =
0 0

M2 = 1xr(1)y=1=11
M3) = 2xI(2)=2x1=21
M4) = 3xIM3)=3x2x1=3!
5 = 4xlM4)=4x3x2x1=4
Em geral, se n é inteiro,
M(n) = (n—1)! (A37)

Exemplo A12 T (%)

Solucao:
P

44 or definicéo,

1 /oo —x 1/2—1 /oo e”
M =1]= e *x dx = dx
(2) 0 0 VX

Usando a seqguinte transformacéo de varidvel:

1’2
X = ?
obtemos
dx = tdt
x = 0=>t=0
X = o0o=>t—->
Logo,
1 ) —t2)2 00 —
I—():/ € tdt=\f2/ e*tz/zcltZ\/ix =z
2 0 \/ZZ 0 2
2
ou seja:

r (2) =r (A38)



Apéndice B

Tabelas da Distribuicao Normal

e Tabela 1: Tabela da normal padrao - p =P(0 < Z < 2)

e Tabela 2: Tabela da distribuicdo acumulada da normal padrédo — ®(z) =P(Z£ <z), z>0

217
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Tabela 1: Z ~ N(0; 1)

Valores de p /
p=P0<Z<72)
Casa inteira 2% decimal
e 1% Decimal 1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 10,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 0,2580 0,2611 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 10,3186 0,3212 10,3238 10,3264 0,3289 0,3315 10,3340 10,3365 10,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 10,3869 10,3888 0,3907 0,3925 10,3944 10,3962 0,3980 0,3997 10,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1,4 0,4192 0,4207 10,4222 10,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 10,4306 0,4319
1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 0,4719 0,4726 0,4732 0,4738 0,4744 0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 0,4778 0,4783 0,4788 0,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
2,1 0,4821 0,4826 10,4830 0,4834 10,4838 10,4842 10,4846 0,4850 10,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 10,4896 0,4898 0,4901 0,4904 10,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 10,4940 10,4941 10,4943 0,4945 10,4946 0,4948 0,4949 10,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
3,4 0,4997 0,4997 10,4997 10,4997 0,4997 10,4997 10,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
4,0 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

Para abscissas maiores que 4,09, use a probabilidade 0,5000.



Tabela 2: Z ~ N(0; 1)

Valores de p

p=®(z) =P(Z < 2)

Casa inteira 2° decimal
e1° Decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753]
0,2 0,5793 10,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517|
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 10,7794 10,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133]
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830)
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 10,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177|
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633]
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767|
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890|
2,3 0,9893 10,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 10,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990|
3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993]
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997|
3,4 0,9997 10,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998|
3,6 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,7 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

Para abscissas maiores que 4,09, use a probabilidade 1,0000.
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