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Capitulo 1

Variaveis aleatorias discretas
unidimensionais

1.1 Introducao

Muitos experimentos aleatérios fornecem resultados numéricos, como no caso do lancamento de
um dado. Por outro lado, outros experimentos podem fornecer resultados nao numéricos, embora
possamos associar nimeros aos resultados possiveis. No lancamento de uma moeda, por exemplo,
podemos associar o nimero 1 a ocorréncia de cara e o nimero 2 & ocorréncia de coroa. Ao trabalhar
com esses numeros, estaremos sempre interessados em associar probabilidades a eles. Isso serd feito
através das varidveis aleatorias, que serao o objeto de estudo neste capitulo.

1.2 Variaveis aleatorias

Consideremos o lancamento de dois dados equilibrados. Como ja visto, o espago amostral desse
experimento é formado pelos pares ordenados (i, j) onde i, j = 1,2,3,4,5, 6. Esse ¢ um experimento
onde o espaco amostral nao é formado por nimeros. Suponhamos que nosso interesse esteja no
méximo das faces dos dois dados. Nesse caso, podemos associar um nimero a cada ponto do espaco
amostral, conforme ilustrado na figura 1.1.

Esse exemplo ilustra o conceito de varidvel aleatoria.

Definicao 1.1 Uma varidvel aleatéria é uma fungao real (isto é, que assume valores em R) definida
no espaco amostral ) de um experimento aleatorio.

Por essa definicao, podemos ver que, no langamento de uma moeda, observar o resultado obtido,
cara ou coroa, nao ¢ uma varidavel aleatéria, pois os resultados nao sao niimeros. Mas se associarmos
o ntimero 0 & ocorréncia de cara e o nimero 1 & ocorréncia de coroa, teremos uma varidvel aleatoria.
Analogamente, em uma pesquisa domiciliar, o espago amostral é formado pelos domicilios de uma
determinada localidade e simplesmente anotarmos os domicilios sorteados para uma amostra nao
constitui uma varidvel aleatéria. Mas, na prética, quando da realizacao de uma pesquisa domiciliar,
estamos interessados em alguma caracterfstica desse domicilio e af poderemos ter vdrias varidveis
aleatodrias associadas a esse experimento, como, por exemplo, a renda domiciliar mensal em reais,
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Figura 1.1: Varidvel aleatéria: maximo de 2 dados

(1,6) (6,1) (2,6)
(6,2) (3,6) (6,3)
(4,6) (6,4) (5,6)
(6,5) (6,6)

1,5) (5,1) (2,5)
(5.2) (3,5) (5,3)
(4,5) (5,4) (5,5)

(1.4) 4.1) (2.4)
(4.2) (3.4) (4.3)
(4.4)

13)(3.1)
(23) (3.2) (3,3)

wen N ____— |

o nimero de moradores, o grau de instrucao do chefe de familia medido pelo mimero de anos de
estudo, etc.

No exemplo anterior, podemos distinguir dois grupos de varidveis aleatérias. O mimero de
moradores e o grau de instrucao sao varidveis que podem assumir valores inteiros; ja a varidvel
renda pode tomar qualquer valor em um determinado intervalo (digamos, por exemplo, de 0 a
500.000). Isso nos leva a seguinte definigao.

Definigao 1.2 Uma varidvel aleatoria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores que ela

pode tomar) é um conjunto finito ou enumerdvel. Se a imagem é um conjunto nao enumerdvel
dizemos que a varidvel aleatoria é continua.

Neste capitulo estaremos concentrados no estudo das varidveis aleatorias discretas e estudaremos
vérios conceitos relacionados a elas. Para facilitar a elaboracao do texto, muitas vezes usaremos a
abreviacao v.a. para denotar varidvel aleatoria.

1.2.1 Exercicios resolvidos

1. Dentre os 5 alunos de um curso com coeficiente de rendimento (CR) superior 8,5, dois serao
sorteados para receber uma bolsa de estudos. Os CRs desses alunos sao: 8,8; 9,2; 8,9; 9,5;
9,0.

(a) Designando por A, B, C, D e E os alunos, defina um espago amostral para esse experi-
mento.

(b) Seja X = CR médio dos alunos sorteados. Liste os possiveis valores de X.



CAPITULO 1. VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS UNIDIMENSIONAIS 3

(c) Liste o evento X > 9,0.

Solucao:

(a) Note que aqui a ordem nao importa; logo, #£ = (g) = 10. Mais especificamente,

©={(4,B),(A,0),(A,D),(AE),(B,C),(B,D), (B, E),(C,D),(C,E), (D, E)}

(b) Usando uma tabela de duas entradas podemos representar os valores de X da seguinte

forma.
A (8,8) B(9,2) C(89) D(9,5 E(9,0)
A (8,8) 9,0 8,85 9,15 8,90
B (9,2) 9,05 9,35 9,10
C (8,9) 9,20 8,95
D (9,5) 9,25
E (9,0)
(c) {X =9} ={(4,B).(4,D),(B,C),(B,D),(B,E),(C,D),(D,E)}.

2. Um homem possui 4 chaves em seu bolso. Como estd escuro, ele nao consegue ver qual a
chave correta para abrir a porta de sua casa. Ele testa cada uma das chaves até encontrar a
correta.

(a) Defina um espago amostral para esse experimento.

(b) Defina a v.a. X = nuimero de chaves experimentadas até conseguir abrir a porta (inclu-
sive a chave correta). Quais sdo os valores de X7

Solucao:

(a) Vamos designar por C' a chave da porta e por E; FEs e E5 as outras chaves. Se ele para
de testar as chaves depois que acha a chave correta, entao o espaco amostral é:

0= Ca EIO> EQCa E3O> E1E207 E2Elca E1E3O7 E3EIO> E2E307 E3E20a
=\ B EyEsC, By EsEyC, ByEy EsC, By By By C, BsEy BsC, Es By EyC

(b) X =1,2,3,4

3. Cinco cartas sao extraidas de um baralho comum (52 cartas, 13 de cada naipe) sem reposigao.
Defina a v.a. X = nimero de cartas vermelhas sorteadas. Quais sao os possiveis valores de
X7
Solugao:

No baralho hé 26 cartas vermelhas, 13 de ouros e 13 de copas. Logo, os possiveis valores de

X sd0 0,1,2,3,4,5.

4. Numa urna ha 7 bolas brancas e 4 bolas verdes. Cinco bolas sdo extraidas dessa urna. Defina
a v.a. X = numero de bolas verdes. Quais sao os possiveis valores de X se as extragoes sao
feitas
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(a) sem reposicao;
(b) com reposigao.
Solucao:
(a) Como h4 apenas 4 verdes, os valores de X sao 0, 1,2,3,4. Note que temos bolas brancas
em quantidade suficiente para que X = 0 (isto é, podemos tirar todas brancas).
(b) Se as extragoes sao feitas com reposi¢do, em cada extracdo podemos tirar bola branca.
Logo, os possiveis valores de X sao 0,1, 2,3,4,5.
5. Repita o problema anterior, supondo que a urna tem 4 bolas de cada cor.
Solugao:
(a) Nesse caso, temos que ter pelo menos uma bola de cada cor. Logo, os possiveis valores
de X sao 1,2,3,4.
(b) Como antes, os valores de X sao 0,1,2,3,4,5.

1.3 Funcao de distribuicao de probabilidade

Os valores de uma v.a. discreta sao definidos a partir do espaco amostral de um experimento
aleatério. Sendo assim, é natural perguntarmos “qual é a probabilidade do valor 2”7 No exemplo
do méaximo das 2 faces de um dado da figura 1.1, por exemplo, o valor 6 da v.a. é imagem de 11
pontos do espago amostral, enquanto o valor 2 é imagem de apenas 3 pontos. Sendo assim, é de se
esperar que o valor 6 seja mais provavel que o valor 2. Na verdade, temos a seguinte equivaléncia
de eventos: se chamamos de X a v.a. “méximo dos 2 dados”, entao

{X =6} ={(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6),(1,6),((2,6),((3,6),((4,6),((5,6)}
Pr({X =6})=Pr{(6,1)U(6,2)U(6,3)U(6,4) U (6,5)U(6,6)U(1,6)U((2,6)U((3,6)U(4,6)U(5,6)}

Como os eventos no lado direito da expressdao acima sao mutuamente exclusivos e igualmente
provéveis, resulta que

1 11

Pr({X = =11 X ===

r({X =6}) X 36 = 36

De maneira anédloga obtemos que

PrX=1}) = = Pr({X=2})=- Pr({X=3})=_
N - 36 36 36
7 9 11
(X =4} = = P(X=5h=o  Pr({X=6}) =

Esse exemplo ilustra o seguinte conceito:
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Definicao 1.3 Seja X uma v.a. discreta. A funcao de distribuicao de probabilidades de X é a
fungdo px (x) que associa, a cada valor possivel x de X, sua respectiva probabilidade, calculada da
sequinte forma: px (x) é a probabilidade do evento {X = x} consistindo de todos os resultados do
espago amostral que deram origem ao valor x.

px(@)=Pr({X=2})= Y  Pr(w) (1.1)

we: X (w)=x

Figura 1.2: Fungao de distribuicao de probabilidade de uma v.a. discreta

R

Para nao sobrecarregar o texto, omitiremos os colchetes oriundos da notagao de evento/conjunto
e escreveremos Pr (X = z) no lugar de Pr ({X = z}), que seria a forma correta. Uma outra con-
vencao que seguiremos também serd a de indicar por letras maitsculas as varidveis aleatorias e
por letras mintdsculas os mimeros reais, tais como os valores especificos de uma v.a. . Além disso,
abreviaremos por fdp o termo fun¢ao de distribuicao de probabilidade.

Das propriedades (axiomas) da probabilidade resultam os seguintes fatos sobre a fungao de
distribuicao de probabilidades de uma v.a. X:

0<px(z)<1 (1.2)
>px(z) =1 (1.3)

onde » indica somatdrio ao longo de todos os possiveis valores de X. Note que essa propriedade

xT
é decorrente do axioma Pr (2) = 1, pois os eventos { X = z} sdo mutuamente exclusivos e formam
uma particao do espaco amostral.

1.3.1 Calculo da funcao de distribuicao de probabilidade

O célculo da fdp de uma v.a. X qualquer se dd em trés etapas:
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e primeiro, temos que identificar todos os possiveis valores = da v.a. X;

e segundo, temos que identificar os resultados que dao origem a cada valor x e suas respectivas
probabilidades;

e finalmente, temos que somar todas essas probabilidades para obter py ().
Exemplo 1.1

Considerando novamente a v.a. definida na figura 1.1, podemos resumir a fdp da varidvel em
questao na seguinte tabela:

T 1 2 3
1

px (%) | 35 3 3

Exemplo 1.2

Consideremos novamente o langamento de dois dados mas agora vamos definir a seguinte v.a.
X = “soma das 2 faces”. Para facilitar a solugao desse problema, vamos construir uma tabela de
duas entradas, onde cada dimensao representa o resultado de um dado e em cada cela temos a soma
das duas faces.

1 23 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 45 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
6/7 8 9 10 11 12

Como cada ponto do espaco amostral é equiprovavel, a fdp de X é:

v [2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
px(®) (% % % 3% % w W w6 %

1.3.2 Representagao gréafica da fungao de distribuicao de probabilidade

A funcao de distribuicao de probabilidade de uma v.a. discreta X que assume um nimero finito de
valores pode ser representada por um gréifico de colunas, onde a cada valor de X corresponde uma
coluna cuja altura representa a probabilidade do respectivo valor. Na figura 1.3 ilustra-se a fdp da
v.a. X do exemplo 1.2.

Exemplo 1.3

Suponha que uma moeda ¢é lancada 10 vezes e vamos definir a v.a. X = “ndmero de caras”.
Suponhamos que a probabilidade de cara seja p e, por conseguinte, a probabilidade de coroa é
1 — p. Os possiveis valores de X sao 0,1,2,...,10. Vamos agora calcular a probabilidade de cada
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Figura 1.3: FDP da v.a. X = “soma das faces de dois dados”

6/36 —

5/36

4/36 ] ]

3/36

2/36

1] |

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

um desses valores, estabelecendo a equivaléncia dos eventos envolvidos. Para isso vamos usar a
notagao K; = cara no i-ésimo lancamento e C; = coroa no i-ésimo lancamento.

{X =0} = {coroa nos 10 langamentos} = {C; N Ca N --- N Cyp}
Podemos considerar os langamentos da moeda como eventos independentes. Logo,
Pr(X =0) = Pr(C)) x Pr(Cy) x --- x Pr(Cyo) = (1 —p)"°

O evento {X =1} corresponde a ocorréncia de 1 cara e 9 coroas. Uma seqiiéncia possivel de
resultados ¢ KCCCCCCCCC e a probabilidade ¢é

Pr(KCCCCCCCCC) = p(1—p)°

Mas a seqiiéncia CKCCCCCCCC também resulta em X = 1. Na verdade, existem (110) tais
seqiiéncias, todas com a mesma probabilididade; logo,

Pr(X = 1) = (110)p<1 )

Analogamente, o evento {X = 2} corresponde & ocorréncia de 2 caras e 8 coroas; uma seqiiéncia
possivel ¢ K KCCCCCCCC, que tem probabilidade

Pr(KKCCCCCCCC) = p? (1 - p)®

Mas existem (120) maneiras de colocar 2 caras numa seqiiéncia de 10 lancamentos e todas essas
maneiras tém a mesma probabilidade. Logo,

Pr(X =2)= <120)p2 (1-p)°
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Em geral, para qualquer valor de x temos

10 _
Pr(X =x) = (x)pz(l—p)lo o 1=0,1,2,...,10

Na figura 1.4 ilustramos a fdp para diferentes valores de p. Note que p = % resulta em uma
distribuiciio simétrica, enquanto valores de p < i resultam em assimetria a direita e p > 1 em

2 2
assimetria & esquerda.

Figura 1.4: Nimero de caras em 10 lancamentos de uma moeda

0,30

0,25
0,20

0,15 1

o ﬁﬂﬂ 1 Hﬂﬁ

p=0,25

0,30
0,25 1
0,20

0,15 4

0,10 -
pein [
0,00 ‘ ‘ : : : 1

p=0,75

0,30

0,25
0,20

0,15

0,10
N [
0,00 ‘ ‘ ‘ —1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Exemplo 1.4
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Considere uma urna com 10 bolas, das quais 6 sao vermelhas e 4 brancas. Dessa urna retiram-se
3 bolas sem reposicao e conta-se o niimero de bolas brancas retiradas. Qual é a distribuicao dessa
varidvel aleatéria? Os possiveis valores de X sao 0,1,2,3. Para calcular a probabilidade de cada
um desses valores, devemos notar inicialmente que o espaco amostral tem (130) eventos elementares.
O evento {X = 0} corresponde a uniao dos eventos (seqiiéncias) onde nao aparece nenhuma bola
branca ou, equivalentemente, onde todas as bolas sao vermelhas; o nimero de tais seqiiéncias é
(6) (4) = (g) (Note que aqui estamos usando o principio fundamental da multiplicac¢do.) Logo,

3/ \o
()0)
3/ \0 20
3
Analogamente, o evento {X = 1} corresponde & unido dos eventos onde aparece 1 bola branca e 2

vermelhas. O nidmero de tais seqiiéncias é (6) (‘11) e, portanto

oy D0 _w
)

6\ (4
Pr(X2)<1(>10(>2)13260
3

Analogamente, obtemos que

10 120
(;
eafdpde X é
x 0 1 2 3
px(@) |5 7 35 =@

cujo grafico estd ilustrado na figura 1.5.

1.3.3 Exercicios resolvidos
1. Encontre a fdp da v.a. X do exercicio resolvido 1 da secao 1.2 e a probabilidade do evento
{X>09}.
Solugao:
Como todos os pontos do espaco amostral sao equiprovaveis, a fdp de X é:

T 885 890 895 9,00 9,05 9,10 9,15 920 925 9,35

(ZL’) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

ePr(X >9)=4%.
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Figura 1.5: Nimero de bolas brancas em 3 extragoes de uma urna com 6 vermelhas e 4 brancas

12

3/10

1/6

1/30

2. Encontre a fdp da v.a. X do exercicio resolvido 2 da secao 1.2.

Solucao:

Cada ponto do espago amostral tem a mesma probabilidade 2—14. Cada uma das 4 linhas do

espago amostral listado na solucao daquele exercicio corresponde a cada um dos eventos
X =1, X =2, X =3 e X =4, respectivamente. Logo, a fdp de X é:

€T 1 2 3 4
px(®) [ 3 3 7 3

3. Encontre a fdp da v.a. X do exercicio resolvido 3 da secao 1.2.
Solugao:

O niimero de pontos do espaco amostral é (552).

(256)_26><25><24><23><22_ 23 x 22
(52)_52><51><50><49><48_2><51><2><49><2

5

Pr(X = 0) = Pr(5 pretas) = = 0,02531

() () PR 26 26 x 25 x 23 x 26

Pr(X =1) = Pr(4 pretas,1 vermelha) = (52) = “EGLEIE 55 % 51 % 10 % 49 X 3
5 5Xx4x3x2

Hhx23 x13 B 65 x 23
2%x 51l x2x49 4x51x49

=0, 14956

(26) (%) 222 20535 96 5 95 x 4 x 13 x 25

Pr(X =2) = Pr(3 pretas,2 vermelhas ) =

5 5x4x3x2

5><13><25_ 65 X 25
2%x51x49 2x51x49

=0,32513

(52) o B2xXBLX50x49x48 T 59 v 5] w 5 x 49 X 4
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Como o nimero de cartas pretas e vermelhas é o mesmo, resulta que

(25) (29)
Pr(X = 3) = Pr (X = 2) = Pr(2 pretas,3 vermelhas ) = 2(52)3 =0,32513
5
(29) (29)
Pr (X =4) = Pr(1 preta,4 vermelhas) = ﬁ =0, 14956
5
(5)
Pr(X =5) = Pr(5 vermelhas) = (5—52) = 0,02531
5
Logo, a fdp de X é
x 0 1 2 3 4 5

px(x) | 0,02531 0,14956 0,32513 0,32513 0,14956 0,02531

4. Encontre a fdp da v.a. X do exercicio resolvido 4 da secao 1.2.

Solugao:

(a) A cardinalidade do espago amostral é

<151) _ 11 >5<>1<04><X93><X82>< 7 C11x6x7
PI"(XZO):Pr(5brancas):((l—?):%><1_60xgX%X§:2_12:6_36
Pr(X = 1) = Pr(1 verde, 4 brancas) = 11(:{)((512( == fli%? _ % _ %
Prit =2) = Pr(@ verdes, 3 brancas) = 11(§<)€(ng< 7= ﬁ . 67 ?:275 - 1= %
G  4xBE 2 12

Pr(X:3):Pr(3verdes,2brancas):11X6X7_11X6X7:ﬁ_%

ay (7
1x7 1
Pr(X = 4) = Pr(4 verdes, 1 branca) = 11(1)212( = =1 ><X6 =

Logo, a fdp de X &

;c 0 1 2 3 4
3 20 30 12 1
px(®) | %6 & % & @

(b) Com reposigao, sempre temos na urna 7 brancas e 4 verdes e em cada extragao, temos
que Pr(branca) = 1—71 e Pr(verde) = %. Como as extracoes sao independentes, resulta
que

5
Pr(X = 0) = Pr(5 brancas) = <1—71) =0, 104358
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1 11
7 3 4 2
—) (=) =0, 340762
( 1) (11) 0, 34076
7 2 4 3
(2) (£) = omm

1 4
4
Pr(X =4) = Pr(4 verdes, 1 branca) = (i) (ﬁ) (ﬁ) = 0, 055635
5

5\ (7\' [ 4)

Pr(X = 1) = Pr(1 verde, 4 brancas) = — =0, 298166
5

Pr(X = 2) = Pr(2 verdes, 3 brancas) = ( )

Pr(X = 3) = Pr(3 verdes, 2 brancas) = (

4
Pr(X =5) = Pr(5 verdes) = (—) = 0,006358

Logo, a fdp de X é:

x 0 1 2 3 4 5
px(x) | 0,104358 0,298166 0,340762 0,194721 0,055635 0,006358

5. Encontre a fdp da v.a. X do exercicio resolvido 5 da secao 1.2.

Solucao:

(a) A cardinalidade do espago amostral é

8\ 8x7x6
Q)‘ 52 0

1 _WE) 4

Pr(X = 1) = Pr(1 verde, 4 brancas) = T
PN _B)E)
Pr(X = 2) = Pr(2 verdes, 3 brancas) = 5 =g
3 _ GG
Pr(X = 3) = Pr(3 verdes, 2 brancas) = 5 =G
Pr(X =4) = Pr(4 verdes, 1 branca) = ()G = —
’ 26 o6

Logo, a fdp de X &

7 1 2 3 4
4 24 24 4
px(T) % % %

cujo gréfico é dado na figura 1.6

(b) Com reposigao, sempre temos na urna 4 brancas e 4 verdes e, assim, em cada extracao,
Pr(branca) = Pr(verde) = 3. Como as extragoes sdo independentes, resulta que

1\° 1
Pr(X = 0) = Pr(5 brancas) = <§> =
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Figura 1.6: FDP da v.a. X do exercicio 5 (a)

24/56}

4/56[

Pr(X = 1) = Pr(1 verde, 4 brancas) =

Pr(X = 2) = Pr(2 verdes, 3 brancas) =

Pr(X = 3) = Pr(3 verdes, 2 brancas) =

Pr(X =4) = Pr(4 verdes, 1 branca) =

x 0 1 2 3 4 5

INOIEE
6. Seja uma v.a. X com fdp dada na tabela a seguir:

x 0 1 2 3 4 5

px(@) [0 p* p* p p P’

(a) Encontre o valor de p.
(b) Calcule Pr(X >4) e Pr(X < 3).
(c) Calcule Pr (| X —3| > 2).

13
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Solucao:

(a) Como >, px(i) = 1, temos que ter:

2 VITTE 244 | P

3P+ 2p=1=3p*+22p—-1=0=p= ; -

Como p é uma probabilidade, temos que ter p > 0. Logo, o valor correto é |p =

(b) Pr(X >4) =Pr(X =4) + Pr(X =5) =p+pP=L+1=1
Pr(X<3)=Pr(X=0)+Pr(X =1)+Pr(X =2) :2p2:%.

(c) Aqui temos que notar o seguinte fato da fungdo médulo, ilustrado na figura 1.7:

x>k
|z| > k< ou
r < —k

lz| > ke —k<z<k

Figura 1.7: Funcao moédulo

Ix] 37

A x]>k

LIxl<k

Ix|<k

Usando esses fatos, temos que

PriX—-3/>2) = Pr(X—-3<-20uX-3>2)=Pr(X—-3<-2)+Pr(X—-3>2)=
Pr(X<1)+Pr(X>5)=Pr(X=0)+Pr(X=1)+Pr(X =5) =

Nel i\



CAPITULO 1. VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS UNIDIMENSIONAIS 15

1.4 Funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatéria
discreta

A partir da funcao de distribuicao de probabilidades de uma v.a. discreta X é possivel calcular a
probabilidade de qualquer evento associado a ela. Por exemplo, para a fdp da figura 1.5, temos que

PriX>2 = Pr({X =2} U{X =3})=Pr(X =2)+Pr(X =3) =
PrX<1) = Pr{X =0lU{X =1}) =Pr(X =0)+Pr(X =1) =

Entao, podemos dizer que a fdp de uma varidvel aleatdria discreta X nos dd toda a informacgao
sobre X. Existe uma outra funcao com tal caracteristica, que é a func¢do de distribuicao acumulada
de X, cuja definicao apresentamos a seguir.

Defini¢ao 1.4 Dada uma varidvel aleatéria (discreta) X, a fungao de distribui¢ao acumulada de
X ¢ definida por
Fx(z) =Pr(X <ux) Vr e R (1.4)

E interessante notar que a funcao F'x estd definida para todo nimero real x. Antes de passar as
propriedades teéricas da fungao de distribuigdo acumulada (usaremos a abreviagao fda), também
conhecida como funcao de distribuicao, vamos ver um exemplo.

Exemplo 1.5

Voltando ao exemplo 1.1, temos que a fdp da v.a. X = “mdximo das faces de 2 dados” é dada
por

x 1 2 3 4 5 6

T3 5 7 9 1T
px(*) |35 36 3 3@ 36 3

Para calcular a fda de X, notemos inicialmente que nenhum valor menor que 1 é possivel. Logo,
Fx(z)=0 Vax<l

Para x =1 devemos notar que

1 1

FX(l):Pr(Xg1)=Pr(X<1)+Pr(X:1):0+%=% (1.5)
Para qualquer valor de x tal que 1 < 2 < 2, temos que px(x) = 0. Logo,
Fx(z)=Pr(X<1)+Pr(l<X<z)=Fx(1)+0=Fx(1) Ve:l<ax<2 (1.6)
Juntando os resultados (1.5) e (1.6), obtemos que
FX(x):FX(l):3—16 Vril<z<?2
Com raciocinio andlogo, obtemos que
Fx(2)=Pr(X<2)=Pr(X<1)4+Pr(l<X<2)+Pr(X=2)= 3_16+0+% = % (1.7)
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e também que
Fx(z)=Pr(X<2)+Pr(2< X <z)=Fx(2)+0=Fx(2) Ve:2<x<3 (1.8)

ou seja, A
FX(x):FX(Q):% Ve:2<x<3

Continuando obtemos que

9

Fx(z) = FX(?)):% Ve:3<x<4
16

Fx(z) = FX(4):% Ve:4<zx<5
25

Fx(z) = X(5):% Ve:5<z<6

Para x > 6 devemos notar que o evento {X < x} corresponde ao espago amostral completo; logo

Na figura 1.8 temos o gréfico de tal funcao.

Figura 1.8: FDA da v.a. X = “médximo das faces de 2 dados”

36/36 | °
v
25036 | —
16/36 [ .—-—.—-—-
36 | —
a3 | *r—
me | S

Os axiomas da probabilidade e as propriedades deles decorrentes nos permitem obter as seguintes
propriedades da funcao de distribuicao acumulada de uma v.a. X.
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1. Do axioma 77 resulta que

2. Do axioma 77 resulta que
lim Fy (z) =1

Note que o evento {X < oo} corresponde a todos os nimeros reais e, portanto, ao espago
amostral.

3. Da propriedade ?? resulta que
lim Fx(x)=0

Note que o evento {X < —oo} corresponde ao evento impossivel.

4. Fx (x) é uma fungdo nao decrescente, isto é, se
a<b:FX(a) SFX(b)

Esse resultado segue do fato de que, se a < b, entdo o evento {X <a} C {X < b} e, pela
propriedade 7?7, segue o resultado.

5. Fx (x) é uma funcdo continua a direita, isto é

Fx (b) = lim Fx (b+ h) £ Fx (b%)

Essa propriedade pode ser visualizada na figura 1.8: considere a vizinhanga do ponto x = 2.
Para um nidmero pequeno § > 0, temos que

1
FX(2—5):Pr(X§2—6):Pr(X:1):%
Isso significa que o limite & esquerda de F'x quando x aproxima de 2 é %. Da mesma forma,
temos que A
Fx(240)=Pr(X <2+4+§)=Pr(X =2) = 36 = Fx (2)

Isso significa que o limite a direita de Fx quando x aproxima de 2 é Fx (2). Como essa
mesma observacao vale para todos os valores de X, concluimos que Fx é continua a direita e
descontinua a esquerda em cada ponto onde px(z) # 0.

Vamos ver, agora, como obter informacoes sobre eventos associados a X a partir de Fly.

6. Se a < b, entao
PI’(CL < X< b) :Fx<b) —Fx(a)

De fato, temos que {X < b} = {X <a}U{a < X <b}. Como os eventos sdo mutuamente
exclusivos, resulta que

PriX<b)=Pr(X<a)+Pr(a<X<b)=Pr(a<X<b)=Pr(X<bd)—Pr(X <a)

de onde segue o resultado.
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7. A fdp de X pode ser calculada da seguinte forma:
pX(x):FX(x)—(lsi_r)%FX(x—c?)éFX(x)—FX(x_) (1.9)

A propriedade anterior nos permite escrever o seguinte: para um nimero pequeno § > 0,
Prz —§d < X <z)= Fx(z) — Fx(x — )
Tomando o limite quando J tende para zero, segue o resultado, uma vez que (lsirré Priz—§ < X <ux)

= Pr(X = x). Note que isso significa que px(z) é igual ao tamanho do “salto” da fda no
ponto .

As probabilidades de qualquer outro tipo de intervalo podem ser calculadas usando os resultados
anteriores e as propriedades da probabilidade.

e Pr(X < b) - basta notar que {X < b} ={X <b}U{X =b}

e Pr(a < X <b) - basta notar que {a < X <b} ={X =a}U{a < X < b}
e Pr(a < X <b) - basta notar que {a < X <b} ={X <b} —{X <a}

e Pr(X > a) - basta notar que {X > a} = {X <a}

A conclusao que podemos tirar é a seguinte: a funcao de distribuigdo de probabilidades (fdp)
e a fungao de distribui¢do acumulada (fda), ambas nos dao todas as informacoes sobre a varidvel
aleatdria X e a partir de uma podemos obter a outra, de forma inequivoca.

1.4.1 Exercicios resolvidos

1. Encontre a fda da v.a. X do exercicio 2 da secao 1.3.

Solucao:
A fdade X &
0 z<1
i 1<r<2
Fy(r)={ 2 2<2<3
2 3<w<4
1 =>4

cujo grafico é dado na figura 1.9.

2. Encontre a fda da v.a. X do exercicio 5 da segao 1.3.

Solucao:

(a) A fda é:
0 z<1
& 1<z<2
2 3<a<4
1 z>4
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Figura 1.9: FDA da v.a. X do exercicio 1

l,
34 | .------
214 | —eeeem
1/4 ..—-----—:
(b) A fdaé
(0 <0
1
35 0<xr<l1
3% 1<z <2
§—23§x<4
1
1 225

1.5 Funcoes de variaveis aleatérias

Dada uma v.a. X, podemos obter outras varidveis aleatdrias através de funcoes de X e, da mesma
forma que calculamos a fdp de X, podemos calcular a fdp dessas novas varidveis.

Exemplo 1.6

Considere a v.a. X cuja fdp é dada na tabela abaixo:

x | 2 1 0 1 2 3
px (@) |01 02 02 03 01 0,1

Consideremos a fungao Y = g(X) = X2 Entao, Y é uma nova varidvel aleatéria, cujos possiveis
valores sao 0, 1,4, 9. Para calcular as probabilidades desses valores, temos que identificar os valores
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de X que originaram cada um deles. Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
{Y =0} = {X=0}
{Y =1} {X=-1}u{X =1}
{Y =4} {X=-2}u{X =2}
{Y =9} = {X=3}
Como os eventos sao mutuamente exclusivos, segue que
Pr(Y =0) = Pr(X:()):02
( ) Pr(X=-1)+Pr(X=1)
Pr(Y=4) = Pr(X=-2)4+Pr(X =2)
( ) = Pr(X=3)=0,1

0,5
0,2

e podemos resumir essa fdp como

Y 0 1 4 9
Dy (y) 072 075 072 071

Em geral, temos o seguinte resultado:

20

Resultado 1.1 Seja X uma varidvel aleatdria discreta com fungao de distribuicao de probabilidade
px (x). Se definimos uma nova v.a. Y = g(X), onde g é uma fun¢ao real qualquer, entdo a fdp de

Y é calculada como

py (y) = Z px ()

{z|g(z)=y}

1.5.1 Exercicios resolvidos

1. Considere o problema do poquer de dados apresentado no exercicio resolvido 7?7 da segao ?7.

Suponha que um jogador paga R$100,00 para entrar no jogo. Se ele tirar uma seqiiéncia, ele
ganha R$200,00; se tirar 5 iguais, ganha R$5.100,00; se tirar 4 iguais, ganha R$100,00. Em
todos os outros casos, ele perde. Seja L o lucro do jogador. Encontre a fdp de L.

Solugao:
De acordo com o exercicio citado, temos a seguinte equivaléncia de eventos:
L = 200—-100 =100 < Ag
L = 5100 — 100 = 5000 < A;
L = 100—-100 =0« Ag
L = 0-—100= —100 < outros resultados

Para calcular as probabilidades, temos que lembrar que As C A;. Logo, se denotarmos por A}

o eventos “todas diferentes mas nao em seqiiéncia”, temos que Pr (A}) = Pr(4;) — Pr(4g) =
5 _ 5 10 80

ﬁ—@:@:m LOgO,afdpdeL é:

Resultado | 5 = (A7) | 4 = (Ag) | Seqiiéncia (Ag) | Resto

Tucro | 5000 0 100 100
pr(D) v Do 206 1296
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2. Considere a v.a. X cuja fdp é

x 31 3 5
px(@) |5 5 3
Encontre o valor de p e a fda da v.a. ¥ = X2
Solucao:
Como Pr(Q2) = 1, temos queterpzl—%—é—%:%. Os valores possiveis de Y sao 1,9,25
e
1
Pr(Y=1) = Pr(le)zE
1 1 5
PI(Y:9) == PI‘({XZ—?)}U{X:S}):g—FE:g
Pr(Y =25) = Pr(X:5):2—54
Logo, a fdade Y é
0 y<l1
L 1<y<9
— 6 -
FY(y) % 9§y<25
1 y>25

1.6 Esperanca e varidncia de variaveis aleatérias discretas

No estudo da Estatistica Descritiva, vimos como sumarizar conjuntos de dados através de dis-
tribuicoes de freqiiéncias e também por estatisticas-resumo, como a média e a varidncia, no caso
de varidveis quantitativas. Em particular, vimos que a média de dados agrupados em classes era
calculada como uma média ponderada dos valores centrais (valores representativos das classes),
com a ponderacao definida pelas freqiiéncias relativas das classes.

No estudo de varidveis aleatérias e suas distribuicoes de probabilidades, estamos associando
mimeros aos pontos do espaco amostral, ou seja, o resultado é sempre uma varidvel quantitativa
(note que os resultados cara e coroa nao definem uma varidvel aleatéria; para tal, temos que
associar nimeros, 0 e 1 por exemplo, a esses resultados). Sendo assim, podemos fazer perguntas
do tipo “qual o valor médio da varidvel aleatéria X7, “qual a dispersao dos valores de X?7”, da
mesma forma que fizemos na andlise descritiva de dados. O ponto chave para a compreensao das
defini¢oes que serao apresentadas é o estabelecimento da analogia com o estudo das distribuicoes de
freqiiéncias feito na parte inicial do curso. Tal analogia se faz através da interpretacao freqiiencial
do conceito de probabilidade.

1.6.1 Probabilidade e freqiiéncia relativa

Consideremos novamente o experimento aleatério “lancamento de um dado”, mas agora um dado
que sabemos nao ser equilibrado. Como poderfamos proceder para calcular a probabilidade de
cada face? Uma resposta, talvez intuitiva, seria lancar esse dado um grande nmimero de vezes e
observar o nimero de ocorréncias de cada face. As freqiiéncias relativas nos dariam, entao, o que
poderiamos pensar como sendo a probabilidade de cada evento simples (face). E de se esperar
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que, quanto maior o nimero de repetigdes do experimento (langamento do dado), mais préximas
das “verdadeiras” probabilidades estariam essas freqiiéncias relativas. Esta é, assim, a definicao de

) )
probabilidade de um evento através da freqiiéncia relativa:

nimero de ocorréncias de A

Pr(A) = — — .
nimero de repeticoes do experimento
onde o niimero de repeticoes do experimento deve ser grande.

Ao trabalharmos com varidveis aleatoérias, podemos pensar também nas probabilidades dos
diferentes valores da varidvel como sendo freqiiéncias relativas em um nidmero sempre crescente
de repeticoes do experimento, ou seja, podemos pensar as probabilidades como sendo limites das
freqiiéncias relativas. Dessa forma, definiremos medidas de posicao e dispersao para distribuicoes
de probabilidades de varidveis aleatdérias de maneira andloga & utilizada em distribuigoes de fre-
qiiéncias.

1.6.2 Esperanca ou média de uma variavel aleatdéria discreta

Seja X uma varidvel aleatéria discreta que assume os valores x1, s, . . . com probabilidades py, ps, . . .
respectivamente. A média ou esperanca de X é definida como

E(X) =3 piwi= = Pr(X =) (1.10)

onde o somatodrio se estende por todos os valores possiveis de X. Podemos ver, entao, que a esperanca
de X é uma média dos seus valores, ponderada pelas respectivas probabilidades. Lembre-se que no

caso das distribuigoes de freqiiéncias tinhamos T = ) fiz;. Como antes, a média de uma v.a. X
i
estd medida na mesma unidade da varidvel.

Exemplo 1.7

Em determinado setor de uma loja de departamentos, o nimero de produtos vendidos em um
dia pelos funciondrios é uma varidvel aleatéria P com a seguinte distribuicao de probabilidades
(esses nimeros foram obtidos dos resultados de varios anos de estudo):

Nimero de produtos 0 1 2 3 4 5 6
Probabilidade de venda | 0,1 04 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05

Cada vendedor recebe comissoes de venda, distribuidas da seguinte forma: se ele vende até 2
produtos em um dia, ele ganha uma comissdao de R$10,00 por produto vendido. A partir da
terceira venda, a comissao passa para R$50,00. Qual ¢ o nimero médio de produtos vendidos por
cada vendedor e qual a comissao média de cada um deles?

Solucao:

O nidmero médio de vendas por funciondrio é

E(P)=0x0,1+1x0,4+2x0,2+3x0,1+4x0,1+5x0,05+6x0,05=2,05
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Com relagao a comissao, vamos construir sua fdp:

Ntimero de produtos P | 0 1 2 3 4 5 6
Comissao C 0O 10 20 70 120 170 220
Probabilidade de venda | 0,1 0,4 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05

(§]
E(C)=0x0,14+10x0,4+20 x0,2470x 0,1+ 120 x 0,1+ 170 x 0,05 + 220 x 0,05 = 46,5

ou seja, a comissao média por dia de cada vendedor é R$46,50.

Em geral, a média é vista como um “valor representativo” de X, estando localizada em algum
ponto no “centro do dominio de valores de X”. Uma interpretacao mais precisa deste pensamento é
a seguinte: a esperanca de X é o centro de gravidade da distribui¢ao de probabildiades, no seguinte
sentido (ver figura 1.10). Pensando as colunas do grafico, que representam as probabilidades,
como pesos distribuidos ao longo de uma vara delgada, a média representa o ponto onde a vara se
equilibraria.

Figura 1.10: Interpretacao da média como centro de gravidade da distribuicao

1.6.3 Esperancga de funcoes de varidveis aleatérias

Vimos que é possivel obter novas varidveis aleatérias a partir de fungoes g(X) de uma varidvel
X e através da fdp de X podemos obter a fdp de Y. Sendo assim, podemos calcular a esperanca
de Y. Foi exatamente isso o que fizemos no caso das comissoes no exemplo 1.7, onde tinhamos
C' =2P +50 x (3 — P). Analisando atentamente aquele exemplo e notando que, por definigao de
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fungao, a cada valor de X corresponde um unico Y = ¢(X), obtemos o resultado geral sobre a
esperanga de funcoes de varidveis aleatorias.

Resultado 1.2 Seja X uma varidvel aleatoria discreta com fungao de distribuicao de probabilidade
px (z). Se definimos uma nova v.a. Y = g(X), entdo

E(Y)=El[g(X)] Z%Ig(x)px (z) (1.11)

Exemplo 1.8

Consideremos novamente o exemplo 1.6. Para calcular E (X?) nao precisamos calcular a fdp de
Y = X?2: pelo resultado anterior, basta fazer:

E(X?) =(-2%x0,1+(-1)*x 0,240 x 0,2+ 1 x 0,3 +22 x 0,1 +3* x 0,1 = 2,2
que é o mesmo resultado obtido a partir da fdp de Y :

E(Y)=E(X?)=0x0,2+1x0,5+4x0,2+9x0,1=2,2

1.6.4 Propriedades da esperanca

A interpretacao da esperanca como centro de gravidade nos permite entender melhor as diversas
propriedades que demonstraremos a seguir. No que segue, X ¢é uma varidvel aleatéria discreta com
distribuigao de probabilidades px () e a,b # 0 sdo constantes reais quaisquer.

1. E(a)=a
De fato: se X é uma v.a. constante, isso significa que X = a com probabilidade 1. Logo,
E(X)=ax1=a.

2. E(X 4+a) = E(X)+ a (“somando uma constante, a média fica somada da constante”)

De fato: fazendo g(X) = X + a, pelo resultado 1.11, temos que

E(X +a) = Z(I+a)px(:v)Z;xpx(:vHZmlapx(fC)ZE(X)JraZprx(l“):

x

= FX)+ax1=EX)+a

3. E(bX) = bE(X) (“multiplicando por uma constante, a esperanga fica multiplicada pela
constante” )

De fato: fazendo g(X) = bX, pelo resultado 1.11, temos que

E(bX) = > bepx(x) = b3 apx(v) = bE(X)

4. E(a+bX) =a+bE(X)

Esse resultado é conseqiiéncia direta dos resultados anteriores.
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5. Tmin < E(X) < Tpax onde Tyin € Timax $80 0s valores minimo e méximo da varidvel X.

De fato: temos que z; > T € T; < Tmax Vi. Entao

E(X) = Z%ZD{ (@) < Z TmaxPX (Ti) = Tmax pr (%) = Tmax

E(X) =3 zipx (2i) 2 3 TminPx (Ti) = Tmin 2 Px (i) = Tmin
Logo
Lmin S E<X) S Tmax

1.6.5 Variancia de uma variavel aleatdria

A esperanca de uma varidvel aleatéria X é uma medida de posicao. No entanto, é possivel que
duas varidveis bem diferentes tenham a mesma esperanca, como é o caso das duas distribuicoes
apresentadas na figura 1.11.

Figura 1.11: Distribui¢des com mesma esperanca e diferentes dispersoes

0,35

0,30 4 — —
0,25 4
0,20 4

0,15 4

0,10 4
0,05 4 H
0,00 T T T T T T T

0,35
0,30 —
0,25
0,20

0,15

o DU as

Como ja visto no caso da Estatistica Descritiva, é necessdrio mensurar outros aspectos da
distribuicao, entre eles a dispersao dos dados. Esta serd medida através da distancia quadrética
de cada valor & média da distribui¢ao; mais precisamente, definimos a varidncia de uma varidgvel
aleatoria X como

Var (X) = E[X — E(X)]? (1.12)
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Definindo g(X) = [X — E(X)]?, temos, pelo resultado 1.11, que
Var (X) = ; [ — E(X)]" px(z) = Z {2? = 20B(X) + [E(X)]"} px(2) =
= ;$2px($) —2E(X) Xxjxpx(fv) + [B(X)]? Xxjpx(:v) =
= %:33210)((95) —2[E(X)* + [BX) x 1=
= %:x?px(@ - [B(X))”

Mas, se definimos h(X) = X2, entdao E [h(X)] = > 2?px(z). Logo, podemos escrever

Var (X) = EX? — [E(X)]? (1.13)

que pode ser lida de maneira mais facil como “a varidncia é a esperanca do quadrado menos o
quadrado da esperancga”. Lembre-se que tinhamos visto resultado andlogo para a varidncia de um
conjunto de dados. Vimos também que a unidade de medida da varidncia é igual ao quadrado da
unidade da varidvel.

1.6.6 Propriedades da varidncia

Sendo uma medida de dispersao, é facil ver as seguintes propriedades: seja X uma v.a. discreta
com fdp px(z) e sejam a,b # 0 constantes reais quaisquer.

1. Var(a) = 0 (“uma constante nao tem dispersao”)

De fato:
Var (a) = Efa — E(a)]> = E(a—a)> = E(0) =0

Note que aqui usamos a propriedade 1 da esperanca.

2. Var (X + a) = Var (X) (“somando uma constante, a dispersao - variancia - nao se altera”)
De fato:

Var(X +a)=F[X+a—-EX+a)’=FE[X+a—-E(X)—a’=F[X — E(X)) = Var (X)
Note que aqui usamos a propriedade 2 da esperanca.

3. Var (bX) = b* Var (X) (“multiplicando por uma constante nao nula, a variancia fica multipli-
cada pelo quadrado da constante”)

De fato:
Var (bX) = E[bX — E(bX))?=EDpX —bE(X)] = E{V*[X - B(X)’} =
= VE[X — E(X)]* = b*Var (X)
Note que aqui usamos a propriedade 3 da esperanca.
4. Var (a + bX) = b? Var (X)

Essa propriedade é conseqiiéncia direta das propriedades anteriores.
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1.6.7 Desvio padrao

Como ja dito, a unidade de medida da varidncia é o quadrado da unidade de medida da varidvel
em estudo, sendo assim, uma unidade sem significado fisico. Para se ter uma medida de dispersao
na mesma unidade dos dados, define-se o desvio padrao como a raiz quadrada da variancia.

DP (X) = /Var (X) (1.14)

Como conseqiiéncia direta dessa definicao e das propriedades da varidncia, seguem as seguintes
propriedades do desvio padrao, que deverao ser demonstradas pelo leitor. Como antes, seja X uma
v.a. discreta com fdp px(x) e sejam a,b # 0 constantes reais quaisquer.

1. DP(a) =0 (uma constante nao tem dispersao)
2. DP(X +a) = DP(X)

3. DP(bX) = |b| DP(X)
Aqui vale notar que vb% = |b|.

4. DP(a+bX) = |b| DP(X).
Exemplo 1.9

Um lojista mantém extensos registros das vendas didrias de um certo aparelho. O quadro a
seguir d4 a distribuigao de probabilidades do niimero de aparelhos vendidos em uma semana. Se é
de R$500,00 o lucro por unidade vendida, qual o lucro esperado em uma semana? Qual é o desvio
padrao do lucro?

x = numero de aparelhos | 0 1 2 3 4 )
px(z) 0,1 01 02 03 02 0,1

Solucao:
Seja X o numero de aparelhos vendidos em uma semana e seja L o lucro semanal. Entao,
L =500X.

E(X)=0x0,141x0,142x0,24+3x0,3+4x0,24+5x0,1=2,7 aparelhos

E(X?) =0"x0,141*x0,1+2°%0,2+3%*x0,34+4>x 0,2+ 5% x 0,1 = 10, 2 aparelhos’
Var (X) = 10,2 — (2,7)* = 2,91 aparelhos®
DP (X)=1,706 aparelhos
Com relagao ao lucro semanal, temos que

E (L) = 500E (X) = R$1350, 00

DP (L) = R$852,94



CAPITULO 1. VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS UNIDIMENSIONAIS 28

1.6.8 Exercicios resolvidos

1. Encontre o lucro médio e a variancia do lucro do jogador do poquer de dados do exercicio
resolvido 1 da secao 1.5.

Solugao:

25 1230 9000 — 12300

1 40
E(L) = 100 X —— 1 =
(L) = 5000 x +100 x +0 00 x Tooe 06

1296 1296 ° 1206

=255

1 4 12 2
Var(L) = 50002 x —— + 100 X —. 4 (=100)? x —22 ( 3300> _

1296 1296 1296 \ 1296
37700000 / 3300\*
1296 1296 )
37700000 x 1296 — 33002 48859200000 — 10890000
_ _ =9 2254
12962 1679616 9083, 0,22548

DP(L) = +/29083,0,22548 = 170,537

2. Encontre a esperanca, a varidncia e o desvio padrao da varidvel do exercicio resolvido 4 da

secao 1.3.
Solucao:
(®) 0x34+1x20+2x30+3x12+4x1 120 20
X X X X X
E(X) = = =2 —1,818182
66 66 11
02x3+12x204+22x30+32x12+42x1 20\% 264 400
Var(X) = _ () 22 2
66 11 66 121
_ 24 11-2400 504 84 0,694215 = DP(L) = Vel _ 0. 8331956
N 121 x 6 S 121x6 121 o1
(b)

E(X) = 0x0,104358 + 1 x 0,298166 + 2 x 0,340762 + 3 x 0,194721 + 4 x 0,055635
+5 x 0,006358
= 1,818182

Var(X) = 0% x0,104358 + 1% x 0,298166 + 2% x 0,340762 + 3% x 0,194721 +
+42 % 0,055635 4 5 x 0,006358 — (1,818182)°
= 1,157024 = DP(X) = 1,07565

Note que as esperancas sao iguais mas a variancia, no caso de extragoes sem reposicao,
¢ menor.
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1.7 Exercicios propostos do capitulo 1

Secoes 1.2 e 1.3

1. Considere uma urna contendo 3 bolas vermelhas e 5 pretas. Retire 3 bolas, sem reposicao, e
defina a v.a. X igual ao nimero de bolas pretas. Obtenha a fdp de X.

2. Repita o problema anterior, mas considerando extracoes com reposicao.

3. Suponha que uma moeda perfeita é lancada até que apareca cara pela primeira vez. Seja X
o nimero de lancamentos até que isso acontega. Obtenha a fungao de distribuigao (fdp) de
X. Repita o exercicio supondo que a probabilidade de cara é p, p # %

4. Uma moeda perfeita é lancada 4 vezes. Seja Y o nimero de caras obtidas. Obtenha a fdp de
Y.

5. Repita o problema anterior, considerando agora que a moeda ¢ viciada, sendo a probabilidade
de cara dada por p,0 < p < 1,p#1/2.

6. Generalize o problema 5, para n lancamentos da moeda.

7. Seja X uma v.a. cuja fdp é dada a seguir:

T -2 -1
px(@) [ 13 5

S
=]~ o
sl
Rl o
]y ~

(a) Calcule Pr(X? >9).
(b) Calcule Pr(| X | <2).

Secao 1.4

8. Suponha que a v.a. V tenha a seguinte distribuicao. Obtenha a fda de V' e faca seu gréfico.

v 0 1
pv(v) |p 1—p

9. Sabe-se que a v.a. X assume os valores 1,2 e 3 e que sua fda Fx (x) é tal que

Fx (1) — Fy (1-) =1/3
Fy (2) = Fx (2=) = 1/6 .
Fy (3) — Fx (3—) = 1/2

Obtenha a fdp de X, a fda e os respectivos gréficos.
Secao 1.5

10. No problema 1, obtenha a distribuicao das v.a. 3X e X2.
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11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

O tempo T, em minutos, necessario para um operdrio processar certa peca é uma v.a. com
fdp dada na tabela abaixo.

7 2 3 4 5 6 7
pr(t) 0,1 0,1 0,3 0,2 0,2 0,1

Para cada pega processada, o operdrio ganha um fixo de 2 u.m. (unidade monetéaria) mas,
se ele processa a peca em menos de 6 minutos, ganha 0,50 u.m. por cada minuto poupado.
Encontre a funcao de distribuigdo da v.a. G = quantia (em u.m.) ganha por pega.

Secao 1.6

Encontre a média e o desvio padrao da v.a. V do exercicio 8.

Encontre a média e o desvio padrao da v.a. GG do exercicio 11.

Seja. X com distribuicio dada na tabela abaixo. Calcule E (X). Considere a v.a. (X — a)?,

e calcule E (X — a)® para a = 0,1/4,1/2,3/4 e 1. Obtenha o grafico de ¢ (a) = E (X — a)’.
Para qual valor de a, g (a) ¢ minimo?

T 0 1 2
px(@) |5 7 3

Considere o lancamento de trés moedas e denote por K a ocorréncia de cara e por C a
ocorréncia de coroa. Se ocorre o evento CC'C', dizemos que temos uma seqiiéncia, ao passo
que se ocorre o evento CKC temos trés seqiiéncias. Defina a v.a. X = “nimero de caras

obtidas” e Y = “mimero de seqiiéncias obtidas”. Obtenha as distribuicoes de X e Y. Calcule
E(X),E(Y),Var(X) e Var(Y).

Um vendedor de equipamentos pesados pode visitar, num dia, um ou dois clientes, com
probabilidade de 1/3 e 2/3 respectivamente. De cada contato, pode resultar a venda de um
equipamento por 50.000 u.m. com probabilidade 1/10 ou nenhuma venda, com probabilidade
9/10. Indicando por Y o valor total de vendas didrias deste vendedor, escreva a funcao de
probabilidade de Y e calcule o valor total esperado de vendas didrias.

Calcule a média e a varidncia da v.a. Y definida nos problemas 4 e¢ 5

Exercicios complementares

As probabilidades de que haja 1,2,3,4 ou 5 pessoas em cada carro que se dirige ao Barra
Shopping em um sdbado sao, respectivamente, 0,05; 0,20; 0,40; 0,25 e 0,10. Qual o nimero
médio de pessoas por carro? Se chegam ao shopping 50 carros por hora, qual o nimero
esperado de pessoas no periodo de 13 as 18 horas?

Generalize o exercicio 14: se X é uma varidvel aleatéria, encontre o valor de a que minimiza
2 ~ .
E (X —a)”. Qual o valor da fungao nesse ponto de minimo?
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20. Na producao de uma pega sao empregadas 2 maquinas. A primeira ¢é utilizada para efetiva-
mente produzir as pegas e o custo de producao é de R$50,00 por peca. Das pegas produzidas
nessa maquina, 90% sao perfeitas. As pecas defeituosas sao colocadas na segunda maquina
para a tentativa de recuperacao. Nessa segunda mdquina o custo de producao é de R$25,00
mas apenas 60% das pecas sao de fato recuperadas. Cada peca perfeita é vendida por R$90,00
e cada peca defeituosa é vendida por R$20,00. Seja L o lucro por peca. Obtenha:

(a) a fungao de distribuigao de probabilidades de L;
(

)
b) a fungdo de distribuicdo acumulada de L;
(c) o lucro esperado por pega;

)

(d) a variancia do lucro.

21. Um jogador A paga R$5,00 a B e langa um dado. Se sair face 3, ganha R$20,00. Se sair faces
4.5, ou 6, perde. Se sair faces 1 ou 2, tem o direito de jogar novamente. Desta vez lanca 2
dados. Se sairem duas faces 6, ganha R$50,00. Se sair uma face 6, recebe o dinheiro de volta.
Nos demais casos, perde. Seja X o lucro liquido do jogador A nesse jogo.

(a) Calcule a funcao de distribuigdo de probabilidade de X.
(b) Calcule o lucro esperado do jogador A.
22. A Transportadora Yuki possui uma frota de quatro caminhoes de aluguel. Sabe-se que o

aluguel é feito por dia e que a distribuicao didria do nimero X de caminhoes alugados é a
seguinte:

T o 1 2 3 4
Pr(X =) | 0,10 0,20 0,30 0,30 0,10

Pede-se calcular:

(a) o nimero médio didrio de caminhoes alugados, bem como o desvio padrao;
(b) a média e o desvio padrao do lucro didrio, sabendo-se que:

e o valor do aluguel por dia é de R$300,00;

e a despesa total didria com manutencao de cada veiculo é de R$140,00 quando este
¢ alugado e de R$15,00 quando o veiculo nao é alugado.

23. A loteria Ligeirinha distribui prémios entre seus clientes da seguinte forma:

e 400 prémios de R$100,00;
e 50 prémios de R$200,00;
e 10 prémios de R$400,00.

Admitindo-se que em um concurso sejam emitidos e vendidos 10.000 bilhetes, qual o preco
justo a se pagar por um bilhete?
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24. Dois jogadores fazem uma aposta. O jogador A paga R$100,00 para o jogador B e lanca duas
moedas viciadas nao simultaneamente. A probabilidade de sair cara na primeira moeda é 0,3
e na segunda moeda ¢ 0,2. Se sair cara na primeira moeda, o jogador A tem o direito de
lancar a segunda moeda: se sair cara, ganha R$200,00 e se sair coroa, ganha R$100,00. Se
sair coroa na primeira moeda, A perde. Seja X o lucro do jogador A. Encontre a funcao de
distribuicao de probabilidade de X e o lucro esperado de A neste jogo.



Capitulo 2

Algumas distribuicoes discretas

2.1 Introducao
Considere as seguintes situagoes:

1. (a) Lanca-se uma moeda e observa-se o resultado obtido e (b) pergunta-se a um eleitor se ele
vai votar no candidato A ou B;

2. (a) Langa-se uma moeda n vezes e observa-se o nimero de caras obtidas e (b) de uma grande
populacao, extrai-se uma amostra de n eleitores e pergunta-se a cada um deles em qual dos
candidatos A ou B eles votarao e conta-se o nimero de votos do candidato A;

3. (a) De uma urna com P bolas vermelhas e ) bolas brancas, extraem-se n bolas sem reposi¢ao
e conta~se o nimero de bolas brancas e (b) de uma populacdo com P pessoas a favor do
candidato A e () pessoas a favor do candidato B, extrai-se uma amostra de tamanho n sem
reposicao e conta-se o nimero de pessoas a favor do candidato A.

Em cada uma das situagoes, os experimentos citados tém algo em comum: em um certo sentido,
temos a “mesma situacao” mas em contextos diferentes. Por exemplo, na situagao 1, cada um dos
experimentos tem dois resultados possiveis e observamos o resultado obtido. Na situacao 3, temos
uma populacao dividida em duas categorias e dela extraimos uma amostra sem reposicao; o interesse
estd no nimero de elementos de uma determinada categoria.

Na prética, existem muitas outras situagoes que podem se “encaixar” nos modelos acima e
mesmo em outros modelos. O que veremos nesse capitulo sao alguns modelos de varidveis aleatérias
discretas que podem descrever situacoes como as listadas acima. Nesse contexto, um modelo serd
definido por uma varidvel aleatéria e sua funcao de distribuicao de probabilidade, explicitando-se
claramente as hipdteses de validade. De posse desses elementos, poderemos analisar diferentes
situagoes praticas para tentar “encaixé-las” em algum dos modelos dados.

Nesse capitulo serao descritas as distribuicoes de probabilidade discretas mais usuais. A intro-
dugao de cada uma delas serd feita através de um exemplo clédssico (moeda, urna, baralho, etc.) e em
seguida serao explicitadas as caracteristicas do experimento. Tais caracteristicas sao a ferramenta
necessdria para sabermos qual modelo se aplica a uma determinada situacao préatica. Definida
a distribuicao, calculam-se a média e a varidncia. Na tltima secao do capitulo sao apresentados
alguns resultados de cédlculo utilizados na obtencao de tais férmulas.

33
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2.2 Distribuicao de Bernoulli

2.2.1 Definicao

Considere o lancamento de uma moeda. A caracteristica desse experimento aleatério é que ele
possui apenas dois resultados possiveis. Uma situacao andloga surge quando da extragao da carta
de um baralho, onde o interesse estd apenas na cor (preta ou vermelha) da carta sorteada.
)

Um experimento de Bernoulli € um experimento aleatorio com apenas dois resultados possiveis;
por convencao, um deles é chamado “sucesso” e o outro “fracasso”.

A distribuicao de Bernoulli é a distribuicdo de uma v.a. X associada a um experimento de
Bernoulli, onde se define X = 1 se ocorre sucesso e X = 0 se ocorre fracasso. Chamando de p a

9

probabilidade de sucesso (0 < p < 1), a distribui¢ao de Bernoulli é:

T 0 1

Pr(X=z)|1-p p (2.1)

Obviamente, as condicoes definidoras de uma fdp sao satisfeitas, uma vez que p > 0,1 —p > 0 e
p+(1—p) = 1. O valor de p ¢ o tinico valor que precisamos conhecer para determinar completamente
a distribuicao; ele é, entao, chamado pardmetro da distribuicao de Bernoulli. Vamos denotar a
distribuigao de Bernoulli com parametro p por Bern(p).

A funcao de distribuicao acumulada é dada por:

0 sex <0
Fx(z)=¢ 1—p se0<z<1
1 sex >1

Na figura 2.1 temos os graficos da fdp e da fda de uma distribuicao de Bernoulli.

Figura 2.1: Distribuicao de Bernoulli com parametro p

FDP da Bern(p) FDA da Bern(p)

1-p

1P el
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2.2.2 Esperancga

Seja X ~ Bern(p) (1é-se: a varidvel aleatéria X tem distribui¢do de Bernoulli com parémetro p).
Entao, E(X) =0 x (1 —p)+ 1 x p. Logo,

X ~ Bern(p) = EX)=p (2.2)

2.2.3 Variancia

Seja X ~ Bern(p). Entao,
E(X*) =0"x (1=p)+ 1" xp= E(X?) =p= Var(X) =p—p’

Logo,
X ~ Bern(p) = Var(X)=p(l-p) (2.3)

2.3 Distribuicao (Geométrica

2.3.1 Definicao

Considere a situacao descrita no exercicio 3 do capitulo 1: uma moeda com probabilidade p de cara é
lancada até que apareca cara pela primeira vez. Como visto, tal experimento gera uma v.a. discreta
X = “mimero de repeticoes necessarias até a ocorréncia da primeira cara” com infinitos valores.
Essa é uma situacao onde é impossivel encontrar algum paralelo na pratica; no entanto, o “infinito”
na prética, em geral, é substituido por um “valor muito grande”. Considere uma populagao muito
grande onde p% das pessoas sofrem de uma doenca desconhecida. Precisa-se encontrar uma pessoa
portadora da doenga para que os médicos possam estudd-la. Quantas pessoas teremos que examinar
até encontrar uma portadora? Em ambas as situagoes, cada repetigdo do experimento (lancamento
da moeda ou exame de uma pessoa) tem dois resultados possiveis (cara ou coroa e Portadora ou
nao protadora da doenca), ou seja, temos experimentos de Bernoulli.

Consideremos repeti¢oes independentes de um experimento de Bernoulli com pardmetro p. Va-
mos definir a seguinte v.a. associada a esse experimento aleatério:

X = nimero de repeticoes necessdrias para a obtencao do primeiro sucesso (2.4)

Os valores possiveis de X sdo 1 (primeiro sucesso na primeira repeti¢ao), 2 (primeiro sucesso na
segunda repetigao e, portanto fracasso na primeira), 3 (primeiro sucesso na terceira repeticao e,
portanto, fracasso nas duas primeiras), etc. Esse é um exemplo de v.a. discreta onde o espago
amostral, enumerdvel, é infinito.

Para calcular a probabilidade de X = k, k£ = 1,2,3,..., devemos notar que tal evento corre-
sponde a ocorréncia de fracassos nas k — 1 primeiras repeticoes e sucesso na k-ésima repeticao.
Denotando por F; e S; a ocorréncia de fracasso e sucesso na i-ésima repetigao respectivamente,
temos a seguinte equivaléncia de eventos:

{X=k}={FNnFkKN---NF,_1 NS}
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Como as repeticoes sao independentes, segue que

Pr(X=%k) = Pr(FiNEN---NF,_1NS;) =Pr(F) xPr(Fy) X xPr(Fr_1) X Pr(Sg) =
= (I=-p)x(A—=p)x---x(1=p)xp

ou seja,
Pr(X=k=(1-p"'p k=123, (2.5)

Dizemos que X tem distribuicao geométrica com pardémetro p (o tinico valor necessario para especi-
ficar completamente a fdp) e vamos representar tal fato por X ~ Geom(p).

As caracteristicas definidoras desse modelo sao: (i) repeti¢oes de um mesmo experimento de
Bernoulli, o que significa que em todas elas a probabilidade de sucesso (e, portanto, de fracasso)
¢ a mesma e (ii) as repetigoes sdo independentes. No caso do langamento de uma moeda essas
hipéteses sao bastante plausiveis mas no caso da doenga a hipétese de independéncia pode nao ser
satisfeita; por exemplo, pode haver um componente de hereditariedade.

Para mostrar que (2.5) realmente define uma fdp, temos que mostrar que a soma das proba-
bilidades, isto ¢, a probabilidade do espago amostral é 1 (obviamente, Pr(X = k) > 0). Para isso
vamos usar o seguinte resultado sobre séries geométricas!:

. 1
Zak:— se 0 <|a|] <1 (2.6)
1—a
k=0
Temos que:
Y Pr(X=k)=> (1-pfp=p> (1-pF"
k=1 k=1 k=1
Fazendo j =k — 1, temosque k =1=j =0e k= o0 = j = oo. Portanto,
D Pr(X=k)=p> (1-p)
k=1 =0
Usando (2.6), obtém-se que:
S et g 1
— 1-(1-p)

2.3.2 Esperanca

E(X)=Y kPr(X =k => kp(l—p"=p> k(1—p)""

Fazendo a mudanca de varidvel k —1 = j, resultaque k= j+1, k=1=j=0ek =00 = j = 0.
Logo,

B =p3 G+ D1~ )

INa tltima secdo sdo apresentados esse e outros resultados de cdlculo, que serdo usados para demonstrar pro-
priedades de algumas distribuigoes discretas de probabilidade.
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Usando o resultado (2.37) da sec¢@o 2.8 com 7 = 1 — p, obtemos que:

1 D

P = T
Logo, .
X ~ Geom(p) = E(X) p (2.7)

2.3.3 Variancia

Para calcular a variancia, temos que calcular E(X?). Por definigao,

E(X?) = Zk2 (1—p pi —k+k)(1-prt=
= pZ(kQ—k) (1—p)’f*1+p2k(1—p)k*1
= pY k(k—1A-p* " +p> k(1 —p*

No primeiro somatdério, a parcela correspondente a k = 1 € nula, logo, podemos escrever (note o
indice do somatério!):

E(X?) = pY_ k(k=1D)(1—=p)*2(1=p)+ > kp(1—p)"" =

= p(1—p) > k(=11 —p)* >+ kp(1 —p)

O segundo somatério é a esperanga da distribuicao geométrica com parametro p; logo, ele é igual
a ]19. Fazendo a mudanca de varidvel k£ — 2 = j no primeiro somatoério, resulta que

B(X?) = p(1 - )’ o+axy+mu—py+%

<.

Usando os resultados (2.39) da segao 2.8 com 7 = 1 — p, obtemos que:

N 21
OO =

20—p) 1 2—-2p+p 2-p
7 t—= 2 -T2
p b ¥4 b

Segue que:

Logo,

(2.8)
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2.3.4 Exercicios resolvidos

1. Um atirador acerta na mosca do alvo, 20% dos tiros. Qual a probabilidade de ele acertar na
mosca pela primeira vez no 10¢ tiro?

Solugao:

Podemos pensar os tiros como experimentos independentes de Bernoulli (acerta ou nao ac-
erta). A probabilidade de sucesso (acertar no alvo) é p = 0, 20. Estamos querendo o nimero de

tiros até o primeiro acerto e calcular a probabilidade desse nimero ser 10. Seja X = nimero
de tiros até primeiro acerto. Entao, X ~ Geom(0,20) e Pr (X = 10) = 0,87 x 0,2 = 0,02684.

2. Joga-se um dado equilibrado. Qual é a probabilidade de serem necessérios 10 langamentos
até a primeira ocorréncia de um seis?

Solucao:

Nesse caso, sucesso é a ocorréncia de face seis. Logo, Pr(sucesso) = p = % e Pr(fracasso) =
1—p= %. Seja X = nimero de lancamentos até primeiro seis. Entao, X ~ geom (l) eo

6
problema pede Pr (X = 10) = (%)9 (%) =0, 03230.

2.4 Distribuicao binomial negativa

2.4.1 Definicao

Consideremos novamente repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli com probabi-
lidade p de sucesso. Vamos considerar agora uma generalizacao da v.a. geométrica, no seguinte
sentido:

X = nimero de repetigoes necessdrias até a obtengao do r-ésimo sucesso, r > 1 (2.9)

Note que r = 1 é a geométrica.

Para definir os possiveis valores de X, devemos notar que para ter r sucessos, sa0 necessarios
no minimo r repetigoes. Logo, os possiveis valores de X sao r,r + 1,7+ 2,.... O evento X = k
indica que foram necessérias k repeticoes para obter r sucessos e, portanto, k — r fracassos. Pela
definicao da varidvel, a tltima repeti¢ao resultou em sucesso e os outros r — 1 sucessos podem estar
em quaisquer das k — 1 posigoes restantes (ver figura 2.2).

Uma seqiiéncia possivel de resultados é ter os » — 1 sucessos nas primeiras posicoes, os k —
fracassos nas posigoes seguintes e o tltimo sucesso na iltima posigao: Sy...S,_1F.... Fx_15;. A
probabilidade de tal seqiiéncia é dada pelo produto das probabilidades, ja que as repeticoes sao
independentes, isto é:

Pr(Sin...nSinNE.N...F1NSy) =
= Pr(S)) x -+ xXPr(S,_1) x Pr(F,) x -+ x Pr(Fj_1) x Pr(Sy)
r k—
= px-xpx(l=p)x--x(1=p)xp=p"(1-p)"
Mas existem (fj) maneiras de arrumar r — 1 sucessos em k — 1 posicoes e as seqiiéncias resul-
tantes tém todas a probabilidade acima. Como elas constituem eventos mutuamente exclusivos, a
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Figura 2.2: ITlustragao do evento {X = k} para a v.a. binomial negativa

k-1 repeticoes
r-1 sucessos

v

A

v

A

k repeticOes

probabilidade da unido delas, que é Pr (X = k), é a soma das probabilidades, ou seja:
Pr(X=k=p Q-p) " +p (1-p" "+ +p (1-p""

onde o nimero de parcelas é (fj) Logo

Pr(X =k) = ( )p’“(l —p)fFr k> (2.10)

Essa distribuicao, caracterizada pelos parametros r e p, é chamada distribuicao binomial negativa,
também conhecida como distribuicao de Pascal. Se X tem tal distribuigao, vamos representar tal
fato por X ~ BinNeg(r,p).

Como Pr (X = k) > 0, para mostrar que (2.10) realmente define uma fdp, fica faltando mostrar

que
kz:;Pr(X =k)= Z (l::i)pr(l —p)F =1

k=r

Fazendo k —r = j, temos que k =r = j=0e k =r+ j. Logo
= — (r+j—1 : —(r—1+j :
P - = " — J = 4 — J
> Pr(X =k) Z( - )p(l Py =1, ( .1 )d=p)
k=r 7=0 7=0
Usando o resultado dado na equagao (2.42) da segdo 2.8 com k =7 — 1 e r =1 — p, obtemos que:

- 1
E Pr(X =Fk)=p" x =1
k=r

1-(1-p)
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2.4.2 Esperancga

40

Por definicao, e usando a mesma mudanca de varidvel usada anteriormente, temos que

E(X)

2

k=r

k-1 r k—r _ r
k(r_l)p (1=p)" " =p

. T°° r—1+j .
+1p ( 1 )(1—19)]:
= N "

e}

> G+r)

J=0

(3 Ja-w

(por 2.42)

(2.11)

Vamos calcular esse somatério. A primeira observagao é que, quando j = 0, a parcela correspon-
dente no somatorio é nula; logo, podemos comegar o somatério de j = 1, ou seja:

Z]( o )(1 p)y = Z]( L )a=p=
Jj=0 j=1
= (r—1+j)! .
= X 1—p)
;J o1+ it P
— . (r—1+4j) j
; oo Y
S (r—1+j) ~
= = (1= p)
= r=DYG-1)
Como j # 0, podemos dividir por j, o que resulta na simplificagao:
>, r—l—i—j) = (rj—1) — _(r+j-1) -1
j (1-p) = 1-pf=Q1-p 7(1—p)
; ( r—1 ;(7‘—1)(]—1) ; r—=1I( - 1!
Fazendo j — 1 = n, obtemos:
N (r—1+j =\ (r+n)
1—-p)f = (1 1—p)" =
Zj< r—1 >( ) ( p);(r—l)!n!< )

S Ve R
= r(1-p))_ (TTTRT)!(l —p)"
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Usando novamente o resultado (2.42) da se¢ao 2.8 com r =1 —p e k = r, otém-se que:

> ,7"—1+j> 1 r(1—p)
i( (1=p) = (1 —p) x = 212
; r—1 1-(-p "
Substituindo em (2.11), obtemos que:
1- 1-
E(X):prxr<pr+lp)_’_7n_’r< p p>+7"

Logo,

X ~ BinNeg(r,p) = E(X) = (2.13)

p
2.4.3 Variancia

Vamos calcular F(X?). Como antes, vamos usar a mudanga de varidvel k —r = j.

B = 38 (k - i)p’”u -p) =

k=r
TOO 2 7’—|—j 1 j
— 1— J =
w3 Ge(" T T -
7=0
= p;r +2rj + 42 ( r_1 )(1—p)3—

_ Z;(T_HJ) +2sz< H]) +p2j( 1+]><1—p)j

Usando os resultados (2.42) da se¢do 2.8 com k =7 —1er =1— p e (2.12) anterior, temos que:

1 r(1—p) 2, (r—147 ,
E(X% = rp" x +2rp” x +p" j2( 1—p)(2.14
( ) [1 _ (1 _ p)]?“*]:i»]. pr+1 ]ZO r— 1 ( ) ( )
2r2(1 — p) 2 (r—147 A
e se( o
22— 1% = o (T — 1+ i
=0 S (e LR 215)
j=0

De modo andlogo, esse somatoério é calculado, notando inicialmente que, quando j = 0, a parcela
do somatério é nula; logo,
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N j = r—14j)! ;
Z;j( T—1]>(1_p) - Z_:j X(T—l)'((r—1+j)—r+1)!(1_p)

j=1 '

_ ZJQX (r—1+j)! )!<1_p)j:

Fazendo j — 1 = n, obtemos que:

Z]a(?”;iifj)(l_p)ﬂ‘ - (1—p)2(n+1)%(1—p)"=

42

2 2 r— 1)l
S SRR IR
= r(1-p) Z%”<TTT 7)‘0 —p)"+r(1—p) 2 <T;n?)!(1 —-p)" =
- r<1—p)nén(””)u—p)wr(l—p)n_o (") a-ar

Usando o resultado (2.12) com r no lugar de  — 1 e o resultado (2.42) da segao 2.8, obtemos:

S (I )amn = e SR ¢ e

j=0 r—1 prt? [1—(1 —p)]rﬂ
(A =p*r+1)  (1-pr
- pr+2 pr+1
A =2p+p)(*+7)+pr(l —p)
_ e _

r2 = 2pr® + p*r? + 1 — 2pr 4+ pPr +pr—p’r
pr+2 -

r2 —2pr? +p*rt 41 —pr
pr+2

Substituindo em (2.15), obtemos que:
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Logo,

ou

22 — 2 r2 = 2pr2 +p*r2 +1r —opr
P pr+2

2r2 —r2p N r2 —2pr? +p*r? 4 r —pr
p P>
2T2p — r2p2 +r2— 2p7“2 + p27‘2 +7r—pr

p2

r2+7"—pr
P2

r2+r—opr N\ 24 —pr—r2

X ~ BinNeg(r,p) = Var(X) = ——= (2.16)

2.4.4 Exercicios resolvidos

1.

2.5

Joga-se um dado equilibrado. Qual é a probabilidade de serem necessarios 10 lancamentos
até a terceira ocorréncia de um seis?

Solugao:

Nesse caso, sucesso € a ocorréncia de face seis. Logo, Pr(sucesso) = p = % e Pr(fracasso) =
5

1 —p= 5. Seja X = nimero de lancamentos até terceiro seis. Entao, X ~ BinNeg (3; é) e

o problema pede Pr (X = 10) = (g) (%)7 (%)3 = 0,046514.

. Deseja-se produzir 5 pecas boas, em uma mdquina que da 20% de pecas defeituosas. Qual é

a probabilidade de ser necessério fabricar 8 pecas para se conseguir as 5 pecas boas?
Solugao:

Seja X = nimero de pegas fabricadas até a obtengao de 5 boas (sucesso). Temos que Pr(peca
boa) = 0,80 e Pr(pega defeituosa) = 0,20. Logo, X ~ BinNeg (5;0,80). O problema pede
Pr(X =8) = (1) (0,80)" (0,20)° = 0,0917504.

Distribuicao Binomial

2.5.1 Definicao

Consideremos n repetigdes independentes de um experimento de Bernoulli com parametro p (pense

em n

lancamentos de uma moeda com probabilidade p de cara). Vamos definir a seguinte v.a.

associada a este experimento:

X = nimero de sucessos obtidos nas n repeticoes (2.17)



CAPITULO 2. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS 44

Lembre-se que vocé encontrou esta situacao no exercicio 5 do capitulo 1. Os valores possiveis
de X sdo 0 (s6 ocorrem fracassos), 1 (ocorre apenas 1 sucesso), 2 (ocorrem 2 sucessos), ... , n
(ocorrem apenas sucessos). Vamos calcular a probabilidade de X = k, onde k = 0,1,2,...,n. O
evento X = k equivale a ocorréncia de k sucessos e n — k fracassos. Consideremos uma situagao
especifica: as k primeiras repeticoes sao “sucesso”. Como as repeticoes sao independentes, temos a
probabilidade da intersecao de eventos independentes; logo,
Pr(Sin...NSyNFN...NEF,) =Pr(S)) x -+ xPr(Sg) X Pr(Fiy1) X - x Pr(F,) =
= pxpx-xpx(1=p)x (1=p)x-x(1=p =p"1-p)""
Mas essa é uma ordenacao especifica, onde os sucessos sao os primeiros resultados. Na verdade, os k

sucessos podem estar em qualquer posicao e ainda teremos X = k. O nimero de maneiras possiveis
de obter k sucessos em n repeticoes nada mais é que o nimero de combinagoes de n elementos

tomados £ a k, ou seja, i) Como cada uma dessas maneiras tem a mesma probabilidade acima
e elas sao eventos mutuamente exclusivos, resulta que

Pr(X =k)=p"1—p)" " +p*Q—p)" F 4+ +p"1—p)*

onde o nimero de parcelas é (Z) Logo

Pr(X = k) = (Z)pk(l—p)"k E=0,12,....n (2.18)

Essa é a distribuicao binomial; note que para determind-la precisamos conhecer os valores de n e
p, que sao os parametros da distribuigdo. Vamos usar a seguinte notacao: X ~ bin(n;p).

Note que na distribui¢ao binomial, o nimero de lancamentos é fixo e o nimero de sucessos é
a varidvel de interesse; note o contraste com a distribuicao binomial negativa onde o nimero de
langamentos é varidvel e o nimero de sucessos é um nimero fixo (pré-determinado).

Para mostrar que (2.18) realmente define uma fdp falta mostrar que

EW:PI(X =k)=1
k=0

ja que, obviamente, Pr(X = k) > 0. De fato: o teorema do binémio de Newton nos diz que, se z e
Y sa0 numeros reais e n € um inteiro positivo, entao

(z+y)" = Zn: (Z) atyn k. (2.19)

k=0

Fazendo x = p ey =1—pem (2.19), obtém-se:

p+(1—-p"=1"=1=>" (Z)pk(l —p)" =) Pr(X =k)

0 que prova o resultado.
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2.5.2 Esperanca

E(X) = ZkPr(X:k): k<Z>pk<1_p)n—k:

- n! k n—k
— B ———S——u 1—
;kk!(n—k)!p (1=p)

Quando k = 0, a parcela correspondente no somatorio ¢ nula. Logo, podemos escrever (note o
indice do somatério!):

- n! k n—k . n! k n—k
E(X)Z;kmp (1—p) Z;kk<k_1)!(n_k)!p (1—p)

e como k # 0, podemos fazer a divisao, o que resulta na simplificagao

n n

n! & S n(n—1)! b1 S
BX) = Z(k—l)!(n—k}!p (1=p) :Z(k—g)!(nik)!(pxz) )1 —p)"" =

k=1
- n—1)! 1 . " /n—1 1 ek
0 2 T U ID M (SR El LR

Fazendo j =k —1,temosque k=7+1,k=1=j=0ek=n=j=n—1. Logo,

E(X) = ”P§ (n J_ 1>pj (1—p)" "

Mas nesse somatério temos as probabilidades de uma distribuigdo binomial com parametros (n—1)
e p; como estamos somando as probabilidades de todos os pontos do espaco amostral, segue que
esse somatorio é igual a 1 (note que essa é a expressao do bindémio de Newton para (z +y)"~* com
xr=pey=1-—p) e, portanto,

X ~bin(n,p) = FE(X)=np (2.20)

2.5.3 Variancia

Vamos calcular F (X?). Usando raciocinio andlogo ao usado no célculo da esperanga, temos que:
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~ (1) & . K n—k
E(X?) = kz_;H(k)p (1-p) =z_:k: WP =)=
. n! k n—~k
= ;kzk(k—l)!(n—k)!p (1=p)"" =
- n! k n—~k
= ;k(k—l)!(n—k)!p (1=p)"" =

n

n(n—1)! o1 ek
- Zk(k ( 1)_k)!(po J1-p)" "=

P —D!'(n
u n—1)! el ek
= np;k(k _(1)!(n)_ i =p)T =
1 n—1)0 . it
. np;uH)],(fl_jjl),p]u—p)

n—1
= Y e = P (1=p)" J+npz 1) e (L—p)" ' =

=it —=1-7) n—l—J)
= anj(ngl)pj(l—p)"_l_j+an(nj_. )pi(l—p)”_l_j
j=0 Jj=0

Mas o primeiro somatdério é a esperanga de uma binomial com parametros (n — 1) e p; portanto,
pelo resultado (2.20), é igual a (n — 1) p. J4 o segundo somatério é a soma das probabilidades dos
valores de uma binomial com esses mesmos parametros (ou binémio de Newton); logo, ¢ igual a 1.
Segue, entao, que

E(X?) =np[(n—1)p+1] =np* —np® + np

e, portanto,
Var (X) = n?p* — np? +np — (np)2 = np — np?

ou seja,
X ~bin(n,p) = Var(X)=np(l—-p) (2.21)

2.5.4 Exercicios resolvidos

1. Um atirador acerta na mosca do alvo, 20% dos tiros. Se ele d4 10 tiros, qual a probabilidade
de ele acertar na mosca no méximo 1 vez?

Solucao:
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Podemos pensar os tiros como experimentos de Bernoulli independentes, onde a probabilidade
de sucesso é 0,20. Entao, o problema pede Pr(X < 1), onde X = nidmero de acertos em 10
tiros. Logo, X ~ bin(10;0,20) e

10

Pr(X < 1) = Pr(X = 0)4Pr(X = 1) = (O

) (0,20)° (0,80)"+ (110) (0,20)" (0,80)" = 0, 37581

2. Dois adversarios A e B disputam uma série de 8 partidas de um determinado jogo. A proba-
bilidade de A ganhar uma partida é 0,6 e nao hd empate. Qual é a probabilidade de A ganhar
a série?
Solugao:
Note que s6 podem ocorrer vitérias ou derrotas, o que significa que temos repeticoes de um
experimento de Bernoulli com probabilidade 0,6 de sucesso (vitéria). Assumindo a inde-

pendéncia das provas, se definimos X = numero de vitérias de A, entdo X ~ bin(8;0,6) e o
problema pede Pr (X > 5), isto ¢ A ganha mais partidas que B.

Pr(X >5) = Pr(X—5 )+Pr(X = +PrX—7)+Pr(X 8) =
= (§)< () %(0,4) 2+(§) (0,6)7(0,4)1+(2) (0,6)%(0,4)° =
= 0,5940864

3. Joga-se uma moeda nao viciada. Qual é a probabilidade de serem obtidas 5 caras antes de 3
coroas?

Solugao:

Vamos definir sucesso = cara e fracasso = coroa. Entao, Pr(sucesso) = Pr(fracasso) = 0,5
e temos repetigoes de um experimento de Bernoulli. A ocorréncia de 5 sucessos antes de 3
fracassos s6 é possivel se nas 7 primeiras repeticoes tivermos pelo menos 5 sucessos. Seja,
entdo, X = ndmero de sucessos em 7 repeti¢oes. Logo, X ~ bin(7;0,5) e o problema pede
Pr(X >5).

Pr(X>5) = Pr(X=>5)+Pr(X=6)+Pr(X=7)=

= (;) (0,5) + (g) (0,5)" + (Z) (0,5)" =

= 0,2265625

2.6 Distribuicao hipergeomeétrica

2.6.1 Definicao

Considere os exercicios resolvidos 4 e 5 da se¢ao 1.2: de uma urna com bolas de duas cores, extralfam-
se 5 bolas sem reposicao. Tais exercicios podem ser encaixados na seguinte situacao: considere uma
populagao de tamanho N (a urna com as bolas) dividida em 2 classes (duas cores), uma composta
de r “sucessos” e a outra composta de N — r “fracassos”. Dessa populacao, vamos extrair uma
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Figura 2.3: Ilustragao do experimento definidor da v.a. hipergeométrica

r Sucessos

N-r Fracassos

amostra de tamanho n sem reposicao, o que, no caso de uma urna, equivale também a retirar as n
bolas simultaneamente (ver figura 2.3).

Vamos considerar a seguinte v.a. para esse experimento:

X = numero de sucessos em uma amostra retirada sem reposigao.

Valores possiveis de X

Para determinar os valores possiveis de X, vamos considerar o problema em termos da urna com
bolas verdes (Sucessos) e brancas (Fracassos), s6 para facilitar. Entdo, temos que considerar as
seguintes situagoes:

e Se eu tiver bolas suficientes de ambas as cores (sucessos e fracassos), isto ¢, se r > n e
N —r > n (exercicio 4), entdo os possiveis valores de X variam de 0 (todas as bolas na
amostra podem ser brancas, fracassos) a n (todas as bolas na amostra podem ser verdes,
SuCessos).

e Se eu nao tiver bolas brancas suficientes (fracassos), isto ¢, se N —r < n (exercicio 5), entao
eu terei que ter pelo menos n — (N — r) bolas verdes (sucessos) na amostra. Juntando esse
resultado com a observacao anterior, conclui-se que o valor minimo de X ¢é

max {0,n — (N —7)}

llustrando: N =6, r=4en=3: N —r =2 < 3; como s6 hd duas bolas brancas, eu tenho
que ter pelo menos 1 bola verde na amostra, isto é, o valor minimo de X é 1 = max {0,3 — 2}.

7

e Se eu nao tiver bolas verdes suficientes (sucessos), isto é, se r < n (exercicio 5), entao o
maximo de bolas brancas na amostra serd r. Juntando esse resultado com o resultado da
primeira observacgao, conclui-se que o valor maximo de X é

min {n, r}
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[lustrando: N =6, r = 2 e n = 3; como s6 hd duas bolas verdes, o nimero méximo possivel
de bolas brancas na amostra ¢ 2 = min {3, 2} .

Cailculo das probabilidades
O nimero total de amostras de tamanho n que podem ser extraidas de uma populagao de tamanho
.., (N . . , .
N, sem reposicao, é (note que isso equivale ao nimero de subconjuntos de tamanho n do
n

conjunto universo de tamanho N).

Consideremos inicialmente a situagao em que existem bolas suficientes de ambas as cores, isto
é,r>neN—r >n. A presenga de k bolas verdes (sucessos) na amostra implica na presenga
N —r

r
de n — k bolas brancas (fracassos) e o nimero de tais amostras é ( k) X ( k)’ pelo principio

fundamental da multiplicacao. Logo,

Pr(X =k) = (Z) Cj:g) (2.22)

N
(%)
e nesse caso, os valores de k vao de 0 a n.
Consideremos agora a situacao em que nao ha bolas verdes suficientes, isto é, r < n. Entao, os
valores de k entre r + 1 e n ndo podem ocorrer. Mas, o termo no numerador em (2.22) pode ser
reescrito como

r rx(r=1)x---x(r—k+1)(r—-kKk! rx@Fr—-1)x---x(r—k+1)
(1)~

K (r— k)| - k!

e para esses valores impossiveis de k, isto é, K > r + 1, o tltimo termo no produtério é negativo, o
que significa que algum termo anterior é zero e, portanto, o produto no numerador se anula.

De forma ansloga, se ndo ha bolas brancas suficientes (fracassos), isto é, N — r < n, os valores
de k entre 0 e [n — (N — r) + 1] ndo podem ocorrer. Mas

n—k) (n—FEk)'[N—r—(n—Kk)! B
(N=7r)X(N=r—1)x--+X[N—=r—(n—Fk)+1)]

(n—k)!

(N—r)  N=r)x(N=r—-1)x---x[N=r—mn—k +1)][N—r—(n—Fk)]

e para qualquer desses valores impossiveis o tltimo termo no produtério do numerador é negativo,
o que significa que algum termo anterior é nulo e, portanto, o numerador é zero.
Entao, se estabelecemos a convencao de que

(W)zO sej>m
J

podemos trabalhar com o espago amostral S = {0,...,n} e probabilidades definidas por (2.22),
uma vez que isso equivale a associar probabilidades nulas aos eventos impossiveis.
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Resumindo, a funcao de distribuicao da varidvel aleatéria X é dada por

- WG o

(%)

Essa é a distribui¢ao hipergeométrica com parametros N, r e n. Notacao: X ~ hiper(N,r,n).

Verificagao das condicoes definidoras de uma fdp

Para provar que (2.23) realmente define uma fungao de distribuigdo de probabilidade, note inicial-
mente que Pr (X = k) > 0. Temos que provar que a probabilidade do espago amostral ¢ 1, isto é,
que >, Pr(X = k) = 1. No caso da distribuicao hipergeométrica, provar esse resultado equivale a

provar que n
; (D (Jnv—_ /:) N @Z) (2.24)

Para isso, recordemos o teorema do binémio de Newton que estabelece que
n -~ n i
(+y)" =) (j)x”y ! (2.25)
§=0

e notemos a igualdade
1+z) Q1+ =1+2)" (2.26)

Para provar o resultado (2.24), vamos calcular os coeficientes de ™ em ambos os termos da igualdade
(2.26). Esses coeficientes tém que ser iguais!
Por (2.25), a expressao do lado direito de (2.26) é

(1+z)Y = ﬁ; (]DxNj

e, portanto, o coeficiente de " é obtido fazendo N — j =n = j = N —n, ou seja, o coeficiente de
a™ é (ver relacdo das combinagbes complementares na segao 77):

(20-0)

No lado esquerdo de (2.26), a poténcia 2" decorre da multiplicacdo de z*, vindo do primeiro
termo (1 + )", por "%, vindo do segundo termo (1 + z)V ™" .

(1+2)" = ; (Z) z"

Logo, o coeficiente de 2* é obtido fazendo r — j = k = j = r — k, ou seja, o coeficiente ¢

(5= ()
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)Nfr

Analogamente, o coeficiente de "% em (1 + é obtido fazendon —k =N —r—j = j =

(N —r) — (n—k), ou seja, o coeficiente é
N —r _(N-—r
N—-r—(mn—-k/) \n—k

r\ (N —r . .
Sendo assim, os coeficientes de zF2"* sdo k:> < /{;)’ k=0,...,n, o que implica que o
er _—

coeficiente de 2™ no lado esquerdo de (2.26) é
" (r\ (N —-r
2.28
> ()0 o2
k=0
Por (2.26), os coeficientes dados em (2.27) e (2.28) tém que ser iguais. Igualando-os, obtemos o

resultado desejado dado em (2.24).

2.6.2 Esperanca

E(X) = Y k;(]:> Cj:lz) - 1) Y k;(r> (N_T) —  (note o fdice)

— (N) <N kJ\n—k
- 7 ; g ioi)!_(?!— Bl <]nv—_ 12) = (porque k #0)
_r u (r—1)! <J;f_—]:>: G=k—1)

)

Logo,
X ~ hiper(N,r,n) = FE(X)=n— (2.29)
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2.6.3 Variancia

Vamos calcular E(X?).

r\ (N —r
E(X?) = i 12 (/€> (n — k’> _ (;{) kn; k2 (;) (g:;) = (note o indice)
- ﬁ ,:1 k2k(k i(g)T(i)!— k)l (g—_ /: ) -

_ T k (r— 1) ' (]Z__]:) = (porque k # 0)

( |
Syl ) 500
oD e, CCNEY) ¢ (f)((fv {fﬁ)

+
N , N -1 ,
]:O J
n n—1
Mas o primeiro somatério é a esperanca de uma hipergeométrica com parametros N—1,n—1er—1
e o segundo somatoério é a soma das probabilidades no espago amostral de uma hipergeométrica
com 0s mesmos parametros. Segue, entao, que

—_

Il
=)

E(X?) = @l(nl)r_l +1| =

R

_m m—1)(r—-1)+N-1
N N -1
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e, portanto,
m (n—1)(r—-1)+N-1 n??
X — h— — =
Var (X) N>< N1 e
_m Nnr—nN —Nr+ N+ N?>—N—Nnr+nr]
N N (N —1) B
r N(N—n)—r(N—n)
= n—
N N(N—1)
ou seja,

r N—rN-—-n
hiper(N,r,n) = Var(X) NN N1

(2.30)

2.6.4 Distribuicao binomial versus distribuicao hipergeométrica

Vamos fazer agora algumas comparacoes entre as distribuicoes binomial e hipergeométrica. Colo-
cando ambas em termos de extragoes de bolas verdes de uma urna com bolas verdes e brancas,
a binomial equivale a extracoes independentes com reposicao. Note que, repondo as bolas, a
probabilidade de sucesso (isto é, bola verde) permanece constante ao longo das extragdes. J& a
hipergeométrica corresponde a extragoes sem reposicao.

A esperanca da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pela probabilidade de

. r r
sucesso; em termos da urna, a probabilidade de sucesso é — e, portanto, a esperanca é n—. Na
hipergeométrica, a esperanca também é o produto do tamanho da amostra pela probabilidade de

sucesso, probabilidade essa tomada apenas na primeira extracao.

A variancia da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pelas probabilidades de
N—r

- . T . L
sucesso e fracasso. Em termos de urna, essas probabilidades sao — e . Na hipergeométrica,

considerando apenas a primeira extracao, a varidncia é igual a esse produto, mas corrigido pelo
N—n
N-1
Em pesquisas estatisticas por amostragem, normalmente lidamos com amostragem sem reposi¢ao
(j& imaginou visitar e entrevistar um mesmo morador duas vezes?). No entanto, os resultados teéri-
cos sobre amostragem com reposi¢do sao bem mais simples (como vocé verd num segundo curso
de Métodos Estatisticos, isso equivale a lidar com varidveis independentes); assim, costuma-se
usar uma aproximacao, sempre que possivel. Ou seja, quando a populagdo (tamanho N) é sufi-
cientemente grande (de modo que podemos encaré-la como uma populacdo infinita) e o tamanho
da amostra é relativamente pequeno, podemos “ignorar” o fato de as extracoes serem feitas sem
reposicao. Lembre-se que a probabilidade em extragoes sucessivas sao %, ﬁ, ey ﬁ Entao, se
N ¢é “grande” e n é pequeno, temos que N ~ N —1 ~ --- &~ N — n. Nessas condigoes, extracoes
com e sem reposicao podem ser consideradas como equivalentes. O termo que aparece na var-
iancia da hipergeométrica, %, é chamado correcao para populacoes finitas, exatamente porque,
se a populacao é pequena, nao podemos ignorar o fato de as extracoes estarem sendo feitas sem
reposicao.

fator
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2.6.5 Exercicios resolvidos

1. Um cagador, ap6s um dia de caga, verificou que matou 5 andorinhas e 2 aves de uma espécie
rara, proibida de ser cagada. Como todos os espécimes tinham o mesmo tamanho, ele os colo-
cou na mesma bolsa, pensando em dificultar o trabalho dos fiscais. No posto de fiscalizagao
h& dois fiscais, Manoel e Pedro, que adotam diferentes métodos de inspecao. Manoel retira
trés espécimes de cada bolsa dos cagadores. Pedro retira um espécime, classifica-o e o repoe
na bolsa, retirando em seguida um segundo espécime. Em qualquer caso, o cagador é multado
se é encontrado pelo menos um espécime proibido. Qual dos dois fiscais é mais favoravel para
o cacador em questao?

Solugao:

Seja X = numero de aves proibidas (sucessos) encontradas por um fiscal. No caso de Manoel,
temos que X ~ hiper(7;2;3) e no caso do fiscal Pedro, X ~ bin (2; %) . Queremos calcular
Pr(multa) =Pr(X >1)=1—-Pr(X =0).

(18] 2 5 35

M l: P Ita)=1—-Pr(X =0)=1-— =l—-—=-=—

anoel: Pr(multa) r( ) = ( ) === 1

2 2 24

Pedro: Pr(multa) =1—-Pr(X =0)=1— (0) (i) -1
Logo, a probabilidade de multa é maior no caso do fiscal Manoel e, portanto, Pedro ¢ o fiscal

mais favordvel para o cagador.

2. Entre os 16 programadores de uma empresa, 12 sao do sexo masculino. A empresa decide
sortear 5 programadores para fazer um curso avancado de programagao. Qual é a probabili-
dade dos 5 sorteados serem do sexo masculino?

Solugao:

Sucesso = sexo masculino. Se X = nimero de homens sorteados, entao X ~ hiper(16;12;5)
e o problema pede

(') 12x11x10x9x8 33
Pr(X =5)= -5/ _ - —0.,18131
(X =5) (O) ~ 16x15x14x13x12  14x13 0,181319

2.7 A distribuicao de Poisson

2.7.1 Aproximacao da binomial pela Poisson

Suponhamos que estamos observando um determinado fenoémeno de interesse por um certo periodo
de tempo de comprimento ¢ com o interesse de contar o nimero de vezes X que determinado evento
ocorre.

Vamos fazer as seguintes hipoteses sobre a forma como esse evento ocorre:

H1) Em um intervalo de tempo suficientemente curto, apenas 0 ou 1 evento ocorre, ou seja, 2 ou
mais ocorréncias nao podem acontecer simultaneamente. Entao, em cada um desses intervalos
temos um experimento de Bernoulli.
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H2) A probabilidade de exatamente 1 ocorréncia nesse pequeno intervalo de tempo, de compri-
mento At, é proporcional a esse comprimento, ou seja, ¢ AAt. Logo, a ocorréncia de nenhum
evento é 1 — AAt.

H3) As ocorréncias em intervalos pequenos e disjuntos sao experimentos de Bernoulli indepen-
dentes.

Estamos interessados na v.a. X = nimero de ocorréncias do evento no intervalo (0, ¢]. Particio-
nando esse intervalo em n pequenos subintervalos de comprimento At, temos que o nimero total de
ocorréncias serd a soma do niimero de ocorréncias em cada subintervalo. Mas em cada sublntervalo

podemos aplicar as hipéteses acima. Logo, X ¢ uma varidvel binomial com parametros n = E

t
(note que At = —) e probabilidade de sucesso igual a AAt pela hipdtese 2 acima. Entao, para
n

k=0,1,2,...,n temos que:

< - (Jea-ssrm () (3 ()"

n! 1 & A\ t
- 0w 1-Z _Z
El(n — k)! *E () X( n> ( n

) -
:n(n_l)...(n—k+1)(n—k)!x x(l ) (1_§>_k:

(n— k) n
_ nn-1)- nk(n—kﬂ) (/\kt!)'“x(l__) (1o )

n —k
_ Exn_lx-uxn_k—i_lx(/\t) 1__ 1_&
n n n k! n n

Consideremos, agora, a situacao em que At — 0, ou equivalentemente, n — oo. Nesse caso, a
v.a. X pode assumir qualquer valor inteiro nao negativo e

k n k
= 1><1><---><1><()Z) x lim (1—&) ><1:<)\t) eXp(—)\t)

k n —k
lim Pr(X = k)= lim [Exn_lx---xn_k—i_lx()\t) x(l—ﬁ> x(l—ﬁ> ]

Aqui féz-se uso do resultado (2.45) da segao 2.8. Provamos, assim, o seguinte resultado:

Teorema 2.1 Sejam eventos gerados de acordo com as hipdteses H1 a H3 acima. Se X é o nimero
de eventos em um intervalo de tempo de comprimento t, entdo a funcao de distribuicao de
probabilidade de X é

(0"
Pr(X =k) = u exp(—At) k=0,1,2,... (2.31)

Diz-que que X tem distribuicao de Poisson com pardmetro At : X ~ Poi(At).
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Para mostrar que (2.31) realmente define uma fdp, temos que provar que > Pr(X = k) = 1. De
k

fato, usando o resultado (2.46) da secao 2.8, temos que:

Aty =
ZPr (X =k) Z ( k;‘) exp(—At) = exp(— Z k‘ = exp(—At) exp(At) =1
k=0 k=0

Esperanga e variancia

Vamos agora calcular a esperanca e a variancia de tal distribuicao.

o0 o0 (
E(X) = kz:k k' exp(—At) Zkkk )'exp( At) =
=0 -1

00 k [o’e] k—1
= Z (A1) exp(—At) = exp(— Z )\t =

£ (k—1)! p —1)!
B = () -
= (At)exp( )\t)z = 1) (At) exp(— ].
k=1 ]:O
= (At)exp(—At) exp(At)
Logo,
X ~ Poi(At) = E(X) = M (2.32)
E(X?) = Z k2 exp(— Z /{:2 exp( At) =
- ik sexp(—At) = exp( )\tZkM—
T ( P k-1l
= () > ()\t)j
= (M) exp(— Z/{: = (\t) exp( )\th—l—l =
k=1 j=0 j'
= (At)7
= (M) Z] eXp —\t) + exp(—At) Z (j!) —
=0
= (\) [E(X )+ eXp(—/\t) exp(At)] = (M) + (\t)
Aqui féz-se uso dos resultados (2.32) e (2.46) da secao 2.8. Logo,
Var(X) = (At)* + (At) — (\t)?
ou
X ~ Poi(At) = Var(X) = Mt (2.33)

A interpretacao desses resultados nos dd que o niimero médio de ocorréncias do evento em um
intervalo de comprimento ¢ é \t, proporcional ao comprimento. Fazendo ¢ = 1, obtém-se o nimero
médio de ocorréncias em um intervalo unitdrio. Note que a esperancga e a variancia sao iguais!
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2.7.2 A distribuicao de Poisson

Vamos apresentar, agora, a definicao geral da distribuicao de Poisson, usando uma outra parame-
trizacao. Diz-se que a v.a. X tem distribuicao de Poisson com pardmetro p se sua fdp é dada

por
k

Pr(X:k):%e’” k=0,1,2,...

Nesse caso, a esperanca e a varidncia de X sao dadas por:

E(X)=Var(X)=pu (2.34)
Pelos resultados anteriores, i ¢ o nimero médio de ocorréncias do evento de interesse em um

intervalo unitdrio e o mimero de ocorréncias num intervalo qualquer é proporcional ao comprimento
do intervalo.

2.7.3 Exercicios resolvidos

1. Uma central telefénica recebe uma média de 5 chamadas por minuto. Supondo que as
chamadas que chegam constituam uma distribuicao de Poisson, qual é a probabilidade de a
central nao receber nenhuma chamada em um minuto? e de receber no maximo 2 chamadas
em 2 mintuos?

Solugao:
Seja X = nimero de chamadas por minuto. Entao, X ~ Poi(5). Logo,

0

5
Pr(X = 0) = 5 exp(—5) = 0,00673795

Seja y = nimero de chamadas em 2 minutos. Entao, X ~ Poi(5 x 2). Logo,

Pr(Y < 2)=Pr(Y =0)+Pr(Y =1)+Pr(Y =2) =
10° 10t 107
= e(-10) (ﬁ T 7) -

= 0,00276940

2. Em um certo tipo de fabricacao de fita magnética, ocorrem cortes a uma taxa de um corte
por 2000 pés. Qual é a probabilidade de que um rolo com comprimento de 4000 pés apresente
no maximo dois cortes? Pelo menos dois cortes?

Solucao:
Seja Y = mimero de cortes num rolo de 4000 pés. Entao, Y ~ Poi(2).

Pr(no mdximo 2 cortes) = Pr(Y <2)=Pr(Y =0)+Pr(Y =1)+Pr(Y =2) =
20 2t 92

= exp(—2) <a tot 5) = 5exp(—2) = 0,676676

Pr(pelo menos 2 cortes) = Pr(Y >2)=1-Pr(Y <2)=1—-[Pr(Y =0)+Pr(Y =1)] =
20 2t

= 1—exp(-2) <§ + ﬂ) — 1 — 3exp(—2) = 0, 593994
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2.8 Alguns resultados de calculo

2.8.1 Séries geométricas

Recordemos inicialmente a progressio geométrica (pg) de razao r, dada por (1,7, 7% r3 ... r").
Para calcular a soma dos n primeiros termos de uma pg, note que, se r # 1, podemos escrever:

A4+r+r+.  +rA-r)=0+r+r?+ . +r") =+ + . ") =1

Logo,
1— ,rn+1
(1—}—7"—}—7“2—1—...—#7“”):17 r#1
—r
Além disso, se |r| < 1, lim "™ = 0. Logo, a soma dos termos da pg converge, quando n — oo,
isto é:
gy 1
b= — < 1. 2.35
;r 1= se || (2.35)

(e.9]
A série > r* & chamada série geométrica de razdo r.
i=0
Note que podemos escrever (atengao aos indices dos somatérios!):

Z’F :1+Zr :I_Tzl—l—Zr se [r|<1
=0 i=1 =1
ou
=, . 1 T
1= — 1 2.
Zr T—r—1_v se |r]< (2.36)

i=1
Consideremos, agora, as derivadas da série geométrica. Vamos comecar com a derivada de
primeira ordem.

d [ d = ,
o (Zr’) :%(l—kr—i—r?—i—...—l—rn—l—---):1+27‘+37’2+~~-—|—nr”_1+...:Z(l—f—i)rz
=0 =0

Como a série geométrica é convergente para | r | < 1, podemos igualar as derivadas, isto é:

i(ui)ri:% (fy) :%(117«) se |r] <1

i=0 =0
ou seja, -
;(1 + i)t = a —1r)2 se [r|<1 (2.37)
Mas podemos escrever N i, ,
(1+4) = (l—i-;) xal (lz‘—i—l'z) _ <1—Z'|—Z)
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resultando que

Z( —.H)TZ: 5 se [r|<1
' (1=7)

1=0

Consideremos a segunda derivada.

d? = a? 1 +1
dr? > dr2(1+r—|—7’ +rd ot T e ) =

=0

= d—(1+2r+3r2—|—4r3---—|—(n—1)r”_2+nr”_1+(n+1)7“”—|—---):

”
= 2xX14+3x2xr+4x3xr?+--+(n—1D)n-2)r"+nn—-1Dr"2+n+nr
= ) (i +2)(i+ 1)

=0

Igualando as derivadas, obtemos:

= . d? 1 d 1 —2x (1 =7r)(=1)
Z(l+2)(2+1) dr? <1—7‘>_$((1—r}2)_ (1—r)t
=0
ou .
> (i+2)(i+ 1) = - 2 .
i=0 (1=7)
Esse resultado pode ser escrito de outra forma:
= . . 2
S (i+2)(i+ ) = e
i=0
= (i+2)(i+1)i 1
e -
— 2 (1—r)3

i(i—i- i+vit ;1
P 2 x 1! o (1—r)3
Z(Z+2)TZ . 1 o
cilx2l  (1=r)?
i(z+2)i B 1
=0 (1_T)3

Pela relacao das relagoes complementares, sabemos que (Hz) = (”2

2 %

2 () -7 -

=0 1=0

59

(2.38)

L.

(2.39)

) e, portanto, resulta que

(2.40)
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Tomando a terceira derivada:

e (ZT) = 1+7‘~|—r ¥t e T e ) =

2

d
= W(1+2r+3r2+4r3+5r4+---+(n—1)r”*2+nr”*1+(n+1)r"+---):

A [2X143%x2xr+4x3xr?+5x4xr’+-- 4 (n—1)(n—2)r"?

- dr +n(n—1)r"2+ (n+ Dnrmt 4.

= 3Xx2xX14+4x3x2xr+5x4x3xr?+---+(n—1)(n—-2)(n—-3)r""*+...
+nn—1)n—-2)r"*+ n+Dnmn - 1)r" 24 ...

o0

= > (i +3)(i+2)(i+ 1)

=0

Igualando as derivadas:

= . . @1\ d 2 —2x3x(1-r)?x(=1) 3!
S =i () < () - a

i=0
Logo,
= (i +3) 2—1—2 i+1) ; (i +3)(i+2)(@+ 1)l 1
—_— e i
Z 1—r)t Z 3! x ! " (1—r)*
=0 =0
/344, = /341 1
2: ZZE i 2.41
i=0 ( Z )r i=0 ( 3 )r (1 - 7")4 ( )

Continuando a derivar (note que podemos tomar derivadas de qualquer ordem!), obtém-se o
seguinte resultado geral:

icfl)“i(k?)Hﬁ (2.42)

i=0 1=0

2.8.2 O numero ¢ (base dos logaritmos naturais)

1.
1 n
lim (1 + —) —e (2.43)
n— o0 n
2. 1
lim (1 +h)7 = e (2.44)

3. A partir desses resultados obtém-se que:

lim (1+ %)" _ (2.45)

n—oo
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x
De fato: fazendo t = —, resulta que
n

lim (1 + £>n = lim (1 + t)%
n t—0

n—oo

s,
:{%Eré(l+t)t} =e

| >

k
r=¢' VAER (2.46)

a3

00
k=0

2.9 Exercicios propostos do capitulo 2

1.
2.

Seja X ~ bin(n;p). Se E(X) = 12 e Var(X) = 4, determine os valores de n e p.

A probabilidade de uma méquina produzir uma pega defeituosa em um dia é 0,1.

(a) Qual a probabilidade de que, em 20 pegas produzidas em um dia, exatamente 5 sejam
defeituosas?

(b) Qual a probabilidade de que a 102 pega produzida em um dia seja a primeira defeituosa?

. Um atirador acerta na mosca do alvo, 20% dos tiros.

(a) Qual a probabilidade de ele ter de dar 10 tiros para acertar 6 vezes na mosca?

(b) Se ele dé 10 tiros, qual a probabilidade de ele acertar na mosca 6 vezes?

Suponha que 100 peixes especiais sao pescados, marcados e colocados no lago de um sitiante,
que passa a ter, entao, um total de 2000 peixes. Num certo dia, o sitiante autoriza a realizagao
de uma pescaria. Assuma que a quantidade de peixes no lago até esse dia nao se alterou. Se
60 peixes sao pescados, calcule a probabilidade de 5 serem especiais

(a) supondo que os peixes pescados sdo colocados de volta no lago;

(b) supondo que os peixes pescados nao sao colocados de volta no lago.

. Um supermercado faz a seguinte promogao: o cliente, ao passar pelo caixa, lanca um dado.

Se sair face 6 tem um desconto de 30% sobre o total de sua conta. Se sair face 5 o desconto
¢ de 20%. Se sair face 4 o desconto é de 10% e se ocorrerem faces 1, 2 ou 3, o desconto ¢é de
5%. Seja X = desconto concedido.

(a) Encontre a fung¢ao de distribuigdo de probabilidade de X.
(b) Calcule o desconto médio concedido.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo de 5 clientes, pelo menos um consiga um
desconto maior que 10%.

(d) Calcule a probabilidade de que o quarto cliente seja o primeiro a receber 30% de desconto.
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6.

10.

11.

As probabilidades de que haja 1, 2, 3, 4 ou 5 pessoas nos carros que passam por um pedagio
sao, respectivamente, 0,05; 0,20; 0,40; 0,25 e 0,10. Seja X = nimero de passageiros por
veiculo.

(a) Explicite a fungao de distribui¢ao de probabilidade de X.

(b) Calcule o nimero médio de passageiros por veiculo.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo de 5 carros, pelo menos um tenha mais que
3 pessoas.

(d) Calcule a probabilidade de que o quarto carro seja o primeiro a ter 5 passageiros.
Numa estrada hd 2 acidentes para cada 100 km. Qual a probabilidade de que

(a) ocorram pelo menos 3 acidentes em 250 km?

(b) ocorram 5 acidentes em 300 km?

. Na manufatura de certo artigo, é sabido que 1 entre 10 artigos é defeituoso. Uma amostra de

tamanho 4 é retirada com reposicao, de um lote da produgao. Qual a probabilidade de que a
amostra contenha

(a) nenhum defeituoso?
(b) pelo menos 2 defeituosos?

(c) exatamente 1 defeituoso?

. Um fabricante de pegas de automdveis garante que uma caixa de suas pegas conterd, no

méximo, 2 defeituosas. Se a caixa contém 18 pecas e a experiéncia mostra que esse processo
de fabricacao produz 5% de pecas defeituosas, qual a probabilidade de que uma caixa satisfaca
a garantia?

Certo curso de treinamento aumenta a produtividade de uma certa populagao de funcionérios

em 80% dos casos. Se 10 funciondrios quaisquer participam deste curso, encontre a probabi-
lidade de:

(a) exatamente 7 funciondrios aumentarem a produtividade;
(b) pelo menos 3 unciondrios ndo aumentarem a produtividade;

(c) ndo mais que 8 funciondrios aumentarem a produtividade.

Determinado tipo de parafuso é vendido em caixas com 1000 pecas. E uma caracteristica
da fabricacado produzir 10% de defeituosos. Normalmente, cada caixa é vendida por 13,50
u.m.. Um compardor faz a seguinte proposta para o produtor: de cada caixa, ele escolhe
uma amostra de 20 pecas; se ele encontrar 0 defeituoso, ele paga 20,00 u.m. pela caixa; 1
ou 2 defeituosos, ele paga 10,00 u.m.; 3 ou mais defeituosos, ele paga 8,00 u.m.. Qual é a
alternativa mais vantajosa para o fabricante?
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12.

13.

14.

Numa central telefonica, o nimero de chamadas chega segundo uma distribuicao de Poisson,
com a média de 8 chamadas por minuto. Determinar qual a probabilidade de que em um
minuto se tenha:

(a) 10 ou mais chamadas;

(b) menos de 5 chamadas.

As chegadas de petroleiros a uma refinaria em cada dia ocorrem segundo uma distribuicao
de Poisson, com parametro A = 2. As atuais instalagoes podem atender, no maximo, a 3
petroleiros por dia. Se mais de 3 petroleiros chegarem num dia, o excesso é enviado a outro
porto.

(a) Em um dia, qual a probabilidade de se enviar petroleiros para outro porto?

b) De quanto deverao ser aumentadas as instalacoes para permitir atender a todos os navios
¢
que chegarem em pelo menos 95% dos dias?

(¢) Qual o mimero médio de petroleiros que chegam em um dia?

Um industrial fabrica pegas, das quais 20% sao defeituosas. Dois compradores, A e B, clas-
sificam as partidas adquiridas em categorias I e II, pagando 1,20 u.m. e 0,80 u.m. respecti-
vamente, do seguinte modo:

e Comprador A: retira uma amostra de 5 pecas; se encontrar mais que uma defeituosa,
classifica como II;

e Comprador B: retira uma amostra de 10 pecas; se encontrar mais que 2 defeituosas,
classifica como II.

Em média, qual comprador oferece maior lucro para o fabricante?



Capitulo 3
Solucao dos exercicios propostos

3.1 Capitulo 1
Secoes 1.2 e 1.3

1. Como ha bolas suficientes de ambas as cores, os valores possiveis da v.a. X sao 0,1,2,3

O espaco amostral é formado por todos os subconjuntos de 3 bolas e sua cardinalidade é
(g) = 56. Usando a definicao cldssica de probabilidade, temos que:

Pr(X = 0) = Pr(3 vermelhas) = &) — L
r = Pr(3 vermelhas) = 0) " 56
3\ (5
Pr(X = 1) = Pr(2 vermelhas, 1 preta) = (2)8(1) _ b
() 96
3\ (5
Pr(X = 2) = Pr(1 vermelhas, 2 pretas) = (1)8(2) _ 30
() 96
) 10
Pr(X = 3) = Pr(3 pretas) (5 —
() 56
Assim, a fdp de X é:

T 1 2 3

0
T 15 30 10
px () 56 56 56 56

2. Em cada extragao as probabilidades se mantém constante: Pr (Vermelha) = 2 e Pr (preta) =
%. Como antes, os valores de X sao 0,1, 2, 3 e as extracgoes constituem eventos independentes.

3 3 3 27
Pr(X=0)=P lhas) = = X = X — = —
r( 0) r(3 vermelhas) Rl el
3 3 3 5 135
Pr(X =1)=Pr(2 lhas, 1 preta) = — X = X — = —
r( ) r(2 vermelhas, 1 preta) (1) X Z X3 X3~ 3

64
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O nimero combinatério aparece por que a vermelha poderia ter sida a primeira, a segunda
ou a terceira (veja o exemplo 1.3).

3 3 5 5 225
Pr(X =2) =Pr(1 lha, 2 = xIxZ=2
r( ) r(1 vermelha, 2 pretas) (2) X3 X3 X3~ 3
3 5 o5 5 125
Pr(X=3)=P tas) = i
r( 3) r(3 pretas) (3) X3X5 X3 50

e afdp de X é:

T 0 1 2 3
I 3B 1B
px(2) | 55 =13 i3 5

3. A primeira observagao diz respeito aos valores possiveis de X. Podemos ter sorte e obter cara
no primeiro langcamento; nesse caso, X = 1. Nossa “sorte” pode comegar a diminuir de modo
que obtemos cara no segundo lancamento; nesse caso, X = 2. Continuando, podemos ser
bastante infelizes e ter que ficar jogando a moeda “infinitas” vezes até obter a primeira cara.
Esse é um exemplo de v.a. discreta onde o espago amostral é enumerdvel mas infinito: os
valores possiveis de X sao 1,2,3,.... Cada resultado desses significa que os primeiros langa-
mentos foram coroa (C) e o iltimo cara (K). Como os lancamentos podem ser considerados
independentes, resulta que:

Pr(X — 1) = Pr(K) = %

En geral,

rocon- (D) () (2) ks

A tnica diferenca com relagdo ao visto anteriormente é que Pr(K) = p e Pr(C) = 1 — p.
Entao,
Pr(X=k)=(1-p)'p £k=123,...

4. Em cada lancamento pode sair cara (K) ou coroa (C), cada um com probabilidade 3. Em 4
lancamentos podemos ter 0, 1,2, 3,4 caras e os langamentos sao independentes. Logo,

1 1 1. 1 (4 IR
Pr(X:()):Pr(Zlcoroas):E><§><§><§:(O>X(E) = —

4 1 1 1
Pr(X = 1) = Pr(3 coroas, 1 cara) = <1> X (5 X 5 X 5) X
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O nimero combinatdrio aparece por que a cara poderia ter ocorrido em qualquer um dos 4
langamentos.

Pr(X = 2) = Pr(2 coroas, 2 caras) = (;1) X (% « %) « (% " %) _ (?) y (%)QX (%)2 _ 1%

4 1 1 1 1 4 1 1\° 4
Pr(X:?)):Pr(lcoroa,3ca1"as):(3)X<§>X<§X§X§>:(1)><(§>><<§) :1_6
1 1 1 1 4\ 1 1 1 1 4 N\N* 1
PT(X:4):PI'(4C3,I'&S>:§><§><§X§:<4>X§X§X§X§:(4>X<§) :1_6
eafdpde X é:
T 0o 1 2 3 4
Px(®) |6 6 1 16 s

ou em forma reduzida:

- () () () wonsn

5. A tnica alteracao agora é que Pr(K) =p e Pr(C) =1— p e, assim, a fdp de X é:
4
Pr(X =k) = <k)pk 1-p**  k=0,1,2,314

6. Como temos n langamentos, os valores possiveis de X vao de 0 até n. Na f’rmula anterior,
basta substituir 4 por n, ou seja, a fdp de X é:
n k n—k
Pr(X:k‘):(k)p (1—p) k=0,1,...,n

(a) Note a equivaléncia dos seguintes eventos:

X?>9&|X|>38X<-30uX>3

Logo,
5+4+15 24 4
2 > — = = = = = —— = —
Pr(X?>9) =Pr(X =4)+Pr(X =6) +Pr(X =7) 5 D7
(b) Como X s6 assume valores inteiros, resulta que:

Pr(|X\§2):1—Pr(\X|23):1—%:%

Secao 1.4
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Figura 3.1: FDA da v.a. V do exercicio 7

P @rm——

0 sex<O
Fy(v)=< p se0<z<1
1 sex>1

67

8. Os pontos de descontinuidade da fda sao os pontos onde temos probabilidade maior que zero.
Logo, os valores da v.a. X sa@o 1,2,3. As probabilidades dadas correspondem ao tamanho
do “salto” da fda em cada ponto. Conforme visto na equacao (1.9), esses sdo exatamente os

valores da fdp, ou seja, a fdp da v.a. X é

T 1 2 3
px(@) |3 5§ 3
e afdaé
0 sex<1
L sel<z<?2
Fx(z) = %se2§x<3
1l sex>3

cujos gréaficos estao na figura 3.2.

Secao 1.5

9. Vamos definir Y = 3X e Z = X2 Temos a seguinte fdp para X :

T o 1 2 3
T 15 30 10
px () 56 56 56 56
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Figura 3.2: Solucao do exercicio 9

fdp fda
12 15 .
1/3
1  ——
116 :

05 .—'

1/3 —
N .

1 2 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

Logo, as fdp s para Y e Z sao:

y 10 3 6 9

pv(W) | 55 & % &

z 10 1 4 9

pz(v) | 55 2 B &

10.

¢ 2 3 4 5 6our7
g 40 3,5 3,0 2,5 20
pc(g) 0,1 0,1 0,3 0,2 0,3

Secao 1.6

1. EV)=0xp+1x(1—p)=1-p
E(V?) =0*xp+12x(1—p)=1—p=Var(V)=(1—p)—(1—p)*=(1—-p)[1 = (1 —p)] =
p(l—=p)= DP(V)=+/p(1-p)
12. E(G) =4x0,14+3,5%0,1+3x0,34+2,5%x0,2+2x0,3=2,75 w.m.
B(G?) =42x0,1+3,52x0,1+32x0,3+2,52x0,2+22x0,3=7,975
Var (G) = 7,975 — 2,752 = 0,4125 = DP(G) = 0, 6423 w.m.

13. B(X)=0x4s+1x1+2x3=23

1 1 1

g(a) = E(X—a)zz(()—a)2><§+(1—a)2x1—|—(2—a)2 1
2+1 a+a2+1 +a2 9 +5
= —4+-—=-+—+1l—-a+—=0a"—za+-
2 4 2 4 4 2 4
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a

5 20
= 02}9(0)_121_6
4 4 16
B 1 1 _3_12
- 529(3)=1-%
4 4 16
3 12
= 1:>9(1)—Z=1—6

69

g(a) ¢ minimo quando a = 2. Note que a equagao de g(a) ¢ uma equagao de segundo grau,

ou melhor, de uma parébola.

14. O espaco amostral, bem como as varidveis aleatérias e suas fdp ‘s estao dadas nas tabelas a

seguir:

Var (X)

w

Pr

£

~

ceo
CCK
CKC
KCC
CKK
KCK
KKC
KKK

N WD N WND -

[0 | —00 | —00 | =00 | —00 |00 |00 | =00 | ——~

T

px ()

ol O

PRI | o = = = o N D wof <

olce =
pol— L

oIng Co

ol o
_l’_
ol w
|
Il

—_
[\

] o

W ool w
|
1Ny i)

I
NG V)

15. Na figura ?? temos o esquema do espago amsotral desse experimento, com as probabilidades
e varidveis envolvidas no problema.A partir dai obtemos a seguinte fdp para p valor Y das

vendas didrias:

Yy 0 50000 100000
pY(?J) % % %
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16.

17.

Figura 3.3: Solucao do exercicio 16

0 venda 9/10 0

1venda 1/10 50000

1 cliente
1/3

0 venda 9/10 x 9/10 0

2 clientes Vende 1°, ndo vende 2° 1/10 x 9/10 50000

2/3

N&o vende 1°, vende 2° 9/10 x 1/10 50000

2 vendas 1/10 x 1/10 100000

~ 50000 x 46 + 200000
N 300

E(Y) = 8333,33 u.m.

Da interpretagao da esperanca como centro de gravidade e notando que a distribuicao no
exercicio 4 ¢ simétrica, resulta que E(X) = 2.

Para o problema 5 temos que (substituindo os valores de k£ na férmula obtida e usando o
binémio de Newton):
EX) = 0x(1—-p)'+1x4p(1—pP’+2x6p*(1—p)°+3x4p*(1—p)+4xp*=
= 4p(1—3p+3p* —p°) +12p* — 24p® + 12p" + 12p° — 12p* + 4p* =
= dp— 120> +12p° —4p* + 120 — 120° + 4 = |E(X) = 4p

Note que n = 4!
EXGTCiCiOS Complementares

X : mnuimero de pessoas em cada carro

Y : ndmero de pessoas em 4000 carros em 10 horas de contagem

T 1 2 3 4 5

X 7005 0,20 0.40 0.25 0,10

Y =4000 x 10 x X
E(X)=0,054+0,40+1,20+ 1,0+ 0,5 = 3, 15 pessoas por carro
E(Y) =4000 x 10 x 3,15 = 126.000 pessoas
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18. g(a) = E(X —a)® = E[X? —2aE(X) +d?. Mas a e E(X) sio constantes; logo, g(a) =
E (X)? = 2aE(X) + a?. Derivando a funcio (note que temos uma funcio de a!) obtemos que:

gla) = =2E(X) 4 2a

Igualando a zero:
gla) =0 a=FE(X)

Calculando a derivada segunda nesse ponto, resulta: ¢{a) = 2 > 0 = ponto de minimo!
Logo, o minimo da fungdo g(a) ocorre quando a = F(X) e nesse ponto temos g [E(X)] =
E[X — E(X)]” = Var(X).

19. Na figura 3.4 temos o esquema do espaco amsotral desse experimento.

Figura 3.4: Solucao do exercicio 20

Custo Venda Lucro
50 90 40
50+25 90 15
50+25 20 -55

l -55 15 40
pr(l) | 0,04 0,06 0,90

0 se |l < —bb

0,04 se —55<I<15
0,10 se15<1<40
1,00 sel > 40

(¢) E(L) = —55 x 0,04+ 15 x 0,06 + 40 x 0,90 = 34,7
(d) Var (L) = (—55)%x0,04+15% x 0,06+40% x 0,90 — (34, 7)? = 1574, 5— 1204, 09 = 370, 41
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20. Na tabela abaixo temos o espaco amsotral desse exeprimento com as respectivas probabili-

dades:
12 jogada 22 jogada prob. lucro
3 &=k 15
6 216
4,5,6 s =5 —5
] 66 T X5 X1 = s 15
66 ou66 2X§X§X%:% 0
66 Ix2xz=2 -5
2 66 g xgX % = 5= 45
66 ou66 %xéxgx%:% 0
66 s X 5 X 5= %16 -5
(a)
x -5 0 15 45
px(@) [ 51 216 216 21
(b) E(X) — —158><5+£g36+45x2 _ _éilg _ —O, 74
a =0, 20+, + 0,90 4+ 0, = 2,1 caminhoes por dia
(a) E(X)=0,204+,060+ 0,90+ 0,40 = 2,1 inhoes por di
(b)
x 0 1 2 3 4
l 300 — 15 300 — 140 2 x (300 — 140) 3 x (300 — 140) 4 x (300 — 140)
pr(l) 0,10 0,20 0,30 0,30 0,10
E(L) = 160 x 0,20 4 320 x 0,30 + 480 x 0,30 + 640 x 0,10 = R$ 336,00
Var(L) = 160% x 0,20 + 3202 x 0,30 + 480% x 0,30 + 6402 x 0,10 — (336)° =
145920 — 112896 = 33024 =
DP(L) R$ 181,73

21. Temos que Pr(prémio 100) = 50%; Pr(prémio 200) =

gasto esperado da Loteria com os prémios é:
400 50
10000

B(P) =1
(P) =100 x 10000

50 .
10000°

Pr(prémio 400) =

10
10000

10
200 X 7o 4400 X o =4+ 140,4 = R$5,4

Logo, o

e esse valor é o valor que a loteria gasta, em média, por bilhete. Logo, para cobrir as despesas,
o preco justo do bilhete seria R$ 5,40. Note que, nesse caso, a loteria nao teria lucro!

22. Abaixo temos o esquema do espaco amostral desse jogo:

12 moeda 22 moeda lucro
K(0,3) K (0,2) 100
C (0,8) 0
C (0,7) —100
A fdp de X é:
T —100 0 100
px(z)| 0,7 0,3x0,8=0,24 0,3x0,2=0,06

e E(X)

—70 +6 = R$ — 64, 00.
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3.2 Capitulo 2
1. .

E(X) = np=12
Var (X) = np(l—p) =4

Subsituindo a primeira equacgao na segunda obtém-se:

2x(1-p)=4=>1—-p==-=p=

2
3

Wl =

Logo
2
n X 3= 12=n=18
2. A observagao importante na solucao deste exercicio é a seguinte: podemos pensar o processo de
produgao gerando uma populacao tao grande que extragoes com ou sem reposicao nao afetam

em demasia as probabilidades. Ou seja, podemos pensar que as extragoes sao experimentos
de Bernoulli (defeituosa ou nao defeituosa) independentes.

(a) X = numero de pecas defeituosas em 20 extragdes. Com a observagao acima, resulta
que X ~ bin(20;0,1). Logo

20

Pr(X =5) = (5 ) (0,1)°(0,9)" = 0,0319214

(b) X = ndmero de pegas produzidas até primeira defeituosa. Com a observagado acima
resulta que X ~ geom(0,1). Logo,

Pr(X = 10) = (0,9)° (0,1) = 0, 0387420

3. Aqui temos experimentos de Bernoulli (acerta ou erra o alvo) independentes (tiros s@o inde-
pendentes). Pr (acerto) = 0, 20.

(a) X = numero de tiros até sexto acerto na mosca. Temos que X ~ bin.neg (6;0,2). Logo
9
Pr(X = 10) = (5) (0,2)°(0,8)* = 0,003303
(b) X = ndmero de acertos em 10 tiros. Entao, X ~ bin (10;0,2) e, portanto

Pr(X =6) = <160) (0,2)°(0,8)* = 0,005505

4. Temos uma populacao de 2000 peixes, dos quais 100 sao especiais. Seja X = ntumero de
peixes especiais pescados.
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(a) Como os peixes sao recolocados no lago, X ~ bin (60; %) e, assim,

60\ / 100 \° /1900
Pr(X =5 = — — = 0,101616
(X =5) (5) (2000) (2000) ’
(b) Como os peixes nao sao recolocados, X ~ hiperg (2000; 100;60) e, portanto

(100) (1900)
Pr(X =5) = % —0,101943

60)

Note que aqui ja nao ~4 diferenca substancial entre “sem” e “com” reposicao.
5. Como o dado é honesto, cada face tem probabilidade %

(a) X = desconto concedido

z (%) 5 10 20 30
px() 3 5 5 %

(b) BE(X)=5x34+10x:+20x 2 +30x2=24+%=12 5%

(c) A probabilidade de se ter um desconto maior que 10% (20% ou 30%) ¢ de 2. Seja X =

nimero de clientes, num grupo de 5, que recebem desconto maior que 10%. Entao,
X ~hin (5; %) . Logo,

Pr(X>1)=1-Pr(X=0)=1— <g> <%>0 (%)5 = 0,868313

(d) Seja Y = numero de clientes que passam pelo caixa até primeiro desconto de 30%

probabilidade 1). Entdo X ~ geom (%) e, portanto,
6 6

5\° /1
Pr(Y =4) = (g) (6) = 0,096450617

6. X : nidmero de pessoas em cada carro

(a)

T 1 2 3 4 5
p|0,05 0,20 0,40 0,25 0,10
(b) E(X)=0,054+0,40+1,20+1,0+0,5=3,15

(c) A probabilidade de, em um carro, haver mais de 3 pessoas é 0,35 = 0,25+0, 10. Seja Y =

nimero de carros, num grupo de 5, com mais de 3 pessoas. Entao, Y ~ bin (5;0, 35).
Logo

X :

5
PriX>1)=1-Pr(X=0)=1- (0) (0,35)" (0,65)° = 0, 883971
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(d) Seja Z = numero de carros até primeiro com 5 passageiros. Entao, Z ~ geom (0,10) e,
assim

Pr(Z = 4) = (0,90)" (0,10) = 0,00729

7. Supondo que os acidentes ocorram segundo uma distribuicao de Poisson, temos que o niimero
de acidentes em cada 100 km ¢ X ~ Poi(2):

(a) Y = nimero de acidentes em 250 km; entao, Y ~ Poi(5).
Pr(Y > 3)=1-Pr(Y =0)—-Pr(Y =1)—-Pr(Y =2)

50 5l 52
— 1—exp(—5) ( +—+ —) = 0,875348

o 1l

(b) Z = nimero de acidentes em 30 km; entao, Y ~ Poi(6).

65
Pr(Z =5) = exp(—6) x =i 0,160623

8. Como as extragoes sao feitas com reposicao, as extragoes podem ser consideradas experimentos
de Bernoulli independentes. Se definimos X = nimero de itens defeituosas na amostra de 4,
temos que X ~ bin (4;0,10)

(a) Pr(X =0)= () (0,10)° (0,90)* = 0, 6561
(b)

Pr(X>2) = 1-Pr(X<2)=1-Pr(X=1)—-Pr(X=0)=

= 1-— (11) (0,10)" (0,90)® — (3) (0,10)° (0,90)* = 0, 0037

(c) Pr(X =1)=(})(0,10)' (0,90)° = 0,2916

9. Podemos pensar a amostra de 18 pegas que entram em uma caixa como uma amostra de
uma populacao suficientemente grande, de tal modo que os sorteios das pegas que entram
numa caixa podem ser considerados experimentos independentes de Bernoulli. Assim, se
X = nimero de pegas defeituosas em uma caixa, resulta que X ~ bin (18;0,05).

A caixa satisfaz a garantia se X < 2. Logo, a probabilidade de uma caixa satisfazer a a
garantia é

Pr(X<2) = Pr(X=0)+Pr(X=1)+Pr(X=2)=

18 18 18
= (0) (0,05)° (0,95)"® + (1) (0,05)" (0,95)'" + <2> (0,05)% (0,95) =
= 0,941871
10. Novamente podemos pensar os funciondrios selecionados para o curso como experimentos de

Bernoulli (aumenta ou ndo a produtividade) independentes. Seja X = nimero de funciondrios,
dentre os 10, que aumentam produtividade.
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(a) Pr(X =7) = (") (0,80)" (0,20)* = 0,201327.
(b) Pelo menos 3 ndo aumentarem a produtividade é equivalente a no méximo 7 dos 10
aumentarem a produtividade. Logo, a probabilidade pedida é

Pri(X<7) = 1-Pr(X>7)=1-Pr(X=8—-Pr(X=9)—Pr(X=10) =

= 1- (180) (0,80)° (0,20)* — (190) (0,80)° (0,20)" — Gg) (0,80)" (0,20)° =

= 0,322200

10
Pr(X <8 = Pr(X <7)+Pr(X=8)=0,322200+ (8) (0,80)% (0,20)* =
= 0,624190362

11. Numa populacao de 1000, retirar uma amostra de 20 pode ser vista como repeticoes de
experimentos independentes de Bernoulli.

Seja X = nuimero de defeituosas na amostra de 20. Entao, X ~ bin (20;0, 10)
Seja V' = valor de compra proposto pelo cliente. Entao, V' pode assumir os valores 20, 10 ou

8 u.m. e, pela regra dada,

20

Pr(V=20)=Pr(X=0)= (0

) (0,10)° (0,90)*° = 0, 1216

Pr(V=10) = Pr(X=1)+Pr(X =2) =

_ (% (0,10)" (0,90)" + 20 (0,10)%(0,90)"® = 0, 5553
(7) )

Pr(V=8)=Pr(X>3)=1-Pr(X=0)—Pr(X=1)—Pr(X =2)=0,3231

v 8 10 20
pv(v) | 0,3231 0,5553 0,1216

E(V)=8x0,3231+ 10 x 0,5553 4+ 20 x 0,1216 = 10, 5698

A proposta do cliente é mais desvantajosa para o fabricante.

12. X = nimero de chamadas em um minuto. Entao, X ~ Poi(8)

(a) Pr(X >10) =1— Pr(X < 9) = 0,283376
(b) Pr(X <5) = Pr(X < 4) =0,0996324

13. X = nimero de petroleiros por dia; X ~ Poi(2). Capacidade atual: 3 petroleiros.
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(a)

7

Pr(X > 3)=1-Pr(X<3)=1-Pr(X=0)—-Pr(X=1)—-Pr(X=2)-Pr(X=3)=

20 2t
= 1—exp(—2) <— + =+

o!

22 3

21 3l

. —) = 0, 14287654

(b) Seja k a nova capacidade. Atender a essa capacidade significa que X < k. Como essa
probabilidade tem que ser pelo menos 95%, temos que ter:

Pr(X <k)>0,95

Na tabela a seguir apresentamos a fdp de uma POI(2).

k

Pr(X = k)!

Pr(X < k)

OO Ul Wi+~ O

Ne)

>10

0,135335283
0,270670566
0,270670566
0,180447044
0,090223522
0,036089409
0,012029803
0,003437087
0,000859272
0,000190949
0,000046498

0,135335283
0,406005850
0,676676416
0,857123460
0,947346983
0,983436392
0,995466194
0,998903281
0,999762553
0,999953502
1,000000000

A nova capacidade deverd ser de 5 petroleiros.

14. Sejam os seguintes eventos: A = comprador A classifica partida como tipo Il e B = omprador
B classifica partida como tipo II. Sejam X4 numero de pecas defeituosas na amostra do
comprador A e Xg o niimero de pegas defeituosas na amostra do comprador B.

Pr(A) =
= 0,2627

Pr(B) =

= 0,3222

Sejam P4 e Pgp

Pr(Xp>2)=1-Pr(X,<2)=
- 1= (V) o2res - (V) o2 o -(

tribuigoes de probabilidade dessas varidveis sao:

Py 08

1,2

Pr

0,2627 0,7373

Valores calculados com a funcao POISSON do EXCEL.

Pr(X,>1)=1-Pr(X,<1)=1- (g) (0,2)°(0,8)° — G) (0,2)"(0,8)* =

10 2 8
2)(0,2) (0,8)" =

os precos pagos pelos compradores A e B respectivamente. Entao, as dis-

E (P4) = 1,095
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Py 08 1.2
Pr 0,3222 0,6778

E(Pg) = 1,071

A proposta do comprador A é mais vantajosa.
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