ALGEBRA LINEAR - PROVA 1 — 15/04/2009

Exercicio 1. Considere os espacos vetoriais reais V = R? com base canénica
a={e1,ez,e3} e W = R[z]s = {ag + a17 + a22? : ag,a1,az € R}.
a) Escreva a tnica transformagao linear T : V. — W tal que T(e;) = 2 — 3x,
T(es) =52% e T(e3) = —2 + 3z + 1022, E T um isomorphismo? Porque?
b) Considere o conjunto 8 = {1,z,1+ 22} de W. Verifique que 3 é uma base de
W e encontre a matriz de T nas bases « e 3.
c¢) Encontre as equagoes de Nicleo(T) e Im(7T) com respeito as bases a e (.
Encontre uma base de Nicleo(T') e Im(T"). Calcule dim(Nticleo(T)) e dim(Im(T)).
Solugao: (a) Sejam (aq,as,as) coordenadas com respeito a base a. A tnica
transformagao procurada é dada por
3 3
T() aie) =Y aiT(e;) = ar(2 - 3z) + az(527) + az(—2 + 3z + 1027) =
i=1 i=1
= (2a1 — 2a3) + (=3a1 + 3a3)x + (5ay + 10a3)z>.

Como T'(e3) = —T'(e1)+2T(e2), Igo T nao é injetiva, e ndo pode ser um isomorfismo.
(b) Se (b1,b2,b3) € R3 sdo tais que

b11+b2x+b3(1+x2):0,
logo pela identidade de polinémios temos by + bz = 0, bs = 0, b3 = 0, que implica
by = by = b3 = 0. Assim, {1, 2,1+ 2%} é LI. Além disso, todo polinémio by + box +
bzx? de R[z], é tal que
bl+b2$+b3.’£2: (b17b3)1+b21’+b3(1’2+1),

que implica que S(1,z,g+2?) = R[z],. Portanto, {1,x,1+2?} é uma base de R[z],.
Como T(e1) = 2:1-3-z,T(e1) = —5-1+5-(1+22), T(e3) = —12-1+3-2+10- (22 +1),
logo a matriz de T' com respeito as bases by e by é

2 -5 —12
Mas=| -3 0 3
0 5 10

(¢c) As equacoes (cartesidnas) de Niicleo (T') com respeito as coordenadas (a1, az, as)
da base « sao:
a1 — agz = 0
as +2a3 =0

Se v = e;—2ey+e3, uma base de Ntcleo(T') é por exemplo {v}, e dim Nicleo(T') = 1.
Observe que

3
T(Z aiei) = (20,1 — 2&3) + (*3@1 + 3a3):z: + (5(12 + 100,3)562 =
i=1

= (2a1 — 5az — 12a3) - 1 + (=3a; + 3az) - = + (5ag + 10a3) - (z? +1).
1
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Logo as equagoes (paramétricas) de Im(7T") com respeito as coordenadas (by, ba, b3)
da base [ sao:

bl = 2&1 — 5&2 — 12&3

b2 = 73(11 + 3&3

bg = 5(12 + 10&3

Sabemos que dim Im(7) = dim R? — dim Nuicleo(T') = 2. Logo, uma base de Im(7)
¢ dada por exemplo por {T'(e;),T(e2)} = {2 — 3x,52%}, pois estes vetores sio
independentes.

Exercicio 2. Seja V o espago vetorial V. = Ms5(R). Seja V™ e V' og
subespagos das matrizes simetricas e antisimetricas.

a) Escreve uma base 3 = 3™ U %" de V, onde 3*™ ¢é uma base de V5" e
B9 ¢ uma base de V@,

b) Considere o subespaco W =< I > de V, onde I € V é a matriz identidade.
Encontre as equacoes de W com respéito a base f.

¢) Seja * a base dual de 8. Para v* € 3*, escreva esplicitamente v*(( Z Z >)

Solugao: (a) Uma base de V5™ ¢

S I RIS ER IR R

e uma base de Vot §
ant __ . 0 -1
g = {v4 = { 1 0

E claro que 8 := 8™ U 89"t ¢ uma base de V.
(b) Sejam (z1, x2,x3,24) coordenadas de V' com respéito a base 5. Temos

W:<I>:{[8 2],a€R}:{avg+av3}.

Logo as equagdes de W nas coordenadas (1, z2, 3, T4) s@0

(EQ—{EE;:O
$1:0

Ty = 0
(c) Considere a base dual 5* = {v},v3,v5,vi} de 8. Logo para i € {1,2,3,4}:
b+c)/2  ifi=1

« a b s (b+ec —b+c ) oa if1=2
Ui([c d})—vi( 5 v1 + avy + dvg + > v4)— p fic3

(=b+c)/2 ifi=4
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Exercicio 3. a) Usando indugdo, prove que, dados escalares ay,...,a, € K,
logo
a; — 1 ay a1 cee ay
as as—1 a9 o B n
det | as as as—1 --- a3 = (71)”*1 . (*14’20&')
A, an, an, ceap —1
b) Seja {v1,...,v,} uma base de um espago vetorial V sobre K. Tome o vetor
v=ajvy + -+ ayv, onde ay,...,a, € K. Prove que {v; +v,...,v, + v} é uma

base para V se e somente se a; + - - + a, # —1.

Solugao: (a) Paran =1 temos a; — 1 = (=1 4+ a1). Seja n > 2. Substituendo
a priméira coluna com a diferenca entre a priméira e a segunda coluna, e usando
as propriedades do determinantee, obtemos que o determinante é igual ao determi-
nante:

—1 a aj e a1
1 ag — 1 a9 s a9
det| O as az3—1 --- a3
0 an an |

Agora, substiutuindo a priméra segunda linha com a soma da priméira e segunda
linha, o determinante é igual ao determinante

—1 a a1 e ay

0 a1+a2—1 ay +ag - a1 + ao
det] O as az—1 -+ a3

0 Qnp Qnp Qp — 1

Desenvolvendo o determinante segundo a priméira linha e usando inducao, obtemos

a1+a2—1 ay +az --- a1 + ao n
—det | STLL R e e =
i=1
Qn, an e ap —1

= () YD),

(b) Como dimV = n, temos que {v + vy1,...,v + v,} é uma base de V se e
somente se {v+ v1,...,v+ v, } é LI. Mas usando o ponto (a), temos
a1 + 1 ay aq s ay
ao as+1 as s
{v+v1,...,v4+v,} éLI & det| ag as as+1 --- a3 #0
an an an ceean +1
—a1 — 1 —aq —aq ce —aq
—az —a2 — 1 —az ce —a2 n
& det —as —as —az—1 --- —ag #O@—l—Zai;&O

i=1

—an —an —an e —ap —1
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Exercicio 4. Seja V = M, ,(K). Para cada B € V, define fp : V — K via
IB(A) = trago(B*A). Prove que V* = {fp: B € V}.

Solugao: Define ¢: V — V* via p(B) = fB. E facil ver que ¢ ¢ linear. Como
dim V = dim V*, se provarmos que ¢ € injetiva, logo ela é um isomorfismo e portanto
V* ={fB,B € V}, como queremos provar.

De fato ¢ é injetiva: suponha que fg = 0. Seja e;; = (apk) a matriz de V'
tal que que a;; =1 e ap = 0 para (h, k) # (i,7). Logo, sendo fp = 0, obtemos
0= fp(e; ;) = trago(B' - €; j) = b; j, onde b; j é o elemento (7,7) da matriz B. Isto
implica que B = 0, ou seja ¢ € injetiva.

Exercicio 5. Prove que se uma matriz A € M, ,,(K) é tal que posto(A4) < 1,
logo existem matrizes B € M, 1(K) e C € My, tais que A = B-C. Se n = m,
deduzir que A? = Trago(A) - A e que, para todo escalar t ¢ {0, Traco(A4)}, a matriz
A —t- I éinvertivel, onde I é a matriz identidade.

Solugao: Se posto(A) = 0, logo A = 0 e claramente A = B - C, onde B =
0 € My1(K) e C =0 € My, Seposto(A) = 1, logo sabemos que posto —
coluna(A) = 1. Assim, se vy, ..., v, € K" sdo os vetores colunas de A, temos que
v; = ki - U, para todo ¢ € {1,...,m — 1}, onde k; € K. Define B :=v,, € M, 1 e
C .= (kl, ey km—la 1) € Ml,m- LOgO
B-C=uvy-(k1, - km-1,1) = (k10m, - - -, km—1Vm—2Um, Um) = A.
Sen=mewv, =(a,...,a,) logo temos tragoA = kjay + -+ + kp—1an_1 + an.
Assim
A?=A-A=(BC)-(BC)=B-(CB)-C=B-(kia1+--+kp 10,1 +a,)-C=
= trago(A) - (BC) = traco(A) - A.
Seja T := trago(A) e t € {0,T}. Para provarmos que A — tI é invertivel, vamos
mostrar que a sua inversa é t (T — )" (A + (t — T)I). De fato
(A=tD)-(tHT =) A+t =D))) =t (T =) (A=t A+t =T)I) =
=t N T —t) M (A2 + (t—T)A—tA—t(t —T)I) =
=t YT —t) " TA+(t—T)A—tA+t(T —t)I) =
tHT =)t =t(T —t)[ = I.
Similmente temos que
tHT =) A+ (t=T))) - (A—t]) =1,
logo (t YT —t) YA+ (t—T)I)) = (A—tI)~".



