ALGEBRA LINEAR - PROVA 1 — 18/04/2012

Exercicio 1. Considere o espago vetorial sobre C
V= {[ 8 ch } :a,b,cE(C} C M5 5(C).

(a) Construa um isomorfismo de espacos vetoriais p: V — C3.
(b) Seja E; = p~1(e;), parai = 1,2, 3, onde {ey, e, e3} é a base canonica de C3.
E verdade que existe uma tnica transformacao linear T: V' — V tal que

1 2 0 1 1 2 11
= = = ?
T{o —1} Er, T{o —1} By, T{o 0] {0 0}

Justifique a sua resposta, citando os resultados necessérios.
(¢) Caso exista uma T' como pedido em (b), encontre a matriz de T' com respeito
a base {E1, Fy, E3} e uma base do nicleo e imagem de T'.

Solugdo: (a) E facil verificar isomorfismo de espagos vetoriais ¢: V — C3 é

dado por exemplo por
a b
90|:O c:|_(aab,c)‘
(b) Temos:

1 0 0 1 0
E1:|:0 O:|7E2:|:O O:|7E3:|:O

Considere as matrizes

12 0 1 12
S e L T

Note que A; #0 € V. E claro que nao existe nenhum A € C tal que Ay = AA;q,
logo dim S(A4;1, A2) = 2. Além disso, Az & S(A1, As), pois se A3 = AA; + pAs, com
A €eCilogol = A14pu-0e2=X24+pu-1,logo A = p = 0, uma contradigao. Assim,
obtemos que dim S(A;, As, A3) = 3, entdao {A1, As, A3} formam uma base de V.
Por um teorema mostrado na sala de aula, dados vetores quaisquer A}, A}, A; de V
(1) (1) } ), existe uma dnica transformagao
linear T: V — V tal que T'(A;) = Al, para i =1,2,3.
(c) Devemos escrever Ey, 2, E3 como combinagao linear dos vetores {41, As, A3}
Resolvendo os sistemas associados, temos
1 -3 0 2

logo T(E;) = [0 0 yT(Ez): [o 0

matriz de T na base {E1, Fa, Fs} é

(em particular A} = Ey, A}, = By A, =

}, T(E3) = [8 (1)] Assim, a

o —
o = O

0
-3 2
0
1
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Se (x1,2,x3) sdo as coordenadas de V' com respeito a base {E1, Ea, E3}, logo as
equagoes cartesianas do ntcleo sao

xr1 = 0

—3z1 4+ 29 +23=0
Obtemos 21 = 0 e 3 = —2x9, logo N(T') = {\E2 — 2\E5, A € C}. Uma base de
N(T) é portanto {Fy — 2E53}. Como dim Im(T) =dimV —dim N(T) =3 -1 =2,
uma base de Im(T) é formada por dois vetores. Como F1 = T(4;) € Im(T) e
Es = p(Az) € Im(T), logo uma base de Im(T) é {E1, E»}.

Exercicio 2. Seja V um espago vetorial. Uma projecio de V em V é uma
transformacdo linear T: V — V tal que 72 = T. Prove que se T: V — V é uma
projegao, logo V.= N(T) @ Im(T).

Solugao:

Suponha que U e W sdo espagos vetoriais tais que UNW = {0}. Vamos ver que
dim(U+ W) =dimU + dimW. Se {ui,...,u,} é uma base de U e {w1,...,wg}
¢ uma base de W, logo afirmamos que « := {uq,. .., Up, W1,...,w,} é uma base de
U + W. Obviamente, S(«a) = U + W. Além disso, se

AUt + - ApUp + piws + pgwg =0
com \;, u; € K, logo

AUt + -+ ApUp = — W1 F [gWq.
Mas como U NW = {0}, segue que

AUt + -+ Apup = —piwy + pgwg = 0.
Usando que {ui,...,up} e {w1,...,w,} s@o independentes, segue que
A1:--~:Ap:'u1:--~:'u/q:0

isto é a é LI e entdo v é uma base de U + W.

Agora, sejam N o nticleo de T e I a imagem de T'. Se provarmos que NNI = {0},
logo N+ I=N&ledm(N®I)=dim(N+71)=dimN +dimJ =dimV, onde a
ultima igualdade segue pelo teorema do ntcleo e imagem, e portanto N @ I = V.

Vamos ver que NN T = {0}: sejav € NNI. Logo Tv =0 e v = Tw, para algum
w € T. Como T? =T, entdo

0=Tv=T(Tw) =T?*w=Tw="1v
isto é v =0. Assim N NI = {0}.

Exercicio 3. Seja K um corpo de carateristica diferente de 2. Uma matriz

A€ M, ,(K) é dita antisimetrica se A = —AT onde AT ¢ a transposta da matriz

A. Prove que se A é antisimetrica e n é impar, logo det(4) = 0. O resultado
continua valendo se n é par?

Solugao: Temos:
(0.1) det(A) = det(AT) = det(—A).

Agora se v1,...,v, sao as colunas da matriz A, logo usando o fato que o determi-
nante é uma forma multilinear, temos:

(0.2)  det(—A) =det(—v1,...,—v,) = (—=1)"det(vy,...,v,) = (—1)" det(A).
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Como n é impar, combinando (0.1) e (0.2), obtemos det(A) = — det(A), que implica
det(A) = 0.
Se n é par, o resultado nao vale, pois por exemplo, para n =2 e K = R, temos
0 a 2
det [ “a 0 } =—a

que é zero se e somente se a = 0.

Exercicio 4. Sejam A, B matrizes n X n com coeficientes em R. Prove que

posto(A + B) < posto(A) + posto(B).

Solugao: Se {vy,...,v,} C R™ sdo os vetores colunas de A e {wy,...,w,} CR"
s@o os vetores colunas de B, logo {v1+wz,...,v,+w,} C R™ sdo os vetores colunas
de A+ B. Segue que S(vi + w1, ..., vn +wy) C S(vy,...,05) + S(w, ..., wy).

Se U CR™ e W C R™ sdo subespagos vetoriais, afirmamos que dim(U + W) <
dim U 4 dim W. Se provarmos isso, logo
posto(A+ B) = dim S(vy + w1, ..., vp + wy) < dim(S(v1, ..., vn) + S(wr, ..., wy))

<dim S(vy,...,v,) +dim S(ws, ..., w,) = posto(A) + posto(B).

Vamos provar a afirmacao. Considere o espago vetorial

Ux W= {(u,w):uelUweW}CR"xR" =R""™,

E claro que uma base de U x W é data por {(u1,0)..., (up,0), (0,w1),...,(0,wg)},
onde {u;}ic(1,..py ¢ uma base de U e {w;}icq1,... 41 ¢ uma base de W. Assim,
dimU x W = dimU + dim W. Considere U + W C R" e define a transformacao
linear:

T-UxW—-U+W

via T'(u,w) = u + w. Claramente T é sobrejetiva, logo pelo teorema do nicleo e
imagem temos

dimU + dim W = dim(U x W) = dim N(T') + dim Im(T)
=dim N(T) + dim(U + W) < dim(U + W).



