ALGEBRA LINEAR - PROVA 2 — 26/05/2009

Exercicio 1. (a) Encontre a forma canénica de Jordan das matrizes A €
Mg g(R) com polinémio minimo Pa(z) = x2(x — 2)? e tais que:
(i) dim Nicleo(A) = 2
(ii) A admite pelo menos dois autovetores linearmente independentes relativos
ao autovalor 2.

(b) Considere a aplicacdo T4: R® — R® induzida por uma matriz A como no
ponto (a). Podemos afirmar que R® é T4-ciclico?

Solugao: (a) As condigbes dadas implicam que a forma canonica de Jordam
de A tem dois blocos J(0) e J(2), relativos aos auoto-valores 0 e 2. Além disso,
o priméiro subbloco de J(0) é uma matirz 2 x 2 e o priméiro subblocos de J(2)
é um matriz 3 x 3. Como dim Nicleo(4) = 2, logo J(0) possui 2 subblocos, e
como A admite pelo menos dois autovetores linearmente independentes relativos
ao autovalor 2, logo J(2) possui pelo menos 2 subblocos. Como A é uma matriz
de Mg s(R), segue que ou J(0) € M3 3(R) e J(2) € M55(R), ou J(0) € My4(R) e
J(2) € My 4(R). As formas candnicas procuradas sdo portanto

0 0 0 0
1 0 1 0
0 0
2 00 2 00
1 2 0 1 2 0
0 1 2 0 1 2
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1 2 2
0 0
1 0
0 0
10
2 00
1 2 0
01 2
2

(b) R® ndo pode ser Ta-ciclico pois o polinémio minimo P4 ndo é igual ao
polinémio carateristico F's, sendo grauPs =5 e grauFs = 8.

Exercicio 2. (a) Usando a forma canonica racional, diga se as seguintes matrizes
de My 4(Q) sao semelhantes em Q:
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(b) Qual é a forma de Jordan de A como matriz sobre o corpo:
Q(V2) :={a+bvV2:a,becQ}?

Solugao: (a) O polinémio carateristico de A é Fa(A\) = (A —1)2(\2 — 2) (ver-
ifique!). Note que A2 — 2 ¢é irredutivel sobre Q. O polinémio minimo P4 de A de
tem os mesmos fatores irredutiveis de Fa, logo é do tipo Pa()\) = (A — 1){(\? — 2),
com i € {1,2}. Tem-se que P4(A\) = (A — 1)(A\% — 2) (verifique!). Logo a forma
canonica racional de todas as A é

_ ( Mo-noa-2 0
A= < 0 My_y

onde M(x_1)(x2_2) € Mx_1 sdo as matrizes companheiras respetivamente dos polinémios
(A —1)(A\%2 —2) e A — 1. Portanto todas as A sdao semelhantes. sobre Q.

(b) Sobre Q(+/2) o polinémio minimo de A é Pa(A\) = (A—1)(A—v/2)(A++v/2), que
é um produto de fatores lineares distintos. Logo A é diagonalizavel sobre Q(v/2), e
portanto a sua forma de Jordan é uma matriz diagonal com 1, /2, —v/2 na diagonal
principal.

Exercicio 3. Seja V' un espaco vetorial de dimensao finita. Encontre a forma
canonica de Jordan de um operador nilpotente T: V' — V de indice 5 tal que
dimV = 12, dimT(V) = 8, dimT?(V) = 5, dimT3(V) = 3, dimT*(V) = 1.

Solugao: Devemos procurar o sistema de invariantes (ki,...,k.) de T. O sis-
tema de invariantes de T|rayy: T*(V) = T|paqvy é (1), pois T'|ra(y) é o operador
nulo sobre um espago de dimensao 1. Logo seguindo o teorema da sala de aula, segue
que o sistema de invariantes de T'|ps(yy é (2, 1), o sistema de invariantes de T'|72(y)
é (3,2), o sistema de invariantes de T'|p(y) € (4,3,1), o sistema de invariantes de T
é (5,4,2,1). Logo a forma canonica de Jordan de T' é

Ns
Ny
N2
M

onde N}, é a matriz nilpotente elementar k x k.

Exercicio 4. Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0.
Encontre as formas canénicas de Jordan e racional de uma matriz A € M, ,,(K)
tal que Trago(A?) = 0, para todo i > 1.

Solucao: Como K é algebricamente fechado, logo A é semelhante a uma matriz

triangular superior com escalares A1, ..., A, na diagonal principal. A condicdo que
Trago(A*) = 0, para todo i > 1, equivale a dizer que

(0.1) A+ A4+ AL =0, para todo i € {1,...,n}.

Vamos provar por indugao sobre n que Ay = Ay = --- = A\, = 0. De fato, se

n = 1, logo temos Ay = 0. Seja n > 1. Note que A néo é inversivel. De fato
suponha que A é inversivel. Pelo teorema de Cayley-Hamilton temos 0 = F4(A) =
A" 4 ap_ 1 AV 4 4 ag - id, onde a; € K e ag = +detA. Assim

tdetA-id=—-A"—--- — a1 A.
Como o trago é linear, temos

0 # detA - Trago(id) = —Trago(A™) — - -- — a; Trago(A)
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e assim pelo menos um dos Trago(A*) é nao nulo, para i € {1,...,n}, absurdo.
Como A néo é inversivel, logo existe um auto-valor A; = 0. Por indugdo obtemos
que Ay =g =---= )\, =0.

Segue que A é uma matriz triangular superior com todo elemento da diagonal
principal nulo, logo A é uma matriz nilpotente. Viceversa, toda matriz nilpotente A
satisfaz Trago(A?) = 0, pois a sua forma canonica de Jordan tem todos os elementos
da diagonal principal nulos. Assim as matrizes do exercicios sdo exatamente todas
as matrizes nilpotentes. As formas canonicas de Jordan e racional destas matrizes
sao do tipo

N,
Ni,
No
Ny,

onde N}, é a matriz nilpotente elementar k x k e ky > ko--- >k, > 1.

Exercicio 5. Prove que se A é uma matriz real simetrica, logo o seu polinomio
minimo tem somente raizes reais.

Solugao: Podemos ver A como matriz complexa e definindo um operador sobre
C™. Seja A € C um auto-valor de A e v # 0 um auto-vetor relativo a A\. Seja U o
conjugado do vetor v. Temos

Av'D) = (\W)'v = (Av)'v =0v'A's = VPAT = v'Av =
A simetrica A real
= v'Av = v' v = v\ = A\(v'D).
Obtemos (A — A\)v'v = 0. Mas se v = (21,...,2,) # 0, logo v'v = Y1 2?2
0. Portanto A = ), isto é todos os zeros do polinémio carateristico (e entdo do
polinémio minimo) sao reais.



