ALGEBRA LINEAR — PROVA 2 — 04/06/2012

Exercicio 1. Encontre as formas candnica e racional das matrizes A € Mg 10(R)
que possuem poliémio carateristico Fa(x) = z2(x + 1)*(x + 2)* e tais que

dim Nucleo(A) =1, dmW_; =2, dimW_y >3
onde W), indica o auto-espaco relativo a um auto-valor A de A.

Solugao: A forma canoénica de Jordan J4 de A possui 3 blocos de Jordan
J(0), J(—=1) e J(—2) de dimensoes respetivamente 2, 4,4 (dados pelos espoentes de
F4). Como dimWy = dim Nucleo(A) = 1, logo J(0) possui 1 subbloco, entao

necessariamente
0 0
J(0) = ( 00 )

Como dimW_; > 2, logo J(—1) possui 2 subblocos, entdao J(—1) é uma das
seguintes matrizes

-1 0 0 0 -1 0 0 0
1 —-10 0 1 -10 0
J1(=1) 0 1 1 0 J2(-1) 0 0 -1 0
0 0 0 -1 o 0 1 -1

Como dim W_y > 3, logo J(—2) possui pelo menos 3 subblocos, J(—2) é uma das
seguintes matrizes

20 0 0 20 0 0
1 -2 0 0 0 -2 0 0
S1(=2) = 0o 0 -2 0 J2(=2) = 0 0 -2 0
0 0 0 -2 0 0 0 2

As possiveis formas de Jordan sdo potranto dois, dadas por uma das seguintes
matrizes em blocos

J(0) J(0)
J1 = Jl(—l) J2 = .]2(—1)

Jy = Ji(~1) Jy = Jo(—1)
J2(=2) J2(=2)

Para encontrar as formas racionais, usamos a estratégia vista na sala de aula. As
formas racional sao

Ry = Mg, Ry, = MQé



2 ALGEBRA LINEAR - PROVA 2 — 04/06/2012
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onde g1 = 2*(z+1)*(2+2)%, g2 = (x+1)(2+2), g3 = (x+2), ¢ = 2?(2+1)*(z+2)?,
@ =(@+1)*x+2), ¢ =a+2 ¢ =2*(x+1)*x+2), ¢ = (z+1)(z+2),
¢ =d =v+2,q' =2*(+ D}z +2), ¢5' = (2 +1)*(x+2), ¢ =g =x+2e
onde M, é a matriz companheira de um polinémio g € Rz].

Exercicio 2. Sejam A e B duas matrizes nilpotentes n X n com coeficientes em
um corpo K que possuam os mesmos polinémios minimo e o mesmo posto. Prove
ou disprove:

(a) Se n = 6, logo A e B sao semelhantes.

(b) Se n =17, logo A e B sao semelhantes.

Solugao: Se (k1,...,km) é o sistema de invariantes de uma matriz nilpotente
n X n de indice k, logo k1 = k e m = dim Nucleo(A) = n — posto(A).

(a) Verdadeiro: Sejam A e B matrizes nilpotentes 6 x6. O expoente do polinomio
minimo de uma matriz nilpotente é o seu indice de nilpotencia, logo A e B possuem
o mesmo indice k < 6. Devemos provar que A e B possuem o mesmo sistema de
invariantes. Se k = 6, o sistema de invariantes de A e B é (6). Se k = 5, o sistema
de invariantes de A e B é (5,1). Se k = 4, os sistemas de invariantes possivéis
sdo (4,2) e (4,1,1). No primeiro caso, o posto é 4 e no segundo caso o posto é
3. Como A e B possuem o mesmo posto, logo A e B possuem os mesmo sistema
de invariantes. Se k = 3, os sistemas de invariantes possiveis sdo (3,3), (3,2,1),
(3,1,1,1). No primeiro caso o posto é 4, no segundo é 3, no tercéiro é 2. Como A e
B possuem o mesmo posto, logo A e B possuem os mesmo sistema de invariantes.
Se k = 2, os sistemas de invariantes possivéis sao (2,2,2), (2,2,1,1), (2,1,1,1,1).
No primeiro caso o posto é 3, no segundo é 2, no tercéiro é 1. Como A e B possuem
0 mesmo posto, logo A e B possuem os mesmo sistema de invariantes. Enfim, se
k =1, o sistema de invariantes é (1,1,1,1,1,1).

(b) Falso: Considere duas matrizes nilpotentes 7 x 7 com sistemas de invari-
antes (3,3,1) e (3,2,2). As duas matrizes possuem o mesmo indice 3, logo possuem
polinémio minimo 23, e o posto delas é 4. Porém os fatores invariantes sdo difer-
entes, logo as matrizes nao sao semelhantes.

Exercicio 3. Seja A uma matriz nxn com coeficientes em um corpo K. Suponha
que A satisfaz a relacio A3 = A.

(a) Usando a forma canonica de Jordan, prove que se K é o corpo dos nimeros
complexos, logo A é diagonalizavel.

(b) O resultado em (a) permanece verdadeiro se K é um corpo qualquer?

Solugao: (a) Como A% = A, logo o polinémio minimo de A divide 2% — 2 =
x(2? —1). Segue que os possiveis auto-valores de A sdao 1, —1,0. Considere a forma
canodnica de Jordan J4 da matriz A. Os blocos de Jordan de J4 s@o do tipo J(\),
com \ € {0,1,—1}. Como A% = Ae J4 = P AP, onde P é uma matriz invertivel,
logo J3 = Ja. Segue que cada bloco J(\) satisfaz a relagao J(A\)® = J(\). Se por
absurdo existe um bloco J(\) que é uma matriz m x m, com m > 1, segue que as
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priméira duas linhas de J(\) sdo dadas por
A0 0 ... O
1 X0 ... 0

Logo os elementos o priméiro bloco 2 x 2 da J(A)3 em alto a esquerda é

A0
3N2 A3 )

Como J(A)? = J(N), temos A3 = X e 3)\2 = 1 que ndo possui solugdo. Segue que
todos os blocos J(\) sdo matrizes 1 x 1, isto é J4 é diagonal.

(b) A hipotese que o corpo de base seja C é indispensavel: por exemplos sobre
um corpo de carateristica 2 a matriz

(1)

satisfaz A% = A, mas nao é diagonalizavel, pois o seu polinémio minimo é Py =
(r —1)2, que ndo é produto de fatores lineares distintos.

Exercicio 4. Seja T um operador sobre um espago vetorial V' de dimensao
finita. Seja Pr o polinémio minimo de T e, dado v € V, seja Pr, o polinémio
T-anulador de v.

(a) Prove que se T ¢é nilpotente de indice k, logo todo vetor v € V tal que
T+~ 1y # 0 satisfaz a relagdo Pr, = Pr.

(b) Prove que se T' é qualquer, existe sempre um vetor v € V tal que Pr, = Pr.

Solugao:

(a) Se o indice de T é k, logo Pr = 2*. Como T*v = 0, para todo vetor v € V,
logo Pr, divide Pr,e portanto Pr, = zP onde h < k. E se TF 1o % 0, logo
nenhum 7" anulam v, para h < k, implicando que Pr, = ¥ = Pr.

(b) Seja Pr = Py'--- P%m a fatoragao do polindmio minimo de T. Pelo teo-
rema da decomposigdo primaria, existe uma decomposi¢do V = &2,V; tal que
Vi = N(P{(T)), e V; sdo subespagos T-invariantes de V. Além disso, o polinémio
minimo Pr, de T; satisfaz Pp, = P{*. Denote por T; := Ty, parai=1,...,m. O
operador P;(T;) é nilpotente sobre V;, logo pelo ponto (a) existe um vetor v; € V;
tal que Pp,(7,),0, = Pp,(1;)- Note que P{*(T;)v; = 0, logo Pr, ., /Pf*, e portanto
PTi,vi = -Pz'kiv para ki <.

Queremos ver que k; = ¢, isto é Pr, ,, = P;*. De fato, primeiramente note que
como Pr, = P, segue que P (T;) =0e PZk (T;) # 0, para todo k; < ¢;, e portanto
Pp,(1;y = . Além disso, como Pfi (Ti)v; = 0, segue também que Pp,(1;) v, Jxki
logo

T = PPi(Ti) = PPL’(Ti);Ui/Iki
que implica que ¢; < k; e portanto k; = c¢;.
Considere v := vy + -+ + vp,. Afirmamos que Pr, = Pr. De fato: como
Pp(T) =0, logo Pr(T)v = 0 e entdo Pr, divide Pp. Viceversa: Para provar que
Py divide Pr, basta provar que cada P;* divide Pr,. E de fato, note que

(01) 0= PT)U(T)U = PT7U(T)U1 4+ -4 PT,U(T)U’I’TL

Mas Pr,(T)(v;) € V; (V; é T-invariante) e como os espagos V; sdo em soma direta,
a (0.1) implica que Pr,(T)v; = 0, logo segue que Pr,, = P{* divide Pr,,.



