ALGEBRA LINEAR - PROVA 3 — 06/07/2009

Exercicio 1. Sejam V e W os espaco vetoriais complexos V = C? e W = C3.
(a) Quais das seguintes sdo produtos internos sobre V?

< (z1,%2), (Y1,%2) >= 2171 +im1J1
< (z1,22), (Y1, y2) >= 2171 + 22272

< (z1,22), (y1,y2) >=ilz1||y1]
(b) Use o algoritmo de Gram-Schmidt para ortonormalizar a seguinte base de
W, com respéito ao produto interno canonico de W:

{(i,—1,0),(0,4,0), (0,4,4) }.

Solugao: (a) Para o priméiro: como < (0,1),(0,1) >=0¢ (0,1) # (0,0), logo o
priméiro nao é um produto interno.
Para o segundo: temos

< (z1,22), (Y1,y2) >= (z1,22)" - A~ (y1,92)
onde A é a matriz diagonal com 1 e 2 na diagonal principal. Por um conto geral
feito na sala de aula, segue que o segundo é um produto interno.
Para o terceiro: como < (0,1),(0,1) >=0e (0,1) # (0, 0), segue que o terceiro
nao é um produto interno.
(b) Sejam v; = (i, —14,0), vo = (0,4,0), vs = (0,%,4). Seguindo o algoritmo de
Gram-Schmidt, definimos
< v2,w1 > <Z 1 0)
wy = vy, W i=vy — ————wy = (=, =, 0).
! ! 2 2 <wi,wp > ! 2°2
< v3,Wg > < v3,w1 > .
Wy = vy — 2 Ty - S LTy = (0,0,1).
< w2, W > <wi,wy >
Normalizando a base ortogonal {wy,ws, w3} obtemos a base ortonormal

{\1@(1‘, —i,0), %(i,i,o), (0,0,i)} .

Exercicio 2. Seja V = R? munido de produto escalar canénico. Considere a
base canonica . Seja q a forma quadratica de V' induzida pela forma bilinear cuja
matriz é

com respeito a base 8. Encontre a forma bilinear simétrica b que induz g. Encontre
uma base ortonormal de V', com respéito ao produto interno canénico de V', e com
respeito 4 qual b é diagonal. Calcule o posto e o indice de q.

Solugao: (a) A forma bilinear b com matriz A com respéito a base candnica 3 é

b((x1,22,23), (Y1, y2,¥3)) = 2T1Y2.
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A forma bilinear simetrixa que induz a forma quadrética g é

b((21, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1Y2 + T241
que é a forma bilinear com matriz associada

010
B=11 00
0 0 0
O polinémio carateristico de B é Fg(A) = A(A — 1)(A 4+ 1). Vamos encontrar uma
base ortonormal de V' formada por auto-vetores de B. Um auto-vetor relativo ao
auto-valor A =0 é v; = (0,0, 1), um auto-vetor relativo ao auto-valor A =1 é vy =
1/v/2(1,1,0) e um auto-vetor relativo ao auto-valor A = —1 é v = 1/4/2(1, —1,0).
Segue que {v1,vs,v3} é uma base ortonormal de V' formada por auto-vetores de B.

Se Bv; = \;v;, logo temos
b('l}i/[)j)’l}fB'Uj = ’Uf)\j’l)j = )\jUin = )\jdi,j.

Portanto a matriz de b com respéito a base {vy,vo,v3} é

A 00 00 0
[b]{’Ul,’U2,’U3} = 0 )\2 0 — 01 0
0 0 Az 00 -1

Segue que o posto de q é 2 e o seu indice é 1.

Exercicio 3. Seja T: R? — R? definido com respeito a uma base 3 de R?

através da matriz:
1 0
a=(L3)

(a) Existe um produto interno de R? com respéito ao qual T é autoadjunto?
(b) Existe um produto interno de R? com respéito ao qual 7' é unitério?

Solugao: (a) O polinémio carateristico de T' é Fr(\) = (A—1)(A—2), logo o seu
polinémio minimo é Pr(\) = Fr(\), portanto T' é diagonalizavel pois Pr é produto
de fatores lineares distintos. Seja {v1,v2} uma base de R? formada por auto-vetores
de T. Seja <,> o produto interno standard de R? com respéito & base {vi,vs}.
Segue que {v1,v2} é uma base ortonormal com respeito ao produto interno <, >
e como é formada por auto-vetores de T, pelo viceversa do teorema espetral (para
operadores sobre espagos reais) segue que T é auto-adjunto.

(b) A resposta é nao: suponha por absurdo que existe um produto interno <, >
com respeito ao qual 7' é unidrio. Seja {v1,v2} uma base autovetores de T' (que
existe pelo ponto (a)), com Ty = 2vy. Logo

< V9,9 >=< Ty, Tvy >=< 209, 2v9 >=4 < vy, vy >

e como vy # 0 segue que 1 = 4, contradigao.

Exercicio 4. Seja N um operador normal sobre um espago complexo. Mostre
que:

(a) N é hermitiana (respetivamente unitdria) se e somente se os seus autovalores
sao reais (respetivamente se e somente se os seus autovalores tém médulo 1).

(b) Se M é uma transformagao tal que MN = NM, logo MN* = N*M. (Sug-
estdo: se A= MN*— N*M, calcule o trago de AA*).
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Solugao: Como N é normal, pelo teorema espetral temos

k
N = Z \NE;
=1

onde \; sao os auto-valores distintos de T, EZ2 = I; = E} para todo ¢, E;E; =0
parai # j, e Fh +---+ Ey =id. Segue que

k k
i—1 i=1

(a) Se N é hermitiana, vimos na sala de aula que \; € R para todo i. Viceversa,
se A\; € R para todo i, segue que N* = Zle MNiE; = N, logo N é hermitiana.

Se N é unitéria, vimos na sala de aula que |\;| = 1, para todo i. Viceversa se
|A\;| = 1 para todo i, logo

k k k k k
N*N = () NE)) Z Z => NPE =) E;=id
i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
e portanto N é unitdria.

(b) Vimos na sala de aula que trago(AA*) = 0 implica A = 0. Logo vamos provar
que trago(AA*) = 0. Para isso, usaremos que N*N = NN* que MN = NM, e
portanto N*M* = M*N* e que trago(C'D) = trago(DC) para toda matriz C, D.
Temos

trago(AA*) = trago(MN* — N*M)(NM* — M*N)) =
trago(MN*NM* — N*“MNM* — MN*M*N + N*MM*N) =
= traco(MN*NM™) —trago(N* M NM*) —trago(M N*M*N) +traco(N*MM*N).

Como
trago(MN*NM™) = trago(MNN*M*) = trago(MNM*N*) = tragco(N* M NM™)
e como
trago(MN*M*N) = trago(N*M*NM) = trago(M*N*NM) = trago(M*NN*M) =

= trago(MM*NN*) = trago(N*MM*N)
segue que trago(AA*) = 0.



