ALGEBRA 1II (2014)-LISTA 1

Relagoes de equivaléncia — Niimeros

(1) Seja A um conjunto e p C A x A um relagdo sobre A. Nos casos listados
abaixo, diga quais relagoes sao de equivaléncia, e nesse caso encontre se possivél a
particao de A induzida por p:

e A:=NxNep:={((mmn),(r,s):m+s=n+r}
A:={1,2,3,4} e p:={(1,1),(1,3),(2,2),(3,1)}.
A:=7Z\{0} e p:={(z,y) : « divide y}.

A := {retas de um plano cartesiano} e

p:={(r1,r2) : Ry é paralela e ndo igual & ra}.

e A:i=Zep:={(z,y):x—yépar}
e A=Zep={(ny):|al = Iy}

(2)Verifique que com as operagoes introduzidas nas aulas, os conjuntos Z, Q,
Q[z] sdo aneis comutativos com unidades, isto é sdo conjuntos que satisfazem as
propriedades listadas na pagina 2 das notas. Além disso, verifique que Q é um
corpo (isto é todo elemento ndo nulo de Q ¢ invertivel) e que Q[x] é um dominio
(isto é se f(x) - g(x) =0 com f,g € Q[z], logo ou f =0 ou g =0.

(3) E conhecido o seguinte resultado (divisdo entre intéiros): dados a,b € Z,
com b # 0, existem tnicos q,r € Z tais que a = bq + r, com 0 < r < |b|. Prove o
resultado citado quando a > b > 0. (Dica: use indug@o sobre o nimero natural a).

(4) Mostre que os invertiveis de Z sdo 1 e —1, isto é: 1 e —1 s@o os tnicos
elementos a € Z tais que a - b =1, para algum b € Z.

(5) Um elemento a € Z é dito irredutivel se toda vez que escrevemos a = b - ¢,
logo ou b ou ¢ é um invertivel de Z (isto é, pelo exercicio (4), ou b € {1,—1} ou
c € {1,—1}). Prove o seguinte resultado, que fornece a existéncia da fatoragao de
intéiros e que é conhecido como teorema fundamental da aritmética: Seja m um
intéiro, n > 1. Logo é possivel escrever n como produto de um numero finito de
poténcias de irredutiveis p1, ..., ps

h hs
n:pll'“ps )

ondep; >1,h; >1es>1.

(6) Usando o exercicio (5), mostre que em Z existem infinitos niimeros irredu-
tiveis. (Dica: por contradi¢do suponha que existam finitos irredutiveis p1,...,pn.
O intéiro py - p2 - - - pn + 1 possui fatoragao?).

(7) Usando o exercicio (5), mostre que se p é um primo em Z, logo ,/p nao é um
ndmero racional.
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(8) Neste exercicio construiremos o anel dos intéiros modulo um intéiro n. Seja
n € Z um intéiro fixado.
(i) Verifique que a seguinte relagdo sobre Z é uma relagao de equivaléncia:

on :={(a,b) : a —b=mn-h, para algum h € Z}.

A relagado p, é dita relacdo de equivaléncia mddulo n. Se ap,b, onde a,b € Z,
escrevemos a = b mod n. Denotaremos por Z, := /p, (o conjunto quociente).
(ii) Prove que as classes de equivalencia de p, sao 0,1,...,n — 1. (Dica: use a
divisdo entre intéiros do exercicio (3)). Note que portanto Z,, possui n elementos.
(iil) Verifique que as seguintes operagoes sobre Z,, independem dos representantes

escolhidos:

E—FE::m, E-E:zﬂ,
onde a + b e a - b sdo as operagoes de soma e produto de Z.
(iv) Verifique que Z,, é um anel comutativo com unidade.
(v) Prove que Zs e Zs3 sdo corpos, e que Z4 nao é um corpo.

(9) Seja n un inteiro positivo fixado. Prove que para todo a,b,c € Z tais que
a = b mod n valem as seguintes propriedades:

(i) a+ ¢ =b+ ¢ mod n;

(ii) a- c=b-cmod n;

(iii) a® = b* mod n, para qualquer i € N.

(10) Seja a € Z. Escreva a no sistema decimal como
4= ann_1...0100 = ap - 10" +ap_1 - 10" 4+ -+ + a1 - 10 + ao.
Chamamos 0s a,, - .. ag de algarismos de a.
(i) Mostre que as seguintes relagoes valem:
a=an+ap_1+---+ai +ag mod 9
a=ap+an_1+--+a; +ay mod 3
Em particular, mostre que a é divisivel por 9 (respectivamente por 3) se e somente
se a soma das seus algarismos é divisivel por 9 (respectivamente por 3).

(ii) Mostre que a ¢é divisivel por 4 (respectivamente por 25) se e somente se
a1ag = ay - 10 4+ ag é divisivel por 4 (respectivamente por 25). (Dica: use que 100
é equivalente a 0 médulo 4 e também mdédulo 25.)

(iil) Mostre que a é divisivel por 11 se e somente se é divisivel por 11 o nimero:

ap— a1 +az-+(=1)" - ap,.

(Dica: observe que, para todo intéiro positivo i, temos que 10% é equivalente a (—1)?
médulo 11.)



