LISTA 2
HISTORIA DA MATEMATICA

PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. (i) Mostre que a reta entre dois pontos racionais possui uma
equagao com coeficientes racionais.

(if) Mostre que um circulo com centro um ponto racional e raio racional possui
uma equagao com coeficientes racionais.

Exercicio 2. (i) Mostre que a interse¢ao de duas retas pode ser calculada por
operagoes racionais.

(ii) Mostre que a intersecao de uma reta e de um circulo pode ser calculada por
operagoes racionais e estracao de raiz.

Exercicio 3. Diga quais destes nimeros é constructivel:

G) VZ () V5 (i) V6 (v) V4

Exercicio 4. Mostre que a forma quadratica ax? +bxy -+ cy? pode ser convertida
a forma normal a’z'? 4+ b'y'? usando um oportuno  na substituicio

z = x'cost — 1'send
y = 2'senf + y'cosb.

Deduza que toda conica plana pode ser escrita, apés uma oportuna mudanca de
coordenadas, na forma a'z"? +b'y? + 2’ +d'y' +¢ =0

Exercicio 5. Encontre uma parametrizac¢ao racional, i.e. polinémios p(t) e ¢(t)
tais que todo (z,y) da curva e do tipo (p(t), ¢(t)), para algum ¢, das seguintes curvas

(i) y? = 2%

(i) y? = 22%(z + 1).

Exercicio 6. Considere o plano projetivo.
(i) Mostre que a hiperbole xy = 1 possui dois pontos no infinito.
(ii) Mostre que a curva y = 23 possui um tnico ponto no infinito.

Exercicio 7. (i) Use que senz = 2sen(x/2)cos(x/2) para provar que

sen(m) 2 n
————— =cos(x/2)cos(x/2%) ...cos(x/2").
Srsen(z/27) cos(x/2)cos(x/2%) ... cos(x/2")
(ii) Use (i) para provar que
sen(z) = cos(x/2)cos(x/2%)cos(x/2%) . ..
x
(i) Usando (ii), deduza a férmula de Viéte:

2 T T T
— = COS—COS—COS— ...
T 4 8 16
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Exercicio 8. Prove a férmula binomial de Newton:

wrir =3 (Mo

i=0
Deduza que se p é primo, logo
(a+b)P = d” + bPmod(p).

Exercicio 9. O pequeno teorema de Fermat afirma que para todo intéiro a e

todo primo p, temos
a? = a mod(p)

Prove o pequeno teorema de Fermat seguindo os seguintes passos:

(i) primeiro faga a prova no caso a > 0 por inducio sobre a, e usando Exercicio
8 ao longo da prova;

(ii) depois faga a prova por a nao positivo notando que 0 = (a+ (—a))? e usando
o Exercicio 8.

Exercicio 10. Uma férmula devida a Euler diz que
=1 1 1
n=1 n’ p primo 1- P
Use a férmula de Euler para s = 1 para deduzir que existem um ntmero infinito
de primos.



