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HISTORIA DA MATEMATICA - GUIA DE DISCIPLINA

Introducao

Mostrar a dimensao historica do saber matematico é o principal
papel da disciplina Histéria da Matematica na formacao do(a) Professor(a)
de Matematica. A maneira como esta disciplina sera apresentada é
caracterizada pelo seu nome: Histéria da Matematica Através de
Problemas. Esta maneira é significativa pois identifica o acesso ao
conhecimento matematico pela via dos problemas que a Matematica gera

ao longo de sua histéria. Assim, a incorporacdo da categoria histérica

como fio condutor desses problemas restitui a producao do saber
matematico como um todo, suas transformacdes e sua persisténcia, entre
impasses, conjecturas, intuicdbes e certezas ao longo do tempo.
Evidentemente que esta abordagem devera sobretudo permitir um
entendimento geral do modo como o pensamento matematico se

desenvolve e produz o conhecimento matematico.

A Matematica vista com sua histéria permite o estabelecimento de
relacbes e de influéncias entre a Algebra, a Geometria, a Aritmética e a
Andlise; permite perceber como seus problemas geram, no fluxo do
pensamento matematico, novas questdes e, consequentemente, novas

descobertas/novas construcgoes.

3



4

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Objetivos da Disciplina

Objetivo Geral

Conceber a histdria da Matematica como uma fonte de entendimento dos

problemas da Matematica.

Objetivos Especificos

Apresentar através dos principais momentos da Histdria da Matematica a
concepcao das ideias na Matematica e o aparecimento dos problemas
delas resultantes, colocando-as nos seus contextos cultural, econémico e
institucional. De forma mais detalhada, identificam-se os seguintes

pontos:

e possibilitar o esclarecimento de conceitos, propriedades e métodos
matematicos que sdo ensinados;

e mostrar a existéncia de uma continuidade entre os conceitos e os
processos matematicos do passado e do presente;

o refletir as preocupagoes praticas ou tedricas das diferentes culturas;

e aprofundar o conhecimento matematico;

e treinar a leitura de textos matematicos primarios;

e aprofundar a consciéncia da Matematica como conhecimento em
constante desenvolvimento;

e discutir topicos matematicos de forma construtiva;

e estabelecer o aprendizado sobre o desenvolvimento histérico de um
topico da Matematica;

e estabelecer o aprendizado, através da histéria, sobre os
matematicos e seus trabalhos;

e estabelecer o aprendizado de como “fazer” matematica através do
percurso de suas ideias;

e dar pontos de referéncia sobre a constituicdo de um saber do qual
se conhece o estado final, mas nao a génese;

e enriquecer as experiéncias didaticas.
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Os trés seguintes artigos propdem discussdes interessantes sobre o
papel da Historia da Matematica no desenvolvimento do pensamento
matematico, na construcao do conhecimento matematico e no ensino da

matematica.
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Breve apresentacao da historia da Matematica
até o final do século VII AC

Os textos provenientes das primeiras civilizagdes orientais do Egito
ou da Babil6nia ndo sao suficientes para nos permitir a maneira pela qual
pode-se constituir uma aritmética, uma geometria e uma 4algebra,
desenvolvidas desde o 2° milénio antes da nossa era. Certamente ndo se
tratam de especulagbes abstratas, mas de “receitas” transmitidas por
castas de escribas especializados e destinados a regrar os problemas
praticos que pde uma sociedade agraria ja muito estruturada: trocas,
litigios, partilhas e rendas. Os documentos que chegaram a nds (papiros e
tabletas de barro cozido), entretanto, ja mostram conhecimentos sobre as
fracOes, as progressdes aritméticas e geométricas, a extracao de raizes
guadradas; problemas de carater algébrico (nos babilonios, com
linguagem geométrica) equivalentes a equacgdes lineares, quadraticas,
cubicas e biquadraticas. Em geometria plana, figura tais como quadrado,
retangulo, trapézio, circunferéncia, &angulo reto, sao conhecidas
provavelmente em ligagdo com o uso de utensilios tais como: o cordel do
agrimensor, o esquadro do pedreiro a roda do oleiro. A ideia de
semelhanca é atestada nos babil6nios dos quais um texto enuncia que em
uma escada a relagdo da altura com a largura de um degrau é a mesma
gue esta da altura total da escada com a sua projecao horizontal.

S

-

sp _SP
Ap AP



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Por outro lado, os gregos atribuem a Tales de Mileto um
procedimento de medida da altura de uma piramide, sem duvida
conhecida dos egipcios: se observa o comprimento de sua sombra e a
relacdo da altura com esta sombra € a mesma que esta da altura de um
bastdao com o comprimento da sombra deste bastao.

Quanto a geometria espacial, os monumentos que subsistem
testemunham dos arquitetos e dos pedreiros conhecimentos empiricos
para o calculo correto de volumes de sdlidos tais como o paralelepipedo
retangulo, o cubo, o cilindro, o cone, a piramide e os troncos esses dois
ultimos (tronco - frustum em latim). Os conceitos que intervém sé
concernem aos objetos concretos: medidas suscetiveis de adicao e de
subtracdo como comprimento, area, volume, angulo, com unidades e
tomando seus multiplos e submultiplos. As “receitas” dizem respeito a
exemplos onde os dados sao explicitados, elas sao procedimentos de
calculo sem justificagdo como a avaliacdo de areas onde a forma e as
dimensdes sao conhecidas, por exemplo, o triangulo isdsceles ou
retangulo, o trapézio e o circulo. Nao existem férmulas no sentido que nds
as entendemos; a generalizacgdo de um procedimento de calculo é
percebida a partir de uma série de exemplos onde os dados variam. Ou
seja, as instrugdes sao tao especificas que se tem certeza do processo
geral, e que apos ter-se resolvido uma grande quantidade de problemas,
ndao havera mais nenhuma duvida. Ndo ha, contudo, indicacao explicita de
como se descobriram as regras matematicas implicitas.
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A matematica pré-grega

Existem registros de uma historia bimilenar da matematica pré-
grega. Os manuscritos mais antigos da matematica grega datam do século
VI a.C. Por esta época ja se podia olhar para uma histéria da matematica
respeitavel e, pelo menos, com dois mil anos de idade. Nesses dois
milénios, resultados significativos tinham sido obtidos pelos babil6nios e
egipcios decisivos para os desenvolvimentos posteriores da matematica.
Os egipcios articularam técnicas complexas de calculo com numeros
fracionarios. Na Mesopotamia foram alcancados resultados brilhantes pela
aplicacdo do calculo numérico a resolugdo de problemas praticos:
resultados que conduziram a elaboragdo de problemas de calculo
extremamente complicados, capazes de determinar as raizes de equacgdes
algébricas com uma incdégnita, ou também de sistemas de equagdes com
duas incognitas.
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O METODO DA FALSA POSICAO NA HISTORIA E
NA EDUCAGCAO MATEMATICA

The false position method in History and in
Mathematics Education

Cleide Farias de Medeiros?
Alexandre Medeiros?

Resumo: Este texto coloca em uma perspectiva histdrica o tratamento algébrico precoce
gue, costumeiramente, é dedicado ao ensino elementar da Aritmética. Defendendo que
um tal tratamento algébrico precoce carrega varios pontos negativos para formagdo do
educando, o texto discute o "método da falsa posicdo” como uma alternativa viavel para
um tal ensino introdutério. Apontando as raizes histéricas de tal método, o texto procura
evidenciar as origens, aplicagdes e varias formas de visualizar este procedimento
iterativo, desde a manipulacdo de materiais concretos, passando por aplicacoes
geomeétricas, até atingir o Calculo Numérico, como um dos procedimentos iterativos na
resolugdo de equacles lineares. Uma das conclusdes é que, embora ndo seja o referido
método, em sua forma mais simples, nenhum substitutivo para a resolucdo algébrica
simbdlica e moderna de equacdes e de sistemas de equacgdes, ele se constitui certamente
em um precioso trampolim para iniciarmos o salto em direcao a um estudo mais
formalizado. Particularmente, o método da falsa posicdo revela-se uma utilissima
ferramenta pedagdgica na Educacdo Matematica, principalmente quando vinculado a
suas origens histéricas, suas abordagens concretas iniciais € suas associacdes com a
Geometria e a Geometria Analitica.

Unitermos: Historia e Educacdo Matematica, Aritmética, Método da Falsa Posicdo,
Processos Iterativos Elementares.

Abstract: This text is a historical perspective on the early algebraic approach that is usually
applied to the elementary teaching of Arithmetic. By arguing that such an initial algebraic
treatment contains several drawbacks for elementary education, the ‘false position method’ is
discussed and is presented as a viable alternative for such introductory teaching. By pointing out
the historical roots of the method, the text tries to make clear several ways of visualizing this
iterative procedure. This is done by incorporating the use of manipulative and geometrical
applications as well as the use of numerical calculus as an iterative procedure for solving linear
equations. Although one conclusion is that in its simpler form this method does not constitute any
substitute for the modern symbolic algebraic resolution of equations of linear systems, it certainly
represents a valuable springboard® to reach a more formalized study. Particularly, the false position
method is a very useful pedagogical tool in mathematics education, mainly when it is interwoven
with its initial concrete approaches and its associations with geometry and analytical geometry.
Keyword: History and Mathematics Education, Arithmetic, Method of False Position, Elementary
Iterative Processes.

Introducao.

1 phD (Centre for Studies in Science and Mathematics Education — University of Leeds). Mestre em
Psicologia da Educagdo (Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo). Professora do
Departamento de Educagdo da Universidade Federal Rural de Pernambuco

2 PhD (Centre for Studies in Science and Mathematics Education - University of Leeds). MSc
(Feusp). Consultor cientifico da Scienco. Instituto Scienco de Pesquisas Educacionais.
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O método da falsa posicdo, da falsa suposicdo ou, ainda, do falso
pressuposto, € uma forma muito antiga de resolver problemas que atualmente
podemos interpretar como relacionados a equacbes e sistemas de equagoes
lineares. O ensino elementar da Aritmética tem sido substituido nos ultimos anos
pelo ensino de uma Algebra disfarcada.

Isso é particularmente observado na resolucdo de problemas que podem
ser modelados por equacdes lineares. Tais problemas sao costumeiramente
resolvidos de uma forma exclusivamente simbdlica, quer com a adogao imediata
de letras na representagdo das quantidades desconhecidas, quer com uma
Algebra disfargada na utilizagdo de quadradinhos ou outras figurinhas que tomam
o lugar da incégnita e sdao operadas seguindo as regras da Algebra. Esta
simbolizacdo precoce traz sérios danos para a formacao do pensamento
especulativo, da exploracao das relagdes numéricas porventura existentes na
situacdo em causa e da prépria intuicio matematica a ser necessariamente
desenvolvida. Por outro lado, investigando a historia do ensino da Matematica,
podemos encontrar que em um passado ainda recente, métodos mais intuitivos e
exercitadores do raciocinio (e ndao apenas de procedimentos mecéanicos) eram
utilizados na escola. Dentre tais abordagens aritméticas destaca-se o antigo
“método da falsa posicdao”. Em sua génese histérica, o método da falsa posicao é
um procedimento iterativo de resolucdo de problemas lineares ja bastante
antigo. Suas origens remontam ao antigo Egito e aos primérdios da civilizacao
chinesa, tendo sido largamente utilizado, desde entdo, por matematicos de
varias civilizagdes. Em sua esséncia, o método da falsa posicdo consiste em um
procedimento de tentativas e erros. Entretanto, como veremos, ha algo mais
consistente por trds dessa postura aparentemente tdo simples. Suas origens
perdem-se no tempo, tendo surgido independentemente em varios locais e em
varias civilizagdbes da Antiguidade, como uma tentativa de resolver problemas
praticos ligados ao comercio, a cobranca de impostos, ao armazenamento de
animais e a agrimensura (LUMPKIN, 1992). Esta multiplicidade de formas e locais
independentes de surgimento fortalece a conviccao de ser tal método uma
abordagem naturalmente convidativa ao pensamente, ou intuitiva. Observe que
seus usos iniciais eram, alem disso, desprovidos de qualquer justificativa e,
portanto, dotados de uma caracteristica realmente intuitiva, parecendo sensato
afirmar que esta seria uma forma natural que leigos tenderiam espontaneamente
a usar (EVES, 1958). Criangas que foram ainda introduzidas nos meandros da
Algebra simbdlica, quando confrontadas com problemas relacionados com
equacdes e sistemas de equacdes lineares nem sempre conseguem resolvé-los.
Entretanto, quando o fazem de forma bem sucedida, agem, quase sempre, por
tentativas e erros, seguidos de correcdes apropriadas e, portanto, de um modo
semelhante ao método da falsa posigao.

Embora o método da falsa posicdo seja um assunto muito antigo, algumas
variagoes do mesmo te aplicagdes bem mais recentes. A ideia, por exemplo, de
proceder-se, no Calculo Numérico, por tentativas e erros, seguidos de repetidas
correcoes na solucdo de equacdes nado-lineares é inspirada no antigo método da
falsa posicao, recebendo, assim, a mesma denominacao e sendo contetdo usual
em cursos de fundamentos da computacao.

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Alguns Exemplos de Aplicacao do Método da Falsa Posicao

A Histéria da Matematica no antigo Egito pode ser investigada através dos
registros deixados por escribas em alguns documentos preciosos como o0s
papiros Rhind, de Berlim e de Moscou. O papiro Rhind, compilado por Ahmes, por
volta de 1650 a.C., traz 85 problemas. Os problemas de 24 a 27 do papiro Rhind
tratam de situagdes que interpretariamos, atualmente, como tipicas de serem
modeladas por equacdes lineares (COLLETE, 1986). O problema de numero 26,
por exemplo (JOSEPH,1991), diz o seguinte:

Uma quantidade e o seu quarto adicionado torna-se 15. Qual é esta
quantidade?

A solucdo desde problema em termos algébricos modernos e, portanto
simbdlicos, pode parecer-nos simples e direta. Com efeito, simbolizando por x a
guantidade desconhecida, podemos encontrar a solucao resolvendo a equagao:

x
x+Z=15 o dx+x=60 . 5x=60 o~ x=— o x=12

Notemos, entretanto, que, embora tal solugao pareca, efetivamente, muito
simples, ela ja requer que o estudante compreenda que os simbolos podem ser
operados semelhantemente aos nimeros. A inocente soma dos mondmios 4x + x
para dar 5x sO faz sentido dentro de um contexto algébrico ja desenvolvido. De
modo andlogo, a passagem, aparentemente trivial, de fazermos 5x = 60 resultar
em x = 12, sé pode ser compreendida baseando-se na aceitacdo prévia de que a
divisdo de ambos os membros de uma equacdo algébrica por uma quantidade
diferente de zero ndo altera a igualdade. Operar diretamente com numeros,
como no caso aritmético, ndo € nem cognitivamente nem matematicamente a
mesma coisa que operar diretamente com simbolos. A simples transferéncia das
propriedades operatérias dos numeros para os simbolos corresponde a um
enorme salto conceitual que deu origem a Algebra e ndao deve jamais ter sua
complexidade trivializada, sob pena de introduzirmos as criancas em um jogo
sem sentido. Também pouco adianta o subterfugio de utilizarmos outros
simbolos em lugar de letras. Assim, fazemos como é comum:

6
IZI+%=15 ~ 4H+[0EH=60 «~ 5H=60 «~ [H=— ~ [=12

equivale a nao entendermos a complexidade da verdadeira natureza da
dimensao simbdlica. A questdo da dificuldade matematica e cognitiva nao esta
no simples uso de uma letra para simbolizarmos uma quantidade desconhecida,
mas sim no fato de operarmos um tal simbolo como operamos um numero, seja
esse simbolo um quadradinho, um triangulo ou uma outra coisa qualquer,
inclusive uma simples palavra. Eis porque a Algebra, ainda que totalmente
retdrica, é ainda uma Algebra.

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Mesmo sem usarmos simbolos explicitos, o simples fato de operarmos
mentalmente com a incdgnita, como se estivéssemos operando, de uma maneira
geral, com numeros, é que confere a dimensao algébrica ao problema.

Este nao era, entretanto, a forma como os antigos egipcios resolviam o
problema. Sem possuirem uma Algebra simbdlica, utilizavam recursos retéricos
para enquadrar a situagcao e um procedimento de tentativas e erros, conhecido
como calculo de “aha”, nome dado a quantidade desconhecida. Esse
procedimento viria a ser conhecido, posteriormente, como o método da falsa
posicdo. Tal método tinha seu ponto de partida com o levantamento inicial de
uma hipdtese, ou posicao inicial, sobre o valor da quantidade a ser determinada.
Esta posicdo, ou suposicao inicial, ndo era, entretanto, totalmente aleatdéria, mas
sim, algo conveniente que obedecia a um propdsito bem claro: o de simplificar os
calculos pela iniciativa de evitar as fragdes presentes na formulacao do problema
(BUNT, JONES & BEDIENT, 1988). No caso do exemplo acima, o escriba egipcio

escolhia um valor para a quantidade desconhecida (aha) que evitasse a fracao %.

Uma boa escolha seria o préprio nimero 4. E preciso perceber, entretanto, que
este valor 4 atribuido inicialmente a quantidade desconhecida ndo tinha a
pretensao de ser algo como um palpite verdadeiro; era, realmente, uma mera
tentativa a ser apropriadamente corrigida logo em seguida. Aplicando a esta
posicdo inicial as condicdes do enunciado do problema, o escriba raciocinava da

seguinte forma: se a resposta fosse 4, entao 4+%d64: 5. Como o resultado

esperado era igual a 15, a posicao inicial assumida para a incognita (4) era
evidentemente falsa. Entretanto, tendo em vista que o resultado obtido (5)
precisava ser multiplicado por 3 para se chegar ao valor da soma correta (15),
na mesma proporcao deveria ser multiplicada a falsa posigao inicial (4) para se
obter o valor correto da incégnita. Assim, o método da falsa posicdao apontava
para um valor de “aha” igual a 4 x 3 = 12.

E importante notarmos que o método da falsa posicao adotava, portanto,
duas linhas mestras. Em primeiro lugar, a adogao inicial de uma falsa posicao
gquanto ao valor da incognita, adocdo esta baseada na conveniéncia da
eliminacdo das fragbes. Em segundo lugar, a correcdo do valor atribuido
inicialmente a incdgnita por uma proporcdo entre os valores resultantes das
somas (o correto e o obtido com a posicdo inicial) e os valores das incégnitas (o
correto e a propria falsa posicao inicial).

Para sermos mais fiéis com a historia, seria conveniente assinalarmos que
0os antigos egipcios, ao utilizarem o cdlculo de “aha”, expressavam as fracoes
sempre reduzidas a somas das chamadas “fracbes unitarias”, onde estas
significavam fracdes de numeradores iguais a 1. Elas eram indicadas por um
simbolo sobre os nimeros, mas neste artigo adotaremos, por simplificacdo, a
representacdo moderna de separar os nimeros por um traco (STRUIK, 1989).

1 3
— ; > era
15 4

. 1 1 . . . .. . e .
escrita como -+ e assim por diante. Por simplicidade e para dirigir a nossa

atencdo para o método da falsa posicao em si mesmo, descrevemos o raciocinio
seguido pelos antigos egipcios evitando sua complicada notacao de fragdes.

. ~ 2 . 1
Assim, por exemplo, fragBes, como ¢, eram escritas como -+

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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De modo analogo ao problema acima discutido, o problema de numero 24
do papiro Rhind, afirmava que: “Uma quantidade desconhecida acrescida de seu
sétima, vale 19. Qual é esta quantidade?”

A solucao pelo método da falsa posicao é semelhante a do problema
anterior. O escriba assume para o calculo de “aha” a falsa posicao 7. Tal escolha
deve-se, como no caso anterior, a tentativa de evitar fragoes.

Uma vez operados os calculos indicados no enunciado, o escriba obtém:
7 . . . .
7+;=8. Como o resultado deveria dar 19, a escolha tria sido evidentemente

errada. A razao %, entre o resultado correto e o calculado deve ser a mesma que
aquela existente entre o valor correto de “aha” e a falsa posigdao assumida. Logo,
seria preciso multiplicar 7 por % para obter-se o valor esperado da quantidade
desejada (RESNIKOFF & WELLS, 1984).

Justificativa e Generalidade do Método da Falsa Posigao

Acostumados que estamos com procedimentos simbdlicos gerais, ficamos,
por vezes, sentindo-nos meio que ludibriados pela marcante simplicidade do
método da falsa posicao na solugao de problemas do primeiro grau. Por isso,
esbocamos aqui uma forma simbdlica mais geral de discutir as razoes de um tal
procedimento dar certo, de ser algo geral a ser aplicado a problemas daquele
tipo. E interessante observarmos, entretanto, que os antigos egipcios ndo
trabalhavam com esse tipo de justificativa, nem tinham clareza da generalizada
do método. Em algumas outras situagdes em que o método poderia ser
igualmente aplicado, eles adotavam formas alternativas de operar. E preciso,
portanto, explicitar porque o método funciona e a extensao em que ele pode ser
tido como funcionando para todas as equacdes lineares ou apenas para o tipo
mais simples ax=b.

Equagles como x+>=15 e x+>=19 relativas, respectivamente, aos

problemas 26 e 24 do papiro Rhind podem ser escritas modernamente como
ax=b. Suponhamos, portanto, que a falsa posicao escolhida xo,, ndao funcione.

Logo: axp=c. O método indica que se multiplicarmos a falsa posicdo x, pela razéo
b . b /
~ obteremos a resposta correta, ou seja que: (Z)XO € a resposta correta. Em

T ~ b
verdade, quando multiplicamos a equagao por Y obtemos:
(B)ax = (B)C ou seja: a(é)x =b
c 0 cJ! ja: c)70
b ~ . b ’ .
Portanto, se: x = (Z)XO' entao: ax = b, ou seja x = (Z)XO € a raiz da

equacao.
Em outras palavras, se:
ax b b
ax = b e axo = ¢, temos que — = -, 10g0: X = Xg—
0

Ciéncia & Educacgéo, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Este método é sempre valido para equacdes lineares escritas na forma
ax=b. Entretanto, se tivermos ax + d = ¢, poderemos subtrair d de ambos os
lados da igualdade, tal que: ax = c - d e fazendo c - d = b, teremos ax = b.

As Origens Histoéricas do Método da Falsa Posicao

Um ponto que por muito tempo caracterizou um certo eurocentrismo na
Historia da Matematica déi o de creditar a criacdo do método da falsa posicao a
Leonardo de Pisa, por volta do século XIII. Entretanto, os estudos da Historia
Antiga, realizados ainda no século XIX, demonstraram o desacerto de uma tal
perspectiva, fazendo remontar as origens de um tal método a fontes mais
antigas e nao européias.

E muito dificil tracar a origem exata do método da falsa posicdo. Tanto os
autores quanto as datas de importantes documentos da Histéria Antiga da
Matematica sdao de atribuicbes bastante imprecisas. Certo é que tanto no antigo
Egito quanto na China, o referido método era ha muito conhecido, ainda que com
denominacdes diversas e com distintas conviccdes quanto a sua validade e
generalidade. Como ja afirmamos acima, um dos documentos mais antigos que
faz referencia ao método da falsa posicao é o papiro de Rhind, compilado pelo
escriba Ahmes por volta de 1650 a.C. Esse texto, entretanto, € um relato de
conhecimentos bem mais antigos e nao da autoria de Ahmes. Fica, portanto,
dificil precisar os verdadeiros autores das ideias ali expostas, assim como a
época dos seus surgimentos.

Por outro lado, sendo o método da falsa posicao, historicamente, um tipo
de procedimento originalmente retérico, como de resto a propria Matematica
egipcia, alguns tém relutado em aceita-lo como parte integrante da Algebra,
vendo-0, apenas, como um pequeno caso de Aritmética aplicada.

Essa postura, entretanto, carrega também um viés ideoldgico
eurocentrista defasado no tempo. Ela consiste em tomar como Algebra apenas
aqueles raciocinios expressos de uma forma completamente simbdlica. Uma
postura radicalmente oposta e bem mais aberta, do ponto de vista antropoldgico
e cultural, € a de aceitar-se a histéria da Algebra como dividida em trés
periodos: o retdrico, o sincopado e o simbdlico. Nesta perspectiva, o método da
falsa posicdo pode ser encarado como um legitimo representante da primeira
fase da histéria da Algebra: a da Algebra retorica, no qual, apesar da existéncia
de simbolos utilizados para denotar quantidades e operagdes, o raciocinio
utilizado, o desenvolvimento do processo de solucdo do problema, era
completamente expresso em forma de prosa. A questdo da aceitagdao ou ndo de
raciocinios expressos de forma retérica como sendo uma Algebra é
marcadamente ideologica. Como assinala Joseph (1991) a transformagdo da
Algebra retdrica para a simbdlica, que marca um dos mais importantes avangos
na Matematica, requereu duas importantes condicdes. A primeira foi o
desenvolvimento de um sistema numeérico posicional que permitiu escrever os
numeros de forma concisa, trazendo, com isso, o desenvolvimento eficiente das
operacdes. A segunda foi o aparecimento das praticas comerciais e
administrativas que auxiliaram na adocdo, ndo apenas de um sistema numérico,
mas também de simbolos para representar os operadores.
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Entretanto, se apesar de ndao possuir um Carater simbdlico, podemos
pensar na existéncia de uma Algebra egipcia, ha ainda uma outra questao a ser
devidamente considerada, ligada a consciéncia da justificativa e da generalidade
dos raciocinios utilizados. Analisando as solucdes de problemas, contidos nos
papiros, envolvendo quantidades desconhecidas, observamos que elas eram, em
principio, comparaveis com as nossas equacodes lineares. Contudo, os processos
ali descritos sdo puramente aritméticos, ao tendo se constituido, nas mentes dos
egipcios, em um assunto distinto, em uma verdadeira solucdo de equacdes e
sem explicagdbes do porque os métodos eram usados ou do porque eles
funcionavam (KLINE, 1990). O método da falsa posicao, na forma utilizada pelos
antigos egipcios, ou seja, contido de forma nao explicita no calculo de “aha”, nao
chega, portanto, a se constituir exatamente em uma Algebra. Isso se dd nao
pela simples falta de simbolos em seus raciocinios, mas pelo fato dos egipcios
nao terem estado em alerta para a justificativa e da generalidade daquele
método adotado.

Caso tivesse havido essa consciéncia acerca da justificativa e da
generalidade de seu método, poderiam ter sido os egipcios, efetivamente, os
primeiros usuarios de uma Algebra retdrica. Entretanto, a auséncia dessa
consciéncia no calculo de “aha” para problemas tidos hoje como relativos as
equacoes lineares, coloca os antigos egipcios apenas como legitimos
precursores da Algebra retédrica.

A versao egipcia do método da falsa posicdo, implicito no calculo de “aha”,
tem uma validade geral para a solucao de equacgdes lineares, mas isso nao
parece ter sido percebido pelos escribas, pois, tal método nem sempre é usado.
Parece claro que eles ndao sabiam que o método sempre funcionaria ou, talvez
acreditassem que outros métodos usados no papiro Rhind também fossem
métodos gerais. De uma forma ou de outra, ndo pode ser dito que eles,
realmente, compreendiam as equacgoes lineares.

O simbolismo aparece, usualmente, como a Unica linha demarcatoéria
existente na histéria da Algebra, mas o estado de alerta quanto a justificativa e a
generalidade dos processos matematicos utilizados é tao importante quanto a
forma adotada para representar a matematizacao dos problemas. Desta forma,
faltou aos egipcios m sistema metddico geral para resolver equacdes lineares
com uma incognita, no mesmo sentido que lhes faltou, também, um sistema
alfabético escrito. Apesar de possuirem um desajeitado sistema de escrita, este
incluia todos os ingredientes para que um método de representacao alfabética
bem sucedido pudesse vir a ser desenvolvido. Da mesma forma, suas colecoes
de técnicas matematicas particulares incluiam procedimentos que em sua
esséncia, ndo percebida, eram gerais, para resolver equacoes lineares em uma
incégnita. Embora tais procedimentos fossem efetivamente gerais, eles
realmente nunca tiveram consciéncia de tal fato. Em nenhum dos casos,
portanto, nem na escrita nem na Matematica, eles reconheceram que os seus
sistemas incluiam, alem de técnicas especiais ou supérfluas, uma generalidade
latente (RESNIKOFF & WELLS, 1984).
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A proto-AIgebra egipcia, se assim podemos conceituar parte de sua
Matematica, foi também indubitavelmente retardada pelos seus métodos
desajeitados de lidar com as fracdes. Os calculos extensos e complicados com
fracOes, fora do escopo de analise do presente trabalho, foram, assim,
igualmente, uma das razdes pelas _quais os antigos egipcios nunca
desenvolveram uma Aritmética ou uma Algebra em um nivel avangcado (KLINE,
1990). Este ponto, porém, esta fora do escopo de analise do presente trabalho.

Mesmo considerando que maior parte da Matematica e,gl'pcia tenha se
constituido de uma Aritmética pouco cémoda, de uma proto-Algebra ligada a
problemas praticos e com aplicagdes as medidas de figuras geométricas
(STRUIK, 1989), devemos, ainda assim, encara-los como  0s legitimos
precursores de varios tépicos agora incluidos como assuntos da Algebra escolar.
Isso, certamente, é totalmente verdadeiro em relagdo aos problemas de “aha”
(BUNT, JONES & BEDIENT, 1988)

Incertezas quanto a autores e datas de importantes documentos
matematicos, existem, também, relacionadas, com os antigos registros chineses
a respeito do método da falsa posicao. Este método aparece, por exemplo, na
classica obra chinesa intitulada “Nove Capitulos sobre a Arte Matematica”, de
autoria e data desconhecidas. Sabemos apenas que, por volta de 213 a.C., um
matematico de nome Ch’ang Ts’ang coletou os antigos escritos matematicos
chineses existentes aquela época e parece haver editado os “Noves Capitulo...”.

Ha, contudo, uma tradicdo, sem evidéncias histdricas muito consistentes,
gue admite ter sido esse texto originalmente preparado sob a direcao de Chéu-
Kung, que morreu em 1105 a.C. Tem sido ainda conjecturado que tal trabalho
seria ainda mais antigo, datando do século 27 a.C. De toda forma, as evidéncias
parecem efetivamente apontar para a existéncia dos conhecimentos contidos nos
“Nove Capitulos...” em épocas bem anteriores ao ano 1000 a.C. (SMITH, 1958).
O capitulo 7 desse importante documento matematico chinés é dedicado ao
método da falsa posicdao, denominado, entdao, de “método do excesso e da
deficiéncia”. Os chineses referiam-se ao método, também, como a abordagem
do: “assumindo que”. Parece-nos relevante observarmos que com tais
denominagdes, os matematicos chineses em lugar de colocarem o foco de suas
atencoes no resultado final, na quantidade a ser calculada, como no caso da
denominacdo egipcia do “calculo de aha”, estavam enfocando o proprio processo
envolvido na solucdo do problema. Ainda que retérico, um tal procedimento
chinés, centrado no processo do calculo a ser efetuado e ndo apenas no
resultado final, indica uma marcante diferenca conceitual a ser devidamente
considerada. Longe de constituir-se em uma mera questdo semantica, a
denominacdo chinesa do método da falsa posicdo sugere uma reflexdo sobre a
existéncia de uma tensdo dialética entre os processos e os conteudos envolvidos.
A abordagem chinesa deste método, com o foco no processo, mesmo que
desprovida de um simbolismo nos raciocinios, aproxima-se mais de um
tratamento algébrico do que a abordagem egipcia. Em uma sequéncia
cronoldgica, o método da falsa posicdo pode ser encontrado nos trabalhos do
grande matematico grego Diofanto de Alexandria, por volta do ano 250 da
nossa era, ja entdo envolvidos em procedimentos algébricos sincopados,
mesclando retdérica com simbolizagoes.
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Entretanto, mais importante do que o simbdlico adotado é o fato de
encontrarmos presente em Diofanto, como de resto na matematica grega em
geral, a ideia da necessidade da justificativa e da generalizacao. Ainda entre os
gregos, encontramos, também, referencia ao método da falsa posicdo em alguns
problemas contidos na influente “Antologia Grega”, elaborada por Metrodorus,
por volta do ano 500. Na sequéncia historica, vamos encontrar este método
exposto nos trabalhos de notaveis matematicos arabes como Al-Khowarizm
(c.810) e Abu Kamil (c.850), assim como entre matematicos hindus, como o
grande Bhaskaracharya (1114-1185), sucessor do nao menos famoso
Bramagupta (BOYER & MERZBACH, 1989).

A Matematica hindu tem uma histéria muito antiga, comparavel a egipcia e
a chinesa. Entretanto, o contato com a atitude grega diante da Matematica, na
era Alexandrina, inaugura uma nova fase do pensamento matematico hindu. Por
volta do ano 300, logo apds a época de Diofanto, vamos encontrar na India um
livro intitulado “Vaychali Ganit”, de autoria de Sarvesh Srivasta, no qual calculos
matematicos basicos ja aparecem em notacdo decimal. Nele encontramos,
também, referencias as fracdes e ao método da falsa posicdo aplicado a questdes
envolvendo compras e vendas.

Na primeira metade do século VII, Bhaskara I (600-680) ja introduzia
varios elementos simbdlicos na construcao de uma Algebra capaz de lidar com
grande numero de problemas relacionados nao apenas com equacoes lineares,
mas, também, com algumas equacdes quadraticas e cubicas.

Os séculos VII e VIII marcam o inicio da Matematica arabe. Por volta do
ano 810, Al-Khowarizm escreve importantes trabalhos matematicos sobre
Aritmética, Algebra, Geografia e Astronomia. Sua Algebra, em particular, mesmo
sendo essencialmente ,retérica, constitui um marco decisivo na historia da
Matematica. A palavra Algebra deriva do nome de seu texto Hisab Al-jabr Wa-
Mugabala, que significa, literalmente, calculos por completamento e
balanceamento (ou restauracao). O seu préprio nome é a fonte de origem da
palavra algoritmo. As novas técnicas sao utilizadas por Al-Khowarizm
comparativamente com a utilizacdo do método da falsa posicao, entdo,
denominado de elchatayn, em problemas lineares. Problemas concretos, que
poderiam ser tidos como envolvendo equacgdes lineares, haviam sido resolvidos,
até entdo, por falsa posicdo, sem clareza, entretanto, da formulacdo de uma
equacdo. A partir de Al-Khowarizm, esses problemas passam a ser efetivamente
expressos e resolvidos, ainda que de forma retdrica, em termos da ideia de
equagdes lineares. Entretanto, € conveniente notarmos que a denominagdo de
“equacdo” sO viria a ser adotada muito posteriormente. E importante
assinalarmos que Al-Khowarizm propiciou um enorme avanco a Algebra,
principalmente com a introdugdao do simbolismo, o seu trabalho situa-se a um
passo atras dos trabalhos de matematicos anteriores hindus e mesmo do de
Diofanto. Este é um caso tipico que ilustra a “ndo-linearidade” do
desenvolvimento da Matematica.
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Por volta do ano 900, Abu-Kamil, legitimo sucesso de Al-Khowarizm,
escreve o “Livro sobre a Algebra”, no qual estuda aplicacdes deste campo da
Matematica a problemas geométricos. Foi através desse livro que o Ocidente
veio, muito tempo depois, a tomar conhecimento inicial da Algebra e em especial
do método da falsa posicdo. Com efeito, Leonardo de Pisa, introdutor principal da
Algebra na Europa, viria a basear sua obra sobre o referido livro Abu-Kamil.

Antes de a Algebra chegar na Europa, podemos observar os avangos da
mesma entre os matematicos hindus. Bhaskara II, também conhecido como
Bhaskaracharya (1114-1185) ou Bhaskara, o professor sucessor de Bramagupta
como astrénomo em Ujuin, escrever sobre Aritmética, Algebra e Trigonometria
esférica. Sua Algebra é sincopada, ndao apenas retdérica. Ela é quase simbdlica,
devido ao alto nivel de uso do simbolismo assinalando um avanco sobre as
obras de Bramagupta e dos matematicos arabes. Entretanto, a versdo arabe da
Algebra é que viria a ser transmitida inicialmente ao Ocidente, fazendo com que
a historia da Matematica apresente assim avangos e retrocessos em Seu curso,
naquilo que por vezes € denominado de um percurso dialético, ndo-linear. Em
sua Algebra, contida no seu livro intitulado Lilavati, o grande Bhaskara utiliza
ainda o método da falsa posicdo conjuntamente com as novas técnicas
introduzidas pelos arabes (Ball, 1960). Sua utilizagao, entretanto, ja € de uma
natureza crescentemente simbolizada.

A Algebra s6 chegara & Europa apds a morte de Bhaskara II, j& no ano de
1202, através do célebre livro de Leonardo Fibonacci (1170-1240), também
conhecido como Leonardo de Pisa, o Liber Abacci, ou Livro dos gjé/culos,
Traduzido, algumas vezes, de forma equivocada, como o Livro do Abaco, é
comum que se seja tentado a pensar tratar-se tal obra de um compéndio de
regras de utilizacdo do “abaco”, antigo instrumento oriental utilizado também
nos calculos. A mensagem, porém, do texto de Leonard de Pisa é realmente a
missdao de introduzir o sistema decimal, os algarismos arabico e as novas
técnicas de Algebra entre os comerciantes da Europa. O impacto deste
importante livro no pensamento matematico europeu foi tremendo, ainda que
nao tenha ele se tratado de uma obra verdadeiramente original, mas da
compilacdo de ensinamento dos arabes, dentre eles, o método da falsa posicao.
Alids, é preciso que seja destacado que o método da falsa posicdo nao é
apresentado apenas como um pequeno contelido matematico a mais a ser
conhecido.

Todo o capitulo 13 do Liber Abacci é dedicado a referido método, a forma
como o mesmo havia sido usado desde a Antiguidade bem como a sua extensao
da “dupla falsa posicao” a qual ndo estd sendo abordada neste presente artigo.
Fibonacci, latinizando a denominagdo dada pelos arabes, intitula o método como:
De regulis elchatayn. A apresentacao da Algebra no Liber Abacci é, contudo,
ainda nitidamente retéria. Ela ndo incorpora, neste sentido, os enormes avangos
conferidos na segunda metade do século anterior por Bhaskara.
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Deve-se, entretanto, a Fibonacci uma contribuicdo seméntica no
simbolismo algébrico: a introducdo, em latim, da corrutela da expressdo arabe
“El chatayn” de onde se originam os termos correspondentes nas varias linguas
ocidentais da palavra “equacao” (ndo da ideia de equacdo, que é bem anterior).
Esta palavra, no entanto, que muito depois viria a ser incorporada até os dias
atuais na Matematica, passou uns 250 anos até tornar-se de uso generalizado
entre os matematicos. Também no campo semantico, a histéria da Matematica
apresenta seus avangos e retrocessos, acima comentados (RESNIKOFF & WELLS,
1984).

Ja em pleno Renascimento, Luca Pacioli (1494-1514), viria a dar sequéncia
neste percurso histérico, através da escrita, em 1494, da sua famosa Summa de
Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita. Este foi o primeiro livro
impresso sobre Aritmética e Algebra em todo o mundo. A multiplicidade de
copias tiradas deu a ele uma influéncia até entdo nunca vista em outra obra de
Matematica. O livro esta fortemente baseado nos trabalhos de Leonardo de Pisa
e sua importancia deve-se, em grande parte, a sua ampla circulagdo e a
consequlente influencia exercida. Muitas das solugdes de problemas apresentadas
por Pacioli sao produzidas utilizando o método da falsa posicdo onde ele,
encurtando a denominacao dada por Fibonacci, intitula-o, simplesmente de E/
cataym. Este método ganhou, com o passar do tempo, varias denominacoes
diferentes, até estabelecer-se, efetivamente, como o "método da falsa posicao”
nos trabalhos de Peletier (1549), Trechant (1566), Baker (1568) e Suevus
(1593).

O Método da Falsa Posicao e a Semelhanca Geométrica

Como vimos acima, o método da falsa posicdo consiste, basicamente, em
uma tentativa de resolver um problema matematico através da adocgdo inicial de
uma solugdo proviséria e conveniente a ser, posteriormente, modificada através
de um raciocinio envolvendo proporcdes. Essa caracteristica faz com que
possamos, também, encontrar similaridades com certas solucdes adotadas em
alguns problemas geométricos envolvendo relagdes de semelhanga. Esse tipo de
abordagem utilizada na construcdo inicial de certas figuras geométricas recebe o
nome de “método da similitude”. Ele consiste na construcdo de uma figura,
semelhante aquela desejada e obtencao mais simples. Uma vez obtida tal figura
inicial, de forma a obter os requisitos da figura pretendida.

Tome-se como exemplo a tentativa de inscrever um quadrado DEFG em m
dado tridngulo ABC, conforme a figura abaixo, tal que o lado DG do quadrado
repouse ao longo da base BC do triangulo.

Tomemos, inicialmente, um ponto qualquer D’ sobre a base BC e tracemos
0 quadrado D’E'F'G’, no qual E’ estd sobre BA e G’ estd sobre BC. O quadrado,
assim obtido, é evidentemente menor do que aquele pretendido.

Utilizando, entretanto, relagcdes de proporcao, podemos ampliar um tal
quadrado proporcionalmente em direcdo a figura pretendida. Para isso,
utilizamos o ponto B como um centro de similitude e ampliamos o quadrado
D'E'F'G’ até que o mesmo atinja o tamanho apropriado pela projecao de F' em F
sobre AC etc. (EVES, 1958).
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Visualizando o Método da Falsa Posicao com Materiais Concretos

O método da falsa posicdo pode ser visualizado, no ensino da Matematica,
com o uso de materiais concretos. Para ilustrar esta possibilidade, tomemos
como exemplo o problema 26 do papir de Rhind, ja discutido anteriormente. Em

. 7. . ~ 1 .
termos simbdlicos, ele equivale a resolver a equagao: x +7x = 15. Vejamos como

proceder, por exemplo, utilizando barrinhas Cuisenaire para expor a solucao de
tal problema por falsa posigao:

Tomamos, de inicio, uma disposicao de 15 cubos alinhados, para
representarmos o valor da soma total.

Em seguida, tomamos uma sequéncia de quatro cubos alinhados,

para representar a quantidade desconhecida e acrescentamos a tal

A . 1 A . X
sequéncia ; desta mesma sequéncia para representar a soma x +-.

R
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Colocamos, agora, lado a lado, as duas sequéncias de barrinhas: a
solugao tentativa obtida por falsa posicao (barra menor) e a solugao correta

(barra maior). Um simples exame visual deixa transparente o desacerto da
quantidade escolhida.

R

A comparacgdo das barras mostra, também, que a soma obtida por falsa

posicao (barra pequena) é 3 vezes menor do que o valor correto desta soma
(barra maior).

) EEER BEED

Deste modo, a falsa posicdo escolhida (sequéncia inicial de quatro

cubinhos) deve ser igualmente trés vezes maior para obtermos a solugao de-
sejada. Tal solugao desejada (12) é representada na figura acima, em

termos do mesmo material concreto até entdo utilizado.
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Certamente, este exemplo nao se constitui em uma demonstragdao da
generalidade do método em causa. Além disso, a “visualizacdo” do processo
possibilitada pelas barrinhas, no exemplo tratado, € uma decorréncia do fato
da razdo entre a falsa posicdo e a resposta correta ser um numero inteiro. Em
casos mais complicados, este artificio ndo seria aplicavel. Ainda assim,
entretanto, como um caso ilustrativo particular, uma visualizagao deste tipo
pode ter o seu valor pedagdgico: o de der algo analogo a um trampolim para
que um salto heuristico possa ser efetuado com maior segurancga,

posteriormente.

O Método da Falsa Posicao e a Geometria Analitica: As Aproximacoes
Iterativas

Nao apenas nas apresentagdes mais elementares podemos encontrar boas
visualizacbes do método da falsa posicdo. Também nos processos iterativos
utilizados no Calculo Numérico para a resolugdo de equagdes podemos
encontrar formas de Vvisualizacdes propiciadas pela Geometria Analitica. A
titulo de ilustracdo, observemos o principio subjacente a uma tal abordagem com
o auxilio da representacdo grafica das fungdes. Para comecarmos, caberia
lembrarmos que uma iteracdo algébrica consiste em um processo de resolucdo
de uma equacao baseado em uma repeticdo de varias tentativas, no qual
adotamos uma sequéncia de operagdes em que o objeto de cada uma é o
resultado da que a precede.

Os métodos iterativos de resolucdo de equagdes nao-lineares consistem na
construcdo de uma série de solugdes aproximadas Xi, Xz, ... , Xn, Xn+1, de uma
equacdo dada #(x) = 0. Eles sao contelidos usuais em cursos de calculo numérico
e de fundamentos de computagao. (LOURENCO, 2002; ABRAMOWITZ & STEGUN,
1972; PRESS, FLANNERY, TEUKOLSKY & VETTERLING, 1992). Cabe salientarmos
que é impossivel prever, logo de inicio, se o0 método converge para uma solugao
aproximada da equacao nao-linear. A situacao fica mais simples se conhecermos
um intervalo no qual a funcdo mude de sinal, pois isso € uma indicacdo de que a
mesma cruz o eixo das abscissas, ou seja, uma indicacdo de que ta funcgao
apresenta raizes naquele intervalo. Deste modo, se conhecermos dois pontos a e
b que satisfacam a condicdo e que #(a).#(b) <0, serd possivel garantir a
convergéncia assim como também o numero maximo de iteracdes requeridas
para estimar a precisao desejada.

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Como nao ha nenhum algoritmo geral capaz de determinar a solugdo num
tempo finito, devemos frequentemente aceitar solugdes aproximadas como
substituicdo aos métodos algébricos classicos. Apesar de fixarmos nossa atencao
no método da falsa posicao, é preciso assinalarmos que ha varias formas de
procedermos por iteragdao na busca das solugdes de equacdes nao-lineares e que
elas podem ser agrupadas, de um modo geral, em métodos de intervalo e em
métodos abertos. A abordagem mais simples baseada no método da falsa
posicao enquadra-se dentro dos métodos de intervalo assim como outras, tais
como o método da bissecacdao, o método da falsa posicao modificada e o método
de Muller. Métodos abertos, mais complexos, por seu lado, incluem abordagens
como o método da secante, o método de Newton, o método de Richmond, o
método das substituicdes sucessivas e método de Steffensen, todos fora do
escopo de anadlise do presente trabalho.

O método iterativo da falsa posicdo consiste em um algoritmo para
encontrar raizes que utiliza o ponto onde uma aproximacao linear da funcao dada
cruza o eixo das abscissas como partida para a proxima iteracdo, mantendo o
mesmo ponto inicial para cada iteragdo a ser procedida, conforme ilustra a figura
abaixo.

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Expressando a aproximacgdo linear da funcdo dada em termos da equacao
de uma reta que passa por dois pontos, podemos escrever:

Y-y = M (X, — X1)

Xp—1— X

comy = 0. Usando y; = #(x;) e resolvendo para x,, temos a seguinte forma para
iteragdo pretendida:

Xn-1— X1

# (1) — $(x1)

#(x1)

xn=x1_

A juncgdo, portanto, da Geometria Analitica ao método da falsa posicao da
ao mesmo um novo contexto de validade, ampliando a sua capacidade de
utilizacao na resolugdo de equacoes.

Conclusoes

Ainda que o espectro de visualizacdes do método da falsa posicao, coberto
neste artigo, seja amplo o suficiente para abarcar desde as apresentacdes mais
elementares aqueles envolvendo processos iterativos mais complexos, o
verdadeiro foco da nossa atencao concentrou-se na utilizacdo do referido
método, em as forma mais elementar, como um potente recurso pedagdgico no
ensino introdutdrio da Matematica. Dessa forma, podemos concluir que embora
nao seja o referido método, em sua forma mais simples, nenhum substituto para
a resolucao algébrica simbdlica e moderna de equagdes e de sistemas de
equacdes, ele se constitui, certamente, em um precioso trampolim para
iniciarmos o salto em diregdao a um estudo mais formalizado. A grande vantagem
da abordagem conferida pelo método da falsa posicao como elemento inicial do
processo de ensino das equacgdes consiste no seu potencial exploratdrio, na porta
que deixa aberta para o desenvolvimento da intuicdo. Dentro deste quadro, de
tomar o método da falsa posicdo como um elemento introdutério no ensino das
equacdes, impode-se a necessidade de trabalharmos com os estudantes as
imagens do mesmo, provenientes de suas associacdes com materiais concretos e
com figuras geométricas.

A ideia de assumir um valor tentativo para uma quantidade desconhecida
para em seguida corrigi-lo com o auxilio de uma simples proporgao, como em
uma regra de trés, tornar-se-ia, desde o século XVI, um conhecimento
obrigatério a ser ensinado nos cursos elementares de Matematica; Essa tradicao
de ensinar o método da falsa posicdo carregava, implicitamente, boa parte da
historia da construcdao do conhecimento algébrico e durou até muito
recentemente. Reformas pedagodgicas, de orientacdes questionaveis, entretanto,
retiraram dos curriculos elementares de Matematica o ensino do referido método.
Mesmo boa parte dos professores atuais parece simplesmente ignorar, por
completo, a existéncia do mesmo.

Ciéncia & Educacgéao, v.10, n.3, p.545-557, 2004.
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Esquecendo todo o passado do referido método, preferiram alguns
educadores ignorar essa tradicao, encarando-o, talvez, como uma mera técnica
matematica totalmente superada e cujo ensino ndo levaria a lugar nenhum.
Ainda que aceitdssemos tdo esdruxula assertiva, precisariamos assinalar que
mesmo se fosse verdade que o método da falsa posicdao nao pudesse nos levar
mais a lugar nenhum, restaria, ainda assim, o reconhecimento de que ele, no
campo da Matematica, ja nos trouxe de muito longe.

O significado histérigo do papel desempenhado pelo método da falsa
posicdo na construcdao da Algebra estad ligado ao exercicio de um pensamento
intuitivo que sempre antecede as formalizagdes. Entretanto, a exclusdao de um ta
estudo do ensino elementar pode contribuir para uma certa atrofia do
desenvolvimento do raciocinio exploratério.

Tendo em mente uma perspectiva histérica da producao do conhecimento,
sO depois de explorar as intuicdes é que deveriam ser feitas mecanizagdes de
procedimentos via uma simbolizacdo mais rigorosa das abordagens matematicas.
Resgatar, portanto, o potencial heuristico contido no estudo do método da falsa
posicao parece um desafio a ser encarado por todos aqueles educadores que
véem no ensino da Matematica algo bem maior e mais prazeroso que um mero
repassar de técnicas e procedimentos mecanicos.
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Expansao em fracoes unitarias

Teorema (James Sylvester!) (1808): “Qualquer fragdo prépria % pode
ser escrita como uma soma de fragdes unitarias distintas.”

Demonstracao (por inducao sobre o valor do numerador) :

1

Paraa=1,>=5 (V)

Suponhamos a>1 e que toda fracdo propria com numerador menor
do que a possa ser escrita como a soma de fracoes unitarias distintas
(hipdtese de inducgéo).

. . ~ s b
Seja é a maior fracdo unitaria tal que $<% (<—>Z<q). Logo

z <ic L.Da/', da desigualdade z <2 obtemos 0<Z-— l_aa? e,
g b q-1 q b b q bq

portanto,aq — b > 0 ( pois bq > 0), da desigualdade % < q—il, obtemos
a(g—1)<b eoag—b<a com q—1>0. Consequentemente,

0<aq-—b<a.

a 1 aq-b
Como —=-+
b q bq

, com aq —b < a, pode ser escrita como uma soma de fracbes

e, pela hipétese de inducdo, a fracdo propria

aq—b(ﬂ
bq

L - 1
unitarias distintas onde nenhuma delas é 5(**)'

" Inglés - 1814 & 1897.

(*) aq—b
bq

Suponhamos por absurdo que aq — b > bq.

Dai, com b >a>aq—b >bq, b>bq. O que é falso pois b,q € Z..

é uma fracdo propria.

a
) Temos que 22 < X pois, com {0 <3<t D ,
bg ¢ a>aqg—b (2)
De (2), % > a;’);b, e de (1), % < é. Logo, %> % > ai;b e, consequentemente,
l aq—b
q bq *
Assim, se aq—b =1 temos a fracdo prdpria i (< é) Por outro lado, se

~ s . -b . 1 . ~ T
aq—b # 1, da fracdo propria % vamos considerar > @ maior fragcdo Unitaria tal

aq—b
bq

1 1 4 - I'é - - - -
que ; < < E Dai, retomamos o raciocinio inicial.
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A Matematica na Mesopotamia

Os estudos relativos a vida do homem, nas suas origens, permitem
afirmar que a partir de 5000 a.C. houve migracdes de grupos humanos
para as margens dos rios Nilo, Tigre e Eufrates (regidao que se chamou de
“crescente fértil”). A matematica aparece através de farta documentacao
com realce na cultura desses povos que se instalaram na regido
denominada Mesopotamia (do grego meso potos - entre rios (Tigre e
Eufrates)) (aproximadamente o que é hoje o Iraque), da qual se destaca a
cidade denominada Babil6nia.

A cultura matematica babildnia ) caracteriza-se pelo grande
numero de documentos, com uma criacdo de carater bem definido cujo
valor se alicerca através de um sentido de ordem e de método que lhes da
um carater cientifico. Esses documentos, pode-se situa-los em torno de
2000 a.C. Dispomos de milhares de tabuletas (tabletas) de argila seca
contendo textos matematicos. Os textos das tabletas eram escritos sobre
a argila Umida e secas a sol. Elas sdo de trés tipos:

1) Tabletas contendo tabelas de calculo s6 contendo dados
numeéricos;

2) Tabletas contendo um texto enunciando um problema de
matematica seguido de cédlculos que levam a sua solugao;

3) Tabletas com exercicios redigidos para escolares babilénios, com
o intuito aparente de motiva-los. Alguns desses exercicios tém a
caracteristica de serem artificiais, isto €&, com auséncia de
realismo do contexto.

(*) Ao se referir a matematica babilénia, quer-se dizer o tipo de matematica cultivada na
Mesopotdmia. O termo “babilbnio/a” é usado aqui em um sentido mais amplo do que o
costumeiro nos relatos de historia do Oriente Proximo, nos quais este termo se refere ao
estudo em torno da cidade da Babilénia (que foi o maior centro de atividade cultural da
Mesopotédmia).
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Aritmética e algebra babilonias

Os fragmentos histéricos nos permitem concluir que os babilonios
dispunham de um sistema de numeracdo posicional ) (que tornou os
babilonios excelentes calculistas), oriundo de processos de contagem, com
as seguintes caracteristicas:

O sistema era sexagesimal (base 60) (o mais antigo sistema de
posicdo que se conhece). Era utilizado nos textos matematicos e
astronémicos.

e Eles elaboraram tabelas para efetuar adigdes, multiplicagbes e
calcular inversos multiplicativos.

e Seu sistema numérico sexagesimal Ihes permitiu calcular valores
para raizes quadradas com a aproximagao tdo boa quanto
desejassem através de um algoritmo recursivo.

e Os fragmentos evidenciam que os babil6bnios possuiam uma

algebra “retodrica”, que lhes permitiu resolver certos tipos de

equacdes quadraticas, cubicas e biquadraticas.

Nota: 1) sistema posicional - o valor de cada simbolo numérico depende
do seu lugar relativo niumero escrito.
Vantagens - torna mecanicas as operagoes fundamentais e permite
exprimir todos os numeros qualquer que seja sua grandeza.

2) A origem do sistema sexagesimal nao pode ser definida com
certeza. Uma explicacdo plausivel seria a utilizacdo de um sistema de
pesos cuja unidade principal era subdivida em 60 unidades. Em todo caso
este era um sistema bastante adequado ao estudo da Astronomia.

) A histéria da matemética e a arqueologia fazem conhecer uma grande variedade de
"sistemas de numeracdo”. O propdsito inicial desses sistemas é vincular a cada inteiro
positivo individual (até um limite que depende das necessidades da vida cotidiana) um
nome e uma representacdo escrita, formadas de combinacbées de uma quantidade
restrita de simbolos, se efetuando segundo leis mais ou menos regulares.

O procedimento mais frequente consiste em decompor os inteiros (positivos) em
somas de "“unidades” sucessivas b;, by, ... , b;, ... onde cada uma é um mdultiplo inteiro

bi . . .
da precedente; em geral —— =b a “"base” do sistema. Quanto & escrita correspondente,

bi_4q
ela deve indicar o numero de “unidades” b, de cada ordem i; em muitos sistemas os

e . bi ~ . ,
mudltiplos sucessivos k b; , onde k= 1'2""'T:1_ 1 , sdo designados por simbolos que
dependem ao mesmo tempo de k e de i. Um importante progresso consiste em designar
todos os numeros kb; (para o mesmo valor de k) pelo mesmo simbolo: é o principio do
“sistema de numeracgdo posicional”, onde o indice i é indicado pelo fato que esse simbolo
representando k b; aparece na i-ésima posicdo na sucessdo “das partes” que constituem a

quantidade representada.
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Aritmética babilonia

Sistema de numeracao
e Ha dois signos: 1 (V) e 10 ( < )

e Ha 59 “algarismos”, escritos por justaposicao do 1 e do 10, tantas vezes
guantas necessarias (numeracao decimal aditiva).

e A numeracgao obedece a um principio de posicao na base 60. Assim, em
notagcao, temos:

(an; @n-1} ...} @1} @0)60 = an X 60" + an.1 X 60" + ... + a; X 60 + ag = (a)1o,
onde an, an-1, ... , a1, ao € {1,2,...,59}

Exemplos:

1) 3;20;19 = 3x602 + 20x60 + 19 = (12019)49
2) Escrever o nimero (5147)10 na forma babildnia

Observemos inicialmente que 602 < 5147 < 603.

A seguir calculamos quantas vezes o 602 estd contido em 5147. Basta
dividir 5147 por 602 = 3600, o que nos da 5147 = 1x602 + 1547.

Prosseguindo, calculamos quantas vezes 60 esta contido em 1547,
obtendo 1547 = 25x60+47.

Temos entao:

(5147)10 = 1x602 + 25x60 + 47 = 1;25;47

Exercicio: Converta para a numeragao decimal ou babil6nia, conforme o
caso:

a) 23;2;34

b) 11;55;43;20
c) 674598

d) 10439546

Para efetuar as operacgoes de adicao e multiplicagao, primeiro converta
0s numeros para a base 10, faca os calculos e depois retorne o resultado
a notagao “babilonia”.
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Obs.: Os babilonios obviamente operavam diretamente no sistema deles.
A adicao se fazia normalmente como no sistema decimal. A multiplicacao
era efetuada recorrendo-se a tabelas construidas provavelmente a partir
de adigdes sucessivas.

Exercicio: Efetue:

a) 3;45x 1;54
b) 5;18;9 + 1;13

Inversos, numeros reqgulares em base 60, divisao

Nota: Eventualmente, para efetuar as operacoes de adigcao e
multiplicacdo e as operagdes de inversao e de divisao, converta os
numeros para a base 10, faca os calculos e depois retorne o resultado a
notacao babildnia.

Def.: Dois numeros formam um par de inversos se o seu produto é 1 (ou
qualquer poténcia de 60 : 60", n € Z.).

Exemplos:

a) 30 é o inverso de 2, pois 2 x 30 (=60) = 1
b) 7,30 é o inverso de 8, pois 8 x 7;30 (=602) = 1
c) 44;26;40 é o inverso de 1;21, pois 1;21 x 44;26;40 = 1

Notacao: Utilizaremos a seguinte convencao para numeracao de posicao
de inversos:

( 0.a1, ay, as, ---)60 = a1 X 60_1 + ax X 60_2 + as X_60-3 + ... dg = (a)lo,
onde ai, az, a3, ... €{1,2, ..., 59}

Obs.: As vezes a sequéncia dos a,'s nao é finita. Diz-se que tal niamero
nao tem um desenvolvimento finito na base 60.
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Def.: Um numero é reqular na base 60 se ele tem um inverso que possui
um numero finito de digitos na representacao posicional.

Obs.: A explicacdo atual (a partir do Teorema Fundamental da Aritmética)
€ que a expansao em poténcias negativas de 60 do inverso de um numero

é finita se, e somente se, sua decomposicdo em fatores primos sé contém

fatores da forma 22, 3°, 5 com a,b,c € Z,

Dizendo em outro modo:

p

Quando é que uma fracao p mdc (p,q)=1, tem desenvolvimento

finito em um sistema numeérico de base b?

Quando ela pode ser transformada em uma fragdo com o
denominador b". Isto é possivel se o denominador g contiver somente
fatores primos que também aparecem em b" e portanto em b.

Exemplos:

1) 8 € um numero regular.

De fato, inicialmente vemos que 8 = 23, ou seja a decomposigao de
8 tem somente o fator da forma 2%, a = 3 € Z,.
Dai, podemos escrever:

1 1 1 1 3x5 2%x3x%x5

8 23 2X2%X2 2%x2x2 3x5 2x3x5
N J\ )

Y Y

= 30 = 30

3><5><2><3><5_450_7><60+30_7+30
2%x30%x2x30 602 602 60 602

=7x60!+30x6072=

= 0.7,30

(numero finito de digitos na representacdo posicional)
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2) 7 ndo é um numero regular

Observemos inicialmente que 7 é um numero primo que nao
aparece na decomposicao de 60. Assim, o raciocinio do exemplo (1) nao
pode ser aplicado aqui. Vamos com isso mostrar que o desenvolvimento
nao é finito.

De fato, pois:

4
e Qo) a3 e (0)
777%x60 60 60 60 60 60 607
8 @ 8 34+(%) 8 34 i_s 34 (%)X60:

607602 607 602 607602 602 60 6027 60°

120 1 1
8 34 —— 8 34 17+ (7) 8 34 17 7
=—+—+"==—+—+1 =—+—+—+
60 602 ' 603 60 602 603 60 602 ' 603 ' 603

E evidente que esse desenvolvimento se reproduz indefinidamente
de forma periddica. Dai,

1
= =0.8,34,17,8,34,17,..

Exercicio:

1) Mostre que 11 ndao é um numero regular.
2) Determine os nimeros regulares na base 60 entre 1 e 59.

Comentario: A utilizacdo da tabela de inversos pelos babilonios (valores
1 . . .

de ~ para diferentes valores de n expressos no sistema sexagesimal)

permite reduzir a operagao de divisdao a uma multiplicacao:

=mX-—

m 1
n n

Exercicio: Calcule a divisdao de 47 por 8.
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Valores aproximados na matematica babilonia

. Aproximacgdo para 2 (tableta YBC (Yale Babilonian Collection)
7289 - cerca de 1200 anos antes da época em que Pitdgoras viveu <«
~1800 a.C.)

Esta tableta mostra que os babil6nios

30 sabiam que a diagonal de um quadrado é
1.24,51,10 V2 vezes seu lado. Trata-se,
42025,335 provavelmente, de um exercicio escolar

gue emprega uma aproximagao para V2.

De fato, pois

42.25,35 =1.245110 =1+ 24 + 5_12 + 10 = 1,414212963 ... que
ET 60 60 603

muito proximo de v2 no sistema decimal.

M~

e Raizes quadradas.

O método babilonio de extrair raizes quadradas é eventualmente
chamado de “método de Herdo” devido a Herdo de Alexandria (século I
. . 7 . *x . V4 .
d.C.) que o incluiu em sua “Métrica”™. Essencialmente ele é o seguinte:

Seja x; 0 maior inteiro menor do que VR, onde R ndo é um quadrado
. , A . 1 R
perfeito. Para n=2,3... , use a formula de recorréncia Xp+1 = E(Xn+x_)'
n

Entdo x;, X2, X3, ... € uma sequéncia de aproximacdo cada vez melhores
para VR,

Exemplo: Calcular v2 ( R=2)

) em grego Metriqué. Esta obra compreende trés livros sobre as diferentes maneiras de
medir.

**) se R é um nUmero quadrado, x; é a prépria raiz menos um, e a sequéncia ainda
assim convergira para a raiz. E claro que este método é realmente Util para os casos nos
guais R ndo é um numero quadrado.
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1 3
%= (3) <z+

xa = (3) (1_2+i = (l) (_+E) =77 ~1,414215

NIV EN
\_/
NI»—\
N|w
WI-P
—
Il
|H

N
R
(=Y
N
(=Y
(o))
(o))
(o))
(o))

2 — 2 1 17 408

= )+ ) = 0 (5 + 8) = S =1 400213

e assim por diante, dependendo do grau e precisdo desejado. Com isso,

N

1 3 17 577 665857
'2712°408°470832" "

€ uma sequéncia de aproximacées cada vez melhores para 2 = 1,41421356 ...

Obs.: Este algoritmo é quadraticamente convergente, isto €, o nUmero de
digitos corretos dobra a cada iteragao.

Exercicio: Verifique que esse método € um caso particular do método (de
iteracdo) de Newton tomando f(x) = x> — R, onde R é o radicando na raiz
quadrada a ser aproximada.

Notal) Newton!™ descobriu um procedimento para aproximar os valores

das raizes reais de equagdes algébricas. Esse procedimento que se
7 Xk . . .

conhece por Método de Newton"™ diz o seguinte, nesta sua variante:

(Isaac Newton - inglés 1645 a 1727

)De fato, Método de Newton-Raphson. Método introduzido por Newton em 1669 e
depois simplificado por seu compatriota Joseph Raphson (1648 a 1715) em 1690.
Raphson, igualmente como Newton considerou o método como puramente algébrico e
restringindo sua utilizacdo as equacdes polinomiais. Entretanto, em lugar de considerar
como Newton, que afinava a aproximagdao de uma raiz através de uma sequéncia de
equacodes polinomiais, ele colocou em evidéncia um calculo recursivo de aproximagoes
sucessivas da raiz na mesma equacgao polinomial. Somente em 1740 que Thomas
Simpson (inglés - 1710 a 1761) descreve este método de calculo iterativo utilizando
derivada.

Obs.: Newton expds seu método com um Unico exemplo:

Seja resolver a equacgao polinomial x3-2x-5=0 e seja 2 um valor que difere da raiz
por uma diferenca pequena (23-2(2)-5=8-9=1). Fazendo x=2+p, tem-se (2+p)3-
2(2+p)-5=p3+ +6p2+10p-1=0. Desprezando os termos de graus 3 e 2 por serem
pequenos, vem 10p-1=0 « p= 11—0= 0,1. Fazendo agora p=0,1+q, tem-se
(0,1+q)3+6(0,1+0g)?+10(0,1+q)-1 = g3+6,302+11,239+0,061=0. Desprezando de novo os dois primeiros
termos por serem pequenos, vem: 11,23q+0,061=0 < q=-0,0054. Seja agora q=-0,0054+r. Dali,
levando-o na terceira equacdo tem-se (-0,0054+r)3+6,3(0,0054+r)2+11,23(-0,054+r) + 0,061=0. Apds
os desenvolvimentos necessarios e eliminando os dois primeiros termos, chega-se a: 11,16196r +
0,000541708=0 < r=-0,00004853. Finalmente, x=2+0,1+(-0,0054)+(-0,00004853) = 2,09455147
(valor exato até a sétima casa decimal). Raphson melhorou 0 método acima nao utilizando as
transformacdes das equacdes, ou seja, a sequéncia das equaces. No exemplo de Newton, depois
de ter obtido p=0,1, substituiu na equacao original x=2+0,1+q= 2,1+q e obteve g=- 0,0054. Substitui
entdo x=2,1+(-0,0054) + r = 2,0946+r na equacdo original, e assim sucessivamente de forma
recursiva.
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Seja f : [a,b] — R uma funcao derivavel e tal que f(x) = 0 tem uma
unica raiz real em ]a,b[, (f(a). f(b) < 0) com f(x) conservando o sinal em
]a,b[. Chamemos de r essa raiz. Seja x; uma primeira aproximagao para
r. A reta tangente t; ao grafico de f em (xy, f(x1)) tem por equagao

y — f(x1) = F'(X1)(X - X1)
Sua intersecao x, com o eixo Ox satisfaz

0 - f(x1) = F'(X1) (X2 = X1)
Logo,

f(x1)
fr(xq1)

X2 = X1 — (segunda aproximagao)

desde que ' (x1) # 0.

A reta tangente t; que passa por (xz, f(x2)) tem por equagao
y - f(x2) = f(x2)(x - %2)

Sua intersecao x3 com o eixo Ox satisfaz
0 - f(x2) = F(x2)(X3 = x2)

Logo,

(terceira aproximacao)

Desde que f'(x2) # 0 e assim sucessivamente. A formula de recorréncia é

f(xn)
fr(xn)

Xn+1 = Xn — , h=1,2,3... (sendo x, uma aproximagao temos

a (n+1)-ésima aproximacao)
com f* (x,) # 0.
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A figura a seguir mostra a geometria que caracteriza o Método de
Newton.

Este procedimento de iteracao

» consiste em usar as retas
tangentes ao grafico de f para
obter aproximacao para a raiz
r.

Observemos que a sequéncia
0 (Xn)n e N CONverge para r, isto é,
f(r)=0 lim, , 00Xy, =T
grafico de f

Nota 2) O pensamento recursivo € uma forma de pensar algoritmica, pois
segue sistematicamente passos pré-determinados para a solugao de um
problema. No entanto, ha uma distingao entre o pensamento recursivo e o
pensamento algoritmico tradicional: seu carater auto-referencial. Em um
processo recursivo cada passo depende dos passos que o precedem. De
fato, ele é iterativo e auto-referencial.

Nota 3) Provavel procedimento geométrico utilizado pelos
babilonios que caracteriza este raciocinio recursivo para calcular

valores aproximados de raizes irracionais

Inicialmente, vé-se que calcular VR é achar um quadrado de area R.
Assim, como forma de uma primeira aproximagao, pode-se pensar em
colocar nesse quadrado um outro quadrado com lado conhecido (< VR =
lado desse outro quadrado) e, em seguida, utilizar o seguinte resultado
geomeétrico:

A C B
H G K
D F E

JABED = ['HGFD + [ICBKG + 2 [JACGH



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Fazendo m(AC)=a, m(CB)=b, tem-se a versao geométrica da
igualdade (a+b)? = a’+2ab+b?. Dai, se a é o lado conhecido do quadrado
obtém que a raiz de R é a+b. Para achar uma raiz melhor do que g,
precisa-se entdo procurar uma boa aproximacgao para b. Isso pode ser
feito considerando a area da regido ABEFGH. Esta area é igual a R—a?, que
por sua vez é igual a 2ab+b?, isto é, R—a’ = 2ab+b’. Se b for bem

pequeno, b? serd ainda menor e, consequentemente, desprezivel.
2

Logo, R-a° = 2ab’ < b’= gque serd uma boa aproximacao

_ , R-a’ R a’ R a a
para b. Assim, a+b’ = a+ —a+——— = ag+———= —+
2a 2a 2a 2a 2 2

R
2a

1 RY) | . ~ :
E(a+—) e uma boa aproximagao para a raiz de R melhor do que a.
a

, . ~ 3
Atraves de duas iteragoes com a escolha a = S presume-se que esse tenha

sido o procedimento para encontrar uma aproximagdo para V2, como
registrada na tableta YBC7289 (pagina 35).

Algebra babildnia

A algebra babilénia é retdrica, quer dizer, os problemas algébricos
sao enunciados e resolvidos sem a utilizar de maneira sistematica
notacdes algébricas ou simbdlicas (como hoje). Os babilénios podiam
resolver equacdes de segundo grau de certos tipos (completando
quadrados, ou fazendo substituicdes), algumas equagdes cubicas e
biquadraticas.

Os problemas algébricos eram formulados e resolvidos verbalmente.
As palavras “comprimento” (ou “lado”), “largura”, e “area” eram
frequentemente utilizadas para as incognitas, ndo porque essas incégnitas
representassem  necessariamente quantidades = geométricas, mas
provavelmente porque muitos problemas algébricos provinham de
situacdes geométricas e a terminologia geométrica acabou se tornando
padrao. Um exemplo do modo como esses termos eram empregados para
as incognitas e do modo como os problemas eram enunciados é:

“Multipliquei comprimento e largura e a area é 600. Multipliquei o
comprimento por si mesmo e obtive uma area. Multipliquei o excesso do
comprimento sobre a largura por si mesmo e o resultado obtido
multipliquei por 9. E isso fez um novo resultado equivalente a area obtida
pela multiplicagado do comprimento por si mesmo. Quem s3ao o
comprimento e a largura?”

Solucdo: "A raiz de 9 é 3. Toma 3 para o comprimento e, visto que ele
disse: multipliquei isso, em que o comprimento supera a largura, por si
mesmo..., tirando 1 de 3, vem 2 para a largura. Multiplica 3 por 2, vem 6.
Divide 600 por 6 da 100. A raiz de 100 é 10. Multiplica 10 por 3, que foi
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tomado para o comprimento, o que faz 30; esse é o comprimento.
Multiplica 2 por 10, tens 20; essa é a largura.”

Exercicio: Avalie que a solugao acima esta vinculada ao “método da falsa
posicao”.

Mais exemplos de textos babilonios

1) “Somei a area e o lado e o resultado é 0.45"

Solucdo retérica proposta pelo escriba, por meio de uma série de
procedimentos (como acima):

“Tome 1.

Fracione 1, tomando a metade (0.30).
Multiplique 0.30 por si mesmo (0.15).
Some 0.15 a 0.45 (1).

1 é o quadrado de 1.

Subtraia 0.30 de 1.

0.30 é o lado.”

Exercicio: Escreva o problema acima em notacdo algébrica atual
resolvendo-o, e mostre que os procedimentos sugeridos pelo escriba sao
exatamente 0s passos necessarios para a sua resolucao.

Nota: Cada procedimento era executado com a ajuda de uma tabela. A
terceira etapa exigia a consulta a uma tabela de multiplicacdes, ou de
quadrados de numeros. A quinta etapa era resolvida em geral pela
consulta a uma tabela de raizes quadradas.

2) “Adicionei sete vezes o lado de meu quadrado a onze vezes sua
area: 6.15”

Solucgao:

“"Tome 7 e 11.

Multiplique 11 por 6.15 e (o resultado) é 1;8,45.
Calcule a metade de 7 (3.30)

Multiplique 3.30 por si mesmo (12.15).
Acrescente a 1,8.45 : 1;21.

E o quadrado de 9.

Subtraia 3.30 de 9: tu escreveras 5:30.

O que devo multiplicar por 11 para que o resultado seja 5.30? 0.30 é seu
fator.

O lado do quadrado é 0.30.”

Exercicio: Idéntico ao anterior.
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Nota 1): N3o é dada nenhuma formula geral nos dois casos (como nossa
formula quadratica), e isso é geralmente valido para toda a matematica
babilonia. Contudo, os procedimentos sdo tdao especificos que tem-se
certeza de um processo geral; e, apds ter-se resolvido uma grande
guantidade de problemas, ndo havera mais nenhuma duvida.

2): O uso dessa linguagem geométrica fazia os babilénios misturarem
“unidades” diferentes. Alguns autores sugerem que, por exemplo, termo
“guadrado” ndo possui nenhum significado geométrico a mais do que o
usado em nossa algebra. De fato, ndo existiria nenhuma situacdo
geométrica real sendo considerada.

Um pouco mais sobre a algebra babilonia

Em algumas tabuletas, encontramos problemas que, em notagao
algébrica atual, daria origem a uma equacgao da forma x2 + q = px, com p
e q positivos. Nessas tabuletas (ou tablitas) o problema é apresentado sob
a forma do sistema equivalente

+v=
{Xxyyz qp

Vejamos a solugdao, nos moldes babildnios (porém em notagao moderna):

Temos
Xty _p
= 2! (1)

De onde

E entdo sucessivamente

e
() - w= )~
Ora
() - =222, )

(*) - O processo seguido pelos babil6nios para os problemas apresentados sob a forma
do sistema de equagdes acima, fundamentava-se nesta igualdade, ou seja,

() - (59 =
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E assim

Ou seja
R CETINC

Das equacoes (1) e (2) obtemos as solugoes:

- (P2)+ (595

(**)

Comentario: Ndo é demais repetir que ndo era assim que os babilonios
procediam. Eles nao dispunham do simbolismo algébrico. Mas os
procedimentos indicados nas tablitas correspondem a aplicacdo dessas
féormulas.

Como os babilonios chegaram a seus procedimentos para resolver
equacoes do 2° grau?

Segundo alguns autores, o fato de que muitos problemas que
conduzem a equagoes do 2° grau serem dados sob a forma do sistema

X+y=a
{Xy=b

sugere que os escribas babilénios investigavam a relacdo entre o
perimetro e a area de uma superficie retangular:

Parece que antigamente muitos acreditavam, por exemplos, que a
area de um terreno dependia somente de seu perimetro. Ha varias
historias que indicam que os que sabiam que isso ndo era
verdadeiro se ‘aproveitavam’ dos que nisso acreditavam. E assim
plausivel que os escribas babilonios, para demonstrarem que
retdngulos de perimetros iguais podiam ter areas diferentes,
construiram tabelas de areas b relacionando-as com o perimetro
constante 2a, usando valores diferentes para a base x e a altura y.

X—y=p p ’pz p p?
XX _ - == = <
(**) - Se { Xy = q encontra-se analogamente x Sty7ta ey S ty7 T4
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Como poderiam os babilénios ter procedido?

a , Ve
+z , y=-—12z vemosqueaareabe
2

Fazendo x =
bey= () (G-r) = () - 7

N ©

E, portanto

Desse valor para z obtemos x e y.

Pesquisas recentes e minuciosas sobre a matematica babilonia
sugerem que os escribas babilonios chegaram a este resultado usando
raciocinios geométricos como no exemplo a seguir. Consideremos o

sistema
Xx+y=a
{ Xy =b
X+
¢ 4 3
y N
N N y 7
A B
NN
y
X+y Y
2 X
x-
V\.fz
J K L
My
FJ
X-y
&—
X-y
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Na figura, AB = x+y, CB=y. Seja D o ponto médio de AB. Construa

o quadrado ADK]J, cujo lado é % = g Vemos imediatamente que
a_y Xy a_ 7y
2 XT3 =Yt

Considere o quadrado ZUKM. Vemos que o retangulo de lados JU e
UZ é congruente ao retangulo DCVM, pois é facil ver que JU=y. Disso

decorre imediatamente que o quadrado de lado % excede o retangulo de

lados x e y pelo quadrado de lado X;—y

2
O lado deste Ultimo quadrado mede G) — b. Somando este

. a . , s .
comprimento com Y achamos x. Em seguida, é facil achar .

Interpretacdes geométricas semelhantes permitem reconstruir um
caminho possivel para a solugdo babilonia do sistema

X—y=a
{XZ +y2=b
i 1,2 2 x+y) 2 x-y\?
A mesma figura mostra que E(X +y°) = (T) + (T) (3)
2
2 2 2
| xty _ [(b_a)?
Assim, = (2 2) (5)
C*Y) — 4, temos entdo que x="Y xv_,,2 (6)
2 2 2 2
+ —
Y=g =3 )

Outros exemplos de equacgbes resolvidas pelos babil6nios sao
apresentados pelo sistema
x2+y2=hb
[ =
os babilonios usavam também célculos que podem ser interpretados como
se empregassem a identidade facil de verificar:

(X + y)z (X — Y)Z

— X -
2 Y=\

Em resumo, sabemos que os babildnios sabiam achar as solucdes de
certos “tipos” de equacgbOes do 2° grau, equacdes de 3° grau e algumas
biquadraticas, provenientes de problemas envolvendo uma incognita ou

duas (em uma tradugao em linguagem moderna, com nosso simbolismo
algébrico, é claro).
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Exemplo: Escreva o problema abaixo (ja no sistema decimal) em notacao
algébrica atual resolvendo-o, e mostre que os procedimentos sugeridos
pelo escriba sdao exatamente os passos necessarios para a sua resolucgao.

“Comprimento, largura. Multipliquei o comprimento pela largura e fiz
uma superficie. Acrescentei a superficie aquilo em que o comprimento
supera a largura, isso faz 183. O comprimento e a largura,
conjuntamente, fazem 27. Quais sao o comprimento e a largura?”

Solucao: "Tu, pelo teu processo, acrescenta 27 a 183, faze 210.
Acrescenta 2 a 27, faze 29. A sua metade é 14,5 , o quadrado de 14,5 é
210,25 ; de 210,25 tira 210, fica 0,25 ; a raiz de 0,25 é 0,5. Acrescenta
0,5 a 14,5, faze 15. Esse é o comprimento. Tira 0,5, resulta 14; tira este
2 que tinhas acrescentado, ficam 12. Essa é a largura.”

o . xy+ (x—y) =183 I
Enunciado em notacdo algébrica atual: { y+( y) (D , onde x
X+y=27 (1D
€ o comprimento e y é a largura
Solucéo no texto babilénio Solucdo em linquagem algébrica atual
Soma 183 com 27 (xy+(x—y))+x+y) = xy+2x=x(y +2)
= 183 + 27 = 210
Soma 2 a 27
2+ x+y)=x+(y+2)=2+27=29
+(y+2 29
A metade é 2 = 14,5 M =—=14,5
2 2 2
2 2
x+(y+2 29
O quadrado é 210, 25 (#) = (7) = (14,5)%? = 210,25
2
i x+(y+2
Subtraia 210 de 210,25 ( (32' )) —x(y +2) = 210,25 — 210 = 0,25
2
i A x+(y+2
Aralz de0:25.€05 J( (}21 )‘> — x(y+2)= ,/0,25=05
2
Soma a 14,5 x+(y+2 x+(y+2
XH+2) j(L) .
2 2
=14,54+0,5=15
15 é o comprimento X

(*)Esta expressao pode ser vista como uma raiz de uma equagao do 2° grau da forma X2
- -(x+ (y+ 2)X + x(y + 2) = 0. Neste caso essa raiz é X = x. Aoutraraizé X =y + 2.
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Subtrai 0,5 de 14,5, 14,5 - 0,5 =

14 é a largura mais 2 ou y+2 =
14. Subtraia 2 de 14, 14-2=12 ou (y+2)-2 =

12 tem-se a largura vy.

A partir dos dois primeiros procedimentos, podemos estabelecer um
novo sistema de equacoes:

{X+(y+2)=29
x(y + 2) =210

cuja solucdo dada na sequéncia dos procedimentos corresponde ao
modelo de solugdo que esta nas paginas 32 e 33.

Geometria babilonia

A geometria babilonia também tem o aspecto algébrico-aritmético,
pois todos os problemas tém carater numérico, e sua importancia
matematica reside na solucdo aritmética.

Entretanto, deve ficar bem caracterizado que varias propriedades
geométricas eram corretamente aplicadas e conhecidas nas solucdes de
problemas. Entre elas destacam-se:

- 0 Teorema das linhas (retas) proporcionais e a teoria da
semelhanga;

- 0 Teorema dito de Pitagoras;

- a inscritibilidade do tridangulo retangulo em um circulo;

- calculo das areas de triangulos, quadrados, retangulos e trapézios;

- volume do paralelepipedo retangulo, do cubo, do prisma reto, dos
troncos do cone e da piramide;

- 0 valor de 7, que era dado 3.

De fato, muitos detalhes dos processos geométricos permanecem
ignorados ou obscuros, apesar de milhares de textos que nos chegaram,
mas evidenciam o qudao amplo era o conhecimento matematico na
babil6énia. Os fatos geométricos ndao constituem uma parte especial da
matematica babil6nia, pois sdo tratados de modo idéntico ao de qualquer
outro que se traduza por relagdes numeéricas.
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Exemplos de textos babilonios

1 - “20, a circunferéncia; 2, a reta que baixei. Qual o comprimento da
corda?”

Solucao:

“"Multiplica 2 por 2: 4.

Tira 4 de 20, o diametro, 16.

Eleva o didGmetro 20 ao quadrado: 6,40.
Eleva 16 ao quadrado: 4;16.

Tira 4,16 de 6,40: 2,24.

E o quadrado de 12.

E o comprimento da corda”

Em linguagem atual:

Conhecendo o diametro de uma circunferéncia e o comprimento da
flecha, calcular a corda c correspondente a essa flecha.

Por semelhanca de triangulos:

a C D

Dy ., ¢ a2 (E) B
(2)-f 2
D-f
2 =D —2f
2 Além di

D Co ém disso,
2 D2=c?2+(D-20? o
c?=D*-(D-20% o

c = /D2 — (D — 2f)2




48

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Comparando-se com a solucao dada tem-se que D=20 e f=2, pois o
escriba diz:

Multiplica 2 por 2 : 4 2f=2x2=4
Tira 4 de 20, o diametro, 16 D—-2f=20—-4=16
Eleva o diametro 20 ao quadrado: 6;40 D? =20x20 = 6;40
Eleva 16 ao quadrado: 4;16 (D—-2f)?= 16x16 = 4; 16
Tira 4;16 de 6;40 : 2;24 D? — (D —20)? = 6;40 — 4;16 = 2;24
YDz — (D —2f)2 = /2;24 =12
E 0 quadrado de 12 E o comprimento da corda

2 - “Em um trapézio (isésceles) 30 é o comprimento, 30 o segundo
comprimento, 50 a largura superior, 14 a largura inferior, 30 vezes 30 é
15;0. Subtraia 14 de 50 e o resto é 36. Metade disso é 18. 18 vezes 18 é
5;24. Subtraia 5;24 de 15;0 e o resultado é 9;36. O que deveriamos
multiplicar por si préprio para que o resultado seja 9;36? 24 vezes 24 é

9;36. 24 é a reta divisora. Adicione 50 e 14, as larguras, e (o resultado) é

1;4. Metade disso é 32. Multiplique 24, a reta divisora, por 32, e (o
resultado) é 12;48".

Exemplo: Interprete os calculos do texto acima em notacdao matematica
atual identificando na figura de um trapézio isdsceles os elementos do

calculo proposto. A partir dai diga o que foi calculado.

Este exemplo trata de achar a area de um trapézio isdsceles de

dimensoOes (veja a Figura abaixo).
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\'\"2

O primeiro passo é achar o que na figura chamamos de x

Wl_W2_50_14‘_

18
2 2

X =

Em seguida a altura h - a “reta divisora” do texto - é determinada

por meio do teorema de Pitagoras:

h=+12-x2= ,/15-5;24 = ,/9;36 = 24

Finalmente a area é calculada segundo a féormula correta:

W; + W,
A= h.T.Zél =12;48

Plimpton 322

Def.: Um terno (a,b,c), a,b,c €Z,+, com a, b < ¢, que representa os lados

de um tridngulo retangulo é chamado terno de numeros pitagdricos; em

outras palavras é uma solucdo com numeros inteiros positivos da equacao
a2z + b2 =c2 ),
Os babil6nios estudaram um caso de ternos pitagoricos: tableta de

Plimpton 322 (colegcao G.A.Plimpton da Universidade de Columbia).

Def.: Um terno (a,b,c), a,b,c €Z+, com a, b < ¢, € um terno babildénio no

caso em que a,b,c sao expressos na forma

a=u2-y2 b= 2uv c=u2 + v2
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onde u,v €Z+, mdc(u,v)=1, tendo como fatores primos apenas 2, 3 e 5 (
os primos divisores de 60) e ndo sendo ambos impares (excecao a ultima
linha da tableta). Os numeros u e v sao chamados geradores do terno
babilénio.

Assim, temos que

(U2 - v2)2 + (2uv)? = (U2 + v2?)2

(*) Caso particular da equacgdo diofantina a" + b" = c" com a,b,¢c,n € Z,, para n=2 (caso
este que possui infinitas solugdes). Para n > 3, o chamado “Ultimo Teorema de Fermat” (")
estabelece que ndo existe nenhum terno de inteiros positivos satisfazendo esta equacao.

Esta afirmacgdo foi demonstrada em 1993 por Andrew Wiles ( inglés - 1953)

) Enunciado por Fermat, quando comentava a resolucdo da equagdo pitagorica
a2+b2=c2 tratada no Livro II da obra “Aritmética” de Diofanto, como:
“Ao contrario,é impossivel separar um cubo em dois cubos, um poténcia quarta em duas
poténcia quarta acima da segunda em duas poténcias do mesmo grau. Eu descobri uma
demonstragdo verdadeiramente maravilhosa que esta margem (da pagina
correspondente ao assunto da traducdo francesa da obra de Diofanto) é muito estreita
para conter.” (1637)
Deve-se ressaltar que esta denominagdo de “o ultimo Teorema de Fermat” ndo é porque
se trata do ultimo teorema sobre o qual Fermat trabalhou, mas porque ele foi durante
muito tempo o Ultimo teorema de Fermat a ndo ter recebido demonstragdo. Esta
denominacdo, alids, era abusiva, pois, enquanto uma demonstracdo nao tivesse sido
produzida, a proposicdo nao seria um teorema mas uma conjectura. Uma outra
denominacdo dada a esta proposicao de Fermat foi de “o grande teorema de Fermat” em
contrapartida ao chamado “o pequeno teorema de Fermat’ cujo enunciado em linguagem
moderna é: “ Se a€ Z e p € um numero primo que ndo divide a, entdo p divide aP™' -1,
isto €, aP™* = 1 (mod p) para a # 0 (mod p).”

Outro fato a ser destacado é que essa afirmagdo de Fermat em 1637 sobre a
descoberta de uma demonstracdo maravilhosa tinha provavelmente um carater
puramente privado, como uma simples anotacao. Fermat ndao a repetiu. Em 1659, ele

prop6s a Pierre de Carcavi (francés - 1603 a 1684) como problemas a resolver os casos

particulares n=3 e n=4. Ele se deu conta que sua “demonstracdo” pelo método que ele

denominou “descida infinita” era incompleta.
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Reconstituicao da tableta Plimpton 322 na base 10

(1)

(169)? [(2;49)?
(120)2 ( \

1,949158552
1,918802127
1,886247907
1,815007716
1,785192901
1,719983676
1,692709418
1,642669444
1,586122566
1,562500000
1,489416840
1,450017361
1,430238820

1,387160500

2 2
(52 (=143
_ (U +v?)?
T (2uv)?

Relacao entre os niumeros das colunas II, II' e III:

(2;0)2,
60

(1I)

3367
4601
12709
65
319
2291
799
481
4961
45
1679
161
1771

56

(a=uz-v2)

(I1°)
120(2;0)e0

3456
4800
13500
72
360
2700
960
600
6480
60
2400
240
2700
90

(b=2uv)

Linha 1: (1;59)2 + (2;0)2 = (2;49)2

(III)

169(2;49)s0

4825
6649
18541
97
481
3541
1249
769
8161
75
2929
389
3229

106

(c=u2+v2)

(IV) V)
1 12
2 64
3 75
4 125
5 9
6 20
7 54
8 32
9 25
10 81
11 2
12 48
13 15
14 50
15 9

(u)

51

(VI)

5

27
32

54

25
15
12

40

25

27

(v)
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Razao de existéncia da tableta Plimpton 322:

e questao dificil e sem resposta por falta de pontos de comparacao;

e 0s babilénios podem té-la construido por simples gosto pelas
manipulacdes numéricas, para mostrar o desafio que constitui a procura
de solugdes inteiras da equagao a2 + b2 = c2;

e embora os babilonios tinham as vezes tendéncia a sair do dominio
pratico, raramente era por simples prazer. De fato, o que podemos ter é
uma lista destinada ao treinamento de escribas;

e outra possibilidade é que a tableta poderia ter sido um “manual do
professor”, uma acumulacao de dados sobre os triangulos retangulos, a
partir dos quais o professor podia construir problemas para seus alunos.
Com efeito, de cada linha da Plimpton 322, pode-se construir um
problema do sistema de equagdes padrao dos babilonios:

Fiy=p
Xy =(q

De fato, sendo a, b e c os trés numeros satisfazendo a relacao
a’+b’=c?, pode-se ter indiferentemente os sistemas

o {500 @
gue se resolvem, respectivamente:
(1) Fazendo x=c+r e y=c-r, com c>r, tem-se
X+y=2c
{xy=c2—r2 =a’=>r=4c2—a%2=b

Geometricamente:

ou
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(2) Fazendo x=r+b e y=r-b, com r>b, tem-se
{X —y=2b

xy=r>2—b?=a’=>r=+a%2+b2=c

Obs.: 1) Os numeros envolvidos na tableta sao tao grandes que o método
de ensaio e erro esta excluido.

2 2
2) A razao % possui um intervalo de variagao entre 1,3 e 2 (1,3 < % < 2),

e decresce regularmente, mostrando, através da igualdade trigonométrica
C2

bl cossec’a, que os matematicos babilénios podiam conhecer os
angulos dos triangulos retdngulos considerados, tendo esses angulos uma
variacdo que ia de aproximadamente 45° até aproximadamente 60°.
Assim, a questao: “Por qual principio esses numeros foram ordenados?”

encontra uma resposta nesse fato.

3) Em todo caso esses numeros certamente nao foram escolhidos ao
acaso.

4) O verso da tableta possui trés linhas verticais delimitando quatro
colunas de mesma largura que as colunas da face, como se o escriba
tivesse a intengao de continuar a enumeracao.

Algumas Observacoes Finais sobre a Matematica Babilonia

1) Ndo ha nenhuma indicacdo explicita de como se descobriram as regras
implicitas que caracterizam as solucdes dos problemas.

2) Quanto ao teorema dito de Pitagoras: pelo calculo da diagonal de um
quadrado (tableta YBC 7289) e pela tableta Plimpton 322, vemos que os
matematicos babildnios o conheciam com um uso sem restricdes e tratado
com alto grau de sofisticacao.

3) Os babilonios possuiam técnicas aritméticas suficientes para obterem
excelentes aproximacgoes de raizes quadradas.

4) A matematica babilonia nos permite uma reavaliacdo grega.
Percebemos agora que os matematicos gregos deviam muito a seus
precursores babiloénios. Além disso, o que é julgado como a “decadéncia”
da matematica grega é de fato uma continuacdo direta da antiga tradicdo
oriental através da aritmética e da dlgebra babildnias e egipcias.
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A tableta Plimpton 322 e o circulo unitario

2 2
Seja a equacdo a? + b? = ¢? (<—>i—2+b——1, cth).

2
Problema: Encontrar as solugdes inteiras que a satisfaz. Fazendo

2 2
A=2 ¢ B:E,temosqueA2+B2=a—+b—=1.
c c2 c?

C
Problema: Encontrar os pares de numeros racionais que satisfazem
A2+B2=1

Conclusdao: Encontra as solucgdes inteiras da equagao a2 + b2 = c2
equivale a encontrar os pontos racionais (pares de nimeros racionais) no

circulo unitario.

Seja o plano AB de todos os pares ordenados (A,B) onde A Be Q. A2
+ B2 = 1 é a equacgdo do circulo unitario com centro na origem deste
plano. A tarefa se caracteriza entao em saber quais pontos racionais,
pontos do plano Q x Q pertencem a este circulo. J& se conhece quatro
desses pontos quando A2 + B2 = 1 intersecta os eixos: (1,0), (0,1), (-1,0)
e (0,-1). Considerando agora o ponto (-1,0), seja a familia de semi-retas
dada pela equacao B = t(A+1), AeQ, A= —1, t €Q que parte de (-1,0)
(para A = -1, B = 0). t é o coeficiente angular e determina cada membro

dessa familia.

Teorema 1: (i) Toda semi-reta B = t(A+1), A €eQ , A > -1, t €Q,

intersecta o circulo em um ponto racional distinto de (-1,0).

Inversamente
(ii) Todo ponto racional do circulo distinto de (-1,0) é da forma (A,
t(A+1)), AeQ,A> —-1,teq.



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Visualizagdo: 1B
— M2

B=t(a+1)

(0,-1) (0,0) 01 «a

a +p° =1 o)

Demonstracao: (i) Substituindo B = t(A+1) em A2 + B2 =1, vem:
A2 + t2(A+1)2 = 1 « (1+t2)A2 + 2t2A + (t2-1) = 0.

Uma solugao desta equacao do 2° grau em A a coeficientes racionais é

A= -1 que corresponde ao ponto de intersecao (-1,0). A outra solugdo é
1-t2

_ @
A=1C teQ®.
Dai, B —t(l_t2+1) =2 segund nto de intersecdo é o
ai, B=t( = —- Logo, o segundo ponto cdo

to (=5 Z) eQxQ teq
ponto 1+t2 7 1+¢2 ’ '

O Teorema 1 pode entao ser reenunciado como:

Teorema 2: Todos os pontos racionais do circulo A2 + B2 = 1 sao

1-t2 2t
representados pelo par (1+t2,m),t € Q, exceto o ponto (-1,0).

. ~ A"
Como t € Q, a partir da transformacao t = S comv e Z eu €7, este

par pode ser reescrito em termos de niumeros inteiros. Assim, tem-se que

2

\4 \4

2 u=—v 2uv
A= us _ B = 10

v2 U2 +v2 v2 u2+v2
1 u?2 1+

N

(2) 1-t%

2+ —lparatodot €Q.
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Por outro lado, como

pmpppr = ov) )
(u?2 +v2)2  (u?+v?)?

o (u? —v?)?%+ (2uv)? = (u? +v?)?, a totalidade das solugBes inteiras
gue nao tém divisores comuns, fazendo mdc(u,v)=1, v € Z e u € Z*, da

equacao a2 + b2 = c2, é dada pelas igualdades

a=u2+v?, b=2.u.v e C=u2+v2

Obs. 1) Com u,v € Z,,u > v tem-se os ternos pitagéricos;

n Comuv €Z,,u>v, ue v tendo como fatores primos apenas 2, 3,
5, e ndo sendo ambos impares (a excecdo de =9 e v=5), tem-se as
solugdes do tipo Plimpton 322.

Exercicios: Demonstre o Teorema 1(ii)

Observacao curiosa: No plano racional Q% onde os pontos tém
coordenadas racionais, a reta B=A e o circulo A2 + B2 = 1 ndo se

intersectam. Intuitivamente, tem-se para esta observagao a figura abaixo:

E
A — 2
A? + B? =1 : B=A ¥
i r i
= oy
\ PR . LT
# 1 o
£ I 4N
F I e \
i 1 "‘
I |J"'r .
SR PRI OIS S > A
' P ]
% r I ]
11 # L
x F 1 ’
"'\. 1 ’
Ny -
]
1
1
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Nota:

1- Como o conjunto dos numeros irracionais R\Q tem a mesma
cardinalidade do conjunto dos nimeros reais R a figura acima teria de ser

|II
.

bem esparsa, quase “invisive

2- A nota (1) vale para a figura da pagina 45.

1-t2 2t
1+t2 7 1+4t2

3- Com o par (A,B)=( ),te@, se parametriza o circulo

1-—
1+

t2 2t 0 . .
fazendo-se cos = — e sen® = —, comt =tg (5), onde os valores racionais

de t fornecem as solugoes.

Consideracoes:

- As civilizagdes babildbnias e egipcias desenvolveram um
importante corpo de conhecimentos em matematica;

- Esses conhecimentos nao podem ser vistos radicalmente como
simples saberes empiricos ou resultantes de necessidades praticas. De
fato, 1&s identificam procedimentos numéricos sistematizados(®.

Entretanto:

- Se nés analisamos os documentos babil6nios e egipcios podemos
constatar que a “verdade” de um resultado matematico permanece no
nivel dos exemplos aparentemente genéricos;

- Na matematica isso equivale a auséncia de generalizacbes
(explicitas) nos enunciados e inexisténcia de demonstracgdes.

(Percebe-se, por outro lado, que os problemas eram dispostos de
tal maneira que a solugcao desses problemas vai em uma ordem da mais
simples a mais complexa. Isto nos permite identificar um reconhecimento
de modos de solucao semelhantes, bem como o dominio de técnicas de
resolucao. Problemas tedricos enunciados de modo pratico? Um outro
aspecto percebido é uma certa indugao, de forma implicita.)

57



58 | Tdépicos de Histéria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Originalmente dos gregos: Um pensamento voltado para a procura das
causas dos fatos por meio de provas — conhecimento dos fatos.

Na Matematica: a procura das causas dos fatos por meio de provas
equivale a identificar as causas que geraram os fatos via demonstracoes.

. Os babilonios e os egipcios conhecem as propriedades, os gregos
guerem prova-las através de demonstracoes.

Na Matematica: a prova através de uma demonstracdo é necessaria,
pois ela garante a generalizacao das propriedades.

*) Como eram estabelecidos
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A Matematica Grega

O alvorecer da matematica dedutiva

As primeiras explicacdbes dadas sobre o desenvolvimento da
matematica grega e de sua transformacdo em uma ciéncia dedutiva foram

as seguintes:

- 0 desenvolvimento de uma sociedade cultural e sécio-politico

avancgada dos gregos compeliu 0 pensamento dedutivo;

- a confrontacao de dois resultados, esses que vinham dos

babil6nios e esses que vinham dos egipcios;
- a logica desenvolvida por Aristételes.

Entretanto, uma ideia diferente comecga a prevalecer sobre a origem
da transformacdo da matematica grega em uma ciéncia dedutiva: é a
reflexdo que marca a importancia da prova visual como preludio da prova
formal. Além disso, a filosofia € considerada como tendo influenciado o
desenvolvimento da matematica (o inverso é também verdadeiro). De
fato, os fildsofos-matematicos gregos, por causa da filosofia, passaram de
uma matematica pragmatica e intuitiva a uma forma de raciocinio

hipotético-dedutivo mais avangado.

A literatura mostra que a Grécia era rica em filésofos que, através
de seus debates, desenvolveram no mais alto grau a arte da
argumentacao. Isso os conduziu a se interrogarem sobre o que era
verdadeiro e sobre o que era falso. Podemos extrair dai, dois tipos de

tendéncias:

- uma que utiliza uma argumentacdo para construir um raciocinio

“direto”;
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- outra que utiliza um raciocinio “indireto” e que é ligado ao
“principio do terceiro excluido” (toda proposicdao é verdadeira ou falsa)
(Parménides de Eléia) [este principio da filosofia passou para a

matematica]

Um discipulo de Parménides, Zendo de Eléia, através dos seus
paradoxos utilizados com o intuito de questionar o movimento nas teorias
do mundo continuo (Anaxagoras de Clazomenas) e do mundo discreto
(Pitagoras de Samos), movimento que se contrapunha a fixidez e a
imutabilidade do ser parmenidiano, fez aparecer a tensao entre a
argumentacdo e a demonstracdo. Essa confrontacao de ideias filosdéficas e

de ideias matematicas determinou a necessidade da prova.

O mundo grego da antiguidade se estendia desde a costa da Asia
Menor (regido oeste da Turquia) no leste e alcancava o sul da Itdlia (—

Grande Grécia) no oeste.

e Duas grandes cidades na costa da Asia Menor, Mileto e Efeso:

- centros econémicos e culturais;

- a partir delas, intensificacao das relagdes com outros povos —
valores arcaicos e antigas instituicoes desaparecem com a
aceleragao dinamica social;

- nova mentalidade fruto da valorizacao da individualidade.

e No decorrer do século VI a.C.:

- a expansdao das técnicas oferece ao homem imagens
explicativas que conduzem a progressiva substituicdo da visdo
mitica da realidade; [O mito é a prefiguracdo simbodlica da
explicacdo através do questionamento]

- a expansao das técnicas estabeleceu a emergéncia de uma
mentalidade fisico-geométrica;
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- técnicas que o homem repete e, sobretudo ensina, constitui um
processo de transformacao e de criagao constantes semelhantes
ao processo que teria produzido o universo e que dentro dele
continua a operar mudancas;

- primeiras manifestagcdes de um pensamento dotado de grande
exigéncia de compreensao eclodem sob a forma de ciéncia
tedrica e filosofia.

Pensamento radical: parte ndo da tradicdo mitica, mas de realidades
apreendidas na experiéncia humana cotidiana buscando integra-las em
uma visao compreensiva e globalizada.

Escola de Mileto: reduzir a multiplicidade a uma unidade geradora.

Tales de Mileto: (~624aC a ~547aC):

e Considerado o primeiro filésofo e matematico grego;
e Mentalidade cientifico-filosofica: causas naturais para explicar os
fendmenos:

- todo universo esta submetido a um processo de transformagao
e de criacdo continua como se algo vivente o habilitasse: a
matéria é viva;

- transformagdo e criagdo cujo principio Unico é a agua,
substancia primordial, principio de todas as coisas;

e Nova visao do mundo que permite ser repensada e ser
substituida;

e Marca o comecgo de uma tradicao: da individualidade do saber;

e Marca o comeco das proposicoes com carater universal, abstrato
e logico.
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Na matematica:

e “Tales o primeiro que introduz na Grécia essa teoria (a
geometria) do Egito dando-lhe um carater mais sistematico e
mais geral.” (em grego catolicoteron) (Proclo de Licia (~412 a
~485 dC));

[Com os babil6nios aprendeu tabelas e o manejo de instrumentos
astronomicos, além da respectiva matematica]

e A partir de Tales as proposicoes matematicas ndao sao mais
simples enunciados traduzindo fatos de um modo geral
empiricos, elas tém um carater geral. Por isso elas devem ser
tratadas com uma exigéncia légica;

e A partir de Tales as proposicoes matematicas estabelecem as
propriedades das figuras;

e Tales tem em relagao as figuras geométricas uma atencao direta
sobre as linhas e nao mais sobre as medidas numéricas. De fato,
sobre as linhas e os angulos que sao os elementos que resultam
da anélise e da decomposicdo das figuras e que as determinam. E
uma ldégica onde a intuicdo tende para o conceito, onde o

concreto avanga para o universal.

Proposicoes (de carater geral) da geometria atribuidas a Tales:

1- O circulo é dividido em duas partes iguais pelo seu diametro;

2- Os angulos da base de um tridngulo isdsceles sao iguais;

3- Todo angulo inscrito e um semi-circulo é angulo reto;

4- Se duas linhas retas se cortam entre elas, os angulos opostos que

elas formam sao iguais;

5- Um tridngulo é determinado se sua base e os angulos relativos a

esta base sao dados;

6- * (Teorema das linhas proporcionais) (conhecido provavelmente na

sua forma mais simples e mais particular) Uma reta tracada
paralelamente a um dos lados de um triangulo cortard
proporcionalmente os outros dois lados desse triangulos;

7- * (derivado de 6*) (suposto conhecido) Nos tridngulos equiangulos,

os lados, que formam angulos iguais, sdo proporcionais; e os lados
opostos a angulos iguais sdao homologos.
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Obs.: Embora esses conhecimentos matematicos parecam elementares,
certamente o saber de Tales nao se limitava a eles. Deve-se ter em conta
gue as indicacdes da matematica dessa época sao fragmentarias.

Nota: Antes de nos determos nessas proposicoes atribuidas a Tales
precisamos identificar a origem de um aspecto importante que marca,
com a generalizacdo dos resultados matematicos, a matematica grega: a
demonstracao.

Comeca a prevalecer entre os historiadores da matematica uma
ideia envolvendo a origem da transformacao da matematica grega em
uma ciéncia dedutiva: é a da prova visual como preludio a prova formal.
Analisando isso que os gregos chamavam de “demonstracao”. O que os
levou a acreditar que Tales, por exemplo, nao demonstrou seus
resultados, mas que ele os mostrou de maneira visual. Porém o fato é que
certos resultados ja identificavam um tratamento visual mais refinado.
Além disso, a filosofia €& considerada como tendo influenciado o
desenvolvimento da matematica (o inverso é também verdadeiro). De
fato, os fildsofos-matematicos gregos, por causa da filosofia, passaram de
uma matematica intuitiva a uma forma de raciocinio hipotético-dedutivo
mais avancgado.

As demonstracoes atribuidas a Tales de suas proposicoes.

(1) Tales podera ter enunciado esta proposicdo, sem ter

63

demonstrado, sugerido pelos circulos divididos em
setores iguais que se encontram nos monumentos
egipcios;

(2) Proclo diz que Tales a demonstrou. De qual maneira? Dificil de
precisar. Mas nada impede de pensar que ela foi proxima da
primeira parte da demonstracao da Proposicao 5-Livro I dos
Elementos de Euclides que utiliza por sua vez a Proposicao 4 do
mesmo livro.

Exercicio: Estude estas duas proposicoes dos Elementos.
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(3) Prova Visual

quadrado

—

N

retangulo

Com estes dados visuais tém-se ainda necessidade de demonstrar?
Parece que ndo, aqui a evidéncia é suficiente, a intuicdo tem o papel de
indicar a verdade desta proposicao, mesmo se tem-se necessidade de

fazer um construgao adicional.
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Prova formal (12 parte da Proposicao 31 - Livro III - Elementos):

Os triangulos ABE e ERA sdo isosceles. Dai,
os angulos de suas bases sdo iguais, isto &,
ABE = BAE e AER = ERA. Segue que o
angulo inscrito BAR é igual a soma dos
angulos agudos em B e em R. Sabendo que a

soma dos angulos internos de um tridangulo

vale dois retos, vemos que BAR €& um angulo
reto. Esta demonstracdao se apdia, como as
proposicoes 2 e 4, sobre composicao de

quantidades.

Aplicacao importante desta inscrigao:

construcao da tangente ao circulo a partir de P
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(4) A demonstracao de Euclides (Proposicao 15 - Livro I):

Cortem-se as duas retas AB e DR reciprocamente no ponto E.
Digo, que serao os angulos AED = REB e DEB = AER.

Porque a reta AE cai sobre a reta DR, serdo os angulos AED,
DEB iguais a dois retos. Do mesmo modo, caindo RE sobre AB, serao
também os angulos DEB, BER iguais a dois retos. Logo, os angulos
AED, DEB sdo iguais aos angulos DEB, BER. Logo, tirando de uma
parte e outra o comum DEB, ficara AED = BER. Com a mesma

demonstracao se prova se AER = DEB.

A R A informacéo de que esta proposicéo é

de Tales foi dada por Proclo a partir da

E obra “Histéria da Geometria” de
Eudemo de Rodes (~350 a ~290 aC)
D B [E considerado o primeiro historiador
da Matematica]
(5) Esta proposicao tem sua equivalente na proposicao 26 - Livro
I - Elementos
(6) * Proposicao 2 - Livro VI - Elementos

Exercicio: Estudar estas proposicoes.

(7)* Tales teria demonstrado esta proposicao? Sobre o que podemos
fundar uma resposta afirmativa? Os autores antigos nao fornecem

indicagdo direta. Entretanto, em um texto do filésofo Plutarco (~46 a
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~125 d.C.) esta escrito que o faraé do Egito, Amasis, ficou impressionado
de ver que Tales mediu a altura da piramide sem nenhuma dificuldade,
sem a ajuda de nenhum instrumento, plantando um bastdao na
extremidade da sombra da piramide, pois com os dois tridngulos assim
formados pelos raios paralelos do Sol demonstrou que a relagdao de uma

sombra com a outra é esta da altura da piramide com a altura do bastao.

Onde:
L] u
L O AB é a altura da piramide;
o L DR € o bastdo;

ER é a sombra do bastdo;

RC é a sombra da piramide.

Como os triangulos EDR e RAB

sao equiangulos temos:
RB _ AB
ER DR

Nota: Como ja foi dito, ndo devera ser pelo numero (provavelmente
maior do que sete) de proposicdes atribuidas a Tales que importa mais, é
a concepgao completamente nova, abstrata e puramente racional da
ciéncia geométrica. Com Tales, esta ciéncia se funda como independente
dos dados empiricos, como livre e desinteressada com relacdo a utilidade
direta, concebendo com clareza o geral, o que é logicamente e
universalmente verdadeiro. Raciocinando sobre as linhas, ele as considera
por elas-mesmas nas suas relagcdes de igualdade, de desigualdade ou de
proporcao, sem fazer intervir a consideracdao concreta de valores
numéricos. Em resumo, pode-se dizer que Tales é o verdadeiro criador da
geometria, pois com ele essa ciéncia terda o carater que a marcara para

sempre.
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Anaximandro de Mileto (discipulo e sucessor de Tales) (~615 a ~547

a.C.)

Traz outra resposta a questdo do elemento constitutivo do
universo.

- 0 principio das coisas (o comecgo/a fonte das coisas) (arqué, em
grego) existentes é o ilimitado (apeiron em grego) [o infinito] [o
indefinido (no sentido qualitativo)] {em grego péras-limitado
(finito) }

- ndo é o principio substancial das coisas, mas o primeiro
principio na ordem do tempo, o indeterminado puro, anterior a
toda gualificacdo positiva.

- ndo é agua nem nenhum outro elemento (fogo, ar, terra), e sim
alguma outra natureza (infinita) da qual nascem todos os céus e
os mundos dentro deles, animados por um movimento.

Favoravel a existéncia do infinito atual.

- 0 universo contém uma infinidade de mundos singulares,
sucessivos (nosso mundo tem um fim e é sucedido por outras
indefinidamente) e nao coexistentes.

- do ponto de vista, guantitativo, matematico, o apeiron é o
infinito do numero ou da quantidade, e por extensdo do espaco e
da duracao.

Escreveu uma obra matematica denominada “Exposicdao sumaria
da geometria”.

Escola de Samos (chamada mais tarde Escola italica) (Escola pitagorica)

Pitdgoras de Samos (~569 a ~475aC.) apds viagem no Egito e
na Mesopotamia se instala no sul da Italia na cidade de Crotona
(dai o nome Escola italica).

- fundador de uma comunidade mistica (visdo mistica dos
numeros) e fundador de uma escola matematica;
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- alguns membros conhecidos: Pitadgoras de Samos, Filolau de
Crotona (numeros primos e compostos), Arquitas de Tarento
(nimeros perfeitos), Hipaso de Metaponto (descoberta dos
irracionais), Teodoro de Cirene (demonstra a irracionalidade de
certas raizes quadradas).

e Ideia central do sistema filosofico-matematico dessa escola:

- tudo é numero, tudo se explica pelo nimero (numero inteiro
positivo) (e pelas relagdes feitas através dele)

Pitagoras: “Tudo é organizado pelo numero.”

Filolau: “Toda coisa tem um numero: pois é impossivel que

uma coisa sem numero possa ser pensada ou conhecida.”
- numero: elemento subjacente em toda realidade material,
elemento constitutivo de todas as coisas. As coisas manifestam
externamente a estrutura numérica ordenada que lhes é inerente
— numeros figurados (— geometria dos numeros — aritmo-

geometria)

Obs.: Na escola pitagdrica, os niumeros eram representados por figuras
formadas por pontos (poligonos regulares no plano, piramides e poliedros
no espaco). O elemento gerador dos numeros: a unidade, identificada
visualmente por . (um “ponto” sem uma posicdo definida, como o é em
geometria, mas antes com uma disposicao);

- 0S numeros presidem as mutacdes da matéria, nos faz
descobrir as leis da harmonia das coisas e a geometria nos faz
descobrir as leis dos diversos aspectos do mundo material.

[Influéncia da matematica do Egito - titulo do papiro de Rhind:

“Método correto de investigacdo da natureza, para conhecer tudo que
existe, cada mistério, todos os segredos.”]

™) As coisas sdo numeros porque elas sdo figuras geométricas e porque uma
figura geométrica é precisamente um arranjo de pontos.
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e Pitdgoras e os pitagoricos

- 0s primeiros a fazer da matematica uma “ciéncia pura”
estendendo-a além das necessidades praticas;

- aumentam o universo dos conceitos matematicos;

- inventam as palavras: matematica (em grego matematiqué)
que identifica a totalidade do saber. Derivada de matema‘"" que
quer dizer “isso que pode ser ensinado” (que equivale a “isso
gue pode ser aprendido”), cujo plural matémata identifica
“conhecimento(s) aprendido(s)”.

O que é matematico? E aquilo que das coisas é manifesto, e que a
partir dai nds as experimentamos (as coisas) como coisas distintas.
Neste sentido (a natureza d) o niumero é matematico(a).

Filosofia que significa "amor pela sabedoria”.

A origem da filosofia estda no questionamento para descobrir a
realidade e a natureza das coisas, no estudo das "“causas primeiras”
(Aristételes na obra “Metafisica”).

) Pitagdricos aqui correspondem aos primeiros, junto com Pitagoras, e aos mais tardios.
") Do verbo manténein - aprender em grego.
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Escola pitagorica (caracteriza uma comunidade -

(duas correntes) koindébion em grego)
/fuséo do ptagorsrr\
Acusmaticos (em gregos acusmaticoi) X Matematicos (em grego
matematicoi - sabios)
(aqueles que s6 aprenderam os rudi- (aqueles que sabem)

-mentos, sem demonstragao)
Derivada de acusma, que quer dizer
“ensinamento oral”.

( palavras (escutadas) X demonstragdes)

- fundam a aritmética como ciéncia dos numeros (aritmoi em

grego) (Teoria dos numeros: estuda as propriedades abstratas

dos numeros)

e O numero (aritmdés em grego) é considerado em si-mesmo;

e Classificam os numeros (inteiros positivos) através de uma
andlise que os decompde em pontos que, agrupados, sdo
suscetiveis de formar diversas figuras geométricas (simbolismo
aritmo-geométrico), conseguindo a partir dai estabelecer
propriedades e relacdes de forma puramente tedrica.

[Assim, o nUmero é a soma desses pontos, mas essa soma é ideal e

nao material]
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Aritmética - o estudo abstrato da natureza dos numeros e (em grego

aritmetiqué) de suas propriedades.
X

Logistica - (em grego loguistiqué) - o conjunto das regras do calculo, a

“arte do calculo”.

e Transformam o estudo da geometria (a geometria é intimamente
ligada a aritmética);

e Descobrem trés poliedros regulares: o tetraedro, o hexaedro
(cubo) e o dodecaedro (— Hipaso de Metaponto)

[0 octaedro e o icosaedro foram descobertos posteriormente por Teeteto

de Atenas (Escola de Atenas)]

!

Figuras do cosmos (em grego cédsmos — caracteriza uma

ordem na disposi¢cao do universo)

o Acontece a considera primeira crise dos fundamentos (Helmut
Hasse (alemdo - 1898 a 1979) e Heinrich Scholz (alemao - 1884
a 1956) - 1928) (também: uma crise fundadora, uma crise que
funda) na matematica (grega): a descoberta das grandezas
incomensuraveis (em grego assimmetroi) (inexprimiveis,
indiziveis (em grego arrétoi))™

[estes adjetivos se referem as grandezas que ndo sao medidas por

nenhuma grandeza-padrao]

!

[a crise dos irracionais]

) pode ser considerada a mais importante descoberta atribuida aos pitagéricos. Os
elementos para o questionamento ja estavam presentes nos babilonios, que portanto
nunca os comentaram. Provavelmente, é uma atitude mais especulativa e menos
pragmatica nos gregos que fez a diferenga. Embora, também, os babil6nios concebessem
a matematica de forma especulativa. Entretanto, se a numeragdo com a notacdo
posicional que eles escolheram (base 60) é mais pratica para o calculo, ela era menos
adaptada que a escrita das relagGes para um trabalho tedrico sobre a irracionalidade.
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Se atribui a descoberta do irracional v2 (relacdo da hipotenusa com o
cateto do triangulo retangulo isdsceles (equivalente a relacdo da diagonal

com o lado de um quadrado))!™) a Hipaso.

O “escandalo” (Paul Tannery)™™ dos irracionais manifesta-se assim
em um caso particular do préprio Teorema de Pitagoras, contradizendo a
afirmacao de que todo fendOmeno natural se mede por meio de relacdes

entre numeros (inteiros positivos) (em grego 16gos - relagao).

Nota: E dificil de atribuir a Pitdgoras a demonstracdo euclidiana do
Teorema de Pitdgoras. Acredita-se que ao menos foi demonstrado de
forma aritmo-geométrica para os triangulos retangulos (3,4,5), (5,12,13),
(7,24,25), etc., contando o numero de pontos figurados quadrados que se
pode colocar em cada lado do tridngulo retangulo®. Seja como for, é com
Pitdagoras que esse resultado tdo antigo na histéria da Matematica é

elevado ao nivel de teorema.

Hipaso teria revelado a natureza da incomensurabilidade a pessoas
indignas. Isso caracteriza uma traicdo, pois os pitagdricos achavam que o
conhecimento dessa descoberta deveria ficar escondido em razao do

espanto que se abateu sobre a consciéncia grega.

) para os gregos V2 n3o é um numero, mas caracteriza t30 somente a relacdo de
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado de um quadrado.

") Matematico francés (1843 a 1904)

“escandalo ldgico” < “crise dos fundamentos”
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Questdo: Os pitagdricos queriam esconder esse conhecimento @) porque
ele contradizia sua teoria do nuUmero ou se era unicamente para nao
abalar a consciéncia grega? Tende-se a supor que seria pelo segundo
motivo. Considera-se que nao havia uma recusa dos pitagoricos face aos

incomensuraveis. De fato, seus signos de reconhecimento eram figuras

cujas diagonais eram incomensuraveis como o pentagono, o pentagrama
ou o0 quadrado. Além disso, tinham uma reveréncia, uma veneragao para
as figuras do cosmos das quais eles estavam conscientes da

incomensurabilidade interna delas.

Obs.: Aqui, ser comensuravel quer dizer ser comensuravel com uma
unidade de medida; e ser incomensuravel quer dizer ndao ser

comensuravel com nenhuma unidade de medida.

Pode-se ainda dizer que desde o momento em que 0s gregos

reconheceram o fato de que a incomensurabilidade era a regra, eles

desenvolveram teorias que aprofundariam a nocao de comensurabilidade,

e aperfeicoaram a teoria das quantidades colocando um estudo sobre as

grandezas incomensuraveis. Todo esse entendimento tem seu caminho
através dos trabalhos de Teodoro de Cirene, Teeteto de Atenas,

Aristételes, etc., culminando no Livro X dos Elementos de Euclides.

M) (na préxima pagina explicado)
@ A tradicdo segundo a qual esta descoberta permaneceu de inicio secreta parece

confirmada pelo fato que Platdo chama o numero irracional de arréton (inexprimivel em

grego): o segredo, o mistério para ndo se mencionar (didlogos “Hipias menor” e

“Republica”). O termo assimmetron (incomensuravel em grego) aparece em seguida no

didlogo “Teeteto”; depois a palavra alogon (irracional (que ndo permite estabelecer uma
razdo, uma relagdo) em grego), que se encontra pela primeira vez em Demdcrito de

Abdera (~460 a ~370 a.C.) na sua obra “Das linhas irracionais”, desaparecida.



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

(Continuacgdo das notas extras da pagina anterior)

(1)(da pagina anterior) Ajnqa  dentro de uma interpretacio pela aritmo-geometria, os

pitagdricos podem ter percebido a relacdo entre a hipotenusa e os catetos de um

triangulo retangulo pelo “método dos pequenos ladrilhos quadrados”.

Visualmente:

Observamos que:

25=16+9

52 =42+ 32

O certo que a primeira demonstracdo do quadrado da hipotenusa deve ter sido
simples. Assim, alguns historiadores da matematica sugerem uma primeira
demonstracdo geométrica particular, a partir dos ladrilhos egipcios em forma de tridngulo

retdngulo isosceles, que Pitdgoras certamente conhecia, através do seguinte diagrama:

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

tridngulo retangulo isdsceles

quadraco no qual sobre
seus lados se elevam
quatro quadrados iguais

Como o quadrado de
lado h contém quatro semi-
quadrados que correspondem

a dois quadrados,
h? = a2 + a2 (= 2a?).

Um fato importante
de se observar é que: se esta
demons-tracao é
geometricamente evidente, é
impossivel de  explica-la
aritmética-mente, porque a
soma de dois quadrados
(aritméticos) ndo é jamais um

quadrado (aritmético).

De fato, se fizermos um diagrama utilizando o “método dos pequenos

ladrilhos quadrados”, considerando D = 12, indivisivel, a igualdade acima nd&o vai

existir, pois ndo havera uma medida comum: os quadrados e duas raizes ndo terdo

nenhuma relagdo, ou seja, € impossivel exprimir numericamente o quadrado da

hipotenusa quando os dois catetos sdo iguais, em particular iguais a 1. Esta situacdo fez

aparecer a categoria das quantidades incomensuraveis (com a unidade).

Outros historiadores da matematica sugerem a seguinte demonstragdo

geométrica como viavel para Pitdgoras. Sejam os diagramas abaixo:

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

a b
bl caTp P| b2 |b
f', 2 a
A
/
i:_.l"
a a’ al [’/ a
b.a
J’f 2 b
/
a b

Do diagrama (I) tem-se: a+ b)2=a2+ b2 +@ =a2+ b2+ 2ab

Do diagrama (II) tem-se: (a + b)? =c? + @ =c? + 2ab

Logo, (a +b)? = a2+ b2+ 2ab = c2 + 2ab. Consequentemente, a2+ b2 = c2,

Observa-se que fazendo a=b tem-se a demonstracdo particular a partir dos ladrinhos

egipcios.

(fim das notas extras)
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o Enquanto Tales abre a via por suas tentativas tanto de carater
geral, quanto proximas da realidade sensivel, Pitdgoras e os
pitagoricos estabelecem principios procurando resultados
abstratamente e pela inteligéncia pura.

Os numeros ha escola pitagodrica

Os numeros sao considerados por eles-mesmos, sdo classificados e
sao estabelecidas relagdes entres eles;

Cada numero é explicitado sob uma configuragdo geomeétrica
determinada que o permite coloca-lo em uma categoria dessa
configuracgao;

Os numeros eram representados por pontos ou alfas dispostos
geometricamente;

Unidade (em grego monds-mdnada) - excluido dos nUmeros porque
ndao é uma quantidade;

Numero dois (em grego diada) — primeiro niumero par e feminino,
origem da oposicao entre o eu e 0 nao-eu;

Numero trés (em grego triada) - primeiro ndmero impar e
masculino;
Numero quatro (em grego tétrada) - simboliza a justica e a

equidade, primeiro nimero obtido pela soma de dois nUmeros iguais
(2+2=4);

Numero cinco (em grego pentada) - simboliza o casamento (unido
do dois, primeiro nimero feminino, com o trés, primeiro nimero
masculino);

NUmero dez (em grego década) — niumero sagrado
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Triangulo
L L
Sagrado
(em grego tetractis) . . .
L L L L

10=1+2+3+4

1 representa o ponto

2 representa a linha ( Analogia entre os
A numeros e entes

3 representa a superficie geomeétricos)

4 representa o volume ﬁ

o A Aritmética grega é decimal e aditiva, a babilonia é sexagesimal
posicional

o Extensao

- ndo é continua;

- é constituida por unidades indivisiveis (pontos) separadas por
“intervalos”;

(Aritmética: ciéncia das quantidades descontinuas)
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o Os pitagéricos desenvolveram:

- a teoria dos numeros pares e impares;

- 0s numeros figurados poligonais, piramidais e poliedrais;

- a teoria dos numeros perfeitos, amigaveis, abundantes e
deficientes;

- em ligacdo com a musica eles desenvolveram diferentes médias;

- a teoria dos numeros primos (certamente porque estudaram a
nocao de divisor e os numeros perfeitos);

- desenvolveram um algoritmo para identificar inteiros positivos a,
b, c tais que a2 + b2 = ¢c2

- estabeleceram uma teoria da relacao e da proporcao para os
numeros (inteiros positivos):

1) Numero e as operagdes fundamentais

a) Definicio de numero: um numero é uma quantidade
composta de unidades;

b) Definicao de adigao: a formagao de uma nova quantidade
de unidades a partir de duas quantidades dadas;

c) Definicao de multiplicagao: adicao repetida.

2) Relagao e proporgao

a) Caracterizacdo de relacdo: relagao entre multiplos/partes
de numeros;

b) Definicdo de proporcionalidade (mesma relagdo): numeros
sao proporcionais quando o primeiro € o mesmo multiplo,
ou igual a mesma parte d segundo que o terceiro o é do
quarto.

3) Critério de igualdade de relacoes

a) a:b = c:d se, e somente se, ad=bc (a,b,c,d €Z,)
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NUmeros pares e nimeros impares

o Os numeros pares eram representados por duas sequéncias de uma
mesma quantidade de pontos.

Exemplo:

e o o | e e (8

o Os numeros impares tinham um ponto a mais que impedia a
particao (divisao) em dois

Exemplo:

2,4,6, ...

o Numeros impares - crescimento determina um quadrado

T" *h*l 4357, ..
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o Algumas proposicoes obtidas a partir dos niUmeros pares e impares:

toda soma de niumeros pares € um numero par;
a soma de um numero par de numeros impares é par;
a soma de um numero impar de nUmeros impares é impar;
em subtracdo, a diferenca de dois nimeros de mesma paridade é
par;
- 0 produto de um numero par multiplicado por um numero par é
par;

Corolario: o quadrado de um nUmero par € um numero par.
- 0 quadrado de um numero par é particionado em quatro partes
iguais;

Qe =36

- 0 quadrado de um numero impar diminuido de uma unidade é
particionado em quatro partes iguais;
- se um numero impar mede um numero par, ele mede sua metade.

Nameros figurados

o Os pitagéricos desenvolveram uma classificacdo dos numeros
baseada em configuracdes geométricas determinadas através de
unidades materiais (pontos). Essas configuragdes, caracterizam os
chamados numeros figurados;

o Os numeros figurados estabelecem uma maneira de se modelar a
natureza.
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poligonais ( no plano)

Numeros figurados {piramidais e poliedrais (no espago)

o Os numeros figurados fazem aparecer de maneira imediata as
propriedades dos numeros categorizados em sequéncias, a partir de
configuragdes geométricas'™;

o Nuameros figurados poligonais

Fato: Existe uma estreita relacao entre as progressoes
aritméticas cujo primeiro termo é 1 e cuja razao € um inteiro positivo e os

numeros poligonais.

- NUmeros triangulares

e assim por diante
1 1+42=3 1+4243=6 1+2+3+4=10

Gnomons™: 1,2, 3, 4, ... (PA de razdo 1)

(sequéncia gnémica dos numeros triangulares)

) Esta representacdo dos niimeros tinha o mérito de exibir propriedades independentes
de toda base de numeracao.

) Gnomon (em grego gndmén-marcador) - é um nimero que adicionado a um termo

de uma classe consecutiva de niumeros produz o elemento seguinte dessa classe, isto &,

o elemento poligonal seguinte com a mesma configuragdo geométrica.
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Ti=1

T,=1+2=3
T3=1+2+3=3+3=6
Ta=1+2+3+4=6+4=10

Ta=1+2+3+..+n="004 =100

Rotacao de 180°

(reproduz o triangulo)

Generalizando:

2Th=n(n+1)

_ n(n+1)

Th= >
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Nota: 1 é considerado como primeiro termo da sequéncia de todo os

numeros figurados, bem como de todas as sequéncias gnOmicas

correspondentes.

Expressao geral de um nimero figurado plano

Sejam m, n € Z,. Um ndmero (m+2)-agonal € um numero da forma

Exemplo:

Numeros (1+2)-agonais — numeros triangulares

2_ 2_
el o 1(T) =T
2 2
2_
n=1 — 1Tl+ 1=
2_
n=2 — %-I‘ 2=
2_
n=3 — %-I‘ 3=
424
n=4 — 244 =10

Exercicio: Demonstre as proposicoes abaixo utilizando a expressao geral

acima.
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1) O n-ésimo numero pentagonal pode ser escrito como trés vezes o
(n-1)-ésimo numero triangular mais n;

2) O n-ésimo numero quadrado é a soma do (n-1)-ésimo com o n-
ésimo numeros triangulares

NUmeros oblongos (do latim oblongus - retangular)

Um numero oblongo é um numero cuja configuracdo geométrica
pode ser disposta de maneira a formar um retangulo tendo uma coluna a

mais que as linhas.

. . el R e * e assim por diante
2 2+4=6 2+4+6=12 2+4+6+8=20
01 =2 (=1x2)

0,=2+4 =6 (=2x3)
O3=2+4+6=6+6 =12 (=3x4)
Os=2+4+6+8=12+ 8 =20 (=4x5)

On

n(n+1)

Gnomos: 4, 6, 8, ...
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Obs.:

1) Os niumeros oblongos sao pares;

2) Reagrupando os pontos dos numeros oblongos se constata uma
reacdao interessante entre os numeros oblongos e triangulares: um
n-ésimo numero oblongo é a soma de dois triangulares de ordem n.

Dai, O, = 2T,, ou seja, n(n+1) = 2T, e, consequentemente, T, =
n(n+1),
2 I

Assim, por exemplo, para o numero oblongo 20, temos:

20 = 2x10

04 = 2T4

Divisibilidade

Os pontos das configuracdes geométricas de certos numeros

podem ser reagrupados de diferentes maneiras.

Exemplo: Consideremos o numero oblongo 12

e s s « & 2+ & 8 = s »
12 12=2x6 12=6x2

(dois ‘pacotes’ de agrupa-

-mentos por seis pontos)
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12=3x4 12=4x3

Definicdo: Um numero inteiro positivo n é divisivel por um numero

inteiro positivo a se existe um numero inteiro positivo b tal que n = a x b.

Nameros Lineares

(numeros primos - em grego aritmoi protoi)

Para certos numeros é absolutamente impossivel de fazer
agrupamentos iguais de seus pontos. Chamam-se por isso numeros

lineares, identificados atualmente como numeros primos (os outros sao

ditos numeros secundarios). Assim um ndmero primo € um numero cujos

pontos s6 podem se agrupar de modo linear.

Exemplo: Seja o nimero 11

Agrupamento por 2:

impossivel

Agrupamento por 3:

impossivel



Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

Agrupamento

impossivel

por 4:
por 5:
por 6:
por 7:
por 8:
por

por

10:
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Definicdo: Um numero primo é um numero inteiro positivo maior do que

1 que so é divisivel por 1 e por ele mesmo.
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A infinidade dos nimeros primos
Proposicao 20 - Livro IX dos Elementos de Euclides:

“ Os numeros primos sdao mais numerosos que toda quantidade

proposta de numeros primos.”

m O @™ >

( o texto de Euclides traduzido )

Sejam 0s numeros primos propostos A,
B, C. Eu digo que 0s niumeros primos sédo
mais numerosos que A, B, C.

Com efeito, que seja tomado o menor
(numero) medido por A, B, C, e que seja
DE e que a unidade DF seja
acrescentada a DE. Entdo ou bem EF é
primo ou bem néo.

De inicio que ele seja primo; entdo
foram encontrados 0s numeros primos
A,B, C, EF mais numerosos que A, B, C.

Mas entdo que EF nao seja primo; ele é
entdo medido por um certo numero primo
(Proposicao 32- Livro VII: “Todo numero
ou é primo ou € medido por algum
nuamero primo”). Que ele seja medido
pelo (nimero) primo G. Eu digo que G
nao € o0 mesmo que um qualquer dos A,
B, C.

Com efeito, se é possivel, que ele o
seja. Ora A, B, C medem DE; entdo G
mede também DE. Mas ele mede

também EF. Ele medird também sendo

( uma transcricdo do texto mais moderna,
acompanhada de alguns comentarios

explicativos )

Sejam A, B, C trés numeros primos
(distintos. Eu digo que existem mais de

trés nimeros primos.

O menor namero medido por A, B, C

(n6és dizemos hoje o minimo multiplo

comum de A, B, C) é o produto ABC, pois

estes trés numeros sdo primos.
Facamos N = ABC + 1

1) Se N €& primo, N sendo por
construcédo distinto de A, de B e de
C (Euclides nao sente necessidade
de precisar esta parte), n0s temos
agora quatro numeros primos
distintos: A,B, C e N.

2) Se N ndo é primo, N admite ao
menos um divisor primo (Euclides
demonstra isso na Proposicao 32-
Livro VII). Seja entdo G um divisor
primo de N: demonstremos por
absurdo, que G é distinto de A, de B
edeC.
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um numero, a unidade DF restante; o que
€ absurdo: G ndo é entdo o mesmo que
um dos A, B, C. E por hipétese ele é

primo.

Entdo foram encontrados os numeros
primos A, B, C, G mais numerosos que a

guantidade proposta dos A, B, C.

E isso que se precisava demonstrar.

Suponhamos com efeito que G = A ou
G =B ou G =C. O nimero G é divisor de
ABC e de N, e por consequéncia um

divisor da diferenca N — ABC que vale 1.

Ora um numero primo G ndo pode
dividir 1, tem-se entdo G # A, G # B e
G # C. Entdo A, B, C e G sao quatro

numeros primos distintos.

Partindo dos trés numeros primos A, B,

C, no6s encontramos nos dois casos

Obs.:

1) O enunciado é um enunciado geral, como indica sua formulagao:
“(...) toda quantidade de numeros primos proposta”. Euclides sé
tomando trés numeros faz uma demonstracdo em aparéncia
particular, mas implicitamente geral. A demonstracao se generaliza
indexando-se 0s nUmeros primos.

Exercicio: Faca a demonstracao geral.

2) No inicio da demonstracdo de Euclides esta escrito: “sejam os
numeros primos A, B, C.” O enunciado da proposicao nos convida a
ler “sejam n numeros primos distintos”, onde n designa um inteiro
positivo qualquer. Isso nao significa que se sabe que a reserva de
nimeros primos €& ilimitada (sendo, o0 que se precisaria
demonstrar?), mas que se vai demonstrar que se tem n numeros
primos, entao pode-se produzir um a mais.

3) Na segunda coluna, observa-se que o produto ABC é o menor
numero medido por A, B e C pois que A, B e C sao niumeros primos.

Questao: Por que Euclides nao faz uso do produto, o que é mais direto?
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A definicdo da multiplicacdo dos numeros aparece nas definicdes que

abrem o Livro VII dos Elementos:

Definicdao 15: “Um numero é dito multiplicar um nuimero quando, tanto
ha de unidades nele, tanto de vezes o multiplicado é acrescentado [a ele

mesmo], e produzem um certo numero.”
Dito de outro modo: a soma de p termos iguaisan én x p.

Euclides acrescenta:

Definicdao 16: “"E quando dois niumeros, sendo multiplicados um e outro,

produzem um certo numero, o produto é chamado plano, e os numeros

que sao multiplicados um e outro, seus lados.”

Definicdao 17: “E quando trés numeros sendo, sendo multiplicados um e
outro, produzem um certo nimero, o produto é sdlido, e os niumeros que

sao multiplicados ume outro sao seus lados.”

O produto tem entdo, uma natureza geométrica que é um
obstdculo a sua generalizacdo: pode-se multiplicar dois numeros,
multiplicar o produto por um terceiro numero, depois de novo esse
produto por um quatro, e assim sucessivamente, mas nao se pode fazer
diretamente o produto de mais de trés nimeros em um espaco que so

tem trés dimensaoes.

Por outro lado, o Minimo Numero (Comum) Medido por dois
nimeros A e B é um numero que escapa a essa interpretacao geomeétrica.
Assim, nada impede de determinar o MNCM por trés ou mais numeros.
Euclides procede para trés numeros na Proposicao 36 do Livro VII, mas é
uma generalizacao (implicita) desta proposicao que ele faz uso na

demonstracao da Proposicao 20 do Livro IX.
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Situacdao do pensamento matematico dos pitagodricos
quanto a questao da incomensurabilidade

o A incomensurabilidade, para todos os efeitos foi um problema nao
resolvido para os pitagéricos. Consequentemente, impossivel de ser
integrado na sua teoria dos numeros que nao concebia sua
existéncia.

o Por isso, a incomensurabilidade ndo foi integrada na lista pitagorica
dos 10 pares de opostos:

Limitado e ilimitado
Um e multiplo
Em repouso e em movimento
Reto e curvo

Bem e mal
, (lista expressa na
Impar e par

14

obra “Metafisica

Direita e esquerda de Aristoteles)

Macho e fémea
Luz e trevas

Quadrado e oblongos (retangulo)

o Essa situacao é compreensivel: os pitagdricos se apdiam sobre o
principio empirico e intuitivo de que toda grandeza corresponde
inevitavelmente a um numero e a uma medida, isto é, toda
grandeza é necessariamente comensuravel com uma unidade de
medida.

o Com as grandezas incomensuraveis € toda visdao organizada do
mundo instaurada pelos pitagdricos que esta em cheque.
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Obs.: os gregos nao concebiam a ideia de um “numero irracional”, mas

somente a ideia de grandezas incomensuraveis.

o Os pitagoricos, por outro lado, estavam conscientes das relacdes de
incomensurabilidade nas figuras regulares;

o Além disso, na tentativa de compreender essas grandezas, é
provavel que eles tenham encontrado o algoritmo de aproximacao
progressiva (método das diagonais racionais (em grego diametron
reton) e das diagonais irracionais (em grego diamentron arréton))
explanado por Tedao de Esmirna (12 metade do século II d.C.) na
obra “Exposicdao dos conhecimentos matematicos Uteis para a leitura
de Platao”.

Seja um falso triangulo retangulo isdsceles. Considerando a figura
abaixo, trata-se de introduzir uma comensurabilidade ficticia supondo o
lado a=1 e a diagonal d=1 ), construindo a partir dai figuras que se
aproximam cada vez mais de um triangulo retangulo isésceles.

— Obs. Importante:

d .

31 Esse algoritmo representa a

passagem da medida pontual
d para a medida linear.
Onde:
a;=a+d
d=2a+d

) a unidade sendo o comeco de todas as coisas, deve ser potencialmente um lado e uma
diagonal.
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Assim,

d=1 a=1
di=2a+d=2x1+1=3 ag=a+d=1+1=2
d>=2a;+di=2x2+3=7 a=a1+di=2+3=5
d3=2a,+d,=2x5+7=17 az=a+d>,=5+7=12
dg=2a3+d3=2x12+ 17 =41 Qs = a3 +ds =12 + 17 =
29

Através do teorema de Pitagoras estabelecemos as diferencas entre
os quadrados das diagonais racionais e os quadrados das diagonais
irracionais:

d;?2 = ai2 + a12 = 2a12 = (d12 - 2a12 = +1) 1)

d»2 = 49 a2 + a2 =50 (d22 - 282 = -1) ()

ds? = 289 asz? + az? = 288 (d32 - 2a32 = +1)

d42 = 1681 as42 + as2 = 1682 (ds2 - 2242 = -1)
(...)

Aparece aqui uma prova periédica (+1, -1, +1, -1, ...) da
incomensurabilidade. Além disso, observa-se que +2 estd sempre
enquadrado por excesso e por falta por relacdes racionais (em grego
16goi):

4_ 4 _3 2 _7 4 _ 17
—=1 (por falta), =3 (por excesso), Pl (por falta), = 12 (por

excesso), % = % (por falta), ... [0 limite ndo é jamais atingido] ©.
4

o Por outro lado, é interessante observar que em uma primeira fase
da escola pitagdrica a aritmo-geometria® substituiu uma solugdo
real para o problema da relagao entre a hipotenusa e o cateto de
um tridngulo retangulo isésceles. Assim, se tomarmos um ndmero
oblongo, vemos que ele pode ser dividido em dois numeros
triangulares iguais, enquanto que um numero quadrado em dois
desiguais.

Mo 22,2 - dy2 = -1
@& 2a52 - d,2 = +1

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

() Este método de encontrar aproximagdes sucessivas para o valor de 2 corresponde a
encontrar todas as solugdes inteiras das equagoes:

+1

Qx+y)2— 2(x+y)P =2x2-y2= {_1

— _/
v

Proposicao 10 - Livro II dos Elementos de Euclides

[Proclo indica que o “procedimento dos numeros laterais e diagonais”, que ele
associa explicitamente aos pitagdricos, pode-se ver geometricamente como resultante da
Proposicao 10 do Livro II dos Elementos de Euclides (proposicdao, pela associagdo de
Proclo, j& conhecida antes de Euclides), cuja interpretacdo algébrica é a identidade
acima], casos particulares da equacdo diofantina de Pell™-Fermat(™, onde x = lado e y
= diagonal.

) jsto é, uma solucdio pontual figurada

) John Pell - inglés - 1601 a 1685.

") Uma equacgdo diofantina (de Diofanto de Alexandria) é uma equagdo com varias
variaveis a coeficientes inteiros cujas solugdes procuradas sdo inteiros (Aritmética).

Uma equacdo de Pell (atribuicdo errada dada por Euler) - Fermat é uma equacdo
diofantina quadratica da forma x2 - -ny2 =m, onden € Z,, n # N2, Ne Z, em € Z. Uma
forma muito estudada da equacdo de Pell-Fermat estd identificada aos casos onde
m=+1.

Fermat: x2 - ny2 = + 1 tem uma infinidade de solucdes inteiras (afirmagdo verdadeira e
provada por Joseph-Louis Lagrange (francés — 1736 a 1813).

(fim das notas extras)
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Exemplo visual:

NUmero quadrado 16 NUmero oblongo 12

Pela “divisao” desigual, pode se vislumbrar um problema (— a
incomensurabilidade) na relagdao entre a hipotenusa e o cateto do

triangulo retangulo isésceles.

o O algoritmo acima nos mostra que diante da incomensurabilidade, é
necessario estabelecer relagdes cada vez mais precisas, ao infinito.

o Uma verdadeira demonstracao da incomensurabilidade da diagonal
do quadrado com seu lado (ou equivalentemente da hipotenusa do
triangulo retdngulo isésceles com seu cateto) formulada pelos
gregos, é exposta na obra “Primeiros Analiticos” de Aristételes,
anterior a do Livro X dos Elementos de Euclides, que a reescrevera.
Essa demonstracdao ‘“inaugura” provavelmente a matematica
puramente dedutiva. Ela é feita através da chamada demonstracdo
apagodgica (do grego apagogué -_desvio absurdo) (demonstracdo
por absurdo). Deve-se observar que embora a terminologia da
demonstracdao tenha um carater pitagérico pelo seu aritmetismo e
pela oposicao par-impar, ela ndo pode ser trazida para a primeira
fase do pitagorismo (antes da dissolucao da escola no meio do
século V a.C.). Para os historiadores ela é tardia, pois integra o
raciocinio por absurdo que foi certamente desenvolvido pela Escola
Eleatica.

Nota: Serd usado o fato de que o quadrado de um numero par é par, e de
que o quadrado de um nUimero impar é impar.
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Seja d a diagonal de um quadrado de lado |. Pelo teorema de
Pitdgoras d2 = 12 + |2 = 2|2, Desejamos mostrar que d nao é
comensuravel com |, isto é, que a relacdo de d com | ndo tem uma
unidade de medida comum (nao é racional).

I d .
Suponhamos o contrario (por absurdo): n pode ser escrito como

~ . ’ . . - . , d
uma relacao de dois numeros inteiros positivos p e q, isto €, o= g. Vamos

considerar também que a relacao s estd na forma mais reduzida

2
(mdc(p,q)=1). Logo, (Z) = Z—z =2, e p2 = 2qg2. Consequentemente, p é par,
pois seu quadrado, 2g2, o é. Como g é a forma reduzida, q deve ser um

numero impar (sendo p e q seriam divisiveis por 2). Temos entdo que p é
par e g é impar. Entretanto como p=2k, k € Z,,

(2k)2 = 292
4k2 = 2q2
2k2 = g2

entdo g2 é par.
Isso € uma contradigdo, pois como q é impar, g2 também o é, mas a
2
ultima igualdade mostra que g2 e par. Com isso a hipotese de que Z—z =2e€
falsa.

o O procedimento de antifairese() (em grego anthiphairesis - anto=
reciproco - hipo=sub - hairesis=tracao) (procedimento das
substracoes reciprocas) (Demonstragao geométricas da
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado)(™™

Este procedimento, anterior a Euclides, estd na Proposicao 2 do
Livro X dos Elementos: “Se, quando a menor de duas grandezas é
continuamente subtraida da maior, repetidamente, e o resto nunca mede
o resto precedente, as grandezas sdo incomensuraveis.” Proclo de Licia
disse que "os pitagdricos propuseram este elegante procedimento sobre
os diametros (— as diagonais) e os lados (...)"

™ provavelmente introduzido por Teeteto

) equivalente ao procedimento da pagina 77, com CB = a + d e AC = 2a + d na figura
acima.
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Demonstracdao de que a diagonal e o lado do quadrado sao
incomensuraveis

D D, A
Cz/ B,
D
1 Bl
\\
\\ Cl
\
\
\
\
& B

(Esta demonstracao € apresentada em um manual de matematica do
século XIX, “Algebra: an elementary text-book for the higher classes of
secundary schools and for colleges” (1826), de George Chrystal (escocés
- 1815 a 1911), e estd construida utilizando um método de raciocinio
essencialmente equivalente a esse da Proposigao 2 do Livro X)

Seja o quadrado ABCD de lado AB e diagonal AC. Suponhamos que
AB e AC sejam comensuraveis, logo existe um segmento AP que mede AB
e AC, ou seja, AB e AC sao multiplos (inteiros) de AP. Seja D; um ponto
em AC tal que D;C = CB (= AB = AD). Marcando o ponto C; sobre AB,
com D;C; perpendicular a AC, podemos construir um quadrado AB;C;D; de
lados AD;=D;C; e diagonal AC; sobre AB. Isto é possivel, pois CAB = D,AB
é % reto e AD,C; é reto, logo AC,D, é % reto e o triangulo AD;C; é isdsceles
com AD; = D1C;.

Mas como, por construcao, BC = D;C, o triangulo BCD; é isdsceles e
temos D,BC = BD,C, implicando D,BC; = BD,C;. Isto significa que o triangulo
D;C;:B também é isdsceles e podemos concluir que BC; = D;C;.

Portanto AD; = AC - D;C=AC-AB e AC; = AB-BC; = AB - D:C
= AB - AD; sao o lado e a diagonal de um quadrado de dimensoes
menores do que a metade daquelas do quadrado original. Em notacao
atual, como AB e AC foram supostos comensuraveis com AP, podemos
escrever: AB = pAP e AC = gAP. Sendo assim, AD; = qAP - pAP =
(g - p)AP e ACy = pAP - (q - p)AP = (2p - q)AP. Logo, o lado e a diagonal
do novo quadrado sao também comensuraveis com relacdo a AP, com
AD; < %AD = % PAP e AC; < % AC = % gAP. Podemos repetir 0 mesmo

procedimento infinitas vezes, e construir infinitos quadrados com lado e
diagonal comensuraveis.
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Em linguagem atual, isto equivaleria a dizer que entre 0 e g (medida
de AC)”), podemos encontrar infinitos inteiros, o que ndo é possivel.
Podemos chegar a mesma conclusao observando que, continuando o
processo indefinidamente, para qualquer que seja a escolha inicial do
segmento AP, podemos obter um quadrado de lado AD, e diagonal AC,
comensuraveis em relacao a AP, tais que AD, < AC, < AP, o que é uma
contradigdo.

Obs.:

1. Nenhuma destas demonstracdes acima emprega o nimero 2, pois
nao se quer saber quanto mede a diagonal e sim demonstrar que
ela é incomensuravel com o lado do quadrado.

2. E uma tendéncia dizer que a necessidade de se demonstrar teria se
originado do problema da incomensurabilidade.

Nota: A partir da descoberta dos incomensuraveis, a identificacdo entre
grandezas e numeros, de modo geral, ndo sera mais possivel.

Proclo: “A teoria das grandezas comensuraveis foi desenvolvida,
primeiramente pela aritmética e depois, por imitagdo, pela geometria. Por
esta razdo, ambas as ciéncias definem grandezas comensuraveis como
aguelas que estdo uma para outra na razdo de um numero para outro
numero, o que implica que a comensurabilidade existiu primeiro entre os
numeros.”

Assim, os pitagoricos teriam forjado a nogcao de comensurabilidade
para numeros, uma vez que a unidade é a medida de todos os numeros.
Em seguida, eles teriam estendido esta nogao para grandezas, mas nao
puderam encontrar uma medida comum para todas as grandezas.
Acredita-se que o procedimento de antifairese teve um papel fundamental
nestas definicdes, uma vez que era usado para encontrar uma medida
comum a dois nimeros ou a duas grandezas.

™) ou entre O e p (medida de AB)

) Eis uma outra maneira de concluir o argumento acima. A passagem do quadrado
inicial ABCD para o quadrado AB,;C;D; mostra que se estd em presenca de uma série de
quadrados que cada vez menores e de lados respectivos, por exemplo,
AD > AD; > AD, > ...

Cada um deles sendo um multiplo de mesmo segmento AP:

p AP > p; AP > p, AP > ...
A sequéncia p>p;>p>>... seria entdo uma sequéncia infinita estritamente decrescente de
numeros naturais, o que € um absurdo. Esta maneira repousa sobre o mesmo principio
que é o método dito de descida infinita, tornado célebre por Fermat (rever pagina 50).
Nele se utiliza o fato de que a ordem no conjunto dos naturais satisfaz a propriedade
hoje conhecida sob o home de “boa ordem”: todo subconjunto de N possui um menor
elemento. Logo, ndo é possivel que uma sequéncia infinita de numeros naturais seja
estritamente decrescente.
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E importante ressaltar que, quando este procedimento funciona
(— termina), e permite encontrar a medida comum a dois segmentos,
pode-se reduzir a geometria a aritmética. Mas quando a antifairese nao
termina, o que caracteriza o caso incomensuravel, a definicdo de
proporcdo como igualdade de relagdes ndo serd mais aceita e passara a
ser valida apenas para o caso particular de grandezas comensuraveis.
Este procedimento permitiu, junto com a demonstracao pela oposicao par-

impar, que se chegasse a incomensurabilidade entre duas grandezas.

O procedimento de antifairese nos Elementos de Euclides:
o “algoritmo de Euclides”

Lé-se na Proposicao q do Livro VII: “Dois niumeros desiguais sendo
propostos, o menor sendo, a cada vez continuamente retirado (subtraido)
do maior, se o resto nunca mede o que o precede até que se chegue a

unidade, tao dizemos que os numeros sao primos entre si”.

Esta proposicdo é a primeira aparicao do dito “algoritmo de
Euclides”. Esse algoritmo aparece ainda na Proposicao 2 do mesmo livro:
“Dois numeros sdao primos entre si sendo propostos, encontrar a maior

medida comum”.

De fato, o modo como Euclides enuncia esta proposicao emprega
uma linguagem de grandezas. Os dois numeros dados sdao segmentos de
reta A e B dos quais queremos encontrar a maior medida comum. Se B
nao mede A, quando o menor dos numeros, digamos B, é retirado
continuamente do maior, A, resta algum nimero que mede o precedente.
A partir dai vamos construindo geometricamente a diferencas entre os

restos sucessivos. Visualmente:

A (segmento inteiro)

101
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B (segmento inteiro)

- - - - I m@B)=4
A
L 1 1 1
I 1 1 I

R B B B
B
I | i

Ry R,

B=mRi1+R; ,R:<R; A=nB+R; R;<BO
ng=2 Np=3
m(Rz) =0 m(Rl) =2
(B -nR1 = Rz) (A — noB = Rl)

A maior medida comum (— MDC) entre os segmentos A e B é m(R;) = 2.

No inicio do Livro X, através da Proposicao 1, encontramos o mais
antigo critério de convergéncia de sequéncias infinitas: “Duas grandezas
desiguais sendo propostas, se se subtrai da maior uma parte maior que
sua metade, se se subtrai do resto uma parte maior que sua metade, e se
se faz sempre a mesma coisa, restard uma certa grandeza que sera
menor que a menor das grandezas propostas”.

Na Proposicao 2 deste mesmo livro, o algoritmo reaparece na forma
ilimitada, isto &, ele nao termina: “Se, quando a menor de duas grandezas
€ continuamente subtraida da maior, repetidamente, e o resto nunca
mede o resto precedente, as grandezas sao incomensuraveis.”

Assim, através das proposicdoes acima dos livros VII e X, podemos
concluir se duas grandezas sao comensuraveis ou incomensuraveis apenas
de modo geométrico. Esta conclusdo é fundamental para a concepgao de
geometria pelos gregos.

™) A chamada “divisdo euclidiana” (expressdo criada por Bourbaki (ver pagina 231))
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A prova de incomensurabilidade por “fracao continua”

Por meio da Proposicao 2 do Livro X citada anteriormente para
caracterizar o método de antifairese, pode-se estabelecer uma afinidade
com a ideia de “fracao continua”.

Inicialmente observa-se que para provar a incomensurabilidade por
este método nao € necessario de repetir indefinidamente a operagao. Se
apds um certo numero de subtragdes sucessivas, os dois Ultimos restos
obtidos (sejam m e n) tém a mesma relacdo que duas grandezas
propostas (a e b), isto &,

I
I3

a n
(ou 5 ;),

(S S

E evidente que, partindo dai, chega-se de novo & mesma situacdo, e
assim sucessivamente ao infinito. A prova esta feita.

Aplicando-o agora a duas grandezas a e b, coma =+v2 eb =1,
tem-se que o primeiro resto € c = a - b =2 -1 que por sua vez
subtraido de b dd um segundorestod = b-c=1-(v2-1) =2 - 2.
Pode-se parar as subtracdes a partir dai. Com efeito, os dois restos estdo
na mesma relacao que a e b:

V2 _1-(vV2-1)

1 V2 -1

Assim, para o caso particular de v/2, a prova de incomensurabilidade
pelo método de antifairese, esta feita.
Pode-se visualizar os restos obtidos acima como na figura abaixo:

a=+2 I i

Agora, do caso particular acima, com a identidade v2-1= v2 -1,
escreve-se:

V2=1+(V2-1)

V2 -1
V2=1+ -

_1+(\/§—1)(\/§+1)
B V241

V2
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Dai,
V2=1+

1
V2 +1

Substituindo, no segundo membro da igualdade, v2 pelo seu valor, tem-se

V2=1+ 1 =l+—F——
”(ﬁ)“ “(m)

Continuando a eliminar v2 do denominador onde ela reaparece:

V2=1+

1
2+ il

2+

1
2+2_|_...
Obtemos a fracdao continua, que fornece os valores aproximados

seguintes:

=
_
+
I
Il
I
[N
+
Il
[N
+
|
ull
—
+
|
[N
+
|

Nessas aproximacdes sucessivas, reconhece-se os numeros do algoritmo
de progressao sucessiva de Tedo (pagina 77,78).

o Platao:

— participa de um esforco de passar a questao da
incomensurabilidade de ‘escandalosa’ entre os pitagéricos para
causadora de um puro espanto (em grego taumazein'”) intelectual
proprio ao filésofo.

— tenta desdramatizar matematicamente o0 conceito de
incomensurabilidade mostrando que o que é incomensuravel em
comprimento é comensuravel pelo quadrado (isto vale para
numeros da forma+n,n € Z,, n # N2, N € Z,)

) taumazein se vincula a palavra taumasmoés que significa o olhar surpreendido —
admiracdo que, por sua vez, esta vinculada a palavra teoria que quer dizer ver com o espirito através
do olhar — contemplacdo (isto €, a admiracdo assumida como experiéncia: surge o desejo de
compreender.)

Platéo: “E exatamente de um filésofo, este sentimento: se espantar. A filosofia ndo tem outra origem.”




Topicos de Histdéria da Matematica através de Problemas | 105
Prof. Pierre Pétin

o Observacoes importantes:

- A incomensurabilidade longe de ter paralisado o pensamento
matematico, ela o desenvolveu: o espirito grego mobilizou todos
seus recursos para encontrar solugdes matematicamente e
filosoficamente aceitaveis — assimilacdo intelectual das grandezas
incomensuraveis. Entretanto, ela o deslocou completamente (o
pensamento matematico) para a geometria.

- A descoberta de que V2 ndo é um aritmds colocou fim ao projeto
pitagoricos de aritmetizacdo da geometria. Esse fim vai conduzir a
forma axiomatica de Euclides, destinada de uma parte a “salvar” o
método da prova dedutiva e, de outra, a admitir a irredutibilidade
da geometria a aritmética.

- O desenvolvimento da matematica de um modo geral nao é linear
e nem cumulativo.

Um pouco mais sobre a questao da incomensuralidade

o Divisdo da matematica pelas pitagéricos:

Estrutura do quadrivium” (em latim - quatro vias) pitagérico:

considerados por eles mesmos (Aritmética)
considerados em relagdo a outros nimeros (Mdsica)
estacionarias (ou em repouso)(Geometria)

em movimento (Astronomia)

numeros (ou quantidade) {
matematica
grandezas (magnitudes) {

Tanto as quantidades quanto as grandezas deviam ser limitadas
para servirem de objeto de estudo, uma vez que o ilimitado ndo convém
ao pensamento.

) grupo das quatro artes liberais de carater matematico
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o Os tipos de angulos formados pelo encontro de duas retas podem

ser classificados segundo os principios da lista pitagorica dos 10
pares de opostos. Os pitagdricos caracterizavam trés tipos de
angulo: reto, agudo e obtuso. Mas para eles o primeiro tipo é
superior aos demais, pois é caracterizado pela igualdade, ao passo
gue os outros sao identificados segundo os critérios do maior ou do
menor relativos ao angulo reto. Como tudo aquilo que pode ser
caracterizado a partir de critérios bem definidos é superior ao que
depende de critérios relativos de mais e de menos, apenas o angulo
reto é produto do limitado, uma vez que é regulado pela igualdade,
uma vez que é regulado pela igualdade com qualquer outro angulo
reto, pois os outros dois angulos podem diferir dentro de uma
mesma categoria. A perpendicularidade é também por isso um
simbolo de pureza e de diregao, pois, através dela medimos as
alturas e definimos o angulo reto.

Esta explicacdo pode ajudar a entender porque os triangulos
retdngulos merecem lugar de destaque na doutrina pitagorica, uma
vez que apenas eles contém um angulo reto (isto é, possuem dois
lados perpendiculares). No entanto, como pudemos ver, o interesse
dos pitagdricos neste teorema parece ser mais aritmético do que
geomeétrico.

o Voltando a geometria, eles consideravam grandezas como linhas,

superficies e sélidos em geral. Estas grandezas eram identificadas a
numeros dados pelo comprimento, area ou volume da grandeza em
questao. As grandezas de mesa natureza deveriam possuir uma
unidade de medida comum e cada grandeza seria, assim,
identificada ao niumero inteiro (positivo) de unidades de medida que
a compoem. A medida era, portanto, modo de associar grandezas a
nimeros e tornava possivel a correspondéncia entre qualquer
grandeza e um numero inteiro, ou uma relagdo entre inteiros.
Assim, se temos duas grandezas a serem comparadas, como
“medir” significa essencialmente “comparar”, precisamos subdividir
uma das grandezas para obter uma unidade de medida que caiba
um numero inteiro de vezes em cada uma das grandezas
respectivamente. A possibilidade de se estabelecer uma
correspondéncia entre uma grandeza e um numero através do
processo de medida ird fracassar com a descoberta das grandezas
incomensuraveis. Quer dizer, medir é atribuir um nimero a uma
grandeza, e a incomensurabilidade torna isto impossivel. Pois que
essa atribuicdo, esse calculo ndo é possivel, resta-nos demonstrar a
incomensurabilidade.
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Trecho do didlogo “Mendo” de Platao

Calcular x demonstrar

Veremos como, antes de Euclides e Aristoteles, a necessidade de
demonstracdo é proposta por Platdo em seu didlogo intitulado Mendo.

Observamos como a proépria definicdo do que é matematica, nesta época,

foi influenciada pelo problema da incomensurabilidade.

Trecho do didlogo entre Sdcrates, Mendao e um escravo:

SOCRATES (voltando-se para o escravo ao mesmo tempo em que traca no
solo as figuras necessarias a sua demonstracdo): - Dize-me, rapaz: sabes

0 que é um quadrado?

ESCRAVO: - Sei.

SOCRATES: - N&o é uma figura, como esta, de quatro lados iguais?
ESCRAVO: - E.

SOCRATES (referindo-se &s diagonais): - E estas linhas, que cortam o

quadrado ao meio, ndo sao também iguais?

ESCRAVO: - Sao.

SOCRATES: - Esta figura poderia ser maior ou menor, ndo poderia?
ESCRAVO: - Poderia.

SOCRATES: - Se, pois, este lado mede dois pés e este também mede dois
pés, quantos pés terd a superficie') deste quadrado? Repara bem: se isto
for igual a dois pés e isto igual a um pé, a superficie nao terd de ser o

resultado de uma vez dois pés?

(1)-
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ESCRAVO: - Tera.

SOCRATES: - Mas este lado mede também dois pés; portanto, a superficie
nao é igual a duas vezes dois pés?
ESCRAVO: - E.

SOCRATES: - A superficie, por conseguinte mede duas vezes dois pés?
ESCRAVO: - Mede.

SOCRATES: - E quanto iguala duas vezes dois pés? Conta e dize!
ESCRAVO: - Quatro, Sécrates.

SOCRATES: - E ndo nos seria possivel desenhar aqui uma outra figura,

com area dupla e de lados iguais como‘® esta?

ESCRAVO: - Sim, seria.

SOCRATES: - E quantos pés, entdo, mediria a sua superficie?
ESCRAVO: - Oito.

SOCRATES: - Bem; experimenta agora responder ao seguinte: que
comprimento tera cada lado de nova figura? Repara: o lado deste mede

dois pés, quanto medira, entdo cada lado do quadrado de area dupla?
ESCRAVO: - E claro que mede o dobro daquele.

SOCRATES (dirigindo-se a Menao): - Vés, caro Mendo, que nada ensino, e
gue nada mais faco do que interroga-lo? Este rapaz agora pensa que sabe
quanto mede a linha lateral que formard um quadrado de oito pés. Es da

minha opiniao?
MENAO: - Sou.

SOCRATES: - Mas crés que ele de fato saiba?

(2)-
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MENAO: - Ndo, ndo sabe.

SOCRATES: - Mas ele estad convencido de gue o quadrado da area dupla

tem também o lado duplo, nao é?
MENAO: - Estd, sem duvida.

SOCRATES: - Observa como ele ird recordando pouco a pouco, de
maneira exata'”. Responde-me (disse voltando-se para o escravo): tu
dizes que uma linha dupla da origem a uma superficie duas vezes maior?
Compreende-me bem: ndo falo de uma superficie longa de um lado e
curta do outro. O que procuro € uma superficie como esta®, igual em
todos os sentidos, mas que possua uma extensao dupla, ou mais
exatamente, de oito pés. Repara agora se ela resultard do desdobramento

de uma linha.
ESCRAVO: - Creio que sim.

SOCRATES: - Sera, pois, sobre esta linha que se construird a superficie de

oito pés'®, se tracarmos quatro linhas semelhantes?
ESCRAVO: - Sim.

SOCRATES: - Desenhemos entdo os quatro lados. Esta é a superficie® de

oito pés?
ESCRAVO: - E.

SOCRATES: - E agora? Nao se encontram, porventura, dento dela estas
guatro superficies, das quais cada uma mede quatro pés?

* 7 . 7 - n - ~
) Aprender é recordar-se das verdades que a alma ja contemplou a sua existéncia nao-

terrena no mundo das Ideias (um, em grego, topos urdnios que quer dizer lugar celeste)

— teoria da reminiscéncia (em grego anamnésis q eu é distinto de mnémé, lembranca em grego)

) Quadrado como o da nota 2 da pagina anterior
@ =
11 1 1

(5)
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ESCRAVO: - E verdade!

SOCRATES: - Mas entdo? Qual é esta area? Ndo é o quadruplo?
ESCRAVO: - Necessariamente.

SOCRATES: - O duplo e o quadruplo sdo a mesma coisa?
ESCRAVO: - Nunca, por Zeus!

SOCRATES: - E que sdo, entdo?

ESCRAVO: - Duplo significa duas vezes; e quadruplo, quatro vezes.

SOCRATES: - Por conseguinte, esta linha é o lado de um quadrado cuja
area mede quatro a area do primeiro?

ESCRAVO: - Sem duvida.
SOCRATES: - E quatro vezes quatro d& dezesseis, ndo é?
ESCRAVO: - Exatamente.

SOCRATES: - Mas, entdo, qual é o lado do quadrado de area dupla? Este

lado da o quadruplo, nao da?

ESCRAVO: - Sim.

SOCRATES: - A superficie de quatro pés quadrados tem lados de dois pés?
ESCRAVO: - Tem.

SOCRATES: - O quadrado de oito pés quadrados é o dobro do quadrado

de quatro e a metade do quadrado de dezesseis pés, ndo é&?
ESCRAVO: - E.

SOCRATES: - E se lado, entdo, ndo serd maior do que o lado de um e

menor do que o lado de outro desses® dois quadrados?

ESCRAVO: - Sera.

(6)- na proxima pagina
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SOCRATES: - Bem; responde-me: este!”) lado mede dois pés e este

quatro?
ESCRAVO: - Sim.

SOCRATES: - Logo, o lado da superficie de oito pés quadrados terd mais

do que dois e menos que quatro pés.
ESCRAVO: - Tem.

SOCRATES: - Experimenta entdo responder-me: qual € o comprimento

desse lado?
ESCRAVO: - Trés pés.

SOCRATES: - Pois bem: se deve medir trés pés, devemos acrescentar a
esta linha a metade®. N&o temos trés agora? Dois pés aqui, e mais um
aqui. E o mesmo faremos neste lado. Vé&! Agora temos o quadrado de que

falaste.
ESCRAVO: - Ele mesmo.

SOCRATES: - Repara, entretanto: medindo este lado trés és e o outro
também trés pés, ndo se segue que a area deve ser trés pés vezes trés

pés?

ESCRAVO: - Assim penso.

®) Nota (5) da pagina anterior

1
1

() Refere-se aos lados respectivos das figuras desenhadas na nota 6.

(8)
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SOCRATES: - E quanto é trés vezes trés?

ESCRAVO: - Nove.

SOCRATES: - E quantos pés deveria medir a area dupla?
ESCRAVO: - Oito.

SOCRATES: - Logo, a linha de trés pés ndo é o lado do quadrado de oito

pés, nao é?
ESCRAVO: - Nao, nao pode ser.

SOCRATES: - E entdo? Afinal qual é o lado do quadrado sobre o qual
estamos discutindo? Vés se podes responder a isto de modo correto! Se

nao gueres fazé-lo por meio de contas, traca pelo menos na areia a sua

linha.
ESCRAVO: - Mas, por Zeus, Socrates, nao sei!

SOCRATES (Voltando-se para Men&o): - Reparaste, caro Mendo, os
progressos que a sua recordacao fez? Ele de fato nem sabia e nem sabe
gual é o comprimento do lado de um quadrado de oito pés quadrados;
entretanto, no inicio da palestra, acreditava saber, e tratou de responder
categoricamente, como se o soubesse; mas agora esta em duvida, e tem
apenas a convicgao de que nao sabe!

MENAO: - Tens razdo.

SOCRATES: - E agora nao se encontra ele, nao obstante, em melhores

condicOes relativamente ao assunto?
MENAO: - Sem duvida!

SOCRATES: - Despertando-lhe duvidas e paralisando-o como a

tremelga‘®, acaso lhe causamos algum prejuizo?

MENAO: - De nenhum modo!

©) Tipo de peixe que emana descargas elétricas capazes de paralisar a presa. Em grego,

narké, raiz da palavra “narcético”.
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SOCRATES: - Sim, parece-me que fizemos uma coisa que o ajudara a
descobrir a verdade! Agora ele sentira prazer em estudar este assunto
que ndo conhece, ao passo que ha pouco tal ndao faria, pois estava
firmemente convencido de que tinha toda razao de dizer e repetir diante

de todos que a area dupla deve ter o lado duplo!
MENAO: - E isso mesmo.

SOCRATES: - Crés que anteriormente a isto ele procurou estudar e
descobrir o que nao sabia, embora pensasse que o sabia? Agora, porém,

esta em duvida, sabe que ndo sabe e deseja muito saber!

MENAO: - Com efeito.

SOCRATES: - Diremos, entdo, que |he foi vantajosa a paralisacdo?
MENAO: - Como n3o!

SOCRATES: - Examina, agora, o que em seguida a estas ddvidas ele ird
descobrir, procurando comigo. So lhe farei perguntas; ndo lhe ensinarei
nada! Observa bem se o que faco é ensinar e transmitir conhecimentos,
ou apenas perguntar-lhe o que sabe. (E, ao escravo): Responde-me: nao
é esta® a figura de nosso quadrado cuja &rea mede quatro pés

guadrados? Vés?
ESCRAVO: - E.

SOCRATES: - A este quadrado, ndo poderemos acrescentar este outroV,
igual?
ESCRAVO: - Podemos.

(10)-

(11)-
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SOCRATES: - E este terceiro*?, igual a dois?
ESCRAVO: - Podemos.

SOCRATES: - E ndo poderemos preencher o angulo com outro

quadrado*®, igual a estes trés primeiros?

ESCRAVO: - Podemos.

SOCRATES: - E ndo temos agora quatro areas iguais?
ESCRAVO: - Temos.

SOCRATES: - Que multiplo do primeiro quadrado é a grande figura

inteira?

ESCRAVO: - O quadruplo.

SOCRATES: - E deviamos obter o dobro, recordaste?
ESCRAVO: - Sim.

SOCRATES: - E esta linha tracada de um vértice a outro de cada um dos

quadrados interiores*® n3o divide ao meio a area de cada um deles?
ESCRAVO: - Divide.

SOCRATES: - E ndo temos assim quatro linhas que constituem uma

figura*® interior?

(12 Nota (11) da pagina anterior

(13)-

(14)-

(15)-




Topicos de Histdéria da Matematica através de Problemas | 115
Prof. Pierre Pétin

ESCRAVO: - Exatamente.
SOCRATES: - Repara, agora: qual é a area desta figura?
ESCRAVO: - Nao sei.

SOCRATES: - Vé: dissemos que cada linha nestes quatro quadrados

dividia cada um pela metade, nao dissemos?

ESCRAVO: - Sim, dissemos.

SOCRATES: - Bem; entdo, quantas metades temos™® aqui?

ESCRAVO: - Quatro.

SOCRATES: - E aqui*”)?

ESCRAVO: - Duas.

SOCRATES: - E em que relacdo aquelas quatro estdo para estas'® duas?
ESCRAVO: - O dobro.

SOCRATES: - Logo, quantos pés quadrados mede esta*® superficie?

ESCRAVO: - QOito.

(16)-

AN
N

(7" Nota 15 da pagina anterior.

(18)-

(19)-
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N
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SOCRATES: - E qual é o seu lado?
ESCRAVO: - Esta linha®?,
SOCRATES: - A linha tracada no quadrado de quatro pés quadrados, de

um veértice a outro?
ESCRAVO: - Sim.

SOCRATES: - Os sofistas ddo a esta linha o nome de diagonal e, por isso,
usando esse nome, podemos dizer que a diagonal é o lado de um
guadrado de &area dupla, exatamente como tu, 6 escravo de Menao, o

afirmaste.

ESCRAVO: - Exatamente, Sécrates!

Observamos, em primeiro lugar, que o0 escravo possui,
seguramente, uma boa técnica para a realizacao de calculos, uma vez que
responde prontamente a cada pergunta sobre o resultado de uma
multiplicacdo. Talvez soubesse utilizar o gnomon e as tabuas de
operacOes. Sabia calcular os quadrados de 3 e 4. Talvez conhecesse até

mesmo algumas triplas pitagdéricas. O que o escravo ndo sabe entao?

Para Sodcrates, o conhecimento dos calculos, que pode ser
intermediado por tdbuas como as dos babilonios, é associado a ignorancia.
Conhecer a resposta de modo satisfatério ndo € saber fazer os calculos,
mas sim saber mostrar sobre que linha deve ser construido o lado do
guadrado que duplica a area do primeiro. Passo a passo €& preciso
ascender a um novo tipo de saber que ndo é calculatério nem algoritmico,
é preciso mostrar a diagonal, e ndao importa nem mesmo que ndo seja

possivel calcular quanto ela mede.

29" Apontando a diagonal do quadrado acima.
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Inicialmente, Sdocrates havia perguntado guanto mede o lado do
novo quadrado, o que importava era, ainda, uma quantidade. De repente,
isso nao importa mais. A pergunta sobre quanto mede esta linha nao
chega nem mesmo a ser evocada, talvez porque Sdécrates saiba que esta
medida ndo pode ser encontrada no universo dos numeros que eram
admitidos até entdo. Mas mais do que isso. Ele quer introduzir o escravo a
um novo tipo de conhecimento no qual é necessario mostrar sobre que

linha deve-se construir o novo quadrado.

O universo da matematica é expandido para incluir o espaco
abstrato. O que o espaco mostra ser possivel, os numeros tornam
impossivel. O numero e a grandeza tinham sido unidos pela filosofia
pitagdrica. Através da medida, as grandezas podiam ser associadas a
numeros, logo entendidas por calculos. Mas o universo dos nimeros e dos
calculos ndao pode mais dar conta de todas as grandezas continuas, como
€ o caso da diagonal do quadrado. O espacgo apresenta grandezas com as
quais os calculos ndo sabem mais lidar. Se ndo sabemos calcular, resta-

nos mostrar. &

Os paradoxos de Zendo ja indicavam a existéncia de um mundo nao
mensuravel, quando admitimos a continuidade das grandezas. A
associacdo de qualquer grandeza continua a um numero é frustrada. Seria
preciso encontrar um ndmero que nao fosse nem par nem impar. Como se
ja se conhecesse a existéncia de “buracos” na continuidade que nao
podem ser expressos por nenhum numero no universo conhecido até

entao.

™) (da pagina anterior) De fato, olhando-se de uma maneira mais global, o que se tem é
uma combinagdo entre geometria e aritmética: a geometria garante a existéncia de um
segmento, o lado do quadrado dobro de um outro quadrado dado, e a aritmética, embora
nao para calcular (« medir) esse novo lado, permite demonstrar que a relacao entre os

lados dos quadrados ndo € uma relacdo entre inteiros (positivos). (Ver paginas 79 e 80)
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A definicdo do espaco geométrico abstrato emerge entdo para
resolver este problema, tornando impossivel pelos métodos algoritmicos e

calculatérios da matematica precedente. Um novo mundo abstrato comeca

a se delinear para a matematica e esta transformacdo é irreversivel.

Mesmo que, no futuro, o universo dos numeros va se expandir para
compreender a diagonal do quadrado, o ser geométrico sera considerado,

dai em diante, como parte de um espacgo abstrato.

A necessidade de demonstracao surge com 0s gregos a partir deste
momento chave da geometria: a descoberta da incomensurabilidade. E

com ela o espaco abstrato no qual, até hoje, fundamos a Geometria.

Nota: As grandezas incomensuraveis estabeleceram dois momentos na

aritmética pitagorica:

19 momento: o numero é composto de grandezas pontuais indivisiveis
(— equivalente ao niumero inteiro positivo)

“As coisas sdo numeros” (inteiros positivos).

20 momento: (que precede Zenado): onde é distinguido o numero alogon,

0 numero incalculavel, irracional (certamente a partir do teorema dito de

Pitdgoras), ndo representavel como aritmds!”), e que entretanto se
representa geometricamente
“As coisas” continuam sendo “numeros” (inteiros positivos).

1
Estes dois momentos vao desencadear a partir dos paradoxos de

Zendo™, o numero (agora no sentido amplo) concebido como

intermediario, mediador, entre o sensivel e o inteligivel.

1

os aritmoi e suas relacdes (inteligivel)
Platdo -

as grandezas geométricas incomen-

suraveis (sensivel)

(Notas extras na préxima pagina)
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Nimeros abundantes, nimeros perfeitos e nimeros deficientes

Seja s(n) a soma de todos os divisores positivos de n, incluindo o

proprio n, com n € Z4, n>2.

Obs:s(1) =1

Definicao de niumero perfeito:

o pelos pitagéricos: € um numero igual a soma de suas partes
aliquotas (— divisores préprios).
o por Euler: um nimero n é perfeito se S(n)=2n, n € Z, n>2.

Exemplos:
6=3 (metade de 6) + 2(terca parte de 6) + 1(sexta parte de 6)

28 = 14(metade de 28) + 7(quarta parte de 28) + 4(sétima parte
de 28) + 2(décima quarta parte de 28) + 1(vigésima oitava parte de 28)

Definicao de nimero abundante:

o pelos pitagdricos: € um numero que é inferior a soma de suas
partes aliquotas.
o um numero n é abundante se Sp aig(N)>n , N € Zy, N>2.

Exemplo:

0 numero 18 é inferior a soma de suas partes aliquotas, pois
Spaiq(18) =9 + 6 + 3 +2 + 1 = 21>18.

Notas extras da pagina anterior:
) jsto &, ele ndo possui uma decomposicdo aritmética finita.

") s30 sobretudo os Eleatas que contribuiram para superar esta “crise fundadora”
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Definicao de nimero deficiente:

o pelos pitagoricos: € um numero que € superior a soma de suas
partes aliquotas.
o um numero n é deficiente se sp aig(N)<n, N € Z4, N>2.

Exemplo: o nimero 10 é superior a soma de suas partes aliquotas, pois

Pequena historia dos nimeros perfeitos:

o Antigo Egito: a pratica de decompor fragdes préprias como soma de
fracbes unitarias distintas levaram os egipcios a procurar esses
numeros que tem muitos divisores.

o Conceituacao que se origina das relagdes entre os nimeros e seus

divisores.
o No papiro de Rhind: a soma dos inversos dos divisores de 6 é igual a
2..
1+1+1+1—6+3+2+1—12—2
1 2 3 6 6 6

Exercicio: Mostre que a soma dos inversos dos divisores de um numero

perfeito (incluindo ele préprio) é igual a 2.

Proposicao 36 - Livro IX dos Elementos de Euclides (Arquitas de
Tarento, ~430 a ~350 aC; Nicobmaco de Gerasa, ~50 a ~110 dC)

“Se, a partir da unidade, uma quantidade qualquer de nimeros for
constituida de modo que cada um seja o dobro do anterior, quando a
soma de todos eles for um ndmero primo, entdo a soma multiplicada pelo

ultimo nimero é um numero perfeito”
1 2 4 8 16 32 64 2™t m>2

1+2+4+8+16+324+64+--+2m1 (=2m—1™ =2™—1)é um nimero primo
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(1+2+44+8+4+16+32+ 64+ -+ 2m1)2m-1 (= (2Mm —1)2m 1)

€ um numero perfeito.

Nota: 1 ndo € um numero perfeito.

Em linguagem matematica atual:
“Se2™-1,me Z,, m=>2, éum ndmero primo, entdo n=2""1 (2™ -

1) é um numero perfeito”

Obs.: n > 1 para m > 2.

m

Demonstragao: Por hipotese p = 2™ - 1 é um numero primo.Dai, os

divisores de n=2""!p s3o:

1, 2, 22 (=4), 23 (=8), 2* (=16), ... , 2™, p, 2p, 22p, 23p, 2%p, ... , 2™ " 'p (=n)

Por outro lado,
s(n) =

1+2+224+234+2% 4+ . +2™ 4 p+ 2D+ 22p, 23D+ 2P + ...+ 2™ Ip

=(1+24+22+23+2%+...+2™YHp

s(N)=(1+2+22+2342%+ ... +2™1 (1 +p)

=2-1)R™ ..+ 2%+ 23+ 22+ 2+ 1)

=2m-1mM=2"m-1
s(n)=R2M-1)1+p)=2"+2"p-1-p=2"p+ (2" -1)-p=p

s(n) = 2Mp = 2(2™ "~ !p) = 2n.

Logo, n é perfeito.
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NUmeros de Mersenne (Marin Mersenne - francés - 1588 a 1648)

Os numeros da forma 2™ - 1, m um numero primo, sdo chamados

numeros de Mersenne. Quando 2™ - 1 é um numero primo, ele é chamado

primo de Mersenne.

Uma condicdo necessaria para que 2™ —1,m€Z,m=>2, Seja um
ndamero primo € que m seja num numero primo. De fato, suponhamos que
m ndo seja um ndmero primo. Dai, m= ab, a,b>1 e 2™ -1 =2 -1 =
(2)°-1=(2%°-1° = (2°-1)((2)° "' + (2)° > +..+ + 22 + 1°" 1) ndo

€ um numero primo.

Obs.:

1) Um ser um numero primo é condigdo necessaria para 2™ - 1 ser um
numero primo, mas nao é suficiente.
Contra-exemplo: m=11 é um ndmero primo. Entretanto 2! - 1
ndo é primo, pois 2! - 1 = 2048 - 1 = 2047 = 23 x 89.
2)Se m € Z,,m>2 €& um numero composto, 2™ - 1 é um ndmero
composto.
3) Mersenne descobriu que os 8 primeiros niumeros perfeitos sdo dados
porm=2,63,5,7,13,17, 19, 31.
4) Existe algum numero perfeito impar?
Nao ha nenhum numero perfeito impar menor do que 1

0300.

Teorema: (Leonhard Euler - suico - 1707 a 1783 )

Todo numero perfeito par tem a forma 2™ ~ (2™ - 1) para 2™ - 1
primo, com m primo.

Demonstracao:
Suponha que n seja perfeito. Seja n par, n = 2™!q, q impar, m,
g=>2. Cada divisorde ntem aforma2'd,0<r<m-1,d | q.
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Assim, d, 2d, 22d, ... , 2™ "' d correspondem a forma geral dos
divisores de n.

Dai,
s(n) = 2.2™% q = (2™ - 1)s(q)
2™q = (2:)— 1)s(a)
2™q+q-q :(2”“ - 1)s(q)
(2™ - 1)g + qt (2™ - 1)s(q)

q=(2"-1)(s(q) - q)

Logo, n = 2™ 1, (2™ - 1) (s(q) - q). Devemos mostrar que s(q) - q
= 1. Suponhamos por absurdo que s(q) - q > 1. (s(q) > q). Dai, s(q) > 1
- g. Consequentemente q tem como fatores distintos 1, s(q) - q, q
(tendo em vista que g = (2™ - 1) (s(q) - q). Assim, s(q) = 1 + (s(q) -
gq) + g =1 + s(q). Contradicdo. Logo s(q) - g = 1 < g é primo. Com isso,

n=2""1Q2" -1)1on=2""102"-1)

NUmeros Amigos

Dois numeros sao amigos quando cada um deles é igual a soma das
partes aliquotas do outro.

O par de numeros 220-284 é o uUnico conhecido da antiguidade,
atribuido a Pitagoras.

As triplas Pitagoéricas

O coroamento do Livro I dos Elementos de Euclides é a penultima
proposicdo, a 47", dita o teorema de Pitdgoras: “Em um tridngulo
retdngulo o quadrado sobre o lado oposto ao dngulo reto™™, é igual aos
quadrados sobre os outros lados contendo o angulo reto”.

™) A proposigdo 48 é a volta da proposigdo 47.
) em grego ipoteenusa-sub-tendente ( lado que sub-tende o dngulo reto).
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Ou seja: “Em um tridangulo retangulo ABC de lados a, b, ¢, onde o
angulo C é reto, tem-se a2 + b2 = c2”

De forma geométrica, a igualdade nos diz que o quadrado
construido sobre o lado c é equivalente a uma figura composta de dois
quadrados iguais a esses construidos sobre os lados a e b.

Trata-se entao de caracterizar inteiros positivos a, b, c tais que a2 +

b2= =c2.

. . . . . ]e=3
e 25 = 52
16 = 42

Utilizando a representacao dos numeros figurados quadrados, a
igualdade se produz quando o gnomon do nimero quadrado é ele mesmo

um ndmero quadrado.
Proclo atribui a Pitdgoras a regra: Seja N um numero impar dado.

~ p N2-1 NZ+41 . . , . . ,
Entao os numeros N'T’ 2+ formam uma trlpla pitagorica, isto e,

oy (Vo1 L N2 41\
2 2
Podemos estabelecer essa regra por meio das representagoes

figuradas: o gnomon que permite passar de um quadrado de lado n ao
quadrado de lado n+1 vale 2n+1 Fazendo N2 = 2n + 1, obtemos
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(2n+1)-1\" (@n+1)+1)°
ane+ (B0 (@02

Exemplo:
ot e e 9=2x4+1 (2n +1)
A . . . . 5 . . . . . @) gnomon que permite
. . . * . . . . . passar de um quadl’adO
L s e o ol de lado n ao seguinte de
4(n) 5=4+1(n+1) lado n+1 vale 2n + 1
42 =16 52 =25

() =)

S

Os cinco poliedros requlares

o Poliedro (em grego)(muitas faces) - soélido cuja superficie consiste
de faces poligonais.

o Poliedro Convexo - é um poliedro que nao é cortado por qualquer
um dos planos de suas faces.

o Poliedro regular - é um poliedro convexo cujas faces sao poligonos
regulares congruentes e seus angulos sélidos™ congruentes.

) Euclides assim designa os angulos nos vértices de um poliedro que, por oposicdo aos
“angulos planos” de um poligono, envolvem uma porcgao do espago.
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o Existem cinco poliedros regulares:

- Tetraedro - limitado por 4 triangulos equilateros congruentes com
3 deles em cada vértice.

- Hexaedro (ou cubo) - limitado por 6 quadrados congruentes com 3
deles em cada vértice.

- Dodecaedro - limitado por 12 pentagonos regulares congruentes
com 3 deles em cada vértice.

- Octaedro - limitado por 8 triangulos equilateros congruentes com
4 deles em cada vértice.

- Icosaedro - limitado por 20 tridngulos equilateros congruentes
com 5 deles em cada vértice.

Proclo credita a Pitagoras a descoberta dos cinco poliedros
regulares. Entretanto, evidéncias sugerem que ele somente teve
familiaridade com o tetraedro, o cubo e o dodecaedro (descoberta
atribuida a Hipaso), e que a descoberta do octaedro e do icosaedro
pertencem a Teeteto de Antenas (discipulo de Platdao). Em todo o
caso, Teeteto deu uma descricdo desses cinco soélidos (conhecidos
como “sodlidos de Platao” (didlogo “Timeu”)) e foi o que teria
transmitido a primeira demonstracao conhecida de que nao existem
outros poliedros regulares [ Livro XIV dos Elementos de Euclides
consagrado ao estudo destes poliedros (provavelmente derivado do
trabalho de Teeteto)].

Cada elemento material esta identificado com uma forma
geométrica distinta:

o fogo é formado de particulas tetraédricas;

o ar é formado de particulas octaédricas;

a agua é formada de particulas icosaédricas;

a terra é formada de particulas hexaédricas. "

N3o se tem certeza de que essas atribuicdes sejam dos pitagoricos.

E no didlogo “Timeu” de Platdo que encontramos esses aspectos
bem como a construcao destes poliedros.

™) 0 dodecaedro é o envelope do universo
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Para Platdo os dois triangulos-elementos abaixo compdem quatro
poliedros, ou seja, estabelecem suas formas:

60°

30°

&R
Triangulo retangulo nao-isdsceles Triangulo retangulo
isdsceles
V2!
2V/3 1 1
1 Ve
2 "
2 1 1
2\V/3 Vz'
Tridangulo equilatero - face para o Quadrado - face para o hexaedro

tetraedro, o octaedro e o icosaedro

A decomposicdo e a recomposicao dos sélidos regulares de Platdo a
partir de suas faces permite abarcar as transformacdes mutuas de trés
dos quatro elementos: o fogo, o ar e a agua. Com efeito, os solidos
associados sdao compostos a partir do mesmo triangulo equiladtero. Com o
cubo sendo composto diferentemente, o elemento terra escapa a essas

transmutacoes.

Equacdes das transmutacdes dos elementos:

YNV S

(tetraedro) (octaedro)

2fogo = 1ar
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o 1X4A +2X8A =20A < 1 tetraedro + 2 octaedros = 1

icosaedro
1 fogo + 2 ar = 1 agua

o ;x 8 A =20 A PN goctaedro = 1 icosaedro

5 ’
Sar = 1 agua

Uma alteracdo geométrica leva a uma transmutagdo‘”.

) Embora estas “combinagdes” ndo caracterizem equagdes quimicas de fato, é
interessante observar que elas trazem a ideia de simetria para os elementos da
natureza. Os pitagoricos e mais tarde Platdo, estavam persuadidos de que as
formas atOmicas deviam satisfazer certas condicbes de simetria geométrica
correspondendo aos poliedros regulares; a partir dai eles tentavam acordar essa
possibilidade com a realidade das espécies conhecidas da matéria. E justamente
este aspecto ndo estd distante do entendimento que envolve as particulas
elementares da Fisica. E através do fisico Werner Heisenberg (alem&o - 1901 a
1976) que tem-se a explicacdo: “Na fisica moderna, tal como os poliedros
regulares em Platdo, as particulas elementares sdao definidas por condigOes
matematicas de simetria; ndo sdo eternas nem invariadveis e portanto dificilmente
podem ser chamadas “reais” na verdadeira acepgao da palavra. S3o antes simples
representagdes daquelas estruturas matematicas fundamentais a que se chega
nas tentativas de continuar subdividindo a matéria. Para a ciéncia natural
moderna ndo ha mais, de inicio, o objeto material, porém forma, isto é, simetria
matematica.



Topicos de Histéria da Matematica através de Problemas | 129
Prof. Pierre Pétin

A relacao de Euler e os poliedros convexos

o Até o século XIX, os matematicos se contentaram de exemplos para
aprender o que é um poliedro.

o As definicdes dadas nao permitiam claramente demonstracgoes.

Adrien- Marie Legendre (francés - 1752 a 1833): “sdlido
terminado por planos ou faces planas”.

o Como todos o0s objetos geométricos, os poliedros podem ser
percebidos intuitivamente e eventualmente materializados em
modelos feitos com diversos materiais.

o Necessidade de uma definigao precisa so se fez sentir no século XIX,
e foi um resultado enunciado por Euler em 1750 que fez nascer a
definicdo a partir da comparacao entre os poliedros e os poligonos.

o Para designar uma categoria de poligonos é suficiente determinar o
numero de seus lados que é igual ao numero de angulos.
Para designar uma categoria de poliedros seria suficiente considerar
o0 numero de faces e de angulos sélidos. Entretanto com numeros
iguais de faces e de angulos sélidos dois poliedros podem diferir
completamente.

Foi isso que fez Euler introduzir o termo aresta para designar uma
das caracteristicas de todos os poliedros. Assim, ele formulou a seguinte
relacao para poliedros convexos:

V-A+F=2
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Exemplos:

1) Tetraedro: F=4 V=4 A=6
4-6+4=2

2) Octaedro: F=8 V=6 A=12
6-12+8=2

o A partir desta relagdao, a nocao de corpo sdlido sai do quadro restrito
que a geometria classica o colocou. Novas formas possuindo
propriedades desconhecidas nao obedecendo a relacao de Euler
aparecem para a reflexdao matematica — Topologia.

Uma desigualdade fundamental

Situacao: Seja, por exemplo, um poligono ndo-regular convexo de cinco

lados.
A
E
Decompondo-o a partir de um
B . vértice (B) em
¢ 3 triangulos = (5-2)
n . triangulos
Soma dos angulos internos.

/\ABE: m
/\EBD: ™
ABCD: ™ .

3 = (5 - 2)r = soma dos angulos internos
do poligono

(p-2)r = soma dos angulos internos de um poligono convexo.

No poligono regular de p lados cada angulo interno vale, entdo,

.
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Fato: para um poliedro regular que tenha como faces p-agonos regulares
congruentes com g p-agonos encontrando-se em cada vértice, vale a

desigualdade:

p—2
q(—)n<2n
p

De fato, intuitivamente vemos, por exemplo, que, no cubo

Logo,

_/ > 7

Recortando e

achatando

S+ 2+ 2+m(1) +m(2) + m(3) = 2n

<—>3(§)<2n
——
3(44;2)7T<27T
o qp < 2(p+q)

1 1 1 1 1 1

Esta desigualdade permite provar que existem apenas cinco poliedros

regulares.
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Dualidade'™) entre os cinco sélidos de Platio

Existe uma dualidade entre os cinco solidos de Platdo, estabelecida
pela relacdo entre o nimero de faces e o niumero de vértices. Assim, o
numero de faces e de vértices sdao invertidos quando se passa de um
poliedro ao seu dual. Ou seja, equivalentemente, se ligarmos os centros
das faces de um poliedro regular obtemos o seu poliedro dual inscrito.

Poliedro Regular | Vértices Faces Arestas
€ 0 Unico poliedro
€ autodual Tetraedro 4 4 6 regular a ter o mesmo
n° de faces e vértices
Hexaedro 8 6 12
formam um
ar dual
P Octaedro 6 8 12
Dodecaedro 20 12 30
formam um
r [
par dua Icosaedro 12 20 30

Sem utilizar a palavra “dual”, os gregos interessaram-se por essas
relacdes de inscricdo e circunscricdo entre os sdlidos regulares.

Exercicio:

Obtenha a partir da férmula de Euler a desigualdade
fundamental acima.

Sugestao: Tenha em conta que Vg = 2A = Fp

™ Todo poliedro regular estd associado a um outro poliedro regular chamado dual, de tal

maneira que:

* 0 dual do poliedro dual é o poliedro inicial;
* as faces de um estdao em correspondéncia com os vértices do outro.

De forma genérica, a dualidade é definida no interior de uma familia F de objetos
matematicos tal que a todo objeto A de F se associa um outro objeto B de F. Diz-se que
B é o dual de A e que A é o primal de B. Se A=B, diz-se que A é autodual.
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Nota: De que maneira estes poliedros e suas construcoes foram
conhecidos pelos pitagéricos?

Inicialmente, eles observaram que, no plano, um ponto s6 pode ser
“cercado” por 6 tridangulos equilateros, 4 quadrados ou 3 hexagonos
regulares, todos congruentes. Em outras palavras, somente estes trés
poligonos regulares congruentes podem formar uma figura plana. Como
para formar um vértice de um poliedro (— um angulo sélido, um angulo
poliédrico) regular, sdo necessarios ao menos trés poligonos regulares
congruentes que se intersectam nos seus lados, seguiu-se que:

1) Os hexagonos regulares foram eliminados, pois 3 hexagonos
regulares em torno de um ponto formam uma figura plana € nao um
angulo sélido.

2) Um vértice (« um “bico”) sé pode ser formado com 3 quadrados,
porque 4 formam uma figura plana.

3)Um vértice pode ser formado por 3,4 ou 5 triangulos equilateros. 6
deles formam uma figura plana.

Combinando vértices do caso (2) obtemos o hexaedro; combinando
os vértices do caso (3) obtemos respectivamente, o tetraedro, o octaedro

e o icosaedro.

Resta o caso do dodecaedro. Ele ocupa uma posicao particular por
ser formado por pentagonos regulares congruentes (12). Ndo se pode
precisar claramente a sua descoberta e a sua construcao. Uma
interpretacao seria pelo fato de que como os primeiros pitagdricos ja

construiam o pentagono regular com suas diagonais para formar o

pentagrama@ (simbolo de reconhecimento dos membros da seita), e ja

sabiam calcular a soma dos angulos internos dos poligonos regulares, eles

. A . s 6
podiam calcular o valor, de cada angulo interno desse pentagono, < do

angulo reto (= (g) (g) = (g) n), 0 que permite obter um angulo sélido com 3

4 3 9 - ~ ’ - \
pentagonos (3.5n=5n<2n). A combinacao desses vertices levam a

construcao do dodecaedro.
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Proporcoes e Médias

[ (em grego analoguia significa proporcdo)
(em latim medietas significa média, mediedade)]

o O estudo das proporcdes’” pode ser considerado como o
coroamento da aritmética pitagdrica. Para os pitagdricos, as
relacdes entre os niumeros descrevem a maneira como o mundo é
construido e as proporcoes ligam seus elementos estabelecendo
uma unidade perfeita.

o Entretanto a ideia de proporcao domina a matematica egipcia. Ela é
a chave do calculo fracional. Os egipcios reduziam as fracdes
proprias em fragdes unitdrias e as operagdes os levavam a
problemas de proporgoes.

) Definigdo 20 - Livro VII dos Elementos de Euclides:

“(Quatro) numeros sao analogos (—proporcionais) quando o primeiro € o mesmo
multiplo, ou igual a mesma parte ou as mesmas partes, do segundo que o terceiro € do
quarto.”

Esta definicdo mostra que o uso do nome analoguia (—proporcdo) esta identificado a
quatro termos a, b, ¢, d da seguinte forma: Ezg (“mesma relagdo” ( %e% definem um

b
mesmo racional))

~ RN b , o .
Mas a proporgao pode se reduzir a ter termos a, b, c: %: - ( b € a média proporcional

de a e ¢, e c é a terceira proporcional de a e b)
Proposicao 19 - Livro VII dos Elementos de Euclides:

“Se quatro numeros sdo proporcionais, o produto do primeiro multiplicado pelo quarto,
sera igual ao produto do segundo pelo terceiro (...)’

= ad = bc
—— o —
d

ol ©

(1) Exemplos:

1) a=5, b=10, c=4, d=8

a tem a mesma parte de b, que c de d, isto é, a metade.
5 4 1.5 14

o — =
10 8 25 24

2) a=6, b=9, c=4, d=6
a tem a mesma parte de b, que c de d, isto é, duas tercas partes
6 4 23 22

976 733 32
3) a=20, b=5, c=8, d=2
a é o quadruplo de b, também c é o quadruplo de d.
20_8 4.5_4.2

== o
5 2 5 2

(fim das notas extras)
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Exemplo: Problema 24 do Papiro de Rhind

“Encontrar um numero que, aumentado de sua sétima parte, da 19.”

Solucao:

O calculador egipcio pega inicialmente niumero 7 aumentado de sua
sétima parte, isto €, 1. O que da 8. Agora ele precisa encontrar um

nimero que seja para 19 o que 7 é para 8. Isto caracteriza uma
~ ~ ’ . 19 7 ’
proporcao onde um dos quatros termos nao € conhecido (; =§) (metodo

da falsa posicao).

o Ignoramos em que a medida, além de casos como acima, e em que
grau de generalidade os egipcios levaram esse conhecimento das
proporgdes. Seja como for, existe um intervalo imenso que separa o
repertério de problemas e solugdes que oferecem os papiros
matematicos com a teoria das proporcdes expostas nos livros V, VI
e VII dos Elementos de Euclides. Este intervalo, os predecessores de
Euclides o tinham em parte preenchido. As fontes dos livros V e VI
remontam a Eudoxo. Essas do livro VII sao mais antigas e mais
incertas; nessa parte de sua obra, Euclides, se ele se afasta da
aritmética pitagorica pelo seu estilo e seus métodos de
demonstragcao, ele se aproxima pelas proposicdes tratadas e rende
indiretamente homenagem a antiga escola pitagdrica, na qual,
desde o século V, foi elaborada uma teoria incompleta, pois que ela
se aplicava somente aos numeros inteiros positivos, mas ja
ordenada e coerente, das proporgoes.

o A teoria das médias se aproxima da teoria das proporcdes sem se
confundir com elas.

uma proporcao nao pode ter menos de trés termos;

o numero dos termos de uma proporcao € ilimitado;

a proporgao-tipo é a de quatro termos;

- a média € um conjunto de trés numeros inteiros positivos

diferentes, tais que duas de suas diferencas estao entre elas na

mesma relagdo que um de seus ndmeros com ele mesmo ou com

dois dos outros nimeros. Assim, sejam trés nameros a, b, c € Z,

tais que a > b > c. Eles formam um média “antiga” se, por exemplo,

~ a-b .. ~ a a a
a relagao € igual a uma das relacoes S ou =
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o As trés médias “antigas” (classicas):

1) A média aritmética (em grego mesotes aritmetiqué)

2)

I

7 a— a
- formula: =~

o
(o]

Exemplos:a=3, b=2, c=1

- para que trés numeros a, b, ¢ € Z, componham uma média
aritmética é necessario e suficiente que a-b=b -c
a+c

-dea-b=b-c,temosquea+c=b+b=2b ou b=—-

( o termo do meio é igual a semi-
-soma dos termos extremos)

- geometricamente, a média aritmética é o comprimento do lado

do quadrado tendo o mesmo perimetro que o retangulo de lados
aec.

A média geométrica (em grego mesdtes geometriqué)

- formula: 22=2
b—c
Exemplos:a =4, b=2, c=1

- de — =%, deduz-se ab - b2 = ab - ac, e consequentemente ac

- geometricamente, a média geométrica de a e ¢ € o lado do
guadrado tendo a mesma area que o retdngulo de lados a e c.

- Problema: Tomemos 12 e 20 como extremos, o termo médio é
V12.20 = /240, nUmero irracional. Assim, a solucdo aritmética
com numeros inteiros ndo é possivel, na maioria dos casos.
Entretanto existe sempre uma solugao geométrica.

Considere a figura abaixo onde AB e BC sao os dois extremos.
AC é o diametro do semi-circulo ADC.
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BD é a media geométrica entre AB e BC. De fato, por

semelhanca dos tridngulos ABD e BCD temos que % = %.

- Platao:

* O mundo gerado é corporal, quer dizer visivel e tangivel.

* Sem o fogo nada se poderia tornar visivel.

* Nada poderia se tornar tangivel sem alguma coisa que fosse
sodlida, ora nada poderia ser sélido sem a terra.

* Desses dois elementos foi fabricado o corpo do mundo.

* Segundo Platdo, o mundo é constituido de quatro elementos.
Por que quatro? Inicialmente temos os elementos fogo e terra.
Para reunir estes dois elementos é necessario ao menos um
outro elemento que definira a relagdo entre os dois primeiros.
Entretanto se existisse somente trés elementos, o corpo do
mundo seria um plano e ndao um sdlido, porque é suficiente
trés termos para constituir uma propor¢cao, ou seja, €
suficiente uma Unica média geométrica. Assim temos:

i) no caso plano : & = 2
a2 _ab
ab b2

Esses trés termos sao ligados pelo desenvolvimento

binomial.
(a+b)? = a? + 2ab + b?
b a
b| p2 ab Nota: Platdo tem em mente a
procura de meédias
, geométricas entre quadrados e
ajab : cubos perfeitos.
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Constatamos entdo que uma construcdo geométrica sé
tendo dois elementos e uma média é plana. Observemos que

ab é a média geométrica de a2 e bz2.

i) 0 caso solido: & = &b _ b (proporgao continua)
EESESETE a2p T ab?2 | b3 proporg

(o corpo do mundo é um sdlido, ele ndo pode ser
constituido de somente trés elementos, mas sim de quatro

elementos.)
Sdo necessarias duas médias geométricas:

a2b é a média geométrica de a3 e ab?2
e

ab2 é a média geométrica de a2b e b3

Para construir o corpo do mundo é necessario quatro
elementos a3, az2b, ab2, b3, que sao ligados pelo
desenvolvimento (a + b )3 = a3 + 332b + +3ab2 + b3.
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* Os quadrados de dois numeros inteiros positivos formam

com o produto desses dois nimeros uma média geométrica.

Exemplo: 9, 6, 4 32, 3x2, 22

Duas médias geométricas sao necessarias para ligar dois

numeros inteiros positivos cubicos.
Exemplo: 27, 28,12 e 18,12, 8

33, 2x32, 22x3 e 2x32, 22x3, 23

3) A média harmoénica (em grego mesotes armoniqué)

, -b
- formula: 22 =2
b—c [«

- Arquitas: 6, 4, 3 formam uma média harmonica, pois 4 (termo
médio) ultrapassa 3 da terca parte de 3 (1) e é ultrapassado por
6 da terca parte de 6 (2).

Generalizando: a, b, ce€ Z,, a > b > ¢ formam uma média
harm6nica,sea=b+% e b=c+§, nez, n>1.

Exercicio: se: a, b, ce Z,, a > b > ¢ formam uma média
harmonica, mostre que:

1 1 1 1
Do v=s
2) b=

a+c

- geometricamente, a média harmoénica é a razao da area do

retangulo de lados a e c com a quarta parte de seu perimetro.

- Filolau de Crotona: o nimero de vértices de um cubo (8) é a
média harmonica entre o seu numero de arestas (12) e seu

numero de faces (6).
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- Matematicos gregos envolvidos com o estudo das médias:

* Arquitas de Tarento
* Filolau de Crotona

* Hipaso de Metaponto
* Nicomano de Gerasa
* Papo de Alexandria

* Tedo de Esmirna

Obs. Interessante: A figura abaixo exibe as trés médias classicas:

E
A 0 B c

(x) y)  (xy)

(x+y)

Dai, a=m(AQ) (=m(0OD)=m(0C)) é a média aritmética de AB e BC;
g=m(BD) e h=m(DE) sdo respectivamente as médias geométrica e

harmonica dos mesmos extremos.

Nota: Os gregos escreviam uma proporcao geralmente sob a forma de
uma “progressao”. Assim, para cada uma das médias classicas, tem-se
uma sequéncia de trés termos que vao caracterizar, ou uma “progressao
aritmética”, ou uma “progressdao geométrica”, ou uma “progressao

harmonica”.

Exemplos: 1) 3,2,1 (progressao aritmética)
2) 27,9,3 (progressao geomeétrica)

3) 6,4,3 (progressao harmonica)
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A incomensurabilidade nos poligonos e poliedros regulares

o Na pagina 61, foi falado sobre a incomensurabilidade interna que
aparece nos poligonos e poliedros regulares. Vamos estuda-la um
pouco.

o Os pitagoricos determinaram diversas maneiras de dividir um

segmento de reta. Uma delas trata de determinar um ponto C sobre
_ AC

um segmento de reta AB, tal que 2—]2 5"

A C B

Esta proporcao denominada proporcao divina (Luca Pacioli -
italiano - ~1445 a 1517 - no livro “De divina proportione” (1509)),
muito privilegiada pelos artistas no curso dos séculos, foi
considerada como a chave do equilibrio e da harmonia.

Exercicio: Fazendo m(AB) = a e m(AC) = b, mostre que o valor positivo

s 1++/5 . , . .. ,
de % e +T\/—' denominado numero de ouro e designado no inicio do seculo

XX pela letra grega maiuscula fi (®) (homenagem ao escultor grego Fidias
- ~490 a ~430 aC) (essa subdivisao do segmento AB é chamada secao
aurea) por Theodore Andrea Cook (inglés - 1867 a 1928), critico de arte,
em um livro chamado "“The Curves of Life” (1914) sobre a obra de
Leonardo da Vinci (italiano — 1452 a 1519).

Esse pensamento teria surgido a partir do escultor pitagoérico
Policleto de Argos (século V a.C.) que revelou a “harmonia do corpo”

utilizando a média a—_;=% (¢a=b+0).

Exemplo: 8, 5, 3.9
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Colocando em correspondéncia as relagdes das partes do corpo
humano, disse que a beleza reside na harmonia de todas as partes entre
elas.

Exemplo:
@ Cabeca
® Umbigo
Formam uma
secédo dourada
@® Pé

) da média 8, 5, 3 podemos tirar a média 13, 8, 5 da qual tiramos 21, 13, 8.
Igualmente 8, 5, 3 foi tirada de 5, 3, 2, por sua vez de 3, 2, 1 e 2, 1, 1.
Colocando estes numeros em ordem crescente reconhecemos a sequéncia de
Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...

Esta sequéncia aparece na obra “Liber Abaci” (Livro do Abaco™ em
latim)(1202) de Fibonacci (Leonardo de Pisa dito Fibonacci (filho de Bonacci) -

italiano - ~1170 a ~1250) através do Problema dos Coelhos:

(continua na proxima pagina)

(. H3a diversas hipdteses quanto & origem da palavra dbaco, dentre as quais uma de
origem hebraica, baseada no termo habak que significa poeira e outra oriunda da forma

grega abax ou do vocabulo latino abacus que corresponderia a mesa ou tabuleiro coberto

com areia ou pd fino. Ambas as suposicGes parecem indicar o meio de que se valiam os

antigos para gravar letras, nimeros ou figuras, tracando-as com um dedo ou um estilete

na areia. Dai se derivaram os instrumentos nos quais o uso de pequenas bolas

simplificava o mecanismo de operagdes dificultadas pelo emprego de numeragoes
complexas. O aparelho consiste em um quadrildtero cujos lados verticais estdo unidos
por fios paralelos nos quais deslizam as pequenas bolas. Aperfeicoados na China e no
Japado, tiveram utilizacdo generalizada nos séculos XI e XII quando varias obras foram

escritas a respeito, entre as quais a de Fibonacci.
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

“Suponha que o tempo de gestacdo das coelhas seja de um més e que
cada coelha fique prenha no inicio de cada més, iniciando no seu primeiro més
de vida. Suponha também que cada coelha gere sempre dois filhotes, um macho
e uma fémea. Quantos casais de coelhos se tera em 2 de janeiro de 1203 se se

comegou com um casal de recém nascidos no dia primeiro de janeiro de 1202?"

A resposta para este problema estad relacionada com uma sequéncia de

numeros que ficou conhecida como a sequéncia de Fibonacci.

O numero de casais de coelhos cresce da seguinte maneira:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Podemos construir a sequéncia de Fibonacci a partir das seguintes

informacgoes:
Se F, denota o n-ésimo nimero de Fibonacci, entdo
Fi=1 F,=1 e Fn+1=Fn+Fn_1,0nden22

Johannes Kepler (alemdo - 1571 a 1630) foi o primeiro a notar que a

razao % tende para ® quando n tende para infinito. Por exemplo:

n

Fp _1_ Fs _2_ 5 Fa_3_ Fs _5_ Fe _8 _
==l 2=2=2,2=2=15, 2=2=1666.., 0= =16
Fr 1 1625 Fe—2l~16153, o3t~ 16190, B0 =3~ 1 176,
F6 8 F7 13 Fg 21 Fg 34
Fu _8+ 16182
Fio 55

Prova-se que limy_q 2 = @ (= 1,6180339887 ...)

Observa-se, por outro lado, que esses quocientes sucessivos de numeros

de Fibonacci sao aproximagoes alternativamente inferiores e superiores a @:

5
1=2<2>2<E < <d<<2<i<i=2

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

Adendo:

O Trianqulo de Pascal

o Ja conhecido na Idade Média pelos matematicos persas (—arabes) e chineses, é
utilizado para desenvolver expressoes da forma (a + b )".

o Aparece na Europa na obra “Rechnung” (cdlculo em alemdo) (1527) do
matematico Peter Apian (alemdo - 1495 a 1552)

o Estudado por muitos matematicos europeus. Entre eles Blaise Pascal (francés -
1623 a 1662) que |lhe dedica um tratado denominado “Tratado do triangulo
aritmético” (1654).

Apresentacdo do tridngulo aritmético dito de Pascal:

Linha 1
Ordem O @
Linha 2 lF/—— gnomons dos nimeros triangulares
1
Ordem 1 coeficientes de (a + b)
1 2 1 k\ numeros triangulares
| | coeficientes de (a + b)?
1 3 1
| CTD&\ coeficientes de (a + b)3
1| 4at6 4 1 (2)
| \ ordem = linha - 1
1+ 5 + 10 +10 + 5 + 1 =32=2°
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 82 36 9 1
(...)

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

Definicdo: O tridngulo de Pascal é um arranjo geométrico triangular dos coeficientes
binomiais. Na linha i € na coluna j (0<j<i) é colocado o coeficiente binomial (;)

(Notagdo para Cij do matematico Andreas von Ettingshausen (alemdo - 1796 a 1878).

Lé-se i sobre j (Euler)).

A sequéncia de Fibonacci e o tridngulo de Pascal

Os numeros de Fibonacci se relacionam com o tridngulo de Pascal da seguinte

maneira:

S S

21 35 35 219 7 1

T 7
avand
1T 8 28 56

1/9/36 84 126 126 84 36 9 1

S ()

70 56 28 8 1

1

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

Exercicios:

1) Mostre por inducdo em n a seguinte identidade:

ol = F ,®+ F,, n>1

2) Mostrequesem | n, m,n, € Z,, entdo F,, | F,.

(fim das notas extras)

o O simbolo de reconhecimento dos membros da escola pitagorica era

o pentagrama (ou como também era chamado o triplo tridngulo
(poligono nao-convexo)), isto é, o pentdgono regular estrelado,
formado quando tracamos as cinco diagonais de um pentagono
regular, conforme figura abaixo:

2N

D C

Os pontos A’, B’, C’, D’ e E’ dividem as diagonais do pentagono
de modo notavel: cada um deles divide uma diagonal em dois
segmentos desiguais, tais que, a relacao entre as medidas da
diagonal e do segmento maior (=lado do pentagono) é igual a
relacdo entre as medidas do segmento maior e do segmento menor.
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Exercicio:

1) Mostre que o valor (positivo) dessa relagao vale ®.
(Sugestdo: Considere m(EB) = y e m(C'B) = x)

2) A partir da proporgao encontrada em (1), obtenha uma equacgao do
29 grau em @ e mostre, inicialmente que

O=+V1+D

Em seguida mostre que

D= |1+ [14+ [1+V1+--

o Para cada um dos cinco sélidos regulares, Euclides, no Livro XIII,
calcula a relagao de sua aresta com o raio da esfera que o inscreve.
Por exemplo, se cortarmos um icosaedro ao meio, cortando-o ao
longo da aresta AF, de comprimento digamos 1, o resultado é um
hexagono ABCDEF.

Por outro lado, consideremos o pentagono regular formado pelos
lados dos cinco triangulos equilateros congruentes em um vértice do
icosaedro como na figura a seguir. Pelo exercicio anterior, temos

que 249 _ m(ac) = 2= &. (m(AB) = m(AF) = 1). O didmetro da

esfera que circunscreve o soélido € CF, que é a hipotenusa de um
triangulo retédngulo com lados AC e AF. Dai, pelo teorema de
Pitagoras,

CF2 = AF2 + AC2

Logo, N A
m(CF)2 = m(AF)2 + m(AC)2 NN
= 12 + ®2 e, portanto, NI N

m(CF) = V11 @7 g
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A espiral de ouro e a espiral de Fibonacci

Seja o ponto C no segmento de reta AB tal que ’:—? = ’2—;. Fazendo
. . a 1+/5
m(AB)=a e m(AC)=b, como se viu na pagina 141, tem-se que = =
a=D>b 1+2\/§. Considerando b=1, a= 1+2\/§.
O retangulo .
~
AN
A < —
_L 5\
\

é chamado retangulo de ouro.

A partir do retangulo de ouro se traca um quadrado de lado 1 e se

—1+5 1 .
=— e 1. Se reitera a

obtém um retangulo de ouro de lados o

~ a 1 1 .
operacao para obter um novo retangulo de ouro de lados — e —, e assim
®2 @

sucessivamente. A espiral de ouro € formada de quartos de circulos

sucessivos inscritos em cada quadrado.
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Se em vez de partir de um retangulo de ouro, se parte de um

retangulo de Fibonacci com lados F.,.; e F,, onde F,; e F, sdao dois

numeros de Fibonacci consecutivos, obtém-se uma espiral formada de

guartos de circulos dita espiral de Fibonacci que aproxima a espiral de

ouro.

21

Observacodes gerais sobre o nimero de ouro:

1. Nao existe nenhum trago histérico do nimero de ouro na Babil6nia ou
no antigo Egito;

2. Provavelmente, a descoberta dos incomensuraveis por Pitagoras,
esteja também vinculada a proporgao de ouro via estudo das relagdes
envolvendo o pentagono e suas diagonais;

3. Euclides define esta proporgao, se serve dela, por exemplo no Livro
XIII, mas nao faz, de modo algum, centro de suas preocupacoes.
Nada nos Elementos vincula esta operacdo geométrica algo que seja
de estético ou de divino.
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A geometria plana pitagodrica

o Proclo: “Pitdgoras deu a filosofia geométrica a forma de educacao

livre™, tomando as coisas no comeco para descobrir os principios
por um exame dos teoremas elaborando um método ndao empirico e
puramente intelectual”.

Ponto € uma unidade definida por uma determinacdo de posicao.
Proclo disse que os pitagoricos teriam demonstrado o teorema
segundo o qual todo triangulo tem (a soma dos) seus angulos
internos iguais a dois angulos retos. (Proposicao 32 - Livro I dos
Elementos de Euclides)

D A E
As retas BC e
/ﬁ\ DE sédo
B C paralelas.

DAB =ABC e EAC = ACB
Dai, DAB + BAC + EAC = DAB + BAE = dois angulos retos.

(Esta demonstragao supde conhecida a teoria das paralelas)

Segundo Eudemo de Rodes, citado por Proclo, os pitagoricos
inventaram o problema da aplicacdo de dreas a uma reta dada.

“Sao das descobertas da parabola, da hipérbole e da elipse
das areas que os gedmetras mais recentes as aplicaram as linhas
ditas conicas.

Os pitagéricos viam a significacdo dessas palavras na
construcdo plana das areas em relacdo a uma reta determinado (a
um segmento de reta determinado).

™) ciéncia liberal (independente das aplicacdes praticas)
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Quando a reta sendo tracada, se aplica a area dada a toda
esta reta, entdo se diz que a area é a parabola; quando se faz o
tamanho da area aplicada maior do que a reta, se tem a hipérbole;
guando se faz a area menor, de modo que uma parte da reta fique
fora da area aplicada, se tem a elipse.”

C

X
X

A p B A p BxC A\E}B
P

Parabola (em grego parabolé€): area exatamente aplicada
Hipérbole (em grego hiperbolé): area excedente
Elipse (em grego eleipsis): area deficiente

[Pensar em: numero perfeito
numero abundante
numero deficiente ]

Em linguagem atual, se nés designamos por y2 a area dada e
por p @ medida do segmento de reta AB dado, o problema consiste
em encontrar um comprimento x satisfazendo a uma das trés
equacoes:

y2 = px (parabola)
y2 = px + x2 (hipérbole)
y2 = px — x2 (elipse)

[Provavelmente foram esses dados que serviram mais tarde a
Menécmo, matematico contemporaneo de Platdo, para caracterizar
as trés seccbes ndo paralelas a base de um cone de revolugao
(secOes conicas)].
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Situacao basica do pensamento grego

diversidade das coisas

o existentes provenientes

Duas grandes correntes imllesmnos )
pitagéricos da agua, do ar, do

apeiron, do numero,

etc.

Divergéncia entre os pensadores: necessidade de se buscar um
caminho de certeza que supere as multiplas opinides.
Unidade x Pluralidade — verdade Unica x multiplicidade de opinides

Escola de Eléia: {Parménides (~520 a 450aC) (o fundador)
Zendao (~490 a ~425) (discipulo)

Parménides de Eléia

- obra: poema filosdéfico “Da Natureza”;

- esta obra marca uma virada decisiva no pensamento (cientifico): a
eliminagao da contradicdo e da incoeréncia;

- sao estabelecidas duas vias para o pensamento:

Via da verdade (em grego aléteia: nao-velamento -
desvelamento)

Via da opinido (em grego doxa)

- vida da verdade conduz a um ser sem predicado;
X
vida da opinido conduz as informagdes dos sentido suscetiveis de
muitos predicados (os sentidos ndo conduzem a verdade);

- através do puro (olhar do) pensamento a afirmacdo e a negacao
sao categoricas;
X
opinides dos homens que misturam ser e ndo-ser através de
contingéncias enganadoras;
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- filosofia de Parménides centralizada na nocdo de Unidade (Um-
Ser) incompativel com a multiplicidade e movimento que se
percebe;

- alguns aspectos basicos:

* 0 ser é e nao pode nao ser (primeira formulacdo explicita do
principio de identidade: A=A);

* 0 que é, sendo o que é tem e ser Unico;

* além do que é s6 poderia existir o que ndao é — absurdo:
existéncia do ndo-ser;

* & 0 Mesmo pensar o ser e ser;

* pelo principio de identidade:

[ Eterno
Uno depoimento dos sentidos
Imutavel que percebem um mundo
O ser é: { Pleno X de coisas diversas, modveis
Continuo e mutaveis.
Indivisivel
_ Imovel

(rejeicao da legitimidade do movimento e da multiplicidade)

o Zenao de Eléia responde aos adversarios de sua escola através de
guatro argumentos que constituem problemas insollUveis ou aporias
(em grego apdéros: sem caminho) — quatro paradoxos (do grego
para: oposto e doxa: opiniao).

Ele responde as criticas com argumentos dizendo que as teses dos
opositores também ocultam contradicdes internas insuperaveis além
de estarem em desacordo com a experiéncia sensivel.

- Aristoteles: Zendo inventor da dialética (método que consiste em
deduzir da tese adversaria consequéncias que se contradizem; a
arte de discutir)

Fato: Teorias do movimento dependem das teorias da natureza do
espaco e do tempo.
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Situacao: No pensamento grego existiam duas opinides opostas
sobre eles. Ou o0 espaco e o tempo sao infinitamente divisiveis em
cujo caso o movimento é continuo (e uniforme) ou se compdem de
partes indivisiveis como concebe a escola pitagérica (neste caso o
movimento consta de uma sucessao de “pequenos” saltos).

[ Visualizacdo: o conceito de indivisivel é analogo a um punhado de
areia: sem ligacdo, sem consisténcia e sem continuidade.]

- 0s quatro argumentos de Zendo de Eléia contra o movimento
procuraram mostrar que nenhuma dessas concepgdes é conforme a
realidade, e caracterizando que a impossibilidade de pensar de
maneira coerente uma teoria do movimento se deve ao motivo de
gue ele é um fenébmeno. Nao sendo pensavel nao pode ser;

- 0s quatro argumentos chegaram até nds principalmente por
intermédio de Aristoteles.

Os quatro paradoxos de Zenao

o A natureza do espaco e do tempo.

Hipo6tese continuista da Escola de Anaxagoras(*’

Se o0 espaco/o tempo é continuo pode-se dividir cada grandeza em

dois indefinidamente. E a nocdo de ilimitado em poténcia (infinito

potencial).

Paradoxos: a dicotomia, Aquiles.

Hipotese atomista da Escola pitagorica

O espaco é composto de partes indivisiveis consecutivas (que

Demécrito de Abdera, discipulo de Zenao chamara de atomos (em grego

atomos - atomo: que nao se pode cortar)) e o tempo composto de

instantes consecutivos.

)Anaxagoras de Clazomenas (~500 a ~428 a.C.)
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Paradoxos: a flecha, o estadio

o Exposicao de trés dos quatro paradoxos:

A dicotomia ( do grego: dica - duas partes (iguais) e temein - cortar )

" (...) A imposibilidade do movimento é deduzida do fato de que
movel deve chegar primeiro a metade (do percurso) antes de chegar ao

final (...)"” (“Fisica” - livro VI de Aristételes)

Se se reitera o procedimento obtem-se : o mével deve de inicio
chegar a metade da metade antes de atingir o meio do trajeto e assim

sucessivamente.

Assim, o movimento nao pode comecgar.

Uma versao equivalente deste paradoxo é:

P PR P P .

Assim, o mével ndo chega jamais ao ponto de chegada.

Matematicamente, se fizermos m(AB) = 1, o modvel deverd

percorrer:

1 1 1 1
2Tt Etats
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[Nesta segunda versao se constata que o paradoxo se funda sobre a
convicgcao intuitiva que a soma de um numero infinito de grandezas
positivas é infinita (mesmo se cada grandeza é extremamente pequena),

isto &,

1
— = 00,
2t

Ms

~
1l
Juy

De fato,

gk
Nl,_\

Questao: Na primeira versao, quando “retiramos” o ponto A do segmento
AB, por qué nao existe um ponto que “feche” o segmento? « Qual o

primeiro ponto que vai passar o movel apds sua partida?

Resposta: 1—(%+212+213+214+---) é o ponto de partida. — o médvel nao

pode se movimentar

Aquiles (e a tartaruga)

“(...) O mais lento na corrida jamais sera alcancado pelo mais rapido; pois
0 que persegue deve sempre comegcar por atingir o ponto de onde partiu o
que foge. E 0 mesmo argumento que o da dicotomia, a Unica diferenca
estd em que, se 0 espaco sucessivamente acrescentado é bem dividido,

ndo o é mais em dois” (“Fisica” - livro VI de Aristételes)
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Visualizacao:

As duas posicoes se aproximam indefinidamente uma da outra sem

jamais se encontrar. (Assim, Aquiles ndo podera atingir a tartaruga).

Nestes dois paradoxos, Zenao mostra que a divisibilidade infinita do
espaco e do tempo engendra absurdos. Pois que a tese continuista nao

permite pensar o movimento, consideremos a tese atomista.

A flecha

“(...) A flecha, ao ser projetada, estéd em repouso. Ea suposicao de que o

tempo seja composto de instantes(...)” ( “Fisica” - livro VI de Aristoteles)

- Quer dizer, se o tempo é feito de instantes indivisiveis, entdo a flecha
em movimento esta sempre parada, pois a toda instante a flecha esta em
uma posicao dada e ocupa um espaco igual a ela mesma. Pois que isto é
verdadeiro em todo instante, segue-se que a flecha nao se desloca nunca

porque um Corpo que ocupa sempre 0 mesmo espaco ndo se desloca.

- Zenao serve-se do fato de que a percepgao que se tem do movimento
da flecha nao é estacado, mas continuo. O que ndao pode ser 0 caso se 0
tempo e o espaco sdo constituidos de elementos indivisiveis, ou seja, a
flecha tem que “saltar” de uma posicao a seguinte sem nunca ocupar a
“posicdo intermedidria”. Mas isto é impossivel, pois seu movimento é

continuo.
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Visualizacao:
Ela ndo pode passar do lugar A do instante

) . .
5 2 t; ao lugar B do. |n§tante t>. Ela tem de ficar
A B imovel em A

- Zendo ndo pode nos dizer o que ha entre dois existentes, pois que € o
nao-existente.

Exercicio: Pesquisar o paradoxo do Estadio.

Assim, nestes dois paradoxos a concepgao do espaco e do tempo dos
pitagodricos é igualmente err6nea e leva a uma contradicao.

Obs.:

1) Zendo nos mostra que o espago e o tempo, que eles sejam divisiveis
ao infinito (continuos) ou compostos de indivisiveis (discretos), nao
nos permitem de pensar logicamente o movimento.

2) Parménides e Zendao sao o0s primeiros a separar o sensivel do
inteligivel. Zendo nos ensina a desconfiar das aparéncias e a refletir
sobre a nogao de teoria. Uma teoria pode explicar tudo? Ela é
suficiente para explicar os fatos que nds observamos?

3) Podemos reagrupar os quatro argumentos de Zenao no quadro
abaixo:

Continuismo| Atomismo

Imobilidade dicotomia flecha

Movimento Aquiles estadio

4) Os argumentos aporéticos de Zenao combateram duas concepcoes:
de um lado, estas dos pontos-unidades, os indivisiveis dos numeros
figurados; de outro lado, a concepcao da divisao a infinito que
resulta na descoberta dos irracionais.
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Fato: com o advento dos irracionais, a divisao infinita da reta se torna
uma pratica matematica necessaria.

O que o pitagorismo descobriu, e que é de uma importante basica
tanto em geometria (— grandezas incomensuraveis com uma unidade de
medida) quanto em aritmética (— dicotomia), é o processo que ndo tem,
por definicdo e por esséncia, fim, que fez entrar o infinito no pensamento
matematico como um de seus elementos, tao necessario quanto o finito.
Além disso, a divisibilidade ao infinito fez aparecer a concepcdo de algo
presente que o numero algoritmizado e enunciavel ndao pode atingir nem
medir, fez aparecer a construcao conceitual de algo que nao pode ser
mensuravel.

5) Com Zenadao se estabelece de forma categdrica a passagem da
medida pontual dos pitagdricos para a medida linear.

6) Alguns historiadores dizem que a demonstracao por absurdo deve
ter surgido a partir do didlogo polémico entre a escola de Eléia e as
outras escolas. Entretanto, pensa-se que, de fato, ela remontaria ao
periodo pitagérico, por causa da demonstragao da
incomensurabilidade de +v2 com qualquer unidade de medida,
demonstracdo essa que é feita por absurdo. Seja como for, é
consenso a ligagdo entre a demonstracao por absurdo, a
matematica e a filosofia, com Zenao.

Nota: A questao da traducao de logos e aléteia

o O bispo Willem van Moerbeke (belga - ~1215 a 1286) traduzindo a
“Metafisica” de Aristételes para o latim, decide que logos (palavra,
relacdo) serd melhor traduzido pela palavra ratio, divisdo, rateio.
Nasce aqui o problema da razao, no pensamento. Sera, a partir dai,
tanto um problema de filosofia, quanto uma frente para grupos se
imporem uns aos outros.

o Aléteia, des-velamento, os fildsofos latinos traduzirdo pela palavra
veritas, verdade. Uma experiéncia comunitaria totalmente diversa: o
eixo de concentracao e recolhimento do processo histdrico se
desloca da manifestacao dada pela retirada da retratacao da
realidade, para os ordenamentos e as decisdes impostas por um
parametro de rendimento. Aparece a funcionalidade, que vai
aumentando para todos os lados a voracidade de sua forca de
redugcao e estreitamento. Funcionalidade essa que restringe o
problema filoséfico da légica, ou seja, a questdo da
pluridimensionalidade do desvelamento, ao calculo de uma
axiomatizagao formalizada de todas as relagdes.
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Escola de Atenas / Academia de Platdao / Os trés problemas
classicos

Atenas hospedou grandes matematicos. Entre eles podemos citar:

o Teodoro de Cirene (~470 a ~420 a.C.) e Teeteto de Atenas (~415 a

~369 a.C.)

- Teeteto diz que Teodoro mostrou que

V3,V5,v6,V7,vV8,v10,V11,V12,V/13,/14,4/15,V/17 ndo sdo comensuraveis

com a unidade, cada uma separadamente . Entretanto ndo se

sabe por que Teodoro parou em v17.
Em 1941 o matematico alemdo J.H.Anderhub sugeriu a

construgdo geométrica abaixo para explicar o motivo que fez

Teodoro parar em v17: V17 € a ultima raiz antes que 0os novos
triangulos recubram a construgao geomeétrica abaixo:

1

1
|
|
|
\IG_'\IITV?
I
[

1
Vs Ve 1
Vio'
1 VT W
1
VT : v
V" 1,1
1 h viE
R 1
! Very
i Ve
Py ovie
Y !
Vi

* - - - Ve e
™) observemos que a irracionalidade de /2 nessa época ja era um exemplo consagrado.
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Anderhub denominou esta espiral “die
Quadratwurzelschnecke” que quer dizer “o caracol da raiz
guadrada”. Em homenagem a Teodoro, ela é também chamada
“espiral de Teodoro”.

Historiadores da matematica a partir da leitura dos textos
gregos sugerem a demonstracdo de carater aritmético:

Demonstracao pelo par e pelo impar

De inicio é facil ver que a demonstragdo utilizada para /2 vale
para V6,v/8,4/10,v/14. O caso de V12se vincula ao caso de V3. Os
casos 4,49,V/16 sdo evidentes porque 4, 9, 16 sdo numeros
quadrados.

Restam os casos de v/3,v5,v7,v11,vV13,V15,V17, isto é, os casos
de VN para N impar.

Vamos agrupa-los em familias e demonstrar a incomensurabilidade
por absurdo.
Para tais N, se \/Nzg e mdc(p,q) = 1, temos p2 = Ng2compgeq

nao todos os dois pares. N sendo impar, p e q devem ser impares.
Assim,sejap=2a+1eq=2b+1,comab € Z,. Dai,
(2a+1)2=N(2b +1)?
43> +4a+1=N4b?>+4b+1)
4a(a+1)+1=NUbMb+1)+1) (%

SeN=4n+3,n=0,1,2,3(Ne{3,7,11,15})
A igualdade (*) se escreve:
4a(a+1)+1=0Un+3)4b(b+1)+1)
4aa+ 1) +1=4n(4bb+1)+1)+12b(b+1) +3
4a(a+1) =4n(4b(b+ 1)+ 1)+ 12b(b+ 1) + 2

2aa+1) =2n(4b(b+ 1)+ 1) +6bb+1) +1

que é impossivel pois que um membro é par e o outro impar.
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SeN=8n+5,n=0,1(Ne{5, 13})
A igualdade (*) se escreve:

4a(a+1)+1=(Bn+5UAbb+1)+1)
4a(a+1)+1=8n(4b(b+1)+1)+20b(b+1)+5
4a(a+ 1) =8n(4b(b+1)+ 1)+ 20b(b+ 1)+ 4
a(a+1)=2n(4b(b+1)+1)+5b(b+1)+1
a(@a+1)=8nb(b+1)+2n+5b(b+1)+1

que é impossivel pois que um membro é par e o outro é impar.
SeN=8n+1,n=2(N=17)
A igualdade (*) se escreve:

4a(a+1)+1=@Bn+1)(4b(b+1)+ 1)
4a(a+1)+1=8n4b(b+1)+1)+4b(b+1)+1
4a(a+1) =8n(4b(b+1)+ 1) +4b(b+1)
a(a+1) =2n(4b(b+1)+1)+b(b+1)
a(@a+1)=8nb(b+1)+2n+b(b+ 1)

na qual os dois membros sdo pares, e se é confrontado a uma variedade
de possibilidade. De fato, 17 € o menor inteiro positivo da forma 8n + 1
para o qual seu método nada permite decidir.

Com isso podemos dizer que o problema se complica, e, em sendo
esse 0 método seguido, é natural que Teodoro tenha parado em v/17. Uma
segunda versao para este motivo, é que Teodoro teria generalizado os
casos a partir de 17 tomando em consideragao as classes modulares, o
que permitiu a Teeteto de concluir a infinidade em nimero de segmentos
incomensuraveis. Outra versao é a de que eventualmente, Teodoro
achava suficientemente estabelecida uma lei geral, que de fato nao
formulou, com doze demonstragoes.

- Teeteto generaliza: ja que é infinita a quantidade dessas raizes,
ele tenta reuni-las em uma Unica que serviria para designar todas.
Assim, ele divide os nimeros em duas classes:
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1- os que podem ser formados pela multiplicagcao de fatores
iguais, representando-os pela figura de um quadrado e designhando-
0s pelo nome de gquadrados.

2- 0s que ficam entre esses primeiros, como o0 3, o 5 e todos
0s numeros que nao podem ser formados multiplicando fatores
iguais, mas somente um maior por um menor ou O inverso e que
exprimem por uma figura de lados desiguais, representando-os pela
figura de um retadngulo e designando-os pelo nome de retangulares.

Dai, todas as linhas cujo quadrado forma um numero
quadrado sao definidas como longitude, e essas cujo quadrado
forma um numero de fatores desiguais, sao definidas como raizes,
porque elas ndo sdo comensuraveis com as outras pelo
comprimento, mas somente pelas areas que elas formam.”

) Visualizacdo:

9 3 6 2
3 1
3 3 3
9 é um numero quadrado 3 é um numero retangular 6 € um numero retangular
(V3')P2=3
A
(Vo'y=90|Vo'=3 /
VER
\/o'= 3 V3
3 é uma longitude V3 é uma raiz

9 é um numero quadrado 3 é um numero retangular
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o

- Teeteto procedeu do mesmo modo com os solidos, isto &, ele sabia
demonstrar a irracionalidade de V2,33, ...

- Podemos observar a relacdao de um ponto de vista geométrico com
um ponto de vista aritmético.

- Devemos ver Teeteto como o fundador da teoria dos
incomensuraveis, tal como ela é exposta no Livro X dos Elementos
de Euclides. Entretanto na podemos concluir dai que o Livro X todo
inteiro seja devido a Teeteto.

- Alguns resultados de Teodoro e Teeteto aparecem no didlogo
platonico “Teeteto”.

Antifao de Atenas (480 a 411 aC)

- Foi o primeiro a sugerir que a area de um circulo poderia ser
calculada em termos de poligonos regulares nele inscritos e
circunscritos, a partir da tentativa de solucionar o problema da
quadratura do circulo;

- Gebmetras gregos:
* O 2"-agono regular inscrito num circulo ocupa mais do que

1 4 ,
— da area deste circulo.

1—
2n

Demonstragao:
(Prova por inducdo matematica sobre o niumero de lados)

a) O quadrado inscrito ocupa mais do que a metade do
circulo:
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Realmente, a area do quadrado inscrito € exatamente a
metade da area do quadrado circunscrito cuja area € maior do que a

area do circulo.

Na verdade, o lado do quadrado circunscrito é igual a diagonal

do quadrado inscrito que é igual ao diametro do circulo. (n = 2)
b) Vamos agora provar que o octégono (n = 3) ocupa mais do

3 1 4 ’ 14 - -
que;=1-1 da area do circulo no qual ele esta inscrito.

Denotamos por A, a area do quadrado e por As a area do
octégono. A. é a area do circulo.

Seja R, a area dos quatro retangulos

(@ -
Ac _ 1
Ay > 2= (1-3)A. (1)
E claro da construcdo que As - A, = 2 (2)

2
Também é evidente que Ac - A < R, (3)

(2)e(3) -
A

R A A A
A3_A2=_2>_C___)A3>_C+_2
2 2 2 2 2

Acrescentando (1) temos
Ac AZ Ac Ac
As; > 7 + 7 > 7 + 7

Ac
4

Ou seja,
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c) Agora vamos provar que se A, denota a area do 2"-agono
entao:

1
)Ac = Anis > (1= DA

An>(1— o

2n—1
Suponhamos que a figura abaixo representa um

2,-ésimo setor do 2"-agono:

Analogamente, considere os 2"-retdngulos cuja soma

das areas é R, tais que:

An+1 - An = (2)

Estamos assumindo a hipdtese que A, > Ac = oo (1)

Além disso, R, > A.—A,. (3)

Rn . Ac _ An
(2)e(3) 2 Avn—An=7>5—7

Ac

Ac  Apn _ Ac |, Ac
e portanto A,,; > St >S5t T

Isto é: A, > (1 - zin) A..

* a area de um 2"-agono regular é proporcional ao quadrado
de sua maior diagonal.

- Antifao:
* um circulo € um poligono regular com um numero muito
grande (mas finito) de lados.
* uma vez que um circulo comporta-se como um 2"-agono
regular, sua area é proporcional ao quadrado de seu diametro.
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- Procedimento de Antifao (com este procedimento Antifao foi o
precursor da demonstragao por “exaustao”)

“Dobrando o numero de lados de poligonos regulares inscritos
e circunscritos a um circulo e repetindo sucessivamente a operacgao,
pode-se tornar nula a diferenca entre a area do circulo e as areas
dos poligonos regulares.”

Obs.:

1) Na prova pelo Método de Inducdo Finita do teorema acima, os itens

(a) e (b) constituem o passo chamado “base da indugao”. No item (c) a

desigualdade An>(1—2n—1_1)AC constitui o passo chamado “hipdtese da

indugao”. Mostrar a partir dai que An+1>(1—zin)AC corresponde ao

chamado “etapa indutiva”.

2) O método de Inducdao Finita é um método de demonstracdo
proveniente do quinto axioma de um sistema de cinco axiomas conhecidos
como “axiomas de Peano” (Giuseppe Peano - italiano - 1858 a 1932),
estabelecidos em 1899 na sua obra “Os principios da aritmética, novo
método de exposicao”, propostos para elaborar uma definicdo axiomatica
dos numeros naturais, ou seja, propostos para definir a aritmética. Essa

axiomatizagao se enuncia como segue:

Existem o conjunto dos numeros naturais notado por N e uma

funcao s:N - N chamada sucessor tais que:

I. O elemento chamado um e notado por 1, € um numero natural.

[Este axioma é existencial. Ele garante que o conjunto dos nimeros
naturais N ndo é vazio.]

167



168

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

II. Todo numero natural n possui um outro numero natural, Unico,
denominado seu sucessor, notado s(n).

[Este axioma consolida uma nogao intuitiva amadurecida das
experiéncias concretas de contagem. Os numeros naturais sao
ordenados: a um numero natural n segue seu sucessor]

III. Nenhum nUumero natural tem 1 como sucessor.

IV. Dois numeros naturais tendo o mesmo sucessor sdo iguais (dito
de outro modo: para dois numeros naturais diferentes os sucessores
sao diferentes).

[A concepgao intuitiva que tem-se do conjunto dos niumeros naturais
e os fundamentos dos processos de contagem evidenciam que dois
nimeros naturais distintos n e m tem sucessores distintos s(n) e

s(m)]

Nota: Dos Axiomas II, III e IV vé-se que o processo de definir o sucessor
de um numero natural é visto através de uma fungdo injetiva s:N - N.
Deste modo tem-se o seguinte diagrama:

V. Seja X um subconjunto dos nimeros naturais com as seguintes
propriedades:

(i) X contém o numero 1;

(ii) X contém o sucessor de cada um de seus elementos. Isto &, se

x € X, entdo o sucessor de x,s(x), também pertence a X.

Nestas condigdoes, X=N.

[Este axioma, conhecido como “axioma de inducao”, garante que,
partindo do numero 1 e tomando os sucessores, pode-se completar o

conjunto N. Por outro lado, além de desempenhar esse papel fundamental
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na formulacdo de uma consistente teoria dos numeros naturais(*), sua
importancia extrapola o dominio dos numeros naturais. O axioma da
inducdo de Peano € um meétodo de demonstracdo, denominado “Método
de Inducao Finita” ou “Principio de Inducao Finita” ou "“Principio de

Indugdo Matematica”.]

Nota para o axioma V:
O axioma V pode ser apresentado também da seguinte maneira:
“Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que
(i) P(1) seja verdadeira, e

(ii) qualquer que seja n € N, sempre que P(n) € verdadeira, segue

que P(n +1) é verdadeira

Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € N”

Deve-se observar que a hipdtese (ii) diz que sempre que algum n
pertenca a categoria “P(n) é verdadeira”, entdao n+1 também pertence a

esta mesma categoria.

3) Consideracdes histéricas: Cita-se o matematico Francesco Maurolico

(italiano - 1494 a 1575) como o primeiro a utilizar a indugdo matematica
nos eu livro “Arithmeticorum libri duo” (1575) ao demonstrar que a soma
dos n primeiros nimeros impares é igual a n2 (isto é, 1+3+5+...+(2n—
1)=n2). Entretanto, descobertas recentes mostram que, antes,
matematicos como Abu Bakr Muhammad ibn al-Hasan al-Karaji (persa -
~953 a ~1029) e Lévi ben Gershom dito Gersonide (francés de origem
judia - 1288 a 1344) ja utilizavam este método de demonstracdo para
sentencas abertas sobre N.

®)De fato, ndo é possivel “escrever” o conjunto dos nimeros naturais apenas com o

auxilio dos quatro primeiros axiomas.
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4) Pode ocorrer que uma dada sentenca aberta seja valida para todos
0s numeros naturais a partir de um determinado numero natural n,, mas
nao necessariamente para valores menores. Como proceder nesses casos?
Utilizando a generalizacdo da “prova por Inducdao Matematica” vista na
“Nota para o axioma V”:

“Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N, e seja ng € N. Suponha que
i) P(n,) é verdade, e
i) P(n+1) é verdade sempre que P(n) é verdade, para n > np.

Entdo, P(n) é verdade para todo nimero natural n > ng.”

Os trés problemas classicos e a invencao de novas curvas

No periodo da matematica em Atenas o0s conhecimentos
matematicos ja eram notaveis. Dele sdo os ditos trés problemas classicos

da matematica grega:

1) Como construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro do volume
de um cubo dado?

2) Como dividir um angulo qualquer em trés partes iguais?

3) Como construir um quadrado de area igual a de um circulo dado?

[ Problema que ja tinha, por exemplo, ocupado os matematicos no Antigo

Egito:
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Problema 50 do papiro de Rhind:

“Modo de operar em um campo circular de 9khet (de diametro).

Qual o valor disso em area?
Toma % disso, isto e, 1khet;

O resto é 8khet. Opera:
Multiplica 8 por 8, o que faz 64;

O valor disso €, em area, 64 setat de terra”

(1 setat é o khet ao quadrado)

A solucao vem acompanhada da figura de um circulo tendo, para a

dimensao do diametro, 9khet.

/ s \
4 \\'&
> Area do quadrado =
9 8 . - X
5 (3de9) =64
: 9
\ = 3160493827 ()?
\\\ i /
L S : e Identificado

como

Adaptando-se a solucdao do problema a outra leitura, verifica-se que ela

diz ser a area do circulo equivalente a drea de um quadrado que tenha
8 LIVAY -
lado 5 do valor de seu diametro, o que caracteriza a forma atual de

avaliar a area do circulo, considerando o valor de = como 3,160493827.]
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Os enunciados dos trés problemas sdo:

1) Duplicagao do cubo: dado um cubo qualquer, construir um cubo com

o dobro do volume do cubo dado;

2) Trisseccao do angulo: dado um &angulo qualquer, construir um

angulo que seja a terca parte do angulo dado;

3) Quadratura do circulo®™: dado um circulo qualquer construir um
guadrado que tenha a mesma area do circulo dado.

Nota: Esses trés problemas tém um papel importante no desenvolvimento
da matematica. Eles sdao problemas de construgdo que resistiam a todas
as tentativas para resolvé-los utilizando somente régua sem graduagao e

compasso.

O fato dos gregos tentarem resolver problemas de construgao
geométrica usando somente régua sem graduacao e compasso pode-se
dever a ideia de perfeicdo atribuida & circunferéncia e a linha reta™™.
Contudo é falsa a crenca de que os gregos trabalhavam com régua sem
marcas e compasso, para a resolugcao de problemas geomeétricos. De fato,
para resolverem um problema eles usavam estas duas ferramentas ou

criavam novas ferramentas.

) Quadratura é um nome emprestado do latim quadratura que por sua vez é derivada de
guadratus (quadrado). Este termo de geometria entra correntemente na expressao “A
quadratura do circulo” em 1407. Ele tomou o sentido de “operagdo consistindo a
determinar a area delimitada por uma curva fechada” em 1875.

) De fato, para os gregos duas figuras geométricas faziam o objeto de uma admiragdo
quase mistica: a reta e o circulo, pilares fundadores da sociedade grega, tanto na
matematica quanto na politica. Assim, o circulo era o simbolo da democracia, pois em
uma democracia, todos os cidadaos estdo a uma igual distancia do poder, a exemplo dos
pontos do circulo em relacdo a seu centro. Se esta longe da antiguidade egipcia, onde a
organizacao politica estava simbolizada por uma piramide, modelo da hierarquizagdo
social.
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De suas tentativas para achar solugdes para os problemas classicos, por
exemplo, surgiram varias curvas e métodos mecanicos que enriqueceram
a matematica. No entanto é verdade que para eles sempre que uma
construcao fosse possivel com régua e compasso, métodos mais
avancados ndo deveriam ser utilizados. Por outro lado, somente em 1837
é que foi demonstrado, por Pierre-Laurent Wantzel (francés - 1814 a
1848) que um numero real é construtivel com régua sem graduacdo e
compasso se, e somente se, ele € um numero algébrico de grau uma

poténcia de 2, sobre os racionais.

1) Duplicacao do cubo

- A duplicacdo do quadrado

No didlogo Mendo de Platdo, Socrates faz com que um jovem
escravo ache um quadrado cuja area é duas vezes a area de um
quadrado dado. Isto pode ser feito facilmente com régua sem
graduagdo e compasso.

Pelo teorema de Pitagoras:

173

A B
DB2=AB2+ AD? (AD?=AB?
Quadrado dado < DB? = 2AR?
D c AB _ DB
Quadrado cujo lado DB 2AB
é a diagonal do Assim, achar DB é equivalente
quadrado dado a inserir uma media

proporcional entre AB e 2AB.
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- A origem do problema da duplicacdo do cubo esta nas
investigacoes de:

*_Hipocrates de Quios (460 a 380 aC) trabalha sobre a média
proporcional entre dois segmentos (assinala Eratéstenes de Cirene
(274 a 194 aQ)).

Hipdcrates procura generalizar a construgdo de um quadrado
cuja area é igual a esta de um retangulo dado.

Consideremos um retangulo de lados a e b.

No tridngulo retédngulo, -=> (a altura x € a média

proporcional entre os dois segmentos que ela determina sobre a
hipotenusa).
Algebricamente, a construgdao do quadrado significa

X

encontrar x tal que z =

Tentando generalizar essa ideia para a construcao do dobro do
volume do cubo, Hipdcrates trouxe o problema para encontrar duas
médias proporcionais x € y em uma proporcao continua entre os
segmentos retos a e b dados:

e, dai,



proporcionais entre ON e OM
movimentamos ACDF como na

figura acima. Os triangulos NOB
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Assim, construindo x podemos aumentar o volume do
cubo na proporgao g desejada. Em particular quando b = 2a, se
obtém a duplicacao desejada:

2 14
x> = (—a) a® o x*=2a% onde a é a aresta do cubo dado.

a

A maquina de Platao (de pseudo-Platdo)

A B c
—3 = 3
Segmento
-
deslizante F E D
Para achar duas médias A

B
e COM sendo semelhantes, \
N N [} C
ON _0OC F a
OB OM b
Os triangulos NOB e BOC M
também o sédo. Dai, E

ON OB b
OB 0C
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ON OB ocC . £ ~ JORT . .
Logo, OB - oc " oM’ isto €, OB e OC sao medias proporcionais entre ON e

OM. Fazendo ON = a e OM = b, temos:

a OB _0C
OB OC b

Manipulando o dispositivo pseudo-platénico como na figura da préxima
pagina, obtemos:

Curva denominada ofiuride

O ponto de intersecao
da curva com a reta MO
caracteriza a configuragao
para a solugao do problema.
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o Dioclés (~200 a ~150 aC)

OM =NM'

O lugar geométrico do

ponto M’ quando M descreve o
circulo é chamado cissdide"

(reta) de Dioclés.

_/D Temos que Mm2 = Om.ml

(pois o triangulo OMI é retangulo
em M).

Ponto cuspidal

(ponto anguloso)

Além disso, Om.ml =
Om.Om’ (pois OM’=MN, entao

Om’=ml).
, Oom’ Mm?
Dal, om = om?" Por
semelhanca de triangulos
Mm M'm’
Om Om’
/3
Logo Oolm= M'm’2. Em linguagem algébrica, fazendo Om’'=x e

M'm’=y, temos
Om=mT=0I-0m"=0I - x.

Considerando m(OI) =1, 0m =1 -xey*= x

1-x

) em forma de folha de hera
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Para obter a construcdo de 32, é suficiente de
colocar sobe um eixo perpendicular em O a Ol o ponto B
tal que m(OB) = 2.

Teoricamente, seja M’ o ponto de intersecao de IB e
da cisséide. Obtivemos acima,

Om’ Mm? M’'m'?
Om Om? Om’?2’

Temos agora que

Im’_M’m’
1 2
Dai,
O _I _Mlml
m=Im" = >
e entao
20m’_M’m’2
M'm’  Om'2’
Logo
' 113 3
ﬁ _Mm _IN I 3
Z_W_W_IN e IN = 2.

o Menécmo de Proconeso (~375 a ~325 aC)

Observou que a proporgao continua de Hipdcrates podia ser pensada

sob a forma de duas proporcoes simultaneas:

Tl<«<| X

(parabola)

(parabola)

<X x| o

O problema consiste em encontrar segmentos x e y tais que

2—3 e Ez% para 0os segmentos a e b dados. Vamos analisar

separadamente cada uma destas duas proporgdes geometricamente

através do aparato de Platao.
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Para estabelecer uma analogia com a ideia de eixos coordenados

vamos configurar com a maquina de Platdo a seguinte disposicao:

8

Como os triangulos NOB e
COM sao semelhantes, bem como

os triangulos NOB e BOC, temos

o<
I
>l
I
)
>l
I

<>
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1
r O/C

N
| N ¥

O ponto P é o ponto de intersecdo das duas curvas. OC é um
3 b
segmento que mede \E a.

Fazendo b = 23, OC mede 12 a.

A proporgao continua de Hipdcrates pode também ser escrita sob a

forma de duas proporcdes simultaneas seguintes:

(parabola)

(hipérbole)

T ISR S
Tl < | X

- Obs:

Alguns historiadores pensam que essas curvas nao fossem
conhecidas por Menécmo como sendo secdes de um cone de revolugao.
Sugerem que elas foram construidas pontualmente de maneira

mecéanica.™

™ Outros historiadores, sequindo Eutocio de Ascalon (~480 A ~540 dC) preferem admitir
que elas ja eram conhecidas por Menécmo como secdes do cone. Ponto importante:
através da resolucdo do problema da duplicagdo do cubo pelas intersecbes de secbes
conicas (intersecdo de duas parabolas e de uma parabola com uma hipérbole equilatera),
Menécmo trouxe para o problema duas solugbes logicamente deduzidas a partir de
definigbes claras e distintas
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2) Trissecao do angulo

O problema da trisseccao do angulo estava resolvido para o angulo
reto, gracas ao tridngulo equildtero'™. Restava resolver para o angulo
agudo. A questdao se apresentava naturalmente. O estudo da bisseccgao
tinha fixado a atencao das primeiras geracdes dos gedbmetras gregos a
propdsito da importancia da bissetriz no estudo das propriedades do
triangulo. Por um movimento légico do pensamento, o problema da
bisseccao levava a procurar a trisseccdo do angulo através da régua sem

graduagao e do compasso.

Acredita-se que

o Hipias de Elis (~465 a ~390 aC) foi um dos primeiros a tentar
resolver este problema inventando uma curva denominada
trissectriz de Hipias (conhecida também como quadratriz de
Dinostrato (~390 a 320 aC) (irmao de Menécmo))

™)

Os trés circulos tém o mesmo raio.

Logo os triangulos BOC e DOA sao equilateros e

congruentes.

A semi-reta OE bissecta o angulo AOB.

Obs.: Com o raciocinio da figura acima, vemos que os angulos da forma zﬂ—n n=>1, sao

trissectaveis com régua ndo-graduada e compasso.
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AD gira com um movimento

0 circular uniforme em torno e A até que
coincida com o lado AB. Ao mesmo
@ omve DPR —— |7 tempo o lado DC desce com
da 'twucc;fm'g, velocidade constante até coincidir com
AB. Os dois movimentos estéo
i | sincronizados de maneira que ambos
(fu.adu.da' os lados DC e AD coincidam com AB
ABCD - no mesmo instante. A trissectriz é o
A lugar geométrico gerado pelas
intersecoes destes dois lados moveis.

Obs.:

Vé-se que a trissectriz nunca intersecta o lado AB porque quando AD
chegar a AB, DC também chegara de modo que os dois lados coincidem

sem se intersectar. Assim a trissectriz se aproxima indefinidamente do

ponto R.

A trissecdo do anqulo pela trissectriz

Do C
\ D
I_ﬂ ! %
J ™ < K Al ==, BK=-—
p
I P K’ Assim, P'AR = I PAR
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Nota: A construcdo por ajustamento ou por neusis (em grego)

Em uma construgdo por neusis deve-se ajustar um segmento dado

entre duas linhas (retas ou curvas) dadas com a exigéncia de que o

segmento passe por um ponto dado. Assim, uma linha reta tem que ser
colocada entre duas linhas retas ou curvas de maneira que passe por um
ponto dado e o segmento determinado sobre ela pelas intersecoes com as

linhas retas ou curvas seja igual ao comprimento dado.

Exemplo: a trisseccao do angulo por Arquimedes € um exemplo de

construgdo pelo método de neusis: ajustamos um segmento (o raio FB),

cuja reta suporte passa por C, entre o circulo e a reta que passa por D e

por B. (Exercicio 2 - 22 lista)

Exercicio: Faca um estudo da trisseccao do angulo por Nicomedes (que
utiliza o método de neusis) Esboce também a curva gerada denominada

Conchodide™ de Nicomedes!™™.

3) Quadratura do circulo

Quadrar uma regiao poligonal consiste em tracar, somente com
régua nao graduada e compasso, um quadrado cuja area seja igual a area
dessa regiao poligonal. Esse problema estd completamente resolvido nos
Livros I e II dos Elementos de Euclides. O préximo problema é entao
quadrar regides limitadas por curvas. Dentre essas regides, o circulo é
uma regiao obvia. Acredita-se que a origem do interesse grego nos
problemas de quadratura tenha se originado da quadratura do retangulo.
Aristételes diz que a origem desta quadratura foi a procura da medida

geométrica, mas que isso foi esquecido e so ficou preservado o problema.

™) em forma de concha
") ~280 & ~210 a.C.
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o Dinostrato de Proconeso

A trissectriz € mais chamada quadratriz de Dinostrato, pois este a

utilizou para resolver a quadratura do circulo.

Devido a proporcionalidade dos dois movimentos, y=k(§— 0), k

constante de proporcionalidade. Quando 6 = 0, temos

2AD 2AD
G-

y=AD=k(g) o k=" Dai, y="—

Assim, com
U
- y 24D (3 -6 ) _
sen (— — 6) == o r=—2=—-= (equagio polar da quadratriz).
2 r Tisen (7 -0
Logo,
U
, ~ 2AD >—6 2AD 2AD
AR=11rr111r=11m . lim = 1=—

L L T
07 0> ™ o-zsen(7-6) T T
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Raciocinio: se considerarmos um circulo de centro A e raio AR, ele tem

uma circunferéncia igual ao perimetro do quadrado ABCD. De fato, pois,
se AR=¥, o perimetro do circulo de raio AR = 21TAR=2T[(¥) =4AD =

perimetro do quadrado ABCD. Entretanto, o comprimento AR nao foi

obtido com régua ndo graduada e compasso.

o Hipocrates de Quios

Definicdo de lunula (em grego meniscos):

- é a regidao plana compreendida entre dois arcos de circulo cuja
convexidade é voltada para o mesmo lado e que se intersectam, como o

crescente da lua;

- é a diferenca entre um segmento de circulo dado a partir do
semi-circulo tracado sobre um lado de um poligono e a porcao de area do

circulo circunscrito a esse poligono sobre o mesmo lado.

Segmento de circulo: é a regido limitada por um arco de circulo e uma

corda, tendo eles as mesmas extremidades:
- Realizou a quadratura de certas lunulas;
- Alguns resultados de Hipdcrates:

* As areas de segmentos circulares semelhantes estdo na

mesma razao que o quadrado de suas bases.
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\‘1 Kl O{A o

| wonda b } s

* A drea da lunula construida sobre a diagonal de um

quadrado é igual a metade da area do quadrado.

A—BC=1—2=1 < A = Agc

(Os indices de A indicam os arcos.)

Como os segmentos circulares AB, BC e AC sao semelhantes,

Axg 12 121 A L,
—_—— = — = - & = —
A d2 2127 2 AB ™ 5 AC
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Igualmente,
Agr ==A
BC 2 AC

Logo,

Aac = Aap + Agc

Por outro lado, retirando da figura acima os segmentos circulares
AB e BC, resta a area do triangulo ABC e retirando o segmento circular AC

resta a area da lunula.

Quer dizer:

Assim, a area da lunula é igual a area do triangulo acima, que por
sua vez é igual a metade da drea do quadrado, isto é, a area da lunula é

igual a

4 2

dd_dz 22 I
2 4 4

N =

187
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* A soma das areas das quatro lunulas construidas sobre os
lados de um quadrado é igual a area do quadrado. (Demonstre

como exercicio)
Dai,

* A soma das areas das lunulas construidas sobre os lados do
angulo reto de um triangulo retangulo isésceles é igual a area

desse triangulo (Demonstre como exercicio).

- Foi o primeiro matematico a “calcular” uma area delimitada por
curvas (—lunulas) (até entdao, somente se sabia “calcular” areas

delimitadas por segmentos de retas)

- Responsavel por uma parte do conteldo sobre circulos e

poligonos regulares dos Livros III e IV dos Elementos de Euclides.

- Introduziu a nogdo de problemas equivalentes!™

- Foi um dos primeiros a compilar de um modo légico e organizado
o conjunto dos conhecimentos geométricos sob o0 nome de “Elementos”.
Supode-se que a geometria demonstrativa e verdadeiramente racional deve

ter comecgado a se constituir a partir dai.

- Esses resultados das lunulas surgiram de tentativas de efetuar a
quadratura do circulo. Hipdcrates provavelmente acreditou que pela via
gue ele abriu isso seria possivel. Entretanto, de fato, as lunulas de
Hipdcrates foram construidas de tal forma que sua geometria permitia de

se fazer sua quadratura.

®ou de “reducdo” de um problema a um outro
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Exercicio:
1) Defina e esboce a espiral™ de Arquimedes.

2) Apresente a solugcdo para o problema da quadratura do circulo com
esta curva.

Construcoes Geométricas / Construtibilidade

- As construgdes com régua ndo graduada e compasso, as construcdes

ditas geométricas tiveram uma enorme importancia no desenvolvimento

da matematica grega.

- A resolucdo de um problema por construcdo através da régua nao
graduada e do compasso certamente tem suas raizes nas concepcoes
filoséficas do platonismo. Assim, “resolver” significa “construir

geometricamente”.

- Entretanto o tratamento dos trés problemas classicos foi objeto de uma
pesquisa livre e aberta: construcdes tedricas com a ajuda de intersecdo de
curvas ou de superficies, construcdbes com a ajuda de um movimento
continuo ou de muitos movimentos continuos coordenados entre eles,
concepcao e fabricacdo de instrumentos especificos, de dispositivos

mecanicos.

) élix em grego
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- Apoiando-se principalmente nos Elementos de Euclides, muitos
pretenderam que a geometria grega nao tolerava outros instrumentos
além da régua ndo graduada e do compasso (os Unicos instrumentos
utilizados por Euclides nos Elementos) (Y). O mal-entendido foi devido
provavelmente ao motivo de se ter visto nessa obra de Euclides um
reflexo fiel da totalidade das pesquisas matematicas gregas, enquanto que

de fato caracterizavam uma sintese clara e incontestavel dos primeiros

principios da matematicos. Sintese essa constituida de problemas que se

pode resolver utilizando somente retas e circulos.®

- Logo, o problema: construcao mecanica X construciao geométrica
equivale ao problema objetos dos sentidos X objetos da inteligéncia

pura (régua ndo graduada e compasso)®

() De fato, nenhum texto antigo diz que a geometria deve ficar restrita as condicdes dos trés
primeiros postulados. Assim, se os Elementos s6 fazem intervir a reta e o circulo, provavelmente
porque eram, por um lado as curvas mais simples, e por outro lado as Unicas que se conseguiu
teorizar de maneira satisfatéria(™.

@ Proclo: “(...) pois Euclides ndo admitiu todos os elementos que ele podia recolher, mas todos
esses que estavam suscetiveis de instruir nos primeiros principios da geometria.” Por isso, o
conhecimento dos Elementos é necessario para se ler os matematicos gregos posteriores.

) Uma longa tradicdo faz remontar este ponto de vista a Platdo, para o qual a geometria seria a

geometria das figuras ideias. Certamente, para ele, o objeto da geometria ndo é a figura grosseira
que se traca no papel com um instrumento material, mas a figura-em-si, a figura perfeita (objeto
da inteligéncia pura). Entretanto ndo havia uma rejeicdo explicita de sua parte em relagdao ao uso
dos instrumentos, em particular da régua ndo graduada e do compasso. Em todo caso, uma
tendéncia fundamental do pensamento platonico é que a solugdio de um problema seja
demonstrativa e ndo mecanica. Assim, mecanico ndo significa tdo somente “construido com a
ajuda de uma maquina, sem forca demonstrativa”, ainda que essa seja a origem da expressdo. E
mecanica toda solugdo que ndo pode se efetuar sé pela demonstragdo intelectual. Nesse momento,
a solucdao demonstrativa ndo é necessaria, mas contingente, matematica, mas de carater empirico.
Percebe-se aqui uma influéncia provavel da escola eleatica pela consideracdo da ininteligibilidade

do sensivel e do movimento dados através do mecanico.

* . y e . . ~ ~ , .
™) be um modo filosofico, poderia se pensar que a intervencao tdo somente do circulo e da reta se deve, via
Platdo, ao fato de que o circulo é o exemplo maximo de ente geométrico perfeito, enquanto a reta é uma

aproximagdo necessaria para que 0s seres geométricos possam aparecer no mundo sensivel.
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Def.1: Se P designa um conjunto de pontos do plano, consideramos o
conjunto R das retas que passam por dois de seus pontos e dos circulos
centrados em um de seus pontos e de raios iguais a distancia entre dois

de seus pontos.

Se chama “pontos construidos a partir de ? com a régua nao
graduada e com o compasso” o conjunto das intersecdes dos elementos
de R.

Def.2: Um ponto P do plano é dito “construtivel” se existe uma sequéncia
finita Py, P2, ... , P, = P de pontos do plano tal que para todo i <n, P; seja
um ponto construido a partir do conjunto { O, I, Py, P, ... , Pi.1 } onde os

pontos O e I, pontos de base, definem um eixo munido de uma unidade

de comprimento que é o segmento OI.

Exemplo:

/ . D é um ponto construido a
/ / partirde { O, I, A, B, C} com a

réegua ndo graduada e o

o 1 A E) compnasso.

A partir dos pontos O e I, pode-se construir um referencial do plano

0O, I, J ortonormal:
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K. o0 I K © I 5 e
N
&
A
T Nota: Com este referencial,
\ . considerando m(Ol) = m(QJ) =
K 0 X . .
1, o plano sera identificado
com R2.
B

Def.: Um numero real é “construtivel” se ele é a abcissa ou a

ordenada de um ponto construtivel em um referencial do plano.

Se a, b, k sdo trés numeros reais positivos construtiveis, constroi-

Sse:
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o
J -
0o {11 xa_gz:
Como o5 Fridmeudox w‘{:&m_
Lo A (e br gufes NOM e MOK 58 deme-
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Fato:

1) Podemos aplicar as quatro operacdes aritméticas elementares aos
numeros construtiveis. Assim, o conjunto dos nimeros construtiveis
admite a estrutura algébrica de corpo.

2) A partir do fato 1 vé-se que os nimeros racionais sao construtiveis.
Dai, o conjunto Q dos numeros racionais € um conjunto de nimeros
construtiveis.

3) A raiz quadrada de um numero construtivel &€ um numero
construtivel. Logo, se k € Q,, pode-se construir vk e a+bvk, onde
a,b € Q. Além disso, se vk ¢ Q,, todos os nimeros da forma a + bvk
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formam um corpo denominado uma extensao do corpo dos racionais
por vk. Notacdo: Q[VK]

4) Esse processo do fato 3 pode ser repetido indefinidamente. Assim,

(a+b\/—)++(c+d\/—) e+f\/_ onde a,b,c,d,e,f €Q ek ky, ks €
Q,, € um numero construtivel. Mais precisamente, representando
por R, 0 corpo dos racionais, tem-se como R; a extensao de R, por
JKo, onde K, €R,,K, >0, R, a extensdo de R; por /K;, onde K;
€R,, K; >0, e assim sucessivamente. Considerando a cadeia
R, R; € R, - ) (de sub-corpos de R) tal que Ry, = Ri[/Kj]
onde K;€ R;, K;>0, i€eZ,u{0}. Diz-se que Rjy; € uma extensao
quadratica do corpo R; por ,/K;. A sequéncia de corpos Ro, Ry, Ry, ...
€ chamada uma torre de extensdes quadraticas.

5) Dos fatos 1, 2 e 3, tem-se que as equagoes do 1° grau e do 2° grau
(com A> 0) sdo resolviveis com a régua nao graduada e o compasso.

6) O que se faz quando se constréi um ponto do plano com a régua
ndao-graduada e o compasso? Se é levado a resolver trés tipos de
problemas: achar a

- intersecao de duas retas, que corresponde a resolucao de um

sistema do tipo

{yzax+b

y=cx+d coma,b,c,d € R.

- intersecdo de uma reta e de um circulo, que corresponde a

resolugao de um sistema do tipo

= b [
{y ax + 0 comab,DEF € R

x*+y*+Dx+Ey+F= (I)

™) Todos os nimeros em Ry, Ry, Ry, ... sd0 construtiveis
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Tal que levando a equacao (I) na equacao (II), obtém-se a equacao

ax? + Bx+ +y =0 (com B% — 4ay = 0) que tem solugdes construtiveis.

- intersecdao de dois circulos, que corresponde a resolucao de um

sistema do tipo

2 2 =
{X +y +DX+Ey+F—O (I) ComD’DI’E’EI’F’F’E IR

X*+y*+D'x+Ey+F =0 ()

Tal que subtraindo membro a membro a equacao (I) da equacgao (II)
obtém-se a equagao (D'—D)x+ (E'—E)y+ (F' —F) =0 que sendo levada

na equacao (I) ou na equacao (II) recai no segundo tipo de problema.

Logo, as coordenadas do ponto de intersecao de duas retas
envolvem apenas operagoes racionais, e as coordenadas da intersegao
de uma reta e de um circulo, ou de dois circulos, envolve além das

operacodes racionais a extracao de raizes quadradas.

A partir do que foi visto sobre os trés problemas classicos mais um
(a construcdo de poligonos regulares inscritos no circulo), pode-se

colocar as seguintes questdes:

- Por que se pode trissectar certos angulos com a régua nao

graduada e o compasso e outros nao?

- Por que ndo se pode resolver a duplicacdo do cubo com a régua

nao graduada e o compasso?

- Por que nao se pode quadrar o circulo com a régua ndo graduada e

0 compasso?

- Por que se pode construir certos poligonos regulares inscritos no
circulo com a régua nao graduada e o compasso e outros ndo? (Esta

guestao esta respondida nas paginas 210 a 212)
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Condicoes gerais de construtibilidade

* z € C € um numero algébrico se ele é raiz de um polindmio a coeficientes

racionais. Caso contrario ele é dito transcendente.

* O conjunto dos numeros algébricos € um subconjunto de C e ndo de R.

Por exemplo, i é algébrico, pois é raiz do polindbmio x2+1.

* Todo numero algébrico z é raiz de um Unico polindmio de coeficientes

em Q irredutivel. O grau desse polindmio é dito grau de z.

Exemplo: 32 é algébrico de grau 3 sobre Q, pois é raiz do polinémio

irredutivel x3 - 2.

* Para que um numero z seja construtivel, é necessario e suficiente que
ele seja algébrico sobre Q e seu grau da forma 2%, ke Z,(Teorema de
Wantzel (1837))

* A duplicacdo do cubo é impossivel usando somente a régua nao
graduada e o compasso. De fato, pois sendo /2 de grau 3 sobre Q, ndo é

construtivel.

* Para encontrar a trisseccao de um angulo 6 ;tzin, n € Z,, € necessario

encontrar em angulo x tal que 3x =0. Da trigonometria temos: cos3x =
4 cos®*x — 3 cosx. Dai, X=cos X, isto €, X € um numero algébrico sobre Q de
grau 3. Logo, a trisseccdo do angulo 68 nao é possivel com régua nao

graduada e compasso.
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Exemplo: A trisseccao do angulo 6 =§ nao é possivel com a régua nao

graduada e o compasso. De fato, pois X = cosg (3x=§ o ng) solucdo

da equacao irredutivel em Q, 4X® — 3X—% =0, é algébrico de grau 3.

- Teorema de Lindemann'” (1882): w ndo é raiz de nenhum polindmio

a coeficientes racionais.

Corolario: A quadratura do circulo é impossivel com a régua nao-

graduada e o compasso.

Os temas tratados a partir da pagina 190 mostraram a ligagao entre
geometria e algebra através da traducao dos objetos da geometria e das
operagoes entre eles bem como, dos problemas que os envolvem, em
equivalente na algebra™. Historicamente essa ligagdo se fundamentara
inicialmente com a introducdo em geometria do "“método das

coordenadas” (dito também “aplicacdo da dlgebra a geometria” e

posteriormente “geometria analitica”) por Fermat e René Descartes

(francés - 1596 a 1650)"™

Nota: A “geometria sintética” se baseia unicamente nos axiomas
geomeétricos e se abstém d calculo algébrico

(™Ferdinand von Lindemann (alem&o - 1852 a 1939)

(*")sto resulta do fato de que os objetos e as relagdes da geometria plana

podem ser interpretados com os objetos e as relacbes da teoria dos numeros

reais, segundo identificacdes como abaixo:
Ponto M « par de numeros reais (x,y) [M=(x,y)]
Ponto pertencendo a ... « par verificando...

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

Ponto entre os ponto A e B « par(tx; + (1-t)x; ty; + (1-t)yz)

com 0 < t < 1,entre A=(Xy,Y1) € B=(X3,Y2)

Comprimento do segmento AB « /(x; —x;,)2 + (y; —y2)? (=distancia do ponto A

ao ponto B)
Angulo (0) entre 0s segmentos AB e AC >
cos 0 = (X2—%1)(X3—%X1)+(y2—y1)(¥3—-y1)

V2 —x1)2+ (V2 -y )2 (X3 —%1) 2+ (Y3 -y 1)?
com A=(x1, Y1), B=(x2, y2) € C=(x3, Y3)
Reta < equagcaoax + by + c=0 coma2 + b2+ 0
Circulo <> equacao x2 + y2 + dx + ey + f =0 com d2 + e2 > 4f
[cOnicas, etc.]

No século XIX, quando se aprofundara os fundamentos da matematica,
através dos sistemas axiomaticos, se dird que a geometria euclidiana tem R2 (o
plano cartesiano) como um modelo”), ou seja, R2 é um modelo para a geometria
euclidiana®. Isto serd o comeco de uma série de pontes ligando partes

(aparentemente) dessemelhantes da matematica.

(continua na préoxima pagina)

WUm modelo M é um universo, uma estrutura, que valida, que satisfaz, uma

teoria matematica axiomatizada 7 dada.
Notagao: M T

)0 que levard nos modernos cursos de geometria elementar a se aprender que
um segmento de reta tem um comprimento, que é um ndmero real; um angulo é
medido por um numero (real) de graus; e uma area € identificada a um numero

real, que é sua medida.

Consideragao histérica importante: Em Euclides, segmentos de reta, angulos e
areas podem ser comparados através das relacbes de menor, igual ou maior,

mas nao existe uma medida vinculada a eles.
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

***) A invencdo das coordenadas cartesianas possibilitou, como ja se disse, um

procedimento sistematico de traducdo de toda relacdo geométrica entre os

pontos do plano (ou do espago), em uma relagcao entre as coordenadas desses

pontos.

A partir dai, o fato de que as retas, os circulos e as conicas poderem ser
definidas por equacgdes do tipo P(x,y)=0, onde P é um polinbmio a coeficientes
reais do 1° e do 2° grau, conduziu naturalmente os matematicos desde
Descartes ( e Fermat) a estudarem e definirem curvas tendo uma tal equacao,
mas agora sem restricao de grau, e estabelecerem com isso a nogao de curva

algébrica (nocdo que se generalizarad as superficies (—_superficie algébrica)). Foi

o comeco de um novo dominio da matematica chamado “Geometria Algébrica”.t*)

(1) A Geometria Algébrica é um dominio da matematica que aparece basicamente
no final do século XIX onde se estuda as equacdes ou os sistemas de equacodes
polinomiais de varias varidveis cujas solucdes (raizes) determinam conjuntos de

pontos nado-isolados denominados variedades algébricas. Assim, ela se

caracteriza pelo estudo das propriedades (geométricas) das curvas e das

superficies algébricas.

(fim das notas extras)
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o Platdo (428 & 348 a.C.)

- E um filésofo e ndo um matematico.

- A Academia de Platdo (fundada em ~386 aC perto dos jardins dedicados
a um herdi lendario ateniense de nome Academos) é uma escola filosofica
gue reuniu grandes matematicos (como Eudoxo de Cnido, Teeteto de
Atenas e Teodoro de Cirene).

- A Academia de Platdo foi o centro de uma investigacdo matematica
intensa.

- Embora ndo fosse matematico, Platdo recebeu uma boa formacdo
matematica e teve um papel fundamental para a matematica grega ao
insistir sobre a demonstracdo como uma caracteristica essencial da
atividade matematica (demonstracao cujas regras foram sistematizadas
de forma definitiva por Aristételes).

- Para ele, os numeros e as figuras (os entes matematicos da aritmética e
da geometria) ndo sdo sensiveis. Sao realidades que existem
independentemente de nosso conhecimento, em um “mundo de ideias”,
do qual o “mundo fisico” (sensivel) é um reflexo imperfeito (— alegoria da
Caverna).

Este tema filoséfico é ainda de atualidade, quando se coloca a
guestao: A matematica é descoberta ou inventada?

* se respondemos descoberta, nos situamos na filosofia platénica
que considera os entes matematicos pré-existentes e suas descobertas
pelos matematicos que fazem papel de exploradores de um mundo
desconhecido (isso que caracteriza o realismo platdnico ou o idealismo

plat6énico)

* se respondemos inventada, nos situamos em uma outra filosofia

que faz da matematica puro produto da nossa atividade intelectual.
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- Em Platdo, o papel primordial da matematica é a educacdo da mente.

Assim, o verdadeiro valor da geometria consiste em conduzir a alma para

a verdade e infundir-lhe uma abertura para a filosofia.

- "Ninguém entre aqui se nao é gedmetra” (inscricao gravada na entrada

da Academia mencionada pelo filésofo Jodao Filopdo. Século VI dC).

- “A geometria tem por objeto o conhecimento disso que existe sempre e

nao disso que nasce e perece. Ela leva a alma para a verdade, e

desenvolve nela (a alma) esse espirito filoséfico que eleva para as coisas

de cima o olhar que nds abaixamos erradamente para as coisas daqui de

baixo. Para compreender as outras ciéncias, ndés sabemos que ha uma
diferenga entre este que sabe geometria e aquele que nao sabe”.

- Esquema dos graus do ser e dos modos de conhecimento

(a “Linha Dividida”) (apresentado no didlogo platénico “Republica” - Livro VI)

Fronteira (divide a linha em duas partes segundo a secao aurea)

1°grau do sensivel 2°grau do sensivel C

Exemplo:

(desenho da roda) (roda)

Imagens refletidas objetos fabricados

Copias da copia copias

/ﬂ 1° grau do

Inteligivel (circulo)

2° grau do inteligivel
(circularidade)
Entes matematicos ideias

(inteligiveis inferiores) (inteligiveis superiores)

Graus do ser (objetos da (objetos visiveis, fisicos) (entes da inteligéncia) (entes da contemplagéo)
Imaginacao) (entes sensiveis)
A D E B
L | 1 ]
| ] | |
— Conhecimento “Visao intelectual”
discursivo
Modo de i ¢
Conjectura Raciocionio Bem supremo
conhecimento Crenca dedutivo
Aparéncia (em grego diandia)
Filésofo Dialética
(permite suscitar na alma as

reminiscéncias das ideias)

Visiveis, sensiveis (materiais)
(mundo sensivel)
[dominio da opini&o]
Secoes do sensivel

Inteligiveis (imateriais)
(mundo das ideias)
[dominio do saber]

Secdes do inteligivel
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Obs.:

1) Os entes matematicos intermediam os entes sensiveis e as ideias,
isto é, sdo intermedidrios (em grego metaxi) entre os entes
sensiveis e as ideias.

2) Cada parte é dividida na mesma relagao da linha.

Este esquema permite de se estabelecer as relagdes e as igualdades
seguintes:

AC AD CE

CBE=DC_EB ( proporgdo descontinua),

Isto &,

osensivel  asimagens refletidas os entes matematicos

o inteligivel  os objetos fabricados as ideias

- Em Platdao, ha uma certa primazia da geometria sobre a aritmética.
Quando o escravo, no didlogo Mendo, tenta duplicar o quadrado dobrando
o lado do quadrado dado (com a aritmo-geometria dos pitagdricos) e erra,
Sdcrates indica a solucao através da diagonal desse quadrado mostrando
gue nesse momento nao fala de quantidade, mas de qualidade. Com
Sdcrates nao houve medidas. Assim, a geometria mostra grandezas que a
aritmética ndo “compreende” (o légos ndo “compreende” a
incomensurabilidade). A demonstracdao de Sécrates pela geometria torna

possivel o que com a aritmética é impossivel.
- Em Platao:
Aritmética :
* se estende a todas as coisas;

* nos obriga a raciocinar sobre os nimeros-em-si sem a

intervencao dos corpos visiveis e tangiveis;
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* nos impulsiona a sair do ambito da geracao para o da

esséncia através do discernimento;
Geometria:

* @& 0 conhecimento daquilo que sempre é.

(Uma versao da) Alegoria da Caverna (A Republica - Livro VII - didlogo
de Platao)

- O homem vive na Caverna, ele é filodoxo. A fronteira que o levara

a ser fildsofo s6 é atravessada por meio da geometria.

- Pelo raciocinio dedutivo, o homem tem a profundidade suficiente

para escapar das aparéncias.

1 — bem supremo (< luz do sol)

Mundo inteligivel {2 _ filésofo

} 3 — conhecimento

caracteriza um ESforQO
C vrae (% Contradicao
4 — dialética ¢

, 5 — crenga
Mundo sensivel {6 _ aparéncia ( discusso) ™~ Analogia

7

A busca de uma sintese para as

contradi¢des da realidade.
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) Estrutura elementar do argumento dialético platénico: o filésofo coloca um tema, se
“destaca” (se “afasta”) e revém.

Fator externo — hipotese!)  <«—(Platdo)(fildsofo)

Interlocutor \ I :

Filésofo —»tema —» definicdo |

> |
»

conclusao

() (do grego hipétesis, onde hipo quer dizer sob e tésis quer dizer _opinido, afirmacdo (do
verbo tenai-colocar (acdo de colocar)) Proposicdo na base («sob) de um raciocinio a

partir da qual se demonstra um teorema.
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1) Como ja foi dito, Platdo reconhece o interesse das ciéncias

matematicas e acorda-as um lugar importante em seu sistema
filosofico. De fato, na sua maneira de utilizar a matematica para
descrever e explicar as realidades sensiveis, ele esbocou
“modelos matematicos”™ na forma de identificacdo geométrica
ou de proporcao de dois registros, por exemplo um matematico e
outro fisico.

2) Sobre a modelagem e a simulagcdo matematicas

A modelagem matematica supde dois registros. Um, por
definicdo, é matematico, o outro é fenomenal (proveniente do
fendmeno) ou ao menos “sensivel”. E este segundo registro, mais
imediatamente conhecido gracas as sensagdes, que € necessario
descrever de outro modo (quer dizer matematicamente) e

explicar, totalmente ou parcialmente através da matematizagao.

) Deve-se ressaltar que essa “pratica” aparece ao longo de todo o pensamento
filosofico-matematico grego, desde as analogias de ordem metafdrico-matematicas da
época dos Pré-socraticos aos modelos geométricos no dominio da astronomia como, por
exemplo, o de Eudoxo de Cnido.
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Quadro explicativo basico

Fase 1 da modelagem
- Traducdao matematica (numeros, figuras, ...);

os “fendbmenos” ou
- Determinacdo dos parametros pertinentes; «— 0s“observaveis”
- SimplificacOes e ajustes;

- Uma regra matematica (proporcao, equacao, ...)

descrevendo o comportamento do sistema modelisado.

Fase 2 da modelagem

- Trabalho matematico;

- Andlise do modelo que permitira:
a) explicar outras caracteristicas do modelisado
(colocando em evidéncia a coeréncia interna do modelo);

b) perceber casos ainda ndao observaveis.

Fase 3 da modelagem
- Predigdes (previsdes) e simulagoes.

Fase 4 da modelagem

- Verificacao (observacao e/ou experimentacao);
- O modelo pode ser “confirmado” ou “refutado”;
- Quase sempre ele exige aperfeicoamentos:
* pela necessidade de um novo parametro do modelisado a ser tomado em
conta;
* pela exigéncia de uma melhor analise matematica do modelo;

* pela precisdo maior dos calculos.
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Pratico x tedrico na Matematica grega

Enunciados algoritmicos Enunciados demonstrativos
Ligados as atividades praticas * Ligados a filosofia
e comerciais * "Desinteressados” (uma caracte-

ristica de distin¢cdo social?)

Herdados das tradi¢cfes babi- Originarios da Grécia antiga

Ibnias e egipcias (nascidos com Tales e Pitagoras)
Institucionalizados: tradigcfes * Pouco ou hao institucionalizados
corporativas * Comunicagao passando pela es-

crita através de textos autbnomos

* Figuras geométricas utilizando letras
* Uma Linguagem estandardizada e impessoal
* Palavras e procedimentos comuns

Os Elementos de Euclides (de Alexandria) (~325 a ~265 a.C.) (Escola

de Alexandria)

o Composto em ~290 a.C. [Duvidas quanto a unicidade do autor
(Euclides, nome préprio?™), diversas tradi¢des];
Com os Elementos uma nova forma de racionalidade emerge;
Elementos: - uma vasta sintese estruturada de uma parte da
matematica grega;

- um programa de trabalho;

- unidade dessa sintese vem do modo de apresentacao:

axiomatica;

* toda proposicao deve ser justificada com a ajuda de
axiomas, de definicobes e de proposicoes precedentemente

provadas — unificacao estruturada de todas as proposicoes;

"Hipdtese emitida pela primeira vez nos anos 1950.
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* Aristoteles de Estagira (384 a 322 aC): “Ndés damos o
nome de “elementos””) a essas proposicdes cujas provas sdo

implicitas nas provas de todas as outras, ou de quase todas”;

- foram inspirados da doutrina aristotélica da ciéncia:

* ciéncia (em grego epistéme): sistema coerente
edificado com uma sequéncia ordenada de deducdes rigorosas
dependente de algumas proposigdes iniciais indemonstraveis

< sistema dedutivo unificado « sistema (dito) axiomatizado;

* a ciéncia deve ser demonstrativa, pois conhecer é nao
somente conhecer o fato, mas também o por qué, e a resposta
a esse “por qué” se reduz a colocacdo em evidéncia de um elo
dedutivo que faz com que uma verdade dependa

necessariamente de outras verdades anteriores, ja conhecidas

* isso é exatamente o que fez Euclides nos Elementos:

cada um de seus volumes (livros) se abre com o enunciado de

um corpo minimo de definicdes necessarias e suficientes para

demonstrar a verdade de todas as proposigoes.

) O significado da palavra “elemento”

- Em grego estoigueion;

- Escrita alfabética grega: 24 letras bastam para constituir o conjunto das silabas, das palavras e
dos discursos;

- Essas letras sao identificadas como “elementos” (em grego estoiqueia);

- Filésofos gregos projetaram sobre as coisas e as produgdes humanas esse modo de composigao
de um todo a partir de constituintes elementares;

- Aristételes: em geometria certas proposicées se encontram na demonstracdo de muitas outras.
Sdo denominadas elementos e devem ser aprendidas;

- A constituicdo de uma colecdo de elementos requer o acumulo de resultados significativos que
sejam suficientemente numerosos e a indicagdo das propriedades ou das construgdes que intervém
na maioria dos casos de um contexto considerado. Assim, a escolha dessa colegdo pressupde uma
analise prévia que determine os constituintes essenciais de um corpo dedutivo conciso e claro.);

- O género “Elementos” expde uma parte da ciéncia matematica ja feita.

(Mo que caracteriza uma ordem, uma estrutura
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- Se uma grande parte dos resultados provém de outros
matematicos(™, Euclides é o responsavel pela forma axiomatica

dada aos tratados desses matematicos.

Obs.:
Em Euclides, a logica é onipresente, ela estd em acdo
constantemente. Eis trés regras ldgicas que estao implicitas em Euclides:

1) Se todo ser de tipo T tem a propriedade P, é suficiente de
mostrar que isso que se estuda € do tipo T para se deduzir que
ele tem a propriedade P.

2)[(P-Q)"*(Q—>R)]—>(P—R)

3) Raciocinio por absurdo (particularmente util para evitar o recurso
ao infinito) (dispensa de se “inventar”)

o Por qué falar dos Elementos? Por ao menos dois motivos:

- se ndo é a Unica obra fundamental da Antiguidade, é o livro de

matematica até o século XVIII ( e mesmo na Inglaterra até o final
do século XIX)"™™ Matematicos ndo podiam ndo conhecer Euclides.

- gregos colocam questdes fundamentais, muito proximas do século
XIX e XX. Imbricagdo entre filosofia e matematica. Os Elementos
permitem compreender como a matematica traz dificuldades que os
matematicos consideram como ndo justamente de ordem
matematica.

Exemplo: o caso dos incomensuraveis.

Euclides, de fato, coloco nos Elementos os resultados fundamentais da matematica

necessarios ao desenvolvimento de resultados de matematica mais avancados.

"¢ fato que as qualidade dos Elementos foram reconhecidas desde a Antiguidade. Por
exemplo, nenhum outro autor grego posterior tentou substituir a obra de Euclides. Os
méritos que os antigos reconheciam nos Elementos, eram a selecdo, a ordem de

disposicdo e a demonstragao rigorosa das proposigoes.
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o O que ndo estad nos Elementos?

- 0s trés problemas classicos'™:

* duplicacao do cubo (Hipdcrates de Quios);

* trisseccao do angulo (Hipias de Elis);
* quadratura do circulo (Artemdo de Clazomenas (~500 a 428 aC));

- a matematica “pratica”: astronomia, musica, otica, mecanica,
arquitetura, etc.

) papo de Alexandria ( fim do século III e a primeira metade do século IV d.C.) distingue

trés tipos de problemas (na matematica antiga):

- problema “plano”: solivel com a ajuda da régua (ndo-graduada) e do compasso, ou

seja, que é construtivel por linhas retas e circulos.®

- problema “sélido”: sollvel com a ajuda das cdnicas (ndo-degeneradas)®, ou seja,

problema n&o-plano solGvel por meio das secdes conicas®™ (em grego tomai conicai)

- problema “linear”: sollvel com a ajuda de curvas que ndo sdao nem circulos, nem
retas e nem cOnicas (espirais, conchoides, cissbéides, quadratrizes, ... (— curvas

transcendentes))

Ponto interessante: uma distingdo entre os géneros de problemas.

Exemplos:

1) Problema sodlido: problema da duplicagdo do cubo resolvido com a ajuda da
intersecdo de duas parabolas.
2) Problema linear: problema da quadratura do circulo, pois © é transcendente

Os problemas em Euclides sdao problemas planos

Ponto importante nos gregos: nao resolver um problema plano por meios mais poderosos.

MA linha reta e o circulo eram chamados “lugares (geométricas) planos” porque eles resolviam os

problemas relativos aos lugares geométricos no plano
(2 As conicas (ndo-degeneradas) ndo sdo construtiveis, mas os pontos pertencentes a elas o sdo.

()As secdes cdnicas eram chamadas de “lugares (geométricos) sélidos” porque elas foram

construidas em um sélido (o cone de revolugdo/ a superficie conica de revolugdo)
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Conteudo dos “Elementos”’

Dividido em 13 livros - 467 proposicoes ao todo

(Parte I - geometria plana)

Livrol | - Comega com uma lista de 23 definicdbes seguidas de 5 Origem:

postulados (demandas) e 5 a 9 axiomas (nocdes comuns).

- Construgbes e propriedades fundamentais das figuras Pitagéricos
retilineas, notadamente as do tridangulo (das quais o

teorema de Pitagoras — Proposicao 47) e do paralelogramo
- Equivaléncia das areas

- 48 proposicoes

Livro II o , e (% ~
- Fundamentac3o da “algebra geométrica'””: apresentacdo

das operacdes onde todas as grandezas sdo representadas | Pitagoricos
geometricamente por segmentos de reta, o produto de duas
grandezas iguais pelo quadrado, o produto de duas

grandezas quaisquer por um retangulo.

MExpressdo cunhada por Paul Tannery para descrever um ramo da matematica grega
desenvolvido no Livro II dos Elementos sobre o que sdo interpretados hoje como métodos
para a resolucdao de problemas do segundo grau. A resolugao de uma equagao do segundo

grau, no caso geral, se faz com a ajuda de trés identidades notaveis do Livro II.

Exemplo: Seja a equagdo bx — x2 = c com b2 > 4¢c > 0 ( « §>c>0). O método de

resolucdo para encontrar uma raiz positiva se inspira diretamente no calculo analogo a esses
que permitem estabelecer as identidades acima. Com efeito, se ao segmento AD dado, com
m(AD)=b, se aplica um retangulo ACFI de area igual a uma area c dada tal que a area que
falta CDJF seja igual a de um quadrado x2, a drea do gnomon BDHGFE, onde B estd no meio

de AD, sera igual a area do retangulo ACFI. A area gnOmica, sendo igual a diferenca das

areas dos quadrados de lados BD com m(BD)=§ e EF com m(EF)=g—x, vale:

@) - [ (=) G- G- e

(Continua no rodapé da préxima pagina)
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Livro Il

- Se encontram formuladas, através de proposi¢cdes demonstradas
geometricamente, as identidades:

1-a(b+c+d)=ab+ac+ad
2-(a+b)a+ (a+b)b = (a+b)?
3-(a+b)a=ab+a?

4- (a+b)? =a*+b*+ 2ab
1 2 1 2
5- (a+b)(a—b) +b>=a’ ouab+ (:(a+b)~b) =<E(a+b)>

6- (2a+b)b+a?= (a+b)?ou (a+b)(b—a)+a®=>b?
7-a’+b%*=2ab+ (a—b)?ou (a+b)? +a*=2(a+b)a+b?

8- 4ab + (a—b)? = (a+b)?ou4(a+b)a+b*=((a+b)+a)?
9- (a+b)?+(@—-b)?>=2(@%+b? ou a2+b2=2<<%(a+b)>2+

2
+(3@+b)—b) )
10- (a+b)2+(b—a)?2=2@@%+b?) ou (2a+b)?+b?=2(%+
+(a+b)?) [ou(2a+b)? — 2(a+b)? = 2a? — b?]
- Equivaléncias de areas

- 2 definicdes e 14 proposicdes

Pitagoricos

(continuagdo das notas extras da pagina anterior)

Por outro lado, a area do retangulo ACFI é por construgdo igual a ¢, mas vale também

b b . A ;. . ~
Sx+ +(Z—x)x = bx — x2. Logo, a area gnémica bx —x2 é igual a ¢, e assim a construgdo do

gnomon permite encontram o valor de x.

um comprimento (x)

Em Euclides, o problema para resolver
ndo é a resolugdo da equacgdo (no

sentido algébrico), mas a procura de
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Livro Il - Geometria do circulo
- 11 definicbes e 37 proposicoes Hipdcrates
Livro IV - Propriedades e construcdo de certos poligonos regulares | Pitagoricos

inscritos ou cirscunscritos em um circulo (3,4,5,6,15-agonos, mas

n&o o 7-4gono)"’

- 7 definicdes e 16 proposicdes

™)Um problema relacionado ao circulo, que ocupou bastante a atencdo dos matematicos desde a
antiguidade até o século XIX, é o de dividi-lo em arcos exatamente iguais. Ligando os pontos
sucessivos da divisdao por cordas, obtemos um poligono regular.

Os gregos eram capazes de construir (ou seja, construir usando somente régua ndo-
graduada e compasso) poligonos regulares de 2™ lados, com m € Z,, m = 2. Sabia, também,
construir os de 3 e 5 lados. Como o arco de circulo pode ser bissectado usando apenas régua nao
graduada e compasso, os poligonos regulares de 2Px3 e 2Px5, onde p € Z,, eram conhecidos.

Podemos entdo resumir os poligonos regulares construtiveis conhecidos pelos gregos
através da seguinte forma 29%%3™x5, onde q € Z, U{0}er; =0oul,i=12 (comq =2 quandor; = 0,i =
1,2)

O problema de dividir o circulo em partes iguais foi estudado por matematicos como Pierre
de Fermat (Francés - 1601 a 1665) e Euler. Mesmo assim nenhum progresso significativo foi feito
até o final do século XVIII quando Carl Friedrich Gauss (alemdo - 1777 a 1855) resolve
completamente o problema em 1796 através do seguinte teorema complementado por Wantzel ( —

teorema de Gauss-Wantzel):

Um n-agono regular, n >3, é construtivel se, e somente se, n é da forma 2™, onde
meZ,,m=20u da forma 2%ff,...f, onde q € Z, U{0} e os fj, je Z, U {0} sdo numeros de Fermat
primos distintos, isto é, nimeros da forma 2% + 1 primos e distintos.

[Exemplos de niumeros de Fermat primos:

Para j=0, tem-se f,=22"+1 =21+ 1 = 3.

Para j=1, tem-se f;=22' +1=224+1=5

Para j=2, tem-se f,=22" +1=2%+1=17

Para j=3, tem-se f;=2%2" +1 =28 41 =257

Para j=4, tem-se f;=22" + 1 = 216 + 1 = 65537

Entretanto, para j=5, tem-se fs=232+1 = 4.294.967.297 = 641 x 6.700.417 ndo é primo]

(continua na préxima pagina)
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(continuacgdo das notas extras da pagina anterior)

E uma anélise sobre os chamados polindmios ciclotdmicos (do grego kiklos - circulo e
tomia - corte) que permitiu a demonstracdo deste teorema.

Algumas definicdes e propriedades importantes:

e Um elemento « € C é uma n-ésima raiz da unidade se, e somente se, a™ = 1.

e a € Céuma n-ésima raiz da unidade se, e somente se, a« € uma raiz do polinémio z"-1
e U,={zeC/z"=1} = conjunto das n-ésias raizes da unidade. Como 1 € U,, Uy# @

e Card(Uy)=n

i(2km) B ; B i(2km)
e SekeZ, u{0},0<k<n-—1e n» ¢ uma n-ésima raiz da unidade, isto é, U,={e n

ke {0,1,..,n— 1}
o Z-1=[[iZo(z — ay)

Exemplo: As raizes cubicas da unidade sdo:

i(2xoxn)

Qp=e 3 =cos0 +isenO0
i(2x1xn) 2n —1+i\/§
a,=e 3 —cos—+1sen—— ”
i@x2xm an . 4an  -1-iV3
a,=e 3 =C05?+lsen—=T

Visualizacdo no circulo trigonométrico no plano complexo:

Im

B / C

A

I._-
L,.:

(1,0)

Re

YN

-5)

l\.>|—-

i(2km)

e Sejake{12,..n—1}. Diz-se que uma n-ésima raiz da unidade e = €& uma n-ésima raiz
primitiva da unidade se, e somente se, mdc(k,n)=1.

e Define-se o n-ésimo polinénio ciclotdmico como sendo o polinébmio @, (z) = H‘”(n)(z —ay),
onde
- a, descreve as n-ésimas raizes primitivas da unidade
- ¢ € chamada funcdo indicadora de Euler tal que ¢(n) = nimero de inteiros positivos
compreendidos entre 1 e n-1 que sado relativamente primos com n.
Se n é primo, ¢(n) =n - 1.

e Entendimento da funcdo indicadora de Euler

Exemplos:
- para n=1, ¢(1) = 1. Dai, existe uma raiz primitiva da unidade que é o nimero 1 (z'=1).

- para n=2, existem duas raizes quadradas da unidade que sdo

i(2X0XT1)
ay=e 2 =e0=1

(continua na préxima pagina)
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(continuacgdo das notas extras da pagina anterior)

i(2X1XT)

a=e 2z =eT=-1 (z2=1)

Mas, como ¢(2) =1, entdo existe uma sé raiz primitiva da unidade que é a; = —1.
Observa-se que (a;)? = (-1)?> =1 = a, (quer dizer a; gera ap)

- para n=3, tem-se trés raizes cubicas da unidade que sdo

i(2X0XTT)
aO =e 3

2y = D _ i)

i(2x2XT) i(4_rr)
a, =¢e 3 = e \3 (Z3=1).

Mas, como ¢(3) =2, Logo «a; € a, sdo as raizes clbicas primitivas da unidade,
(0-’1)3 = (0-’2)3 =1=a,.

e Os sete primeiros polindmios ciclotémicos sdo:
D,(z) =z-1
d,(z)=z+1
d;(z) =z2+z+1
D,(z) =2z2+1
Ds(z) = z*+z3+224+z+1
Dy(z)=2z2—-2z+1

D,(2)=2°+25+z*+2z3+2z2+z+1

Como se viu, encontrar as coordenadas dos vértices de um n-agono regular, n > 3, inscrito
em um circulo trigonométrico no plano complexo, consiste em encontrar as n-ésimas raizes da
unidade, n > 3. Entretanto, a construtibilidade ou ndo desse n-agono vai se caracterizar através da
avaliacdo do polindmio ciclotdmico correspondente ao polinémio z"-1, verificando-se se ele satisfaz
ou ndo as condigbes dos teoremas de Gauss-Wantzel e de Wantzel(1837).

Exemplo: O heptagono regular (é o primeiro poligono regular que) ndo é construtivel.

Primeira demonstracdo: 7 é um numero primo que ndo é um numero de Fermat. Dai, pelo teorema
de Gauss-Wantzel, o heptagono regular ndo é construtivel.

Segunda demonstracdo: Encontrar as coordenadas dos vértices do heptagono regular consiste em
encontrar as raizes sétimas da unidade, isto &, resolver a equagdo z’ =1. A primeira raiz evidente é
z=1. Fatorando, tem-se z’-1=(z-1).f(z). Dai, f(z)=z°+z°+z"+z3+2z2+z+1 (= ®,(2)). Para se achar
as demais raizes da unidade, deve-se entdo resolver a equagdo z8+z°+z*+z3+z2+z+1=0
(irredutivel em Q). Entretanto, pelo teorema de Wantzel, o grau deste polinémio ndo é da forma
2™,m € Z,. Logo, os pontos no circulo trigonométrico, que correspondem aos outros vértices do
heptédgono, ndo sdo construtiveis.
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Adendo: Sobre a demonstracao de um teorema de impossibilidade

e Uma demonstracao de um teorema de impossibilidade exige uma
descricao da totalidade das possibilidades.

e Ponto importante: o fato de que nao se tenha encontrado uma
possibilidade nao significa que ela nao exista.

e Para mostrar que ndo existe, & necessario explorar todas as
situacoes.

e Sobre a demonstracao dos teoremas de Wantzel e de Gauss-
Wantzel™

- Estabelece uma cartografia de todos os pontos construtiveis e,
em seguida, quando um ponto ndo esta neste espaco. Sem esta
preliminar nao se tem a demonstragcao de impossibilidade, pois
pode-se interpretar essa auséncia como sinal de que nao se
procurou suficientemente.

— Nao se encontra novas construgdes. Também ndo se diz onde
uma construcdo apresenta um erro. O raciocinio é completamente
geral, e visa mostrar que as construgdes sao impossiveis, ou que
existem construgdes. De outro modo, o objeto considerado ndo é
mais diretamente as construgdes geométricas singulares; o que se
considera, sao diretamente as construcdes. Trata-se as construcoes
como se fossem o objeto da teoria. O que caracteriza a prioridade
das operacdes de construcdao, € a maneira como se define a nogao
de construtivel: parte-se da nocao de ponto construtivel e se
enriquece progressivamente o conjunto das construgoes.

- Perspectiva diferente no pensamento matematico grego: toda
figura definida deve ser construida. Assim, falar de existéncia de
uma construcao exige que se efetue, que se exiba a dita construgao.
Entretanto, os elementos fundamentais ndao sdao considerados eles
mesmos como construcao.

(*) O teorema de Gauss-Wantzel é deduzido do teorema de Wantzel
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- Na demonstracdo de impossibilidade ndao se da um
procedimento permitindo a exibicdo. A existéncia de uma construcao
nao equivale a se dar a construcao.

— Uma caracteristica: existe um erro na prova da quadratura do
circulo com a régua e o compasso, sem se dizer o qual.

— Demonstracao da impossibilidade: nao trata diretamente os
objetos da Geometria Euclidiana, mas seus instrumentos - uma
teoria das construgdes /— algebra «— operacio

!

aritmética

— Wantzel / Gauss-Wanzel: através da nocao de Estrutura
Algébrica > e descricdo de todas as construcdes possiveis;
e uma forma de resposta matematica ao problema nos
gregos:

uma construcdo ndo é necessariamente a apreensdo mais completa das

propriedades do trianqulo-em-si.

Dotar-se de uma estrutura algébrica permite evitar esta
situacdo: uma construgao é uma operacao algébrica. Além disso, a
estrutura algébrica ndo é dada no mundo inteligivel.
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(Parte II - teoria das grandezas)

Livro V

Livro VI

- teoria da medida: teoria das relagdes de grandezas
homogéneas — teoria das proporcdes entre grandezas

incomensuraveis

- 18 definigdes e 25 proposicoes

(Aplicacao do Livro V a geometria plana)
- Propriedades das figuras retilineas semelhantes
- Teorema (dito) de Tales (Proposicao 2)

- Construgdes de comprimentos utilizando o método

pitagdrico de aplicacao de areas

- 5 definicOes e 33 proposigoes

Eudoxo

Pitagoricos

(Parte III - aritmética - teoria dos niimeros inteiros positivos)

Livro VII

- Trata da aritmética propriamente dita

- Definicao de unidade e de numero

- Estudo de multiplo e de divisor

- NUmeros pares e impares

- Definicao de numero perfeito

- O “algoritmo de Euclides”, cdlculo do MDC
- Propriedades da proporcionalidade

- Propriedades dos nimeros primos

- Propriedades dos niumeros primos entre si
- Calculo do MMC

- 22 definicdes e 39 proposicoes

Pitagoricos

Arquitas
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Livro VIII

Livro IX

- Continua o estudo da proporcionalidade iniciado no Livro VII

- Estudo das sequéncias geométricas (de inteiros positivos)

(teoria das proporgdes continuas)

[Seja a propor¢do continua - =20"1_ .. =58 _%2_44¢€ 7,
an-1 an-2 az a
q > 1. Dai, a, = an1q. Logo, a,=a:;q"*
-2
an-1 = an-2q an-1=a:q"
as=ayq as=a;q?
a,=aq a,=aq

ou seja, ai, az, as,..., an-2, @n-1, an € UMa sequéncia geométrica

com a; € Z,,1<i<n.]

- 27 proposicoes

- Continua o estudo da aritmética comegado nos Livros VII e

VIII com proposicdes importantes

- Forma dos nameros perfeitos pares

- Infinidade dos numeros primos

- Soma dos termos de uma sequéncia geométrica

[Proposicdo 35: Se a;i, ay, as, ..., an1, an € UMa sequéncia
geométrica, entdo:

n-1

e dn "% (oucoma, =a Za-—an_al
a; a;+a, +-+ay_4 2= 49 £ R
q> D]

- Enunciado de uma forma fraca do teorema de

decomposicdo de um _ _inteiro em fatores primos

(- teorema fundamental da aritmética)

[Proposicdo 14: O menor niumero de todos esses que podem
ser medidos por certos numeros primos, ndo sera medido por
nenhum outro nimero primo, que por esses que o medirdo no

comeco]

- 36 proposicdes

Pitagoricos

Arquitas
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(Parte IV - teoria das quantidades incomensuraveis) (aritmética e

geometria)

Livro X - Classificagdo das quantidades incomensuraveis,
notadamente em quadraticas e biquadraticas, a partir de Teeteto
construcdes geométricas fundadas nas consequéncias do
teorema de Pitagoras que permitem de obté-las, em 13
categorias
- 16 definicdes e 115 proposigoes

(Parte V - geometria espacial)

Livro XI - Definicdo de angulo sélido, de poliedro, de paralelepipedo, de
prisma e de figura sélida redonda (para esta é feito o uso do
movimento: revolugdo de um retangulo e de um tridngulo
retangulo em torno de um lado, e de um semi-circulo em torno Escola
de seu diametro - cilindro, cone reto, esfera) de Atenas
- Propriedades elementares no espago: aralelismo e

P pac P (Arquitas)
perpendicularidade (generalizacdo no espaco da geometria dos
livros I e VI)
- 28 definicdes e 39 proposicdes
(Parte V - geometria espacial)
Livro XII - Areas e volumes pelo método de “exaustdo” (Grégoire de | Pitagoricos
. _ . (*) _ \
Saint-Vincent'’ (belga - 1584 a 1667)) de Eudoxo Teeteto
- 18 proposicoes
- Secdo aurea
Livro XIII
- Construgao dos cinco poliedros regulares inscritos na esfera
- 18 proposigoes

™) rebatiza 0 método de Eudoxo chamando-o método de exaustdo na obra “Opus

geometricum quadratura circuli”(1647)
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Estrutura global dos Elementos
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o Relacao entre os Elementos e a matematica hoje:

- No conteudo:

* geometria, algebra e aritmética;

* dominios muito mais presentes que hoje: geometria plana,
geometria espacial, importancia da construcdo de poligonos
regulares;

* a teoria das grandezas sem correspondéncia hoje;

* forma de Calculo Integral/Infinitesimal aparece no calculo
das areas e dos volumes no Livro XII;

* ligac@o muito estreita entre o Calculo e a teoria das
grandezas: teoria grega do continuo‘”;

- No método:

* sem lingua matematica propria oposta a linguagem usual.
Sem ideografia (— sistema de signos que traduzem ideias), sem
notagao que nao possa ser retomada pela palavra

Nota: 1) Mundo grego: lugar da alfabetizagao da escrita.

2) Escrita antes dos gregos: disjunta da palavra e reservada a uma
classe de letrados. A escrita ndao é mediada pela discussao em

comum.

3) Impacto profundo da cultura grega: a palavra é ligada a forma
dialégica das obras de Platdo. Além disso, a linguagem deve permitir

apreender o objeto enquanto tal.
* figuras®"") e um discurso

Matematica grega e texto demonstrativo: ndo é uma linguagem

particular com suas regras e seus codigos, mas um texto literario.

Muitas coisas em comum com o que se faz em matematica

atualmente. Mas a linguagem usual é a Unica utilizada.

)0 _continuo nos Elementos de Euclides

- A nocdo de continuo (em grego sinexés (=que é ininterrupto) (—conexo)) é correlata

com a nocdo de grandeza (geométrica)

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

- As grandezas geométricas sao de trés géneros: comprimentos, dreas e volumes. Por
extensdo chamamos também grandezas os segmentos de retas, as porcdes de

superficies e os sélidos. As de mesmo género sdo qualificadas de homogéneas.
- O tratamento do continuo nos Elementos de Euclides:

* Nao se encontra neste tratado um enunciado de um principio de continuidade.

* A palavra ‘continuo’ aparece uma Unica vez no Postulado 2. Ele demanda “que

se prolongue continuamente em linha reta uma linha reta limitada”.

* Euclides se serve de resultados que ndo estao explicitados nos Elementos:
1) para duas grandezas homogéneas A e B tem-se uma das trés situacgoes:
A éigualaB
A é menor do que B
A é maior do que B

2) para duas grandezas homogéneas A e B, existe um numero inteiro
positivo n tal que n grandezas iguais a B somam uma grandeza maior do que A
(esta propriedade fundamental foi enunciada efetivamente por Arquimedes de
Siracusa (287 a 212 a.C.) e remonta provavelmente a Eudoxo de Cnido (~400 a
~347 a.C.). E algumas vezes chamada “postulado de Eudoxo”, ou de maneira

mais moderna “axioma da medida” ou “axioma de Arquimedes”)®

3) consequéncia: combinando o enunciado de Arquimedes e a propriedade
de divisibilidade, demonstra-se a divisibilidade ilimitada das grandezas: é sempre
possivel de se encontrar uma grandeza menor do que toda grandeza de mesma
espécie, dada, e tdo pequena quanto se queira (basicamente a Proposicdo 1 -

Livro X dos Elementos)

(continua na préxima pagina)

() utilizada por Euclides na demonstragdo da Proposigdo 1 do Livro X
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)

") A “figura” (geométrica) nos Elementos de Euclides

- em latim: “figura” \
/ designa um objeto geométrico

- uma figura é isso que é contido por um ou mais limites (—fronteira)(em grego péras

- em grego: “esquema”

quer dizer limite)

- na reta, um segmento pode ser considerado com uma figura com os dois pontos das

suas extremidades como limites.

- figura correspondendo a uma porgcao do plano (—figura plana) e fronteira sdo termos

correlatos, isto &, “figura” designa ao mesmo tempo a fronteira e isso que ela contém.

- em grego, “diagrama” designha um agenciamento de muitos “esquemas” entre eles

Exemplo: 1) um pentagono inscrito em um circulo.

2) a representacdo grafica dos dados de um problema geométrico.

- Situacdo: um tridngulo retangulo (espécie de triangulo) de lados 3, 4, 5 unidades

(grandezas), repousando sobre a hipotenusa (posicdao), pode ser representado por um

tracado.

Chamar-se-a figura esse tracado que é de fato uma instanciacdo do triangulo

retdngulo-em-si.

(continua na préxima pagina)
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(continuacdo das notas extras da pagina anterior)
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- a figura identificada como objeto geométrico é inteiramente determinada

conceitualmente e morfologicamente.
- objeto geométrico — objeto matematico (— entre matematico)

!

Centro de atividade para um pensamento d carater operatério

O estudo de um objeto matematico consiste essencialmente na analise de suas
propriedades (suas possibilidades operatdrias) e na descoberta das ligagées que as unem
a outras propriedades (através de demonstracdes) de tal maneira que se possa provar

sua realidade.

- Consideragoes:
* figura e texto formam um todo na pratica da demonstracdo na geometria grega.

* raciocinar sobre um tridngulo retangulo exige o emprego da figura de um
triangulo, ainda que se saiba que este tridngulo retangulo desenhado (instanciado) ndo é

o verdadeiro triangulo retéangulo (em si).

* assim, a geometria utiliza hipoteses e dados sensiveis para chegar as
conclusdes de modo consistente. Deve ficar claro, no entanto, que ao utilizar formas

visiveis, a geometria deseja investigar o absoluto, o geral que elas encerram.

(fim das notas extras)
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Exemplo: Proposicao 3 - Livro II: “Se uma linha reta (limitada) for
dividida, como se quiser, sera o retangulo contido pela reta (limitada), e
por uma parte dela, igual ao retangulo das partes juntamente com o

quadrado da dita parte.”

(a+b)a=ab+a?

o A Organizacdao Axiomatica

Os Elementos sdo uma sintese, e a unidade dessa sintese vem do
modo de apresentacdo: axiomatico. Toda proposicdo deve ser justificada,
com a ajuda de resultados precedentes provados e das definicdes(”. Se
muitas coisas nos Elementos proveem de outros matematicos, Euclides é
tido por responsavel da forma axiomatica dada aos tratados.

Ponto importante: diferenca entre colecao de resultados e
resultados estruturados através de uma ordem (O Livro I é o mais
estruturado)

- as proposicdes se dividem em problemas (uma construgao para efetuar
com régua nao graduada e compasso e uma justificativa que o objeto
construido tem as propriedades requeridas) e teoremas (uma
demonstracgao).

Adendo: Sobre a demonstracao

- Demonstracao: uma atividade na qual é necessaria acrescentar alguma
coisa que ndo estd visivel, mas que de uma certa maneira ja esta
presente. Além disso, a0 mesmo tempo, este acréscimo deve estar
submetido a regras muito estritas. Por isso que a Matematica é dificil.

Mcaracterizando a interdependéncia ldgica das proposi¢des ou a estrutura dedutiva.
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Ponto Fundamental: a demonstracao pede elementos exteriores/auxiliares
que devem ser entendidos como articulacdes do objeto em questdo no
enunciado, isto €, devem respeitar a estrutura desse objeto.

Exemplo: jlnx dx:xlnx—jdx:xlnx—x+C, integrando por partes.

N3o é evidente que se precise escrever Inx na forma 1llnx, e fazer
dv=1dx (=>v=Xx).

O matematico ndao pode acrescentar qualquer coisa: introduzir um fator 2,
por exemplo.

A esséncia da Matematica € destacar esses elementos que nao sao
aparentes no processo de deducdo (sintese).

e Pensar esta atividade do matematico em termos de atualizacdo das
possibilidades.

— Por outro lado, mesmo diante da impossibilidade de se estabelecer
uma teoria matematica de construcao para esses elementos auxiliares,
pode-se abordar este problema de forma menos filoséfica e mais
matematica através

da elaboracao de um método de descoberta: a partir da tese, admitida, se
tenta voltar a um objeto inicial ja existente que acarretou a tese (analise),
sem precisar de se acrescentar elementos auxiliares,

ou

da reducao ao absurdo que dispensa a descoberta, bem como a adjungao
de elementos auxiliares.

- Questao: Por que demonstrar? Porque uma demonstracao permite de
se fazer ligacdes com outras proposicoes. Exemplo de um resultado de
Anadlise: “Uma sequéncia de numeros reais € convergente se, e somente
se, ela é de Cauchy” (se diz entdo que R é completo).

Entretanto, se o aprende ou se o utiliza (como critério de
convergéncia) sem ver de onde ele veio, ndo se faz matematica no

sentido pleno.
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Fazer matematica: ndo conhecer os resultados matematicos, mas
conhecé-los de um outro modo'”. Ou seja, ndo é suficiente conhecer um
resultado para compreendé-lo; é preciso conhecer sua “causa”, seu “por
qué”, sua “explicacao”.

Assim, a demonstracdao nao torna mais certo um conhecimento; ela
caracteriza um tipo de conhecimento: o conhecimento matematico
(=conhecimento da estrutura, da ligacdo entre verdades)"™ Descartes:
nao é suficiente convencer, é preciso também explicar.

Fato: existe matematica sem demonstracao

*) Ou como diria Bernhard Riemann (alem3o - 1826 a 1866), mais precisamente, “é
necessario de aprofundar os intersticios de um encadeamento de hipdteses.” (em “Sobre

as hipoteses...” — ver pagina 241)

" 0 filésofo Georg Hegel (alemdo - 1770 & 1831) na sua obra “Fenomenologia do
Espirito” (1807) diz: “"Quanto as verdades matematicas, na se pode considerar gebmetra

quem saiba de cor, exteriormente, os teoremas de Euclides, sem saber suas

demonstragdes, sem conhecé-las interiormente. Também serad considerado insatisfatério
o conhecimento da relacdo de Pitdgoras se esta for adquirida a partir da medida de
muitos tridngulos. Todavia, a essencialidade da demonstracdo ainda ndo tem, no
conhecimento matematico, a significacdo e a natureza que fariam dela um momento do
proprio resultado, mas, no resultado da demonstracdo, esse momento some e
desvanece”.

Em seguida ele acrescenta: “Enquanto resultado, um teorema é bem reconhecido
como um teorema verdadeiro, mas essa circunstancia, acrescentada, ndo diz respeito ao
contelido do teorema, ela diz respeito apenas a relagdao do teorema com o sujeito que o
conhece.

O movimento da demonstragdo matemadtica ndo pertence ao conteudo que é
objeto, mas é um agir exterior (...).”

Ainda, ndo é suficiente saber ler um demonstracdo. E necessério se dispor de
exemplos significativos para dar corpo a um resultado matematico identificando assim

suas motivacles, o que marca tanto um entendimento histérico como pratico.
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Exemplo: algoritmo de resolucdo de problemas nos babilénios e nos
egipcios.

- demonstracao, generalidade e idealidade

o Nos gregos, a demonstracdo é necessaria, pois ela garante a
generalidade dos resultados™

e A generalidade de um resultado X Particularidade da figura
(nogao de exemplo)

v

Platdo: arrancar a verdade
geométrica do mundo sensivel
para considera-la através de
puras relacdes no mundo das

ideias.

- Pratica da Demonstracao

Demonstrar é provar, quer dizer estabelecer a verdade de uma
proposicdo!). Mas nem toda prova é uma demonstracdo. As ciéncias
experimentais estabelecem uma verdade pela experiéncia; nao tem
demonstracdo nesse caso. Para que haja uma demonstracdao, é preciso
que a prova de uma verdade seja estabelecida como consequéncia
necessaria de uma outra verdade. Ou seja, a demonstracdo €& um
encadeamento continuo que supde verdades anteriores.

Sdo os matematicos gregos que inventaram a demonstracdo. Desde o
meado do século V a.C., as regras da demonstragao comegaram a ser
fundamentadas. Pode-se perceber pelo estudo dos textos que, entretanto,
a emergéncia da demonstracdo caracterizou-se através de um esforgo
consciente e progressivo. Da prépria lingua grega, percebe-se essa
progressao. Temos inicialmente o verbo deicnimi, que possui dois
sentidos:

i) Mostrar concretamente, isto €, dar uma certeza apoiada sobre o
visual (— mostrar)
i) Mostrar pela palavra, isto &, explicar (— demonstrar)

e a sua generalidade consequente
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Para o sentido (ii) tem-se o verbo apodeicnimi que quer dizer
demonstrar (— provar). Dai, finalmente, tem-se a palavra apddeixis que
quer dizer demonstracao (— prova).

Entre mostrar e demonstrar pode-se estabelecer as seguintes

diferencas basicas:

Mostrar
Conhecimento a posteriori
(depende da experiéncia)

Particular

Demonstrar
conhecimento a priori
(independe da experiéncia)
Universal

Immanuel Kant (filésofo alemao - 1724 a 1804) falando de Tales: “ele
nao devia se fixar a isso que ele via na figura para extrair propriedades,
mas devia engendrar por construgao essa figura por meio disso que ele
pensava a respeito dela e representava a priori por conceito”.

Na Matematica grega a demonstracao apresentava diferentes formas.
O quadro abaixo apresenta essas formas:

demonstracao
deducéo Inducédo (operacéo pela qual se passa
| do conhecimento de todos
| ' | os fatos as leis que os
analise sintese regem) (Aristételes)

[inducdo matematica (Na matematica,

ndo ha lugar para afirmacGes verdadeiras
até que se prove em contrario. A prova
por indugdo matematica trata de
estabelecer que determinada sentenca

aberta sobre N é sempre verdadeira)]

t

[inducdo empirica das ciéncias naturais

(em que é comum, apos um certo nimero,
necessariamente finito, de experimentos,
enunciar leis gerais que governam o

fendmeno em estudo. Essas leis sao tidas

como verdadeiras, até prova em

contrario)]
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Quanto as duas maneiras de se demonstrar por deducao, elas significam:

Andlise (em grego analisis): compreende duas ideias:

1) Desfazer as ligagdes (os vinculos) (lisis)

2) Procedendo em sentido inverso, retornando “subindo” (ana) as
causas; acao de resolver

Papo: Supondo que a coisa procurada € obtida, se considera isso do qual
ela é precedida, até que retornando sobre seus passos, se atinge uma
coisa ja conhecida ou que estd na ordem dos principios; e se nomeia essa
via a anadlise porque ela constitui uma inversdo (um sentido inverso) da
solugao.

Notando por p uma proposicao, temos na analise a seguinte ordem
de implicacoes:

Pprocurada — Pn — ... — P1 — Pverdadeira
Sintese (em grego sintesis): agao de combinar, de compor, de construir.

Papo: Na sintese, supondo a coisa finalmente percebida pela andlise como
sendo ja obtida, e dispondo de suas consequéncias e suas causas nas
suas ordens naturais, depois ligando-as umas as outras, se chega a
construir a coisa procurada.

Temos na sintese a seguinte ordem de implicacdes:

'3
Pverdadeira = P1 — ... — Pn — Pprocurada

Pode-se resumir as caracteristicas destes dois métodos para se
demonstrar, no quadro sindptico abaixo:

Premissas Razbes Causas
y N ,
- Sintese
Andlise
ou
ou Composicao
Resolucdo

(método de

(método de -

composicao, de

descoberta) v .

exposicao)
Concluséo Consequéncias Efeitos

) Deduzir uma conclusdo a partir de certas premissas equivale a oferecer uma
demonstracdo da conclusdo quando ja estiver assegurada a verdade das premissas
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Um caso especial da deducdo analitica é distinguido por Aristételes
como a forma de demonstracdo pela hipétese (Demonstracdo esta que
repousa sobre dois principios:

* “o principio segundo o qual é impossivel de afirmar e de negar ao
mesmo tempo um predicado de um sujeito, ndo é posto por nenhuma
demonstracdo” (Aristételes) [~ (p A~p)]

* “o principio segundo o qual, para todo predicado, é a afirmacao ou
a negacao que é verdadeira, é posta pela demonstracao que opera” uma
demonstracdo pela hipétese (Aristételes) [“lei do terceiro excluido”

-(pV ~p)]). Ei-la:

A reducdo ao absurdo (do latim reductio ad absurdum) (Aristételes —

reducdo ao impossivel)

{provar que} (pA~q)—r, onde r € uma proposicao que € conhecida ser

falsa {equivale a provar p—q}

[Este método é baseado no fundamento que (pA~q) € uma proposicao
falsa, e que esta sendo assumida como verdadeira. Dai, a partir de uma
sequéncia de argumentacdes logicamente consistentes, chega-se a
conclusdao que a proposicdo r é verdadeira. Mas, isto € uma contradigao,
pois r nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.
Consequentemente, a Unica possibilidade de inconsisténcia, responsavel
pela contradicao, estd no fato de se ter inicialmente suposto que (pA~q) é
verdadeiro. Portanto, pelos dois principios acima, (pA~q) é falsa. Como p
é verdadeira (é a hipdtese), entao resta apenas a possibilidade de que ~q
é falsa. Isto é, g é verdadeira. Assim, ao argumentar e provar que

(p A\ ~q) - r, tem-se como consequéncia que p—q.]
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o Axiomatica de Euclides X Axiomatica de hoje

- o0 sentido da axiomatica modificou-se completamente desde
Euclides.

obra de referéncia: Fundamentos da Geometria de David Hilbert
(alemdo - 1862 a 1943) (1899)™"

— Euclides: os axiomas sao verdadeiros, e 0os conceitos que aparecem
nos axiomas tém uma significacdo (empirica ou inteligivel) por eles
mesmos.

Hilbert: os axiomas nao sao verdadeiros e nem falsos, e os conceitos que
aparecem nos axiomas nao tem nenhuma significacao por eles mesmos

Exemplo: Euclides: desigualdade triangular € verdadeira porque &
provada por axiomas que sao verdadeiros.

Hilbert: desigualdade triangular € verdadeira sob certas estruturas (por
exemplo, nas estruturas de espaco vetorial normado, porque a
desigualdade triangular se estabelece na definicao de norma).

- Euclides: estrutura tedrica descreve sempre um objeto

™) Apés o desenvolvimento prodigioso da Geometria no século XIX, era preciso
reconstruir seus fundamentos, que as geometrias ndo-euclidianas abalaram ao
identificarem de maneira incisiva as insuficiéncias dos axiomas euclidianos e a auséncia
de definicdes das “nogdes primitivas” (dos “elementos simples”). Esse movimento
converge para a axiomatizagdo da geometria euclidiana por Hilbert através da sua obra
“Fundamentos da Geometria”. Hilbert parte de objetos nao definidos cuja natureza nao
importa e especifica a relacdo entre eles por meio de axiomas.

A possibilidade de definir axiomaticamente espagos abstratos cujos elementos

chamados “pontos” sdo numeros, curvas, superficies, funcdes etc. é reconhecida. Assim,
a partir do final do século XIX, se instaurou a pratica de descrever as propriedades
desses espacos abstratos na linguagem da geometria classica. Essa linguagem permite a
intuicdo geométrica de se exercer, ndo mais sobre os corpos concretos do espaco fisico
(—figuras do espacgo) ou sobre as figuras do plano, mas sobre objetos mais gerais e

universais definidos por uma sequéncia de axiomas. Se essa ida para a abstracao vai
significar o fim da geometria como tdo somente ciéncia das figuras do espago e do plano,
e ramo separado da matematica, seus métodos de investigacdo vdo permanecer.
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Hilbert: axiomatica define uma certa estrutura®

- O sistema axiomatico de Hilbert, de fato, organiza os fundamentos da
Geometria e da Anadlise. A comparacao mais préxima que pode ser feita é
com a organizacdo ocorrida na Algebra ao ser introduzido o conceito de
grupo.

- Pela sua lucidez e profundidade de exposicdao, esta obra de Hilbert logo
se tornou a carta da axiomatica moderna.

Observacoes gerais:

1) Definigdo e existéncia

- Aristételes: definicdo determina uma significacdo, e ndo uma
descricao;

- quando se define um conceito (representacao mental geral e abstrata
de um objeto) nao se procura provar que ele existe.

- em Euclides: tem-se a formulacdao da definicao; e, depois, a
construcao do objeto definido vale como prova de existéncia.

Exemplo: quadrado: definicbes 22 e 30 - Livro I, existéncia
(=construcao?) proposicao 46 — Livro I (— proposicao 47 - Teorema de
Pitagoras)

o sem prova de existéncia do ponto ou da reta (— ndo se prova a
existéncia de elementos simples)

ar 1 ~ . . , ~ . ’
 atualmente: a série ¥32,- ndo existe, isto €, ndo existe um nimero

real que corresponde a este simbolo. A prova de convergéncia (no caso, a
s . 1 . . . A .
série Zﬁ°=1; diverge) pode ser concebida como uma prova de existéncia.

2) Axiomas e postulados

— dois tipos de hipoteses:

As nocdes comuns ou os axiomas (em grego axidmata): ldgicas(os) e

validas(os) em todos os dominios. Propriedades essenciais.

— os postulados ou as demandas (em grego aitémata): sdo validos(as)
unicamente para a geometria plana. Afirmam sem demonstracdao que
certas construgoes originais sao possiveis.

™) o que equivale a um rejeito da intuicdo, da visualizacdo e da experiéncia.
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e a distincao que os gregos estabeleciam entre os postulados e os
axiomas nao foi mantida. Atualmente os matematicos ndo veem mais a
necessidade de tal distincao, e chamam em uma teoria, ambos os tipos de
hipdteses basicas de axiomas.

3) Na estrutura dedutiva euclidiana

— a questao da continuidade

Continuidade: propriedade de um objeto geométrico dada pela intuicao.

e definicao topoldgica de continuidade é uma criacdo dos séculos
XIX/XX
— a questao da “igualdade” de figuras

Euclides a avalia sob trés aspectos:
Congruéncia = superposicao (via construcdo geométrica)
Igual em grandeza = mesmo comprimento para os segmentos
mesma area para as figuras planas
mesmo volume para os sdlidos

Igual em forma = semelhanca

4) Segundo Proclo, nos seguintes agrupamentos sindpticos para os
enunciados matematicos, se articula a construgdo matematica em

Euclides:
Os principios
Axiomas Postulados
Definicoes
A partir dos principios
(proposicoes derivadas dos principios)
Problemas Teoremas
(geracao de figuras) (propriedades que se

demonstram acerca das figuras)
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Adendo sobre o conceito de “estrutura”

Em varios momentos falou-se em “estrutura”. Este adendo pretende
esclarecer seu significado matematico;

Inicialmente a palavra “estrutura”: ela vem do latim structura que
quer dizer construcao (verbo struere — construir)

Essencialmente entende-se por “estrutura”:

o Uma disposicao, um arranjo, que estabelece um agenciamento
das partes de uma obra;

o Uma colecao de proposicdes organizadas tais que cada uma
depende das outras anteriores e s6 pode ser o que é na e por
sua relacao com as outras.

Esse entendimento de “estrutura” caracteriza o modo de trabalhar a
matematica como Euclides o fez.

Historicamente, sua utilizacdo precedeu sua formalizacao explicita:

na aritmética modular a ideia de estrutura aparece verdadeiramente
com a abordagem de Carl Friedrich Gauss (alemdo - 1777 a 1855)
em sua obra “Disquisitiones Arithmeticae” (“Investigagoes
Aritméticas® em latim) (1801). Ele estuda os restos da divisao
euclidiana sob um ponto de vista estrutural.

a abordagem essencialmente estrutural de Evariste Galois (francés —
1811 a 1832) para a solugcdo das equacOes algébricas: as
propriedades dos grupos associados aos polindmios ddo um critério
permitindo determinar se uma equacao polinomial é soluvel por
radicais, isto €, se as solugdes podem ser expressas a partir dos
coeficientes do polinbmio utilizando somente a adicdo, a
multiplicacao e as raizes de ordem n.

na Algebra Linear, a ideia de estrutura aparece na Geometria
Euclidiana com a abordagem axiomatica, e depois com as tentativas
de formalizacdao dos espacos vetoriais por Hermann Grassmann
(alemdo - 1809 a 1877) e Peano.

Contemporaneamente o conceito de “estrutura” se caracteriza
matematicamente de maneira explicita e rigorosa a partir das ideias
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de Nicolas Bourbaki {nome de um grupo, inicialmente composto de
jovens matematicos franceses de alto nivel ™), que se constitui em
1934 e se dissolve nos anos 80, tendo como grande propdsito
escrever (coletivamente) um tratado moderno de matematica afim
de suprir as lacunas dos manuais universitarios franceses
caracterizados pelo estilo prolixo e ndao tdo rigoroso que obscurecia
as ideias gerais, e pela auséncia dos desenvolvimentos mais
recentes da matematica da época. Esse tratado monumental de
mais de sete mil paginas chamado “Elementos de Matematica”"™”,
inacabado, consistira de dez livros (o primeiro livro foi publicado em
1939 e o ultimo em 1998). Ele segue uma certa ordem (ldgica).
Assim, nos seis primeiros livros (Teoria dos conjuntos, Algebra,
Topologia geral, Funcdes de uma variavel real, Espacos vetoriais
topoldgicos, Integracao) cada enunciado so6 faz apelo as definicdes e
resultados expostos precedentemente no proéprio livro ou nos livros
anteriores. Entretanto, os livros seguintes (Algebra comutativa,
Variedades diferenciais e analiticas, Grupos e algebra de Lie, Teorias
espectrais) nao obedecem mais a uma ordem particular, embora
suponham conhecidos os conteudos dos livros anteriores.

Uma das qualidades do tratado de Bourbaki se deve ao grande
esforgo investido em matéria de terminologia. Procurando empregar
uma linguagem rigorosa e ao mesmo tempo tao simples quanto
possivel, os membros do grupo foram levados a criar varios termos
(por exemplo, “particao”, “bola”, “inj/sobre/bi/jetiva”) e notacdes
inovadoras (por exemplo, do conjunto vazio, @ (letra do alfabeto
sueco (pronuncia: “oe") (André Weil)), dos conjuntos de nimeros, Q
(identificado a Zx N), R,C) e dos simbolos = e < da ldgica.

™) André Weil (irm&o da fildsofa Simone Weil) (1906 a 1998)

Jean Dieudonné (1906 a 1992)

Claude Chevalley (1904 a 1984)

Henri Cartan (filho de Elie Cartan) (1904 & 2008)

Laurent Schwartz (1915 a 2002)

Jean - Pierre Serre (1926)

Pierre Samuel (1921 a 2009)

René de Possel (1905 a 1974)

Charles Ehresmann (1905 a 1979)

Jean Delsarte (1903 a 1968)

) A palavra “elementos” remete aos “Elementos” de Euclides e a palavra “matematica”
no singular (em francés “matematica” é dita no plural “matematicas”) remete a ideia que
esta ciéncia reveste uma unidade profunda.
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Os dez livros dos “Elementos de Matematica” ou
Um panorama basico da Matematica

Livro I: Teoria dos Conjuntos [De uma forma geral, a Teoria dos
Conjuntos esta estreitamente ligada aos fundamentos Ildgicos da
matematica]

Livro II: Algebra [A Algebra é um imenso dominio matematico que, de
certo modo, generaliza a aritmética a objetos mais abstratos. Fazendo
aparecer as propriedades gerais das operagdes matematicas, serdo
caracterizadas estruturas abstratas, ditas algébricas, tais como de grupo,
anel, corpo, espaco vetorial, etc.,, cada uma definida por -certas
propriedades e regras de “calculo”. A generalidade dessas estruturas é tal
que se as encontra em quase todos os dominios da matematica, e mesmo
em outras areas do conhecimento]

Livro III: Topologia Geral [Nasceu no final do século XIX. Foi axiomatizada
por Felix Hausdorff (alemdao - 1868 a 1942) em 1914. Ela estuda de
maneira geral e abstrata os conceitos e as propriedades que apareceram
na origem da Analise. Pode-se dizer que a Topologia se preocupa com
tudo que depende das nogdes de vizinhanca, limite e continuidade.
Inicialmente fazendo uso da nocgao de “distancia”, elas podem, entretanto,
ser definidas de maneira mais abstrata por conjuntos verificando certas
propriedades. (os “espacos topoldgicos”; caso particulares, os conjuntos
munidos de uma “distancia”, s&o denominados “espacos métricos”)"

)1) Seja um conjunto E #@. Um conjunto t (letra grega tau minuscula -
corresponde ao “t” latino) de partes de E € uma estrutura denominada topologia
de E se, e somente se, satisfaz os seguintes axiomas:

Tl-Ee€ete@eET

T2- A intersecao de dois conjuntos de t pertence a t (« A intersegao finita de
conjuntos de t pertence a 1)

T3- A unido de um numero qualquer (arbitraria) de conjuntos de t € um conjunto
de .

(continua na préoxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

Exercicios:
1) Considere os seguintes conjuntos de partes de E={a,b,c,d,e}
u={ 0,{a}, {cd}, {a,cd}, {b,cd,e}, E}
©n={ 0,{a}, {cd}, {a,cd}, {b,c,d}, E}

Verifique se t; e 1, sao topologias de E
2) Seja t a classe (conjunto de conjuntos) consistindo de R,® e de todos os
intervalos abertos ]r, +»[, r € Q. Mostre que Tt ndo é uma topologia de R.

Obs.: 1- Os elementos de t sao chamados =t-abertos ou simplesmente

(conjuntos)abertos, e o par <E, > é chamado um espaco topoldgico.

2- Os elementos de <E, t> sao chamados “pontos”, por analogia com a

linguagem da geometria.

3- Sendo dado um espaco topoldgico <E, t>, diz-se que uma parte V de E

€ uma vizinhanca de um ponto x € E se V contém um aberto U c E tal que x €

U (ou seja, U também é uma vizinhanca de x)

(*)2) Seja um conjunto E # ¢ e uma fungao

d: EXE—-R

(x;y) = d(x,y)

satisfazendo os seguintes axiomas:
D1) d(x,y) =20,Vx,y EEe dxy)=0 & x=y
D2) (Simetria) d(x,y) = d(y,x), Vx,y € E

D3) (Desigualdade triangular) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z), Vx,y,z €E

A funcdo d é denominada uma métrica ou uma distancia em E (diz-se que

E estd munido de uma métrica d) e d(x,y) |é-se “distancia entre x e y”.

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

Exemplo: Seja E = R2. A funcao d: R2 x R2 — R definida por

d(xy) = /(x; —y1)? + (x; — y2)?, onde x=(X1,X2) € y=(Y1,Y2) € uma métrica em R2,

dita métrica euclidiana usual.

Seja d uma métrica em um conjunto E # @. A topologia t em E gerada pela

classe de bolas abertas By(p,8) = {x€E|d(p,x) <8,p €E, 5§ €R,} em E é chamada

topologia métrica (ou topologia induzida pela métrica d).

Além disso, o conjunto E com esta topologia t € chamado um espaco

métrico e é denotado por <E,d>

(*)3) Como exemplo, a definicdo mais geral de limite sera:

Sejam E e F espacos topoldgicos, A um subconjunto de E, e uma aplicagao
f: A — F. A aplicagao f tem limite L € F quando x € A tende para x, € A se, para
toda vizinhanca V de L, existe uma vizinhanca U de X, tal que para todo x # x,

pertencendo a UNn A, f(x) é elemento de V.

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

(*)4) O que se chama Topologia Geral é o estudo gualitativo dos “lugares” e das
“relacOes espaciais”: ela teoriza as nocdes de proximidade, fronteira, localidade,

continuidade, etc... e suas ligagdes mutuas.

Pode-se sem duvida remontar o projeto da topologia‘®) (contragdo de duas

palavras gregas: topos (lugar) e légos (tratado, estudo)) a Gottfried Leibniz

(alemdo - 1646 a 1716) através da chamada analisis situs (expressao latina que

quer dizer analise da situacdo (—local), do lugar), mas foi Riemann que langou

as bases na célebre monografia “Sobre as hipdteses que servem de fundamentos

a geometria” (1867)

() Empregada pela primeira vez por Johann Listing (alem&o - 1808 a 1882)

(fim das notas extras)
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Quando se trata de objetos geométricos, a topologia estuda as
propriedades de uma superficie que nao se modifica se se a deforma

continuamente (quer dizer sem fazer dobras e rasgos). E por isso que do

ponto de vista topoldgico, uma esfera é equivalente a superficie de um
ovo; em revanche a esfera ndo é topologicamente equivalente a um toro,

enquanto que este é equivalente a uma caneca com alca.]

Livro IV: Fungdes de uma variavel real [Este livro trata em detalhes das
fungbes do tipo f:R — E, onde E € um R-espaco vetorial (topoldgico)

(Livro V), como por exemplo f:R - R?
t - f(t) = (cos t, sen t)

A teoria das fungdes de uma variavel real consiste notadamente em
definir e analisar as nocdes de derivada e de integral, as funcoes
elementares (exponencial, logaritmo, etc.), as equacdes diferenciais, os

desenvolvimentos de fungdes em somas de poténcias inteiras]

Livro V: Espacos vetoriais topoldgicos [Um espaco vetorial topoldgico é
um espacgo vetorial munido de uma estrutura topoldgica na qual pode-se
passar continuamente de um vetor a outro; mais precisamente, € um
espaco vetorial onde as aplicagdes (u,v) » u + ve (a, u) » au , comu, v

vetores e a € C escalar, sdo continuas.

A teoria dos espacos vetoriais topoldgicos generaliza a teoria dos
espacos vetoriais normados, e é Util em Analise Funcional (dominio da
matematica que estuda os espacos de dimensdo infinita cujos elementos

sao fungoes)]
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Livro VI: Integracdo [No século XVII foi definida a integral em um
intervalo [a,b] de uma funcgdo real continua de uma variavel real; se
f(x) > 0 a integral fabf(x)dx (notacao utilizada desde Jean-Baptiste Fourier
(francés — 1768 a 1830)) é a area da regiao plana definida pelas relagdes
x € [a,b],0 <y < f(x) emR%. No século XVIII se definiu a integral dupla de
uma fungao real continua de duas variaveis reais, em uma regido D c R?;
se f(x,y) 20, a integral [[ f(xy)dxdy € o volume do sdlido definido pelas
relagdes (x,y) € D,0 <z < f(x,y) em R®*. Embora ndao se tenha mais imagens
geométricas desses géneros, foi possivel ainda no século XVIII definir as

“integrais multiplas” de uma fungao real de varias variaveis reais.

Nota: A extensdao da nocdo de integral, das fungdes reais de uma variavel
real as funcgdes reais de duas e depois de varias variaveis reais se deu,

historicamente, através da integral dupla [ f(x,y)dxdy aparecendo de inicio

~ ~ . . . 0%u
com Euler como uma solugao da equacgao diferencial parcial m=f(x,y),

por analogia com a integral simples [ f(x)dx que é uma solugao da equagdo

. . . s . d
diferencial ordinaria d—;‘ = f(x).

De 1895 a 1930, percebeu-se que se podia estender mais a nocao
de integral; ela pode agora se aplicar as fungdes reais muito gerais
definidas em um conjunto E que pode ser qualquer, desde que se possa
definir uma “medida” para subconjuntos A de E, quer dizer atribuir a cada
um desses subconjuntos um numero m(A) = 0 tal que m(A; UA,) = m(A,) +
m(A,), se A;,A,cE sao tais que A;nA,=0, propriedades estas de
positividade e de aditividade essenciais se se quer que uma “medida”
corresponda as nocdes classicas de comprimento, de area e de volume.
Esta possibilidade de definir integrais em contextos mais amplos que a
andlise classica, trouxe enormes progressos, notadamente em Analise

Funcional.
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Em 1930, Andrei Kolmogorov (russo - 1903 a 1987) mostrou que se

pode fundar a Teoria das Probabilidades ligando-a a Teoria da Medida: a
medida de um conjunto inteiro € 1 e a medida do conjunto vazio é 0.
Assim, incorporando definitivamente o calculo das probabilidades a

matematica.]

Livro VII: Algebra Comutativa [E o estudo dos anéis e dos corpos
comutativos, que se inicia em 1860 e torna-se um ramo separado da
Algebra. Este livro trata entdo de questSes que apareceram no curso do
desenvolvimento da Teoria dos NUmeros Algébricos e, mais tardiamente,
da Geometria Algébrica (estudo dos conjuntos de solucbes de equacdes
algébricas™, conjuntos que se pode interpretar como objetos

geométricos. Por exemplo, o conjunto das solugdes da equagao x*+y* =1

pode ser identificado a um circulo de raio 1). Para aceder as propriedades
desses objetos geométricos, uma maneira é de estudar diretamente as
solugbes das equacodes, o que significa estar na geometria tradicional. Um
outra é trabalhar sobre (com as) equagdes unicamente. Por exemplo, a
partir dai, uma das questdes fundamentais é de saber, sendo dados dois
sistemas de equacgdes diferentes, se eles representam ou ndao 0 mesmo
objeto geométrico (isso sem resolver as equacdes). A Algebra Comutativa
esta hoje em estreita simbiose com a Geometria Algébrica, fornecendo-lhe
suas técnicas e as propriedades dos anéis e dos corpos comutativos. Por

outro lado, ela se beneficia dessa simbiose através das intuicdes que se

associam naturalmente as questdes da Geometria Algébrica, pois que se
pode traduzir os problemas da Algebra Comutativa em termos
geométricos. TraducOes essas que permitem generalizar as nogbes de
“curva algébrica” e de “superficie algébrica” para a nocao de “variedade

algébrica”.]

) conjuntos denominados “variedades algébricas”.



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Livro VIII: Grupos e algebras de Lie [Um grupo de Lie (Sophus Lie -
noruegués — 1842 a 1899) é um grupo com infinitos elementos, que se
pode “etiquetar” por um ou varios parametros. Por exemplo, os numero
complexos de mddulo 1, que se escrevem e'® = cosf + isend, formam um
grupo pela multiplicacgdo (este grupo pode ser interpretado

geometricamente como o grupo das rotagdes planas em torno da origem).

Além disso, este grupo € um grupo de Lie: cada valor do parametro

0 define um elemento do grupo.

Os grupos de Lie tém propriedades que possuem um papel
importante em Matematica (por exemplo, no estudo das Equagdes
Diferenciais), mas também na Fisica (por exemplo, no estudo das

“particulas elementares”).

Os grupos de Lie fazem aparecer estruturas algébricas subjacentes

chamadas Algebras de Lie (uma “&lgebra” é um espaco vetorial no qual é

definida uma multiplicagao de vetores)]

Livro IX: Variedades diferencidveis e analiticas [Riemann, na célebre
monografia ja citada (rever nota (*4), pagina 190), explica: “Os conceitos

de grandezas s6 sao possiveis quando se encontra uma nocdo geral

antecedente que admite diferentes modos de determinacao. Esses modos

de determinacdo formam uma variedade!™ discreta ou continua na medida

em que acontece ou ndo uma passagem continua de um modo para outro;

em particular, esses modos de determinagcdao denominam, no primeiro
caso, pontos e, no segundo caso, elementos da variedade. As nogoes

cujos modos de determinacao formam uma variedade discreta sao tao

abundantes que pode-se encontrar sempre um conceito no qual tais

modos estao contidos.

™) A nogdo de “variedades” considerada por Riemann, ainda ndo tinha o sentido preciso

que se encontra hoje em Geometria Diferencial, por exemplo.
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Por outro lado, as ocasides para a formacao de nogdes cujos modos

de determinacdao formam uma variedade continua sdao tdo raros na vida
comum, que as posicdes dos objetos sensiveis e as cores sao talvez as
Unicas situacdoes simples, mas quais os modos de determinagcao formam
uma variedade de muitas dimensdes. Ocasides mais frequentes para o
aperfeicoamento desses conceitos se encontram somente na matematica

mais elevada”.

Tentando entender Riemann, no interior da nogao geral de “mobilia”
se encontra uma variedade de modos de determinacao: mesas, cadeiras,
armarios, comodas, etc. (Espécies nessa nogao geral). Essa variedade é

discreta no sentido de que ndo se passa de maneira continua de uma

cadeira para uma mesa através de uma “familia” de mdveis.

Entretanto, passa-se de uma cor a outra, através de toda uma gama
de cores intermediarias. Se se acrescenta o tom e a luminosidade se
obtém uma variedade continua, abstrata, de trés dimensdes, quer dizer

completamente diferente do espaco fisico da percepcdo sensivel imediata.

Acompanhando este exemplo, se se observa o conceito de “reta no
plano”, ele admite também uma variedade continua de “modos de
determinacao”: pode-se passar de uma reta para outra reta por um

deslocamento continuo. Esta variedade “nasce” a partir do plano ao se

examinar os seres mais simples que neles habitam, ou seja, as retas.
Além disso, ela é abstrata, no sentido que ela ndo estd em principio
“mergulhada” em um outro espaco. Trata-se entdo de uma superficie, que
¢ uma variedade de dimensdo 2. Como definir com precisdao uma

variedade de dimensao n qualquer?
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Elie Cartan (francés - 1869 a 1951) no seu livro “Licdes sobre a
geometria dos espacos de Riemann” (1928) diz: “A nocao geral de

variedade é muito dificil™ para definir com precisdo. Uma superficie da a

ideia de uma variedade a duas dimensbes. Se nds tomamos por exemplo
uma esfera, ou um toro, ndés podemos decompor essa superficie em um
numero finito de partes tais que existe uma representacdo biunivoca de
cada um dessas partes sobre uma regiao simplesmente conexa do plano

euclidiano (dimensao 2).

(...) Nos exemplos precedentes cada variedade é definida por um
conjunto de pontos situados no espago preexistente. Mas pode-se também

imaginar variedades in abstracto. No caso geral, uma variedade a n

dimensdes é caracterizada pela possibilidade de representar a vizinhanca
de cada ponto p por meio de um sistema de n coordenadas suscetiveis de
tomar todos os valores possiveis na vizinhanga do sistema de valores que

representa p”.

4

Assim, uma variedade € recoberta por “pequenos pedacos”

identificados a partes do espaco euclidiano de dimensao n. Chama-se

essas identificacdes de cartas locais e o conjunto das cartas forma um

atlas""™. Mais precisamente, através da versdo mais elementar de

variedade, a variedade topoldgica unicamente ligada a nocdo de

continuidade, define-se:

1) Uma variedade topoldgica € um espaco topoldégico M (M de manifold
que quer dizer variedade em inglés) que localmente é homeomorfo
a R", isto é, para cada ponto de M pode-se estabelecer uma
aplicacdo bijetiva e continua, com inversa também continua
(aplicagdo denominada homeomorfismo) entre a vizinhanga do
ponto e um aberto de R" (intuitivamente isto significa que para cada
ponto de M existe uma vizinhangca “deformavel” continuamente em
uma regiao aberta de R").

) “& muito dificil” no sentido de que uma definicdo é criada tendo em vista fendmenos
variados que se deseja unificar.

k% 4 - YN

") E dessa maneira que se recobre a superficie da Terra: com as cartas de um atlas

geogréafico.
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2) Exemplos de homeomorfismos: 1)ffR->R
x e f(x) =x3

2) f:]-11[ » R

X

1-x2

x b f(x) =

(O exemplo 2 mostra que “comprimento” ndo é uma propriedade

topoldgica)

vizinhanca de pg

SR
(parametrizacéo de U) x ! x (carta local de M) aberto U
jl' i S B
/ - T T /‘P\":L
' i}
%\. /j' \“\Q\ ’

——— /\ aberto x( U )

Chamam-se coordenadas locais dos

pontos de U as imagens desses pontos por x.

3) O niumero n se chama a dimensdo da variedade M. Uma variedade
de dimensdo 1 é chamada uma curva. Uma variedade de dimenséao
2 é chamada uma superficie. Uma variedade de dimensao zero é um
conjunto de pontos isolados.

Um exemplo basico

Localmente, o circulo se assemelha a um segmento de reta, que tem
dimensdao 1. Em outras palavras, uma s6 coordenada é suficiente para
descrever um ‘pequeno’ arco de circulo.
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e Seja a parte superior do circulo, como

, \ na figura ao lado. Existe um homeomorfismo x
HL gue representa cada ponto (x,y) = (x,V1 — x?)
"%:‘\.‘ 5 /M dessa parte superior pela sua primeira
\"‘~\,__/// coordenada x € ] — 1,1[. Uma tal aplicagdo é

chamada carta local.

Seja agora a figura abaixo:

Em conjunto, estas quatro partes recobrem a totalidade do circulo e
se diz que as quatro cartas que representam estas partes formam um
atlas desse circulo. Por outro lado, essas cartas se recobrem. Assim, a
carta da parte superior recobre a carta da parte esquerda no intervalo ]-
1,0[. Dai, é possivel criar uma fungao ¢, :]—1,0[ » 10,1[, tal que

(P(X) = xparte esquerda ° xgalrte superior(X)

— -1
= Xparte esquerda(x arte superior(X))

= xparte esquerda(x; m) = m =y

A aplicagdo ¢ é chamada mudanca de cartas. Ela permite se passar
do sistema de coordenadas x ao sistema de coordenadas y.

249



250

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

ol Faz a passagem entre os dois sistemas de coordenadas

Em uma variedade diferencidvel” a mudanca de cartas é um
difeomorfismo, isto €, uma aplicacdo bijetiva, continua e diferenciavel,
com inversa também continua e diferenciavel.

Em uma variedade analitica™ a mudanca de cartas é uma funcdo
analitica, isto €, uma funcdo que pode ser expressa localmente como uma
série de poténcias convergentes.

Livro X: Teorias Espectrais [O que se chama teoria espectral é uma
extensao do estudo do problema dos “autovetores e autovalores”. Este
problema é bem conhecido a Algebra Linear para espacos vetoriais de
dimensao finita (isto &, espagos vetoriais onde os vetores podem ser
caracterizados por um numero finito de componentes). O problema dos
autovetores e autovalores é relativo as transformacdes lineares do tipo
T:V — V, onde V é um K-espacgo vetorial. Se existe um vetor veV ndo
nulo e um escalar a € K tais que T(v) = av, entdo v é dito um autovetor e «
um autovalor. O conjunto de autovalores de uma transformacgao linear T
operando sobre um espaco vetorial V se chama espectro de T, de onde o
termo “teoria espectral”]}

™) Ela é o objeto de base da Geometria Diferencial
") Ela é o0 objeto de base da Geometria Analitica



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

o Como Bourbaki vé a matematica?

Sua “filosofia” se articula em torno de trés nogodes chaves:

i)

A unidade da matematica

[Aparece toda vez que os matematicos tentam um olhar
global sobre suas disciplinas. Constata-se hoje que as divisdes
tradicionais AIgebra-AnéIise-Aritmética—Geometria, nao se
mantém mais. As pesquisas matematicas atuais tiram seus

utensilios tedricos em todos os dominios.

Exemplos: 1) a geometria euclidiana (Geometria) torna-se
um caso particular da teoria dos espacos vetoriais normados

de dimensao finita (Algebra (Linear))

2) a demonstracao de um teorema da teoria dos
numeros faz us de conceitos e métodos misturando analise,

geometria e algebra.

Exemplo: O resultado fundamental em Analise
gue diz que toda sequéncia crescente e limitada
superiormente converge e que toda sequéncia
decrescente limitada inferiormente também converge, é
utilizado para o estudo da convergéncia dos

desenvolvimentos em fragdes continuas.

A questdo “a matematica é uma “torre de Babel” de
disciplinas autonomas, isoladas umas das outras, tanto em
seus propdsitos quanto em seus métodos, e mesmo em suas
linguagens?”, Bourbaki responde que malgrado as aparéncias,
a evolugdo interna da matematica guarda mais do que nunca a
unidade das diversas partes, e criou ai uma espécie de
nucleo/central como jamais aconteceu. O essencial dessa

evolucao consistiu em uma sistematizacao das relagoes
existentes entres as diversas teorias matematicas, e se
resume em uma tendéncia que é geralmente conhecida sob o
nome de método axiomatico.]
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i)

i)

O método axiomatico

[O método axiomatico, na matematica, é sua propria
esséncia. O rigor pode ser identificado em maior ou menor
grau com que se utilizam os padroes desse método. Com
Bourbaki, o método axiomatico alcanca um alto nivel de

precisao e desenvolvimento.

O que distingue o método axiomatico moderno da
axiomatica euclidiana? De inicio seu carater formal: na
axiomatica moderna, ndao se define as “nogdes primitivas”
(ponto e reta, por exemplo, na geometria) sobre as quais vai-
se estabelecer uma teoria. Elas sao consideradas como
entidades abstratas cuja natureza ou significagao concreta

importa pouco. Sé importa, de fato, as relagdes entre as

nogoes primitivas, relagdes que definem os axiomas. As
propriedades que se deduzem a partir de uma tal teoria formal
tem um carater geral: elas sdo potencialmente aplicaveis a
conjuntos de objetos muito diferentes, embora o sistema de
axiomas seja 0 mesmo. E importante, entretanto ressaltar que
nao se constrdoi um sistema de axiomas do nada. Inicialmente,
o matematico estuda um certo conjunto de objetos e é sé a

partir desse exame que ele vai resgatar uma axiomatica ¢".]

As estruturas matematicas

[Para Bourbaki, o0 método axiomatico é indissociavel do

estudo das estruturas matematicas’ ™.

) As axiomatizacdes das diversas teorias matematicas se fazem na Teoria dos

Conjuntos que ja esta convenientemente axiomatizada, a partir de Cantor em

1883, por Ernst Zermelo (alemdo - 1871 a 1853) em 1904.

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

) Na Ldgica Matematica a definicdo de “estrutura matematica” se estabelece da

seguinte maneira:

Seja L uma linguagem de primeira ordem com igualdade L {isto é, uma

linguagem explicitada por um vocabulario constituido de simbolos separados em

duas classes fundamentais:

i)

Os simbolos comuns a todas as linguagens de primeira ordem com
igualdade:

1) Conectivos proposicionais
-, ~(ndo) e v (ou)
2) Quantificador existencial
3 (existe)
3) Variaveis individuais
Vi, V2, V3, ... (um conjunto infinito e enumeravel)

4) Simbolo de igualdade

= (igual)

Os simbolos proprios da linguagem L: simbolos predicativos
(interpretados como relagdes entre individuos), simbolos funcionais
(denotando operacbes definidas entre individuos) e constantes
individuais (fazem o papel de nomes de individuos privilegiados)

Exemplos: 1) A linguagem da teoria dos corpos (Lg) possui dois simbolo

funcionais binarios, de adicao (+) e de multiplicacdo (.), e duas constantes

individuais: 0 (zero) e 1 (um).

2) A linguagem da teoria dos corpos ordenados (Lgo) € obtida de Lk

juntando-se o simbolo predicativo binario < (“menor que”).

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

Exercicio: A linguagem da teoria dos conjuntos (Lc) possui um unico simbolo

predicativo binario. Qual?

Seja L uma linguagem fixada. Uma expressao de L é uma sequéncia finita

de simbolos de seu vocabulario.

Exemplo: "01+="é uma expressao de Lo.

As expressdes permitidas pela gramatica de L (conjunto de regras que

regem as expressoes de L) sao:

i) Os termos que tem a seguinte definigao indutiva:
T,: As variaveis individuais sao termos.
T,: As constantes individuais sao termos.

Ts: Se tj, ... , t, sdo termos e f € um simbolo funcional n-ario de L

(n = 1), entdo a expressao ft;...t, € um termo.

T,: Dentre todas as expressoes, os termos de L sao aquelas e somente

aquelas obtidas pela aplicacao das regras gramaticais de T; a Ts,

Exemplos: em L,

0, 1, +V1V2(V1+V2), +V11, +ViVoVs

i) As formulas que tem a seguinte definigao indutiva:

Fi: Sety, ... , t, sdo termos e P é um simbolo predicativo n-ario de L

(n > 1), entdo a expressao Pt;...t, € uma formula dita atémica.

F,: Se A e B sao férmulas, as seguintes expressdes também sao
férmulas:

(continua na proxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

-A, VAB(AvB), —-v-A-B(~(-Av-B) (abreviada por AAB), v-AB
(=AvB abreviada por A—B), (=AvB)A(=BvVA) (abreviada por A<~B)

Fs: Se A é uma formula e v uma variavel individual, entdo 3avA é uma

formula.

F4: Dentre todas as expressdes as formulas de L sdo aquelas e somente
aquelas, obtidas pela aplicacdao das regras gramaticais de F; a Fs}.
Como objetos matematicos sdao mais do que simples codificacdo, eles
tem um transcende um mero jogo de simbolos linguisticos e, portanto,
além de se precisar exibir uma descricdo rigorosa da linguagem, é

preciso fornecer um conteudo interpretativo a estes simbolos, o que

|II

sera feito através da nocao de “estrutura”, ou de um “mundo possive

para a linguagem L (uma estrutura para L € entdo uma interpretacdo

de L).

Uma estrutura para L é uma par £ =< |&|,d >, constituido por um

conjunto nao vazio |€| (chamado universo de &) e uma aplicagao d

(chamada denotacao de €) satisfazendo as seguintes condigoes:

Ei: A cada simbolo predicativo n-ario P de L, d faz corresponder

uma parte P¢ do produto cartesiano |£|" = |€|x...x|E|, ou seja:
P¢ c {(ay,...,ap)| a1, .., 2, € |E|}
E,: A cada simbolo funcional n-ario f de L, d faz corresponder uma
funcdo f&:|E|" - |€].

E;: A cada constante individual ¢ de L, d faz corresponder um

elemento cf,cf € €]

Assim, uma estrutura para L é constituida por um universo de
individuos (que servira de dominio para os quantificadores 3,-3=V)
juntamente com um conjunto de operacgoes, relacdes e elementos (que

sdo as interpretacbées dos simbolos funcionais, predicativos e

constantes de L).

(continua na préoxima pagina)
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(continuacao das notas extras da pagina anterior)

Exemplo: Para a linguagem Ly tem-se, entre outras, a estrutura

R =< R,+%,-® <® 0% 1% >, onde R é o conjunto dos niimeros reais.
(1) (2 (3) 4)

1: = | R| - universo
2 : operagoes

3: relagdes

: elementos

234 interpretacdes

Nota: Seja uma linguagem de primeira ordem com igualdade L fixada. Seja
ainda T um conjunto de formulas de L. Diz-se que uma estrutura Epara L é um
modelo de 7 se toda férmula A € T é verdadeira em ¢ (notagles: EEAeEET) A

classe de todos os modelos de T é denotada Mod(7)

Def. 1: Diz-se que uma férmula A€ L é uma consequéncia semantica de T se

para todo £ € Mod(7),E £ A(isto é, A é verdadeiro em todo modelo de 7). O

conjunto de todas as consequéncias semanticas de 7 sera denotado por C,(T)

Def. 2: Uma teoria matematica formalizada 7 é um conjunto de sentencas

semanticamente fechado, isto &, toda consequéncia semantica de T pertence a
T. Como T c C,(T), segue-se que T é uma teoria matematica formaliza se, e
somente se T =C,(T) (isto &, como, sempre, T c C,(7), para T ser uma teoria

matematica basta demonstrar que C,(7) c 7).

Def. 3: Uma teoria matematica T é dita contraditéria se existir uma formula A no

vocabuldriode 7 talque AeTe—-AET.

(fim das notas extras)
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o O que ele entende basicamente por “estrutura matematica”?
Parte-se de um conjunto de elementos cuja natureza ndo é especificada;
para definir uma estrutura se caracterizam relacdes onde intervém os
elementos. Se postula que as relagdes satisfazem certas condigdes, e que
sdo os axiomas da estrutura desejada. Fazer a teoria axiomatica de uma
estrutura dada, é deduzir as consequéncias légicas dos axiomas dessa
estrutura, ndo considerando qualquer outra hipétese sobre os elementos
considerados (como, em particular, toda hipotese sobre as “naturezas”).
No caso de uma teoria matematica, axiomatiza-la, consiste em definir
uma espécie de estrutura em teoria dos conjuntos.

Exemplo: A teoria dos grupos € o estudo de uma certa espécie de
estrutura, formada por um conjunto e uma operacdo bindria definida
nesse conjunto, sujeitos ambos a satisfazerem certos axiomas
(propriedades) que nao passam de proposicdes conjuntistas. Desses
axiomas pode-se deduzir uma série de outras propriedades. Desta
estrutura abstrata, existem numerosas realizagdes concretas. Eis trés
delas: o conjunto dos numeros reais, munido da adicdo ordinaria; o
conjunto dos inteiros positivos 1, 2, 3, ... , p-1, munido da multiplicagao
“modulo p”, onde p € um ndmero primo; o conjunto dos deslocamentos no
plano euclidiano (isto €, as rotacdes e as translacdes agindo sobre os
pontos do plano), munido da composicao de aplicacdes. Assim, 0 processo
de axiomatizacdo de teorias matematicas visa distinguir os principios
sobre os quais elas se alicercam e, deste modo, pode-se fazer uma ideia
mais clara acerca de suas estruturas. Segundo Bourbaki, a partir desta
constatacdao as teorias devem ser classificadas de acordo com suas
estruturas. Deste ponto de vista, as estruturas tornam-se os Unicos

objetos da matematica.
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S3o distinguidas trés grandes espécies de estruturas™ a partir das

guais as demais poderao ser obtidas:

1) As estruturas algébricas: essas onde intervém uma lei®™ que
associa a todo par de elementos um terceiro elemento. Dentre as
principais figuram os grupos, os anéis, os ideais, 0s corpos e 0s
espagos vetoriais.

2) As estruturas de ordem: essas onde intervém uma relacdo de
ordem, relacdo que permite ordenar, comparar entre eles, os
elementos (ndo forcosamente todos) de um conjunto. Pode-se citar
dois exemplos: a relacao de ordem “maior ou igual” sobre o
conjunto dos numeros reais; a relagdao de ordem “inclusao” quando
se considera todos os subconjuntos de um conjunto dado.

3) As estruturas topoldgicas: essas que fornecem um tratamento
matematico abstrato das nogdes intuitivas de vizinhanga, de limite e
de continuidade.

Tendo como guia a concepgao axiomatica e estes trés grandes tipos
de estruturas, Bourbaki se representa um universo matematico onde o
principio ordenador € uma hierarquia de estruturas indo do simples ao

complexo, do geral ao particular (ver visualizacdo na pagina seguinte).

Deve-se observar que a unidade da matematica, o método

axiomatico ou as estruturas ndo sdo invengdes proprias de Bourbaki. A

unidade da matematica € uma questdo que sempre foi mais ou menos
colocada, sobretudo para tentar compreender as relagdes entre a algebra
e a geometria (por exemplo, como se faz que é possivel identificar o
conjunto dos numeros reais com os pontos de uma reta?). O método
axiomatico, iniciado por Euclides, entrou definitivamente na matematica
desde o fim do século XIX (por exemplo, com a axiomatizacdo da
aritmética dos inteiros elaborada por Richard Dedekind (alemdo - 1831 a

1916) ou Giuseppe Peano (italiano - 1858 a 1932), os trabalhos de
Hilbert, etc.).

™) as “estruturas-maes”
) uma operagdo



Topicos de Histéria da Matematica através de Problemas | 259
Prof. Pierre Pétin

Quanto as estruturas, pelo menos as estruturas algébricas, Bourbaki
foi fortemente influenciado pelo livro “Algebra Moderna” (escrita em
alemao) (1931) de Bartel van der Waerden (holandés - 1903 a 1996)

representativo da algebra alema dos anos 1900-1930. A especificidade de

Bourbaki nessas trés nocdes foi sobretudo de insistir sobre elas, de as
liga-las, de tentar estender ao conjunto das ideias matematicas um certo

conceito de estrutura (absolutamente teorizado por Bourbaki - ver

paginas 256 a 259) gue emergia dos trabalhos dos algebristas alemaes.
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Esquematicamente:

Ambiente onde se relnem as teorias da A

Estruturas L. e . .
—» | matematica individualizadas: a teoria das

“carrefour” N . . . Esse conjunto constitui
funcbes, a geometria diferencial, a teoria dos

A a Analise povoada de

ndameros, a geometria algébrica, etc., >

. : ideias que podem ser
dominios que perderam a autonomia de

. . exploradas de varias
antigamente para serem a partir de agora

“ » ~ . maneiras.
carrefours” onde vém se cruzar e agir

numerosos estruturas mais geral. Y,

Fato: Em uma teoria T onde intervém numerosas estruturas, qualquer

progresso que se realize no estudo dessas estruturas constituintes repercute

sobre ela.
“Estruturas-maes” nao simplesmente justapostas, mas combinadas
Estruturas ) ) ) ] ] o ]
ol — | organicamente por um ou mais axiomas que as ligam, isto &, ligadas entre si
“multiplas” N o
por condicdes de compatibilidade.
A
Exemplo: um grupo topoldgico é constituido por uma estrutura de grupo é por
um estrutura topoldgica compativeis no sentido de que as operagdes (X,y)—xy
1 . ’
e x> —s&o continuas.
Essencialmente: e - . .
Principio: distinguir a estrutura mais geral
___» Estruturas de ordem do tipo considerado ao lado, com o menor
“Estruturas-
. —> Estruturas algébricas numero de axiomas, dessas outras que se
mdes” —_

, . obtém enriquecendo com axiomas
Estruturas topolégicas

suplementares.

Consequéncia: grande diversidade de

(novas) estruturas.
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Uma apresentacao sucinta da construcao matematica das
“espécies de estruturas” de Bourbaki

Uma estrutura é constituida por uma lista finita de conjuntos, ditos

conjuntos de base Ej,..., En, n€Z,, (que eventualmente podem ser

reduzidos a um s0), e de relagbes e aplicagcdes sobre tais conjuntos. A
partir desses conjuntos pode-se formar outros conjuntos através de

produtos cartesianos e de conjuntos das partes.

De uma maneira geral, pode-se obter o que Bourbaki chama uma

escala de conjuntos. Exemplificando com apenas dois conjuntos base

distintos E; e E,, pode-se obter os conjuntos EixE;, P(E1), P(E,),
P(Ei1xEz), P(E1)xP(E2) (...) (uma possivel escala de conjuntos). Assim, a
partir do caracterizado acima, as estruturas sao constituidas tendo por
base a teoria dos conjuntos, ja convenientemente axiomatizada, e fazendo

uso de relagdes e aplicagdes.

Seja agora ¢ um conjunto em uma escala que tem E; e E;
conjuntos de base. Dado explicitamente um certo numero de
propriedades, por exemplo, P;, P, e P3, de um elemento genérico de ¢,
seja T+@ a intersecdao dos subconjuntos de ¢ definidos por estas

propriedades.

Subconjunto de C

\ sl definido pela
.--"// =

propriedade P,

*)p(E,) = conjunto das partes do conjunto E,
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Uma estrutura de espécie T € caracterizada pelo esquema de

formacao de C a partir de E; e E; (um determinado esquema de

construcao de escalas) e pelas propriedades que definem T, os axiomas da
estrutura. Dai, qualquer proposicao que é consequéncia dos axiomas que

definem T, é dita pertencer a teoria das estruturas de espécie de T.

As espécies de estruturas vistas a partir desta construcao

Exemplos:

1) Seja ¢ = P(ExE) elemento de uma escala de conjuntos que tem E
como conjunto base. Tome um elemento Re P(ExE) (R € uma
relacao sobre E), tal que:

i) RoRcR (onde RoR é uma relacao dada a partir da seguinte
definicdo: Sejam R,S € P(ExE). A relacdo RoS é definida pela
seguinte propriedade:
dy €E, (x,y) ESA(y,z) ER—> (x,2) ER0S)

i) RN R = Agg = diagonal de ExXE (onde R™!={(x,y) EExE/(y,x) €
R})

Os axiomas (i) e (ii) determinam uma espécie de estrutura de

ordem sobre E. O axioma (i) caracteriza a transitividade da relacao

R. Como RNR!cExE, tem-se que R é antissimética, isto &,

vx,y €E (x,y) ERA(y,x) € R - x=y. A igualdade do axioma (ii) implica

a reflexividade da relagao R.

O conjunto E munido de uma estrutura como essa, um objeto

da forma <E,R>, diz-se conjunto ordenado.
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Outras estruturas podem ser obtidas introduzindo-se novos

axiomas ou axiomas suplementares. Por exemplo, para que R seja

uma relacao de ordem total sobre E tal que vx,y€E (xy)€

R ou (y,x) € R, deve-se introduzir o axioma suplementar.

i) RUR™!=ExE

Exercicio: Prove este fato.

2) Seja ¢ = P((ExXE)xE) um elemento de uma escala de conjuntos que

3)

tem E como conjunto de base. Qualquer elemento F € P((EXE)xXE) que
satisfaca o axioma “F é uma aplicacdo de ExE em E” define uma
espécie de estrutura algébrica sobre E. A funcdo F € uma operagao
bindria sobre E dita Lei de Composicdo da estrutura.

Introduzindo-se novos axiomas, pode-se obter as espécies de

estruturas de grupo e de monoide. Se além de F se considera uma

outra aplicagdao G € P((EXE)xE) satisfazendo o0 axioma acima,

mediante outros axiomas convenientes pode-se obter as espécies de

estruturas de corpo e de anel.

Exercicio: Estabeleca as espécies de estruturas de espaco vetorial

(a esquerda).

Seja ¢ = P(P(E)) um elemento de uma escala de conjuntos que tem
E como conjunto de base. Tome um elemento 7 € P(P(E)) tal que
sejam validos os seguintes axiomas:

i) VT, €T > Ugerr XET
(a unido arbitraria de elementos de t € um elemento de 1)

i) Eet
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i) VXY Xet AYetr->XNnYET
(a intersecao finita de elementos de t ainda é um elemento de

T)

Esta espécie de estrutura é chamada espécie de estrutura
topoldgica (ou de espaco topoldgico). Uma estrutura desta espécie é
também chamada topologia e a relagdo X € t se exprime dizendo
que ¢é aberto para a topologia .

Outras classes particulares de topologia podem ser obtidas a
partir dai com a introducao de novos axiomas.

Algumas caracteristicas de Bourbaki das quais a Matematica
contemporanea, a partir dos anos 1950, é devedora:

- um estilo, uma maneira de escrever a matematica;

- uma atencdo a Histéria da Matematica desenvolvida em “Notas
histéricas” importantes acompanhando o aparecimento gradativo dos
Livros dos “Elementos de Matematica”;

- um trabalho de classificacao dos conceitos, de precisao na
formulagao das ideias;

- uma busca de estrutura, de classificagao sistematizada e exaustiva
da matematica (—artigo “A arquitetura da matematica” (1948)) ;

- a prépria nocao de “estrutura”;

- Bourbaki: A Matematica é simplesmente o estudo de estruturas

abstratas ou padrdes formais de associagao.
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Livro I

Definicoes

1. Pponto'™) é 0 que ndo tem partes, ou o0 que ndo tem grandeza alguma.
) 1I. Linha é o que tem comprimento sem largura.
ITI. As extremidades da linha sdao pontos.

IV. Linha reta®™ é aquela que estd posta igualmente entre as suas

extremidades.
V. Superficie é o que tem comprimento e largura.
VI. As extremidades da superficies sao linhas.

VII. Superficie plana é aquela sobre a qual assenta toda uma linha reta

entre dois pontos quaisquer, que estiverem na mesma superficie.

VIII. Angulo plano é a inclinacdo reciproca de duas linhas, que se tocam

em uma superficie plana, sem estarem em direitura ua com a outra.

IX. Angulo plano retilineo é a inclinacdo reciproca de duas linhas retas,

que se encontram, e ndo estdo em direitura uma com outra.

Se alguns angulos existirem no mesmo ponto M, cada um deles vem
indicado com trés letras do alfabeto; e a, que estiver no vértice do angulo,
isto €, no ponto, no qual se encontram as retas, que formam o angulo, se
poe no meio das outras duas; e destas uma esta posto perto de uma das

ditas retas, em alguma parte, e a outra perto da outra linha.

W Em grego “sémeion”. Ou seja, o ponto é um signo portador de sentido.
) De fato, sdo duas “pseudo-definigdes” inutilizadveis. Ndo se vé jamais Euclides
“substituir” estas duas definicdes no lugar das palavras “ponto” e “linha”. Pode-se por

isso considerar que nele estas palavras nao estdo definidas.

) segmento de reta
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Assim, o angulo feito pelas retas AB, CB representar-se-a com as letras
ABC, ou CBA; o angulo formado pelas retas AB, DB, comas letras ABD, ou
DBA; e o angulo que fazem as retas DB, CB, com as letras DBC, ou CBD.
Mas, se um angulo estiver separado de outro qualquer, poder-se-a marcar

com a mesma letra, que estiver no vértice, como o angulo no ponto E.

A

VD S

X. Quando uma linha reta, caindo sobre outra linha reta, fizer com esta
dois angulos iguais, um de uma, e ouro de outra parte, cada um destes
angulos iguais se chama angulo reto; e a linha incidente se diz

perpendicular a outra linha, sobre a qual cai.

XI. Angulo obtuso é o que é maior que o angulo reto.

XII. Angulo agudo é o que é menor que o angulo reto.
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XIII. Limite se diz aquilo que é extremidade de alguma coisa,

XIV. Figura é um espaco fechado por um ou mais limites.

XV. Circulo é uma figura plana, fechada por uma so linha, a qual se chama
circunferéncia: de maneira que todos as linhas retas, que de um certo
ponto existente no meio da figura, se conduzem para a circunferéncia, sdo

iguais entre si,

XVI. O dito ponto se chama centro do circulo.

XVII. Diametro do circulo € uma linha reta que passa pelo centro, e que se

termina por ambas as partes na circunferéncia.

XVIII. Semicirculo é uma figura compreendida entre o didmetro e aquela

parte da circunferéncia do circulo, que é cortada pelo diametro.

XIX. Segmento de circulo é uma figura compreendida entre uma linha reta

e uma porcdo da circunferéncia.

XX. Figuras retilineas sao as que sao formadas com linhas retas.

XXI. As trilateras sao aquelas que sao formadas com trés linhas retas.
XXII. As quadrilateras sdo aquelas que sao feitas por quatro linhas retas.

XXIII. As multildteras sdao as que sao feitas por mais de quatro linhas

retas.

XXIV. Entre as figuras trilateras, o triangulo equilatero é o que tem os trés

lados iguais.
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XXV. Triangulo isésceles é o que tem dois lados iguais.

A

XXVI. Triangulo escaleno é o que tem trés lados desiguais.

N

XXVII. Triangulo retangulo é o que tem um angulo reto.

/

XXVIII. Tridangulo obtusangulo é o que tem um angulo obtuso.

_—

XXIX. O triangulo acutangulo é o que tem todos os angulos agudos.

AN

XXX. Entre as figuras quadrildteras o quadrado é o que é juntamente

equilatero e retangulo.
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XXXI. E a figura, que de uma parte for mais comprida, pode ser retadngula,

mas nao equilatera.

XXXII. Mas o rhombo é uma figura equilatera, e ndo retadngula.

(losango)

XXXIII. Rhomboide é uma figura que, tendo os lado opostos iguais, nem é

equilatera e equiangula.

(paralelogramo)

XXXIV. Todas as demais figuras quadrilateras, que ndo sao as referidas,

se chamam trapézios.

XXXV. Linhas paralelas ou equidistantes sao linhas retas que existindo no
mesmo plano, e sendo produzidas de ambas as partes, nunca se chegam

a tocar.
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Axiomas

I. As coisas que sao iguais a uma terceira, sao iguais entre si.

II. Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, os todos serao

iguais.

III. E, se de coisas iguais se tirarem outras iguais, os restos sao

iguais.

IV. E, se a coisas desiguais se juntarem outras iguais, os todos

serao desiguais.

V. E, se de coisas desiguais se tirarem coisas iguais, os restos

serao desiguais.

VI. As quantidades das quais cada uma por si faz o dobro de
outra quantidade sao iguais.
VII. E aquelas que sdo a metade de uma mesma quantidade sao

também iguais.

VIII. Duas quantidades que se ajustam perfeitamente uma com

outra, sao iguais.

IX. O todo é maior do que qualquer das suas partes.

Interpretacao algébrica dos nove axiomas

. VxeER, x=x

Axiomas:
l.x=z N y=z = x=y
2.x=y = x+z=y+z
3.x=y = x—z=y—2z
4. x+y = x+z#+y+z comx,y,z€ R
5. x#y = x—-z#y-z
6. x=y = 2x=2y
7.x=y = ;—C=§
8
9

. Ac B, 3c tal que A4 + C = B (no ambito do finito)

\

Para as
grandezas
de todas as

espécies.
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Postulados

1. Pede-se como coisa possivel que se tire de um ponto qualquer para

outro qualquer ponto uma linha reta. (axioma de incidéncia)

2. E que uma linha reta determinada se continue em direitura de si

mesma, até onde seja necessario.”
3. E que com qualquer centro e qualquer intervalo se descreva um circulo.
4. Todos os angulos tetos sdo iguais.

5. E se uma linha reta, encontrando-se com outras duas retas, fizer os
angulos internos da mesma parte menores que dois retos, estas duas

retas, prolongadas ao infinito (continuamente) concorrerao para a mesma

parte dos ditos angulos internos.

6. Duas linhas retas ndao compreendem um espaco (uma area).

[..]

™) Em Euclides uma reta n3o existe jamais “inteira”. Existe, sobretudo, segmentos de

reta (linhas retas) que se pode prolongar “em direitura” de si mesmos a vontade. Além
disso, nele, um segmento de reta é um objeto-em-si, que ndo pode certamente ser

considerado como um conjunto ilimitado de pontos.
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Esquema sindptico da dependéncia das proposicoes do LiviroI e a
relacao delas com o Postulado 5

Nao utilizam o Postulado 5 Postulado 5
l
Proposicoes de 1 a 26 Proposicao 29
l |
Proposicao 27 Proposicao 30
| l
Proposicao 28 Proposicao 32
l
Proposicao 31 Proposicoes de 33 a 48

- J
hd

Formam a “"Geometria Absoluta”

(expressdo cunhada por Janos Bolyai
(hungaro - 1802 a 1860)) ou “Geometria Neutra”

Obs.: 1) As proposicoes 27 a 31 tratam das paralelas e constituem isso

que se designa como a teoria das paralelas.

2) O Postulado 5 intervém pela primeira vez na Proposicdao 29:
“Uma linha reta, que corta duas retas paralelas, faz os angulos alternos
iguais entre si; o angulo externo igual ao interno e oposto da mesma

parte, e finalmente os internos da mesma parte iguais a dois retos”.

3) O fato da utilizacao do Postulado 5 intervir tardiamente no
enunciado das proposicoes fez-se pensar que era também uma proposicdo
(teorema) e que Euclides foi obrigado de coloca-la como postulado porque

ele ndo conseguiu demonstra-la.
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4) O Postulado 5 de Euclides é frequentemente enunciado como:
“(no plano,) por um ponto exterior a uma reta dada passa uma e sé uma
paralela a essa reta”, formulacdo atribuida a John Playfair (escocés, 1748
a 1819) e conhecida como “axioma de Playfair” (embora, de fato, Proclo
estabeleceu-a primeiro através de uma proposicdo equivalente!™, o que
alias Playfair sempre reconheceu). Este enunciado € equivalente ao

enunciado do Postulado 5.0

Equivaléncias ao Postulado 5 de Euclides

(Abreviacao: postulado 1=1, etc.)
Uma proposicao p é dita equivalente ao quinto postulado se:

{1234}+p=5 e {12,34}+5=p

(*) Proclo precisa inicialmente dois “axiomas”:

1. Se duas retas formando um angulo a partir de um ponto sdao prolongadas ao
infinito, o intervalo dessas retas prolongadas ao infinito ultrapassa toda grandeza
finita.

2. A distancia entre duas paralelas é limitada (—constante) (consequéncia do
Axioma 1)

Em seguida ele demonstrou a proposicao equivalente:

“Quando uma reta corta uma das paralelas, ela corta a outra também”.

**) Este axioma aparece no livro de Playfair intitulado “Elements of Geometry”
(1795)
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Exemplos de proposicoes equivalentes ao Postulado 5:

1) O axioma de Playfair
2) “Se uma reta intersecta uma das paralelas, entdo intersecta outra.”

3) “Uma reta que cai sobre duas paralelas, faz angulos alternos internos

iguais entre si.” (Proposicao 29 - Livro I)

4) “A soma dos angulos internos de um tridangulo qualquer é igual a dois

retos.” (Proposigao 32 - Livro I)

O Postulado 5 e as geometrias

o Geometria Neutra: {1,2,3,4}
o Geometria Euclidiana: {1,2,3,4,5}

o Geometria Nao-Euclidiana: {1,2,3,4,~5}

Onde ~ 5: “Existe uma reta e existe um ponto fora dela pelo qual
passam pelo menos duas retas paralelas a ela”

ou

“Existe uma reta e existe um ponto fora dela pelo qual nao

passa nenhuma reta paralela a ela”.

Nota: Euclides e o rigor

A critica que se faz a Euclides nao se aplica justamente as
demonstragdes mas sim sobre a auséncia de fundamentos suficientes

(postulados/axiomas/definicdes) para uma demonstracao rigorosa. Nesse

aspecto, ela é antiga: Eudoxo e Arquimedes acrescentam o hoje chamado
“axioma de Arquimedes” (ver pagina 218). Outras imperfeicdes foram
remarcadas também pelos matematicos gregos. Entre os postulados, o

quinto foi o mais criticado; certos continuadores e comentadores de
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Euclides tentaram demonstrar outros postulados (por exemplo, este da
igualdade dos angulos retos) ou reconheceram a insuficiéncia de certas
definicobes como essas da reta (“Linha reta é aquela que estende

igualmente em relacao a seus pontos”) e do plano.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (alemdo - 1646 a 1716) observa que

Euclides as vezes utiliza a intuicdo geométrica para encobrir a auséncia de

certos postulados, por exemplo no seu método de construcao do triangulo
equilatero (Proposicao 1 - Livro I). Ela é feita a partir de dois circulos tais
que cada um deles passa pelo centro do outro. Ele admite sem prova que

os dois circulos possuem uma intersecao (de fato, duas intersecgdes).

O fim do século XIX, ligado ao rigor matematico, vé ndo somente a

multiplicacdao de criticas dessa natureza, mas também a formulagao dos
axiomas (<« postulados) que faltam. Georg Cantor (alemdao - 1845 a
1918) e Dedekind mostram a necessidade de um “axioma de
continuidade” e o formalizam: “Se considera uma sequéncia de segmentos

encaixados nao vazios [a b] cujo comprimento tende para 0. Entao,

n?’™~n
existe um ponto comum Unico a todos segmentos, o qual corresponde ou
a um numero racional ou a um numero irracional.” Igualmente, Moritz
Pasch (alemdo - 1843 a 1930) e o “axioma de ordem”: “Sejam A, Be C
trés pontos nao alinhados e r uma reta do plano ABC que nao passa por
nenhum dos pontos A, B e C; se a reta r passa por um dos pontos do
segmento AB, ela passa ou por um ponto do segmento BC ou por um

ponto do segmento AC.”
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Podem-se identificar ainda outras hipdteses utilizadas por Euclides

nao mencionadas inicialmente como postulados:

Retas sao conjuntos ilimitados de pontos.
No Postulado 1: a reta que se pode tracar ligando dois pontos é
Unica.

No Postulado 2: pode-se continuar uma reta de uma Unica maneira.

No comego do século XX o reconhecimento das faltas na

formalizacdo euclidiana, assim como as diferentes caracteristicas de

solugbes sao suficientemente conhecidas para se estabelecer uma

construgdo rigorosa da geometria. Os matematicos Hilbert e Pasch estdo

na origem desse trabalho. Projeto: demonstrar os teoremas da geometria

sem apelo a intuicdo. A aplicacdo de regras logicas serd o Unico método

autorizado.

Equivaléncia e aplicacoes de areas

O que fazer para “medir” uma figura plana (calcular sua area)
gquando ndo se dispde de numeros reais, mais precisamente de
numeros irracionais? Como afirmar, por exemplo, que a area de um
retdngulo é sempre igual ao produto do comprimento da base pelo
comprimento de sua altura?

Para os matematicos gregos essa falta impunha sérias limitacoes,
pois fixada uma unidade de comprimento, sempre haveria
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segmentos que nao poderiam ser “medidos” exatamente com essa
unidade.

Considerando o que estd exposto nos Elementos de Euclides, ha
uma complicacdo adicional: todas as construgcdes devem ser
efetuadas somente com régua (ndao- graduada) e compasso.

Como Euclides resolve esse problema de fazer a quadratura,
guadrar qualquer figura poligonal usando somente transformacgoes
de areas? Dado m poligono qualquer, como construir, somente com
a régua (ndo-graduada) e o compasso, um quadrado cuja area é
igual a area do poligono dado?

Equivaléncias e aplicacoes de areas nos Elementos de Euclides

- Equivaléncia de areas

Como construir, usando somente a régua ndo-graduada e o
compasso, um quadrado cuja area seja igual a de um poligono
dado?

Euclides faz isso nos livros I e II dos Elementos sem utilizar a teoria
das proporgdoes de Eudoxo exposta no Livro V.

Glossario: 1) linha reta - empregada as vezes para designar
segmento de reta, outras vezes para designar linha reta
(ou reta)
2) reta limitada - empregada para designar segmento
de reta.

Euclides parte dos critérios de congruéncia de triangulos que estao
no Livro I:

Proposicao 4: Se dois triangulos tiverem dois lados iguais a dois

lados, cada um a cada um, e os angulos compreendidos
por estes lados forem também iguais, as bases e os
triangulos, e os demais angulos, que sao opostos aos
lados iguais serao também iguais.

Proposicao 8: Se dois triangulos tiverem dois lados iguais a dois

lados, cada um a cada um e as bases também iguais, os
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Proposicao

angulos, compreendidos pelos lados iguais, serao
também iguais.

26: Se em dois triangulos dois angulos de um forem

Proposicao

iguais a dois angulos do outro, cada um a cada um, e
um lado do primeiro igual a um lado do outro, e forem
estes lados ou adjacentes, ou opostos a angulos iguais,
os outros lados dos dois triangulos serdao iguais aos
outros lados, cada um a cada um e também o terceiro
angulo sera igual ao terceiro.

29: Uma linha reta que cortar duas retas paralelas, faz

os angulos alternos iguais entre si; o angulo externo
igual ao interno e oposto da mesma parte, e finalmente
os internos da mesma parte, e finalmente os internos da
mesma parte iguais a dois retos.

Em seguida vamos considerar a

Proposicao 34: Em um paralelogramo, os lados e os angulos opostos

sao iguais e o paralelogramo é bissectado por cada
diagonal.

A partir dessas proposicoes, na linha do nosso tema, vamos
demonstrar com Euclides as proposicoes seguintes:

Proposicao 35: Os paralelogramos que estao postos sobre a mesma

base, e entre as mesmas paralelas, sao iguais.

A D E F

Sejam os paralelogramos ABCD e EFCB sobre a mesma

base BC, entre as mesmas paralelas AF, BC. Eu digo que o
paralelogramo ABCD ¢é igual ao paralelogramo EBCF. No
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paralelogramo ABCD, a reta AD é igual a reta BC (I.34) e no
paralelogramo EBCF, a reta EF é igual a reta BC. Logo sera AD igual
EF (Ax.1) e DE é comum. Sera entdo AE igual a DF (Ax.2). Mas a
reta AB é igual a reta DC (I.34). Logo as duas retas EA, AB sdo
iguais as duas retas FD, DC, cada uma a cada uma. Mas o angulo
externo FDC é igual ao angulo interno EAB (I.29). Sera entdo o
triangulo EAB igual ao triangulo FDC (1.4). Do trapézio ABCF tire-se
o triangulo FDC; e do mesmo trapézio, tire-se o triangulo EAB. Logo
os paralelogramos ABCD, EBCF, que sao os restos, serao iguais
entre si (Ax.3).

De fato, existem 3 casos a serem considerados:

O primeiro demonstrado acima.

O segundo:
A E D F
B C
O terceiro:
A D=E F
B C

Euclides como sempre sé demonstra um caso, deixando
os outros a cargo do leitor.

A partir deste resultado mostramos a
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Proposicao 36: Paralelogramos que tém bases iguais, e situados
entre paralelas, sao iguais.

Nas duas proposicoes acima, Euclides utiliza pela
primeira vez a nocao de igualdade entre figuras significando
igualdade de area e nao de congruéncia, como usada em 1.4, 1.8,
1.26, os critérios de congruéncia de tridangulos. Como consequéncia
das proposicoes 35 e 36 temos:

Proposicao 37: Os triangulos que estdo sobre a mesma base, e entre
as mesmas paralelas, sao iguais.

Proposicao 38: Os triangulos que estdao sobre bases iguais e entre as
mesmas paralelas, as iguais.

Proposicao 47 ( Teorema de Pitagoras)

[utilizando equivaléncia de areas]

Enunciado (protasis em grego) - da proposicao

Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado
oposto ao angulo reto é igual aos quadrados sobre os
lados que formam o mesmo angulo reto.

Exposicao (ectésis em grego) - instanciacdao do dado, identificado
por letras

Seja o triangulo retdngulo ABC tendo o angulo BAC
reto.

Determinacao (diorismos em grego) - instanciacao do objeto de

pesquisa
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Eu digo que'” o quadrado sobre BC é igual aos quadrados sobre
BA, AC.

Figura (esquema « diagrama)
As letras da exposicao e da
determinacao sao  inscritas,
bem como as linhas ou os pon-
tos requisitados pela constru-
cdo. A figura é um todo
destinado a contemplacao.
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Construcao (catasqueué): a Com efeito, construa sobre BC o

construcao utiliza as proposicoes

quadrado BDEC, e sobre BA, AC, os

quadrados GB, HC (Proposicao 46) e

31 e 46, e o postulado 1.

que, pelo ponto A seja tracado AL,

paralela a BD ou CE (Proposicao
31). E trace também AD e FC

(Postulado 1)

A féormula “eu digo que” (lego 6ti em grego) é uma heranga do “didlogo” entre
professor e aluno que se pode conceber da seguinte maneira: o professor enuncia
primeiramente a proposicdo a demonstrar (no problema a resolver, ela é substituida pela
féormula “é preciso entdo”) pelo aluno ao qual se dirige. Esse € o momento, o Unico, onde
o professor toma a palavra em seu proprio nome: é, com efeito, o Unico momento da
demonstragdo onde é dita uma verdade que ndo se impde por si mesma e que, portanto,
ndo poderia ser dita. O professor, neste momento da demonstracdo, sabe e é o Unico a
ja poder sabé-lo. Assim, no carater quase mecanico do processo (que ira se completar
através das outras etapas que virdo a seguir) que conduz a verdade universal
manifestada em uma forma tdo impessoal quanto possivel, o diorismos é entdo uma
excecdo significativa a essa gramatica impessoal do texto (de uma maneira mais geral os
objetos matematicos sdo frequentemente os sujeitos dos verbos — o matemadtico se
anula como sujeito)
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Elemento determinante da
demonstracao, AL nao é
apresentado como altura, mas
como paralelas aos lados
verticais do quadrado sobre a
hipotenusa.

Postuladol: Pede-se
(—demanda), como coisa
possivel, que se tire de um ponto
qualquer para outro qualquer
ponto uma linha reta.

Proposicao 31: De um ponto
dado conduzir uma linha reta
paralela a outra linha reta dada
(problema)

Proposicao 46: Sobre uma linha
reta dada descrever um quadrado
(problema).

Demonstracdo (apddeixis em
grego):

1aparte: Igualdade de triangulos.
A demonstracao é levada entre
as partes esquerda e direita da
figura em relacao a AL.

Proposicao 14: Se em um ponto
de uma linha reta qualquer
concorrerem de partes opostas
duas retas, fazendo com a
primeira reta os  angulos
adjacentes iguais a dois retos, as
retas que concorrem para o dito
ponto, estarao alinhadas uma a
outra.

Entao, como cada um dos angulos
BAC, BAG sdo retos, segue-se que as
duas retas AC, AG que nao estdao no
mesmo lado da reta BA, formam com
BA, em A, angulos adjacentes iguais a
dois angulos retos; portanto CA esta
alinhada com AG (Proposicao 14). Pela

mesma razao BA esta alinhada com AH.
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Postulado 4: E que todos os
angulos retos sejam iguais entre
eles.

23 parte: Iqualdade de areas:

Euclides

figura

Para um retangulo,

utiliza a expressao de

oblonga (— pitagoricos).

Proposicao 41: Se um paralelo-

gramo e um triangulo estiverem
sobre a mesma base e entre as
mesma paralelas, o paralelo-
gramo sera o dobro do tridngu-

lo.

Prof. Pierre Pétin

Os angulos DBC, FBA, por serem
retos, sao iguais (Postulado 4). Adicione
a cada um o mesmo angulo ABC; logo, o
total DBA sera FBC
(Axioma 2).

igual ao total

E como DB é igual a BC e FB a BA,
os dois lados AB e BD sao iguais aos dois
lados FB e BC cada um a cada um e o
angulo DBA é igual ao angulo FBC. A
base AD é entdo igual a base FC, e o

triangulo ADB é igual ao triangulo
FBC (Proposicao 4).

O paralelogramo BL é o dobro
do triangulo ABD, porque tem a
mesma base BD, e estao entre as
BD, ALY
(Proposicao 41). E o quadrado GB é o

mesmas paralelas
dobro do triangulo FBC, porque tem a
base comum FB e estao entre as
mesmas paralelas FB e GC. Oras os
dobros de quantidades iguais sao
iguais. Logo, o paralelogramo BL(de
lados BD e DL) é igual ao quadrado

GB (de lado AB) (Ax.1).
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32 parte: Argumento de “simetria” no
raciocinio (isso que se passa a
esquerda é analogo a isso que se

passa a direita).

42 parte: Recapitulacdo da demons-

tracao.

Concluséo (simperasma em grego):

Retorna a proposicao sem
especificacao literal. E uma

confirmacéo.

Do mesmo modo, tracadas as retas
AE e BK, se demonstra que o parale-
logramo CL (de lados EC e El) é igual
ao quadrado HC.

Logo o quadrado inteiro BDEC ¢ igual
aos dois quadrados GB e HC, e de
uma parte BDEC é o quadrado
descrito sobre BC, de outra parte GB
e HC sao os quadrados sobre BA, AC.
Logo o quadrado sobre o lado BC é
igual aos quadrados sobre os
quadrados BA, AC.

Entdo, nos triangulos retangulos, o
quadrado sobre o lado oposto ao
angulo reto é igual aos quadrados
sobre os lados que formam o mesmo
angulo reto. E isso que se devia

demonstrar.
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Proclo de Licia distingue seis etapas no desenvolvimento de uma
proposicao (problema ou teorema):

1) A proposicao (protasis) (propriamente dita) consiste em enunciar o
problema ou o teorema sob sua forma mais geral, nao instanciada;

2) A exposicao (ectésis) € uma instanciacao dos dados;

3) A determinacdao (diorismos) € wuma instanciacdo do objeto
procurado;

4) A construcao (catasqueué);

[a figura (esquema ou diagrama) contém as letras da exposicao e
da determinacao, bem como as linhas ou pontos requisitados pela
construcao]

5) A demonstragao (apodeixis) propriamente dita: trata-se de deduzir
o resultado;

6) A conclusdao (simperasma) retorna a proposicdao (sem especificacdao
literal) como sendo o resultado da demonstragao, com toda a
generalidade, possivel. Se acrescenta as formulas: “E isso que se
devia demonstrar” para um teorema, ou “E isso que se devia
construir” para um problema:

Proposicao 48: (reciproca do teorema de Pitagoras): Se o quadrado sobre

um lado de um triangulo for igual aos quadrados sobre os outros dois
lados, o angulo compreendido por estes dois lados serd reto. (Estude

como exercicio a demonstracao de Euclides)

- Aplicacdao de areas com igualdade

Na terminologia matematica grega, aplicar um paralelogramo com
um angulo dado a um segmento de reta dado igual a um poligono figura

retilinea) dado, chama-se aplicacdo parabdlica.

Proposicao 42 (problema): Construir um paralelogramo, que seja igual a

um triangulo dado, e que tenha um angulo igual a outro angulo dado.
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(Construgao)

Seja dado o triangulo ABC, e o angulo D. Deve-se construir um

paralelogramo igual ao triangulo ABC, e com um angulo igual ao angulo D.

Divida a base BC em duas partes iguais em E (Proposicao 10) e
trace AE, e com a reta EC no ponto E construa o angulo CEF igual ao
angulo D (Proposicdo 23).

Pelo ponto A trace AG paralela a EC, e pelo ponto C a reta CG
paralela a EF (Proposicdo 31). Entao FECG € um paralelogramo. E como as
retas BE e EC sdo iguais, o tridangulo ABE sera igual ao triangulo AEC, por
estarem ambos sobre as bases iguais, BE e EC e entre as mesmas
paralelas BC e AG (Proposicao 38). Logo, o triangulo ABC é o dobro do
mesmo tridngulo AEC. Mas também o paralelogramo ECG é o dobro do
mesmo tridngulo AEC, que se acha sobre a mesma base, e entre as
mesmas paralelas do paralelogramo (Proposicao 41). Logo, o
paralelogramo FECG ¢é igual ao triangulo ABC e o angulo CEF é igual ao
angulo dado D. E isso que se devia construir.

Proposicao 10 (problema): Dividir em duas partes iguais uma linha reta
limitada.

Proposicao 23 (problema): Em um ponto de uma linha reta dada formar
um angulo igual a outro dngulo dado.

Proposicao 31 (problema): De um ponto dado desenhar uma linha reta
paralela a outra linha reta dada.

A proposicao abaixo impde mais uma condicao sobre a figura ser
construida: que ela seja aplicada a um segmento dado, isto é, especifica
um dos lados da figura.
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Proposicao 44 (problema): Sobre um linha reta dada, construir um
paralelogramo, igual a um triangulo dado, e que tenha um angulo igual a
outro angulo dado. (problema). (Estudar a construcao de Euclides)

A partir de agora podemos “transformar” qualquer poligono em um
paralelogramo, decompondo-o em tridngulos e aplicando repetidamente
as proposicoes 42 e 44.

Proposicao 45 (problema): Construir um paralelogramo igual a uma figura
retilinea qualquer dada, e com um &angulo igual a outro angulo dado.
(Estudar a construgao de Euclides)

Em particular se o angulo dado for reto, o que foi feito acima
mostra como transformar qualquer poligono em um retangulo. Se se
consegue transformar este retdngulo em um gquadrado, se tera resolvido o
problema de fazer a quadratura de qualguer poligono. Para isso,
necessitamos de trés proposicdoes que estao no Livro II:

Proposicao 5: Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais, e em
outras desiguais, o retdngulo compreendido pela partes desiguais,
juntamente com o quadrado da parte entre as duas secles, sera igual ao
quadrado da metade da linha proposta.

A c D B
i (‘O ]
£ 2
g £ 4, M
K % = _H,'
"%‘)
E F

Seja a reta AB dividida em partes iguais no ponto C, e em partes
desiguais no ponto D. Eu digo que o retangulo das retas AD, DB
juntamente com o quadrado de CD, é igual ao quadrado CB.
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Com efeito, sobre CB construa o quadrado CEFB (Prop.46.I), e
tirada a reta E, pelo ponto D tire-se DG paralela (Prop.31.1) a CE ou BF, e
elo ponto H a reta KM paralela a CB, ou EF, e pelo ponto A a reta AK
paralela a Cl, ou BM. Sendo s complementos CH (CLHD), HF(HGFM) iguais
(Prop.43.I). A cada um destes complementos adicione o quadrado
DM(DHMB). Entao CM(CLMB) é igual a DF(DGFB). Mas CM(CLMB) é igual a
AL(AKLC) (Prop.36.I), pois AC é igual a CB. Assim AL é igual a DF.
Adicione o0 mesmo CH a AL e DF. Entdao AH(AKHD) é igual ao gnomon
NOP. Mas AH é o retangulo AD, DB, pois DH é igual a DB. Entdao o gnomon
NOP é também igual ao retangulo AD,DB. Adicionando a ambos LG(LEGH),
gue é igual ao quadrado sobre CD, o gnomon NOP juntamente com LG é
igual a retangulo de lados AD e DB, juntamente com o quadrado sobre
CD, é igual ao quadrado de CB. E isso que se devia demonstrar.

Proposicao 43 - Livro I: Em qualquer paralelogramo os complementos dos
paralelogramos, que existem ao redor da diagonal sao iguais entre si.

A = vavl'\,ﬂbm M\’to'

C"’””’”}F bomn ”’Ct*“\\\_;;’f\ /

Obs.: Na proposicao 5 acima, se fazemos m(AC)=a, m(CD)=b, temos:

(a+b)@@a—b)+b?=a?o (a+b)(a—b) =a?—Db?

Proposicao 6: Se uma linha reta for dividida em duas partes iguais e for
prolongada, o retangulo compreendido pela reta toda e mais a adjunta e
pela mesma adjunta, juntamente com o quadrado da metade da reta,
serd igual ao quadrado sobre a reta que se compde da mesma metade e
do prolongamento.
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Proposicao 14 (problema) (Ultima proposicao do Livro II): Construir um
guadrado igual a uma figura retilinea dada (—a um poligono dado)
[quadratura de um poligono qualquer].

(Construgao)

~
5
B
P o e
D) \\
‘
!

g

D

s

y
.\\:j/ ’
AN

=)
¢

Seja A um poligono dado.E preciso entdo construir um quadrado
igual ao poligono A.

Construa o retdngulo BCDE igual ao poligono dado. (Proposicao 45
- Livro I)

Se os lados BE e ED forem iguais, o problema esta resolvido. Se
eles forem desiguais, marque F, sobre o prolongamento de BE, e tal que
ED e EF sejam iguais. Divida BF em duas partes iguais pelo ponto G. Trace
o semicirculo BHF e prolongue ED até H. Tire a reta GH. Como o segmento
BF esta dividido em duas partes iguais por G e em duas partes desiguais
por E, entdao o retangulo de lados BE e EF, juntamente com o quadrado
sobre GE é igual ao quadrado sobre GF (Proposicao 5 - Livro II). Mas GF é
igual a GH. Assim o retangulo de lados BE e EF juntamente com o
guadrado sobre GE é igual ao quadrado sobre GH. Mas o quadrado sobre
GH é igual aos quadrados sobre HE, EG (Prop47.I-Teorema de Pitagoras)
Assim o retdngulo de lados BE e EF, juntamente com quadrado sobre GE é
igual aos quadrados sobre GE e sobre EH.

Retire o quadrado sobre GE, que € comum a ambos; portanto o
retangulo de lados BE e EF é igual ao quadrado sobre EH. Mas o retangulo
de lados BE e EF é o paralelogramo BD, pois EF é igual a ED. Mas BCDE é
igual ao poligono dado.

Portanto o quadrado sobre EH é igual a poligono dado. E isso que
se devia construir.
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- Aplicacdao de areas com falta e com excesso

* Aplicacao de areas com falta (aplicacao eliptica)

Aplicar a um segmento de reta AB, um paralelogramo, com um
angulo dado, igual a um poligono dado, e de tal maneira que “o que falta”
para completar a figura a todo o segmento AB seja um paralelogramo
semelhante a um paralelogramo dado.

O paralelogramo SBRU é o “que falta” para que o paralelogramo
ASUT tenha AB como lado, isto &, esteja aplicado a AB.

* Aplicacdao de areas com excesso (aplicacao hiperbodlica)

Aplicar a um segmento de reta AB, um paralelogramo, com um
angulo dado, igual a um poligono dado, e de tal maneira que ele “excede”
0 segmento AB por um paralelogramo semelhante a um paralelogramo
dado.

O paralelogramo BPOQ é o “excesso” para que ABQR tenha AB
como lado, isto é, esteja aplicado a AB.
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Livro V

Desde o inicio da geometria grega esta presente a nocdo de
semelhanca e, portanto, a ideia de relacao de grandezas. Os
pitagoricos acreditavam que com os numeros (inteiros positivos) e
as relacbes ente eles poderiam descrever todos os fendmenos,
medir todas as coisas. O descobrimento pelos proprios pitagoricos
da existéncia de quantidades incomensuraveis com a unidade deixou
sem fundamento a teoria das semelhancas, ou seja, a teoria das

proporgcoes.

Era preciso dar novo fundamento a esta teoria. Eudoxo de Cnido
((408 a 355 aC) (membro da Academia de Platdo e fundador da
Escola de Cisico)) introduz formalmente a nogao de grandeza
(geométrica) (continua) (os comprimentos, as areas, os volumes (e
também os angulos e os arcos de circulo)) e a nocao de relagao
entre duas grandezas homogéneas nao precisando para isso que
elas sejam comensuraveis.

Ele define a igualdade de duas relagdes chamada proporcao através
de uma nocdo de ordem sobre as relacdbes de grandezas,
independentemente de toda a consideracdao numérica.

Vejamos como Eudoxo através de Euclides estabeleceu essa
formalizagao:
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Livro V
(as seis primeiras definicoes)

DEFINICOES

I. Uma grandeza se diz parte de outra grandeza,
a menor da maior, quando a menor mede a
maior.

II. A grandeza maior se diz multipla da menor
quando a menor mede a maior.

III. A—+razae! entre duas grandezas, que sao do
mesmo género, € uma relacao reciproca onde
uma é maior, ou menor do que a outra, ou igual
a ela (isto é, a relacdo entre duas grandezas do
mesmo género é uma relacdo entre o tamanho
dessas duas grandezas).

IV. As grandezas tem entre si razae!, quando a
grandeza menor, tomada certo numero de vezes,
pode vencer a grandeza maior (grandezas ditas
arquimedianas)

V. As grandezas tém entre si a mesma razdo, a
primeira para a segunda, e a terceira para a
quarta, quando umas grandezas, quaisquer que
sejam, eqliimultiplas da primeira e da terceira a
respeito de outras, quaisquer que sejam,
equimultiplas da segunda e da quarta, sdao ou
juntamente maiores, ou juntamente iguais, ou
juntamente menores.

VI. As grandezas que tem entre si a mesma
razao, se chamam proporcionais.

As grandezas que tem o mesmo [0gos séo
ditas em proporgao.

[...]

Def.III:1. Um Iégos

Def.1V:1.Uma relacédo

Em linguagem atual, dadas
duas grandezas de mesmo género A
e B, existe uma relacdo de A para B
sempre que houver numeros
inteiros positivos m e n tais que:
nA>B e mB>A.

O passo seguinte foi com-
parar as relacbes existentes entre
os pares e grandezas A,B e C,D (o
género comum do par AB e o
género comum do par C,D né&o
precisam ser 0S mesmos. Por
exemplo: A,B podem ser duas areas
e C, D

comprimentos)

podem  ser dois

Def.V: “"As grandezas tem entre si o
mesmo 16gos, a primeira para a
segunda, e a terceira para a quarta,
guando quaisquer que sejam 0S
equimultiplos (iguais mdultiplos) da
primeira e da terceira (nA e nC) ou
simultaneamente ultrapassam, ou
sdo simultaneamente iguais, ou
simultaneamente inferiores a
quaisquer que
equimultiplos
guarta (mB e mD), cada um a cada

sejam 0s

da segunda e da

um, e tomados na mesma ordem?”.
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Obs.: 1) Como a relacdo entre duas grandezas incomensuraveis nao

podia ser associada a razao de duas medidas, Eudoxo introduziu a nogao

de relagcao de grandezas, onde o conceito de relacdao tem uma natureza

puramente geométrica, isto €, ndo estabelece uma razdo entre partes.

Assim, uma relacdao entre grandezas nao é idéntica a uma razao entre

numeros, ainda que a primeira inclua a segunda como caso particular

quando as grandezas forem comensuraveis.

2) Visualizacao para a definigao IV.

A diagonal do quadrado é maior do que seu lado e, por sua vez, é

menor do que o dobro deste lado.

Assim, segundo a definicdo IV, o nimero 1 e v/2 tém entre si uma

relacao.
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3) Sobre a definicao V.

Seja a figura abaixo:

i l\\\ Como estabelecer que as

/./ | A ":1 relages de 1 parav2 e de V2 para

i T 2 s8o as mesmas, isto é, que 1 esta
p—r ey

para V2 assim como V2 esta para 2?

Resposta: se para todo par de inteiros positivos m e n
ni>my2 e nvy2 >m2 ou nl<mvy2 e nv2 <m2

De fato, se n1>mv2 , n1v2 >mv2 V2 =m2, e se n1<mv2 , n1v2
<mv2 V2 =m2.

31) O segundo caso da definicao V sd é possivel se A e B por um

lado, e C e D por outro, forem comensuraveis.
32) A definicdao V também é apresentada da seguinte maneira:

A relacao de A para B é igual a relacdo de C para D se, e somente,

para todo par de inteiros positivos m e n,
nA>mB se, e somente se, nC>mD
e nA=mB se, e somente se, nC=mD

e nA<mB se, e somente se, nC<mD



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

- Compreensao da Definicao V através do Teorema de Tales

Consideracao (Def.1.X):

Sado ditas grandezas comensuraveis estas que sao medidas por

uma mesma medida (se possuem uma parte aliguota comum), e

incomensuraveis, estas que ndao possuem medida comum.

Em linguagem atual, sendo A, B grandezas de mesmo género, A e
B sdo comensuraveis se possuem uma parte aliquota comum, isto &, se

existe uma grandeza C do mesmo género que A e B tal que

A=mC e B=nC para m, n inteiros positivos.

, A mC m
Dai, podemos escrever — = — = —
B nC n

O que significa que se as grandezas A e B s3ao comensuraveis, a
relacdo A para B pode ser expressa mediante uma razao de numeros

inteiros positivos.

Versdo geral do Teorema de Tales!”: “Em um mesmo plano, um feixe
de retas paralelas cortado por duas transversais forma sobre estas

segmentos proporcionais”.

) 0 nome “Teorema de Tales” aparece no final do século XIX no livro “Elementos de
Geometria” de Rouché e Comberousse em 1883. Este nome é atribuido ao “teorema
(geral) dos segmentos de reta proporcionais” ou “teorema das linhas proporcionais”.
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Se PQ e QR sdo comensuraveis, existe uma grandeza U tal que PQ=mU e

QR=nU, m, n inteiros positivos, de modo que basta dividir PQ em m
partes iguais e QR em n partes iguais e verificar que P'Q’ e Q'R’ também

ficam divididos em m e n partes iguais, respectivamente. Assim,

L % = %,isto é, nPQ = mQR —» nP'Q = mQ'R’

\95_)

PQ esta razao de
em relagdo dois inteiros
com QR positivos

Para PQ e QR incomensuraveis

Dividimos PQ em m partes iguais a uma unidade de medida U de
modo que PQ=muU‘. Ao longo de QR marcamos n segmentos U,

perfazendo o segmento QS (QS=nU). Temos que:

PQ m
Ez;HnPszQS

Pode ser que o ponto A esteja entre Q e R ou depois de R,
Vamos supor a primeira destas hipéteses.

Dai, nPQ = mQS < mQR. Tracando a reta SS’ paralela a reta PP/,
obtemos:

m I’ 7
=— © nP Q =mQ’S’
Portanto,

nP'Q =mQ’S' < mQR’

Fica provado que nPQ<mQR — nP’'Q’ < mQ'R’.
Da mesma maneira se demonstra que:
nPQ > mQR — nP'Q' > mQ'R', para o ponto S depois de R.
Do que foi provado acima concluimos que:

PQ_P/Q/
QR QR

™) Ou seja, PQ é comensuravel com a unidade U
*% . ~ 7 7 .
I 0ou seja, QR nao é comensuravel com a unidade U.
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e Aspectos a serem ressaltados da teoria das proporcdes de Eudoxo:

- se a teoria eudoxiana das proporgoes se aplica a todas as grandezas, ela
nao permite, por ela mesma, de distinguir as grandezas incomensuraveis

das outras.

- Eudoxo ndo trata a incomensurabilidade através da antifairese. Com

isso, ele nao pode analisar a estrutura das incomensuraveis.

- De fato, a Definicdo 5 ndo tenta determinar os incomensuraveis mas
sim, dar os meios de se estabelecer, através de multiplos,
matematicamente, isto &, rigorosamente, a igualdade das relagdes que os
envolve. Assim, para estudar os diferentes tipos de incomensurabilidade,

a teoria eudoxiana nao é adequada.

- Em um certo sentido, a teoria das proporcdes de Eudoxo “mascara’ a
ideia, mais ampla, de nimero real. De fato, a teoria das proporcdes de
Eudoxo mostra a qual ponto os gregos compreenderam de maneira
notavel a dificuldade de definir o “continuo”. Esta teoria sé sera percebida,
retomada e modificada, no século XIX por Dedekind, quando ele definira
de forma rigorosa o conjunto dos numeros reais R a partir do conjunto

dos numeros racionais Q.
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e Weierstrass e Dedekind — A construcdao dos numeros reais

* Reforma da Analise:

- origem nos trabalhos de Bernard Bolzano (tcheco — 1781 a 1848)

e de Augustin-Louis Cauchy (francés - 1789 & 1857)(",

- entretanto ndo existia uma teoria dos numeros reais até a

segunda metade do século XIX.

™) A transicdo do Calculo para a Analise') ocorreu no século XVIII. Aplicado & solugdo de
varios problemas em Ciéncias Naturais, o Calculo, por volta de 1700, ainda era
essencialmente orientado para a geometria. Tratava de problemas de curvas, empregava
simbolos algébricos, mas as quantidades de que se utilizava eram principalmente
tratadas como elementos e figuras geométricos. Durante a primeira metade deste século
diminuiu-se o tratamento geométrico dos problemas, e os matematicos passaram a se
interessar mais pelos simbolos e pelas formulas do que pelas figuras. Com isso, a Analise
passou a ser o estudo e a manipulacdo de férmulas. Esta mudanga estava ligada ao
surgimento do conceito de “funcao”. Entretanto, a questao dos fundamentos permanecia.

Os matematicos achavam que ela seria resolvida por meio de um argumento essencial a

partir do qual se poderia continuar a estabelecer as construcdes e as demonstragdes
como antes, com a certeza de que tudo estava em ordem. Mas essa questdo era mais

delicada e sé poderia ser resolvida com uma enfoque que mostrasse a consciéncia da

necessidade de rigor em toda Anélise ndo somente ao serem definidos os conceitos

basicos, mas também nas demonstracGes apresentadas.

Cauchy foi o responsavel por essa mudanga de atitude na Anadlise (ideias
semelhantes foram desenvolvidas ao mesmo tempo por Bolzano, mas que nado tiveram

influéncia na época devido a seu isolamento em Praga).

Mnome atribuido, em torno de 1800, especialmente depois de Euler, ao conjunto de

disciplinas da Matematica que tratavam de processos infinitos( isto &, limites, séries,

diferenciagao e integragao).

(continua na préxima pagina)
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Cauchy apresentou seu novo enfoque sobre a Andlise em se livro “Cours d’'analyse de
I'Ecole Royale Polytechnique” (em Paris)(1821). Neste livro ele forneceu uma
fundamentacdo completa dos conceitos do Célculo e incluiu muitos exemplos de um novo
tipo de raciocinio, especialmente em relacdo a problemas de convergéncia de sequéncias
e séries. De fato, ele ndo conseguiu tornar rigorosos os principios do Calculo

completamente. Outros matematicos iriam dar continuidade a esse trabalho.
Cauchy formulou o principal objetivo de seu curso da seguinte maneira:

“Meu principal objetivo é reconciliar o rigor, que foi o principio-guia de meu

curso de analise (Cours d‘analyse em francés) com a simplicidade a ser alcancada ao

considerarmos diretamente as quantidades infinitamente pequenas”.

As variaveis e seus limites sdo apresentados da seguinte maneira:

“Chamamos de quantidade variavel aquela que consideramos capaz de assumir
diversos valores diferentes sucessivamente (...) Por outro lado, chamamos quantidade
constante aquela que assume um valor fixo e determinado (...) Quando os valores
sucessivamente atribuidos a uma varidvel aproximam-se indefinidamente de um valor
fixo, de modo que eles difiram deste valor tdo pouco quanto quisermos, esse ultimo valor
€ chamado o limite de todos os outros (...) Indicaremos o limite para o qual converge

determinada variavel, pela abreviagdo “lim” escrita antes da variavel em questdo”.

Aqui, Cauchy combina o conceito de limite com o conceito de fungdo através de
uma importante interpretacdo do termo “infinitamente pequeno”, o que o capacitou de
formular uma definicdo precisa de “continuidade”. Eis sua interpretacdo de uma

quantidade infinitamente pequena:

“Quando os valores numéricos sucessivos de uma varidvel diminuem

indefinidamente de modo a tornarem-se menores que qualquer nimero dado, dizemos
que a variadvel se tora “infinitamente pequena” ou uma quantidade infinitamente
pequena. O limite de tal varidvel é zero” (identificando-a pela letra “i”, tem-se lim i = 0).
Vé-se por esta interpretacdo que uma quantidade infinitamente pequena ndo é zero, nem
€ uma quantidade constante menor do que qualquer quantidade finita, mas é uma
varidvel que se aproxima de zero. A seguir, a partir da definicdo de quantidade

infinitamente pequena dada acima, Cauchy define continuidade de uma fungao:

(continua na préxima pagina)
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“Suponhamos que a funcao f(x) seja equivalente e finita para todos os valores de x entre

dois limites dados (isto e, x varia em um intervalo aberto); entdo, se a diferenca

f(x+i)-f(x) for sempre infinitamente pequena entre esses limites, dizemos que f(x) € uma

funcdo continua da variavel x entre os limites em questao”.

Exercicio: Escreva a definicdo de continuidade acima em termos de limite.

Juntamente com Bolzano, Cauchy foi o primeiro a compreender que o conceito
de continuidade necessitava de uma definicdao precisa. Com esta definicdo estabelecida,

ele ird poder definir a funcdo derivada como limite:

“Se a fungao y=f(x) for continua entre dois limites dados da variavel x, entao,
para qualquer valor de x dentro dos limites, um aumento infinitamente pequeno da

propria fungdo. Portanto, se dissermos que Ax = i, os dois termos da razdo das diferencas

Ay  f(x+1) —f(x)

Ax i
serao quantidades infinitamente pequenas. Mas, enquanto que esses dois termos se
aproximarao indefinidamente de zero, sua razdao pode convergir para algum outro limite

positivo ou negativo.

Esse limite quando existe, tem um valor definido para casa valor especifico de x, mas

varia com x. (...) Isso sera verdadeiro em geral, mas a forma de nova funcdo que serve

f(x+i)—f(x)

como limite da razao dependerd da forma da funcdo inicial y=f(x). Indicamos

essa dependéncia chamando a nova fungdo de “funcdo derivada”, designando-a pelo uso

de um apéstrofe na notacao y’ ou f'(x)” (devida a Langrage)

A continuidade de uma fungdo esta vinculada ao fato de que os matematicos do
século XVIII supunham que as fungbes fossem “bem comportadas”, isto €&, eles
supunham que as varidveis eram continuas em seus dominios. O que significava que eles

supunham que as funcGes que estudavam eram sempre continuas e , também,

diferencidveis (isto é, para funcdes f:R —» R, possuiam sempre derivadas). Essas nogdes

vagas correntes levaram a ideias de que as fungdes continuas sdo diferencidveis exceto
possivelmente em uma quantidade finita de pontos. No século XIX descobriu-se que isso
ndo era verdade; havia funcbes continuas e ndo diferencidveis. Isso, por sua vez, levou a

um novo exame do conceito de fungdo e ao estudo de fungbes descontinuas.

(continua na préxima pagina)
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Cauchy desenvolveu um novo enfoque de rigor na Anadlise ndo somente pela

definicdo dos conceitos fundamentais, mas também pelos detalhes nas demonstragoes.
Mas o problema basico a respeito do rigor, que precisava ser resolvido estava relacionado

ao conceito de guantidade. No século XVIII ele ainda é essencialmente geométrico: a

quantidade era exemplificada pelo “comprimento”. O problema foi resolvido ao tirar-se
do conceito de quantidade todas suas conotagdes geométricas e a definir quantidade
como numero real por sua vez, construido sobre os nUumeros inteiros e os numeros
racionais. Essa definicdo completou um processo iniciado a partir o século XVII e que
terminou no século XIX, através dos trabalhos de Weirstrass e Dedekind, com a

separacao da analise de qualquer base geométrica.

(fim das notas extras)
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* Karl Weierstrass (alemado - 1815 a 1897)

- vai levar mais além o esforco de rigor iniciado por Bolzano e

Cauchy.

- construir a Analise sobre a Aritmética — a chamada “aritmetizagdo da

Analise” (um programa).

- a expressdo “uma variavel se aproxima indefinidamente de um
valor fixo” sugere tempo e movimento. Ela deve ser traduzida em
desigualdades aritméticas: definicdo em termos de dee da variacao

infinitamente pequena da variavel e da fungao.

- “Se é possivel determinar um raio & tal que para todo valor de h

menor em valor absoluto do que 9§, f(x+ h) —f(x) seja menor do que uma

quantidade g, t3o pequena guanto se queira, entdo se dira que se faz

corresponder a uma variacao infinitamente pequena da variavel uma
variagao infinitamente pequena da fungao” (—daqui saem as definicoes

modernas de limite e continuidade)

- preconisa a introducao de um formalismo aritmético dado a

Analise a forma que ela tem hoje.

Portanto, Weierstrass percebe a auséncia de fundamentos ldgicos

na Aritmética quando tenta colocar a Analise sobre bases rigorosas.
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* Richard Dedekind:

- principios da anadlise infinitesimal estabelecidos através de um

fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso.

- “Diz-se sempre que o Calculo Diferencial se ocupa das grandezas
continuas e, no entanto, em nenhuma parte é dada uma explicacdo dessa
continuidade”. Demonstracdes sobre a continuidade fazem uso de

representacdes geométricas — ndo sdao demonstracdes puramente

aritméticas.

- ele toma o conjunto dos racionais como ponto de partida: “Eu

suponho como base, a aritmética dos numeros racionais, suposta bem

fundada e nada mais; e mostro que, sem a introducao de coisas
estranhas, pode-se constatar no dominio dos numeros racionais um

fendmeno que pode ser empregado para “completar” esse dominio”.

- comparagao dos numeros racionais com os pontos da reta
(geométrica): sobre a reta se escolhe um ponto O origem, ou ponto zero e
uma certa unidade de comprimento para medir as distancias. Com a ajuda
dessa unidade, pode-se construir todos os numeros racionais com um

comprimento correspondente e determinar um ponto correspondente.

- problema: existe sobre a reta uma infinidade de pontos nao
correspondendo a nenhum numero racional — comprimentos

incomensuraveis com a unidade.

- assim a comparagao entre o dominio dos racionais e a reta levou
a reconhecer que o primeiro é lacunar, é descontinuo, enquanto que a

segunda é continua. Em que consiste, pois, esta continuidade?

- fato fisico: todo ponto da reta opera uma divisdo desta em duas

partes tais que todo ponto da primeira estd a esquerda de todo ponto da

segunda.
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- Dedekind: a esséncia da continuidade a partir do fato acima.

Principio:
“Se todos os pontos de uma reta a reparte em duas
classes tais que todo ponto da primeira classe é situado a

esquerda de todo ponto da segunda, esta particdo em duas

classes é operada por um e um sé ponto.”

l

“criacao” de novos entes pontuais

l

“criacdao” dos numeros irracionais

l

Dedekind introduz os cortes (em alemao: schnitt — corte)

- Fato: um numero real corresponde a um corte feito no dominio

dos racionais (segundo algum critério)

- Corte de Dedekind (Livro: “Continuidade e numeros irracionais”
(1872))

Definigao:

Um corte de Dedekind (ou simplesmente um corte) é um

par ordenado (A;, A;) de conjuntos de numeros racionais

tendo as seguintes propriedades:
i)A;UA, =Q
||) Al 7‘—'®6A2 7‘:@

iii) Todo numero racional em A; é menor do que todo

numero racional de A,

iv) A, ndo possui um menor nimero racional
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Um corte pode ser descrito como uma particao do conjunto
dos numeros racionais Q em subconjuntos A; e A, satisfazendo as

condicdes de (i) a (iv). O conjunto A; é chamado classe esquerda e

0 conjunto A, é chamado classe direita do corte (A;, Ay).

Em um corte existem duas possibilidades:

1) Existe em A; um racional maior do que todos os demais da

classe.
2) Nao existe em A; um racional maximo.

Na possibilidade (1) o corte é operado por um numero
racional. Na possibilidade (2) em que o corte ndo é operado por um
nimero racional consiste o carater incompleto do dominio dos
numeros racionais. Diz Dedekind: “Cada vez que nos somos em

presenca de um tal corte, ndo produzido por um numero racional,

nds criamos um numero novo irracional”.

Visualmente: A, A

0

Aa As,

O0——-

(4)

(9
Dedekind chama numero real todo numero associado a um

corte, seja ele racional ou irracional. Ele define entdao o conjunto

dos numeros reais como o conjunto dos cortes.

Nota: 1) A propriedade (i) assegura que nenhum nuUmero

racional escapa a classificagao.

2) A propriedade (ii) assegura que os numeros racionais nao

estdo todos no mesmo conjunto.

3) A propriedade (iii) mostra que nenhum numero racional

pode estar em ambos 0s conjuntos.

4) A propriedade (iv) diz que por definicao A, nao possui

minimo.

305



306

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

* A teoria das proporgoes de Eudoxo e a teoria dos cortes de Dedekind

- Dedekind elaborou a teoria dos cortes ( — teoria dos numeros

reais) inspirado na Definicdo 5 do Livro V dos Elementos de Euclides.

- *(...) e se interpretamos numero real como relacao (— razao) de
duas grandezas, ha de se convir que tal interpretacdo ja aparece de
maneira bem clara na célebre definicdo dada por Euclides sobre igualdade
de razoes (Definicdo 5- Livro V dos Elementos). Ai reside a origem de

minha teoria”.

- Vamos entender esta afirmagao de Dedekind. A semelhanga entre

as teorias de Eudoxo e de Dedekind é clara.

De fato, pois no contexto da Definicao 5 do Livro V temos:

~ n ~ A
Se A e B sao grandezas homogéneas, a relagao 5 produz uma
particdo no conjunto dos numeros racionais positivos (das fracoes % com

m, n inteiros positivos). Assim,

P
\
il 3.

onde A; = [%]_ v [%] e Az = [%L

A m m A ~ m . ~ . ~
com [E] = {;;; < E} (as fracoes — deste conjunto sao aproximacdes por

A m m A . ~ . , . . ’
[—] = {—'—=§} (se aqul A e B sao Incomensuravels, este conJunto e
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A m m A ~ m . ~ . ~
[—] = {—;—>—} (as fracoes — deste conjunto sao aproximagdes por
Bl nn B n
excesso)
~ f . ~_ [A -

Se A e B sao comensuraveis, entao [E] # @ e A; tem maximo, que
, m A Cl ey
e—=2 (possibilidade 1).

Se A e B sdo incomensuraveis, entdo [%] =@ e A; ndo tem
maximo (possibilidade 2).

Ou seja, a definicao 5 de Eudoxo exige que consideremos todas as
fracoes % e com elas facamos “testes” para saber se nA >mBound =

mB ounA < mB. Isto leva a uma separacao das fracdoes em duas classes: a

~ m . ~ m .
classe A; das fracoes - tais que nA > mB e a classe A, das fragdes - tais

gue nA < mB. Podemos fazer outra separacao das fracdes, agora com as
grandezas homogéneas C e D. Assim, igualmente, teremos duas outras
classes: A’y das fracoes % tais que mC > mD e A’, das fragoes % tais que
nC < mD. Dedekind percebeu que na definicao a igualdade das relagdes
%e% dada por Eudoxo correspondia a coincidéncia das classes A; e A’y e
das classes A, e A’>. Ou seja, no fundo a definicao de Eudoxo associa a

cada relacao % um par de classes de fracdes (A, Ay) que Dedekind chama

de corte e utiliza para definir nUmero real.

Exemplo: O corte que define o numero real irracional v2 é o par de

2
classes A; = Q_U{0}uU {% € Qy; (%) < 2} (—as raizes quadradas de 2

m m 2 ’
por falta) e A, :{;EQJr; (;) >2} (as raizes quadradas de 2 por

excesso).
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De fato:

Propriedade (i): vimos que ndo existe numero racional cujo quadrado é

igual a 2. Assim A, contém todos os numeros racionais que nao estdo em

A;. Dai, cada niumero racional estd em A; ou em Aj;

Propriedade (ii): como A; contém todos os numeros racionais negativos,

por exemplo, A;#@®. Como, por exemplo, 5€Qe52=25>2 5€

A, e,entao A, # 0.

Propriedade (iii): desde que A, contém somente numeros racionais

positivos cujo quadrado € maior do que 2 e A; contém todos os numeros
racionais nao-positivos com o0s numeros racionais positivos cujos
quadrados sao menores do que 2, segue que todo elemento de A; é

menor do que todo elemento de A;.

Propriedade (iv): seja x€A,. Dai, x*>2. Defina y=x-

2_
0).Ent50 O<y<xe y2=x2—2x(xz—xz)+(

x%-2 (_ x%2-2
2X -

2

) =X2—X2+2+( i

) =2+

x2-2
2X

x2-2
2X

x2=2\2 . (x2=2\?
( ) > 2, pois (7) > 0. Logo, 0 <y <xey?>2 Consequentemente, A

2X

nao tem minimo. Além disso, seja agora x € A;, x positivo (x€ Q,). Dai,

x? < 2. Definay = 204
2+Xx
~ . _20+x) 2—-x2 5 .
Entao 0<x<y, pois y—x= e XTS5 >0 & y>xey” <2 pois
2—y?=
_4(1+X)2 _ 2(2+x)%2-4(14x)? _ 8+8x+2x%—4—8x—4x> _ 2(2—X2) .2
- 2+x)2 (2+x)2 - (2+x)2 T (24x)2 >0 o 2-y*>0 o

2>y2
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Conseguentemente, A; ndao tem maximo, isto €, ndo existe em A;

um racional maior do que todos os demais racionais da classe.

E importante ressaltar que, se é préprio da Algebra colocar em
evidéncia e utilizar estruturas, o trabalho de Eudoxo ao assegurar as
propriedades algébricas das proporgoes, respeitando uma relacao de
ordem, se coloca dentro do pensamento algébrico. Com isso, o fato de
que Dedekind ao criar os “cortes” encontre equivalente na teoria das
proporcdes de Eudoxo, ndo é por acaso. Eles procuravam resolver a
mesma questdao. Independentemente do formalismo utilizado, a matéria

matematica foi a mesma.

* Qutra consequéncia das definicdes de relacdo e de proporgao no Livro V,

de grande importancia para excluir o infinito do raciocinio geométrico, é a

Proposicao 1 d Livro X, com a qual se pode estabelecer uma conexao
entre a Teoria das Proporgdes e o Método de “Exaustdao” também de

Eudoxo:

Proposicao 1: Duas grandezas desiguais sendo propostas, se da maior se

retira mais que sua metade, e do que restou uma grandeza maior do que
suas metade, e continuando sempre assim, (entdo) restard uma grandeza

menor do que a grandeza menor dada.

- Desta proposicao “intuitivamente evidente”, podemos destacar

dois aspectos interessantes:

1- neste resultado estd subentendido a formulacao da ideia de

limite sem fazer uso do infinito, o que permitird se trabalhar

geometricamente sobre os circulos e segmentos de curvas sem ter que

considera-los como “poligonos de infinitos lados”.

2- esta proposicao reafirma a abrangéncia da matematica grega,

pois apesar dela parecer evidente, os gregos viram que nao s6 era

possivel como necessaria uma demonstracdo, mostrando assim uma

desconfiangca em todo conhecimento obtido por meio dos sentidos.

Vamos, antes de demonstra-la, ilustrar seu significado.
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Consideremos o0 seguinte caso:

Seja C um circulo onde esta inscrito um quadrado.

E facil ver que a &rea do quadrado é maior do que a metade da

area do circulo:

Area ( > ) =érea( L) > area (O)

Consideremos agora a grandeza diferenca entre o circulo e o

quadrado HEFG formada por quatro segmentos circulares. Se em cada um
destes segmentos inscrevemos um triangulo como na figura abaixo,

temos:

Area( ) =~ area (L) > - area (L)

i
H P fod



Topicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Formamos assim um octégono regular inscrito no circulo. Se
repetirmos este processo obteremos um poligono de 16 lados, de 32 lado
e assim sucessivamente, de maneira que em cada passo o que é
“ocupado” da grandeza inicial € uma quantidade maior do que a metade
dessa grandeza, e que pela proposicdao acima a diferenca entre o circulo e
0s sucessivos poligonos se pode fazer menor do que qualquer grandeza
dada. Isto nos permite tratar o circulo por meio dos poligonos inscritos
sem a necessidade de considera-lo como um poligono de infinitos lados,
pois que a diferenca entre o circulo e o poligono se pode fazer tdo
pequena quanto se queira, conferindo assim o rigor necessario ao

raciocinio geométrico ao excluir o uso do infinito.

e Um resultado importante decorrente:

Seja X uma figura qualquer e C um circulo tais que X < C.
Consideremos a grandeza C - X. Podemos inscrever no circulo poligonos
com 2™ lados, m > 2, com um numero cada vez maior de lados de modo
que a diferenca entre o poligono e o circulo seja menor do que C - X, isto
é,C-PR2™M < C-X o X< P(2M.

Dai, X < P(2™M) < C.

Assim, dadas duas grandezas homogéneas C e X, podemos
encontrar uma outra grandeza P(2™) compreendida entre ambas. O que
da uma ideia “aproximada” da nocao de continuidade das grandezas. Este
resultado tem uma importancia especial nas demonstracdes pelo método

dito de “exaustao”.
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Demonstracdo da Proposicdo 1:

Sejam duas grandezas desiguais AB, C; onde AB € a maior; eu digo
que, se de AB é retirada uma grandeza maior do que sua metade, e
depois do resto uma grandeza maior do que sua metade, e que isto seja
sempre perseguido, uma certa grandeza restara, a qual serd menor do

que a grandeza C.

Com efeito, C sendo multiplicada sera a um certo momento maior
do que AB (Definicdo V.4). Que ela seja multiplicada e seja DE o multiplo
de C maior do que AB, e que DE seja dividida em grandezas DF, FG, GE
iguais a C, e de uma parte que de AB seja retirada BH, maior do que sua
metade, de outra parte de AH, HK, maior que sua metade, e que isto seja
sempre perseguido até que as divisdes em AB sejam iguais em quantidade

as divisoes de DE.

Sejam entao as divisdoes AK, KH, HB iguais em quantidade e as
divisdes DF, FG, GE. E, pois que DE é maior do que AB, e que de uma
parte de DE é retirada EG menor do que sua metade, de outra parte de
AB, BH maior do que sua metade, o resto GD é entdo maior do que o
resto HA. E, pois que GD é maior do que HA e que de uma parte de GD é
retirada a metade GF, de outra parte de HA, HK maior do que sua metade
o resto DF é entdao maior do que sua metade, o resto DF é entdo maior do
gue o resto AK. Ora DF é igual a C; entdo C é maior do que AK; AK é

entdo menor do que C.
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Da grandeza AB resta entdo finalmente a grandeza AK, menor do

4

que a menor grandeza proposta C. E isso que se devia demonstrar.

e O raciocinio por “exaustdao” e a teoria das proporcdes (Livro XII)

Proposicdao 2: Os circulos estdo entre si como os quadrados dos seus
diametros. (demonstracdo, em linguagem atual, por duplo raciocinio por

absurdo)

2 7
Euclides deseja estabelecer que CE d <(_) area(C) _

). E 5
T a2 drea(C’) ﬁ) € supoe

gue isto ndo acontece. Dois casos sdao entdo possiveis:

2 /7 V4
10 - Seja gz % comS<C (C'-Seumagrandeza)

(existe uma grandeza S — existéncia de uma quarta proporcional)

Podemos, pela Proposicdao 1 do Livro X, inscrever no circulo C' um

poligono P’ com 2™ lados, m > 2, tal que
C—-P(2™M<C -SeP (2™ >s.
Consideremos, alem disso, um poligono P(2™), m > 2, semelhante

inscrito no circulo C.Logo, como P(2™) e P/(2™) sdo semelhantes,

P(™) _ d*
P'(2m)  d'?
. PC™ _C c _ S c m
Dai, P S u P P Mas Pa™ - P com C > P(2™),

implica que S>P’(2™M).

De onde a contradicdo. Consequentemente, S <« C’.
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20 - Seja c_&

s = 7z com S>c’ (S - C' é uma grandeza). Com raciocinio

equivalente, demonstramos que S » C". Finalmente, S=C'.

Obs.: 1) O método de exaustdo, pelo seu duplo raciocinio por absurdo,
evita toda consideracao infinita/infinitesimal. Entretanto, ele apresenta um
problema; ele ndo é generalizavel. De fato, o método de exaustdo nao é

uma técnica de cdlculo, mas sim um procedimento de verificacdo a partir

de um valor dado, quase sempre obtido de maneira heuristica'”)(do grego
eurisco - encontrar) por tentativas sucessivas Por isso, os gebmetras
gregos repetiam a mesma forma de demonstracao em cada caso

particular e ignoravam a analogia entre eles.

2) O método de exaustao permitiu aos gebmetras gregos resolver os
problemas de quadratura que levaram no século XVII ao Calculo

Infinitesimal/Integral.

3) O método de exaustdo é fundado sobre o “axioma de

Arquimedes”.

) um termo de carater didatico que significa a arte de inventar, de fazer descobertas.
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Livro X

Este livro trata da distincdo entre dois tipos de grandezas: as
exprimiveis e as irracionais em termos de incomensurabilidade com uma

reta considerada como elemento de referéncia.

O incomensuravel (com uma dada qualquer grandeza-padrao) tinha
para Platdo uma importancia excepcional. Era uma grandeza ndo
calculavel e no entanto real (a relacdao entre a diagonal e o lado do
quadrado); algo que s6 se compreende por sua nogao inteligivel; algo
gue, pela experiéncia sensivel, nao pode ser dado e sem o qual a ideia de
numero ndo seria compreendida em sua plenitude. Euclides, platénico, foi
cuidadoso na execugao do considerado, nos comentarios antigos, mais
bonito livro dos Elementos. Cuidado esse fundamental para que ele
pudesse atingir seu propdsito: escrever o Livro XIII que trata da
construcao dos poliedros regulares. Euclides vai dar um novo
entendimento a este problema identificando categorias para a
comensurabilidade e a incomensurabilidade. Inicialmente, ele estabelece

as seguintes definigdes:

Definicdao 1: Grandezas comensuraveis (em grego simmetroi) sao essas

que sao medidas por uma mesma medida (em grego simmetron -

comensuravel).

Definicdo 1’: E as grandezas incomensuraveis (em grego assimetroi) sdo

essas que nao tem nenhuma medida comum (em grego assimetron -

incomensuravel)

Definicdo 2: As linhas retas (segmentos de retas) sdao comensuraveis em
poténcia (em grego dindmei), quando os quadrados (descritos) sobre elas

sao medidos por uma mesma area.
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Explicacao:

Os segmentos AB e CD sdo comensuraveis em poténcia, pois seus
guadrados AG e CH podem ser medidos por uma mesma area AG.
Igualmente os segmentos CD e EF sdo comensuraveis em poténcia, pois

seus quadrados CH e EI podem ser medidos pela mesma area AG.

Numericamente, um segmento de 3 unidades de comprimento e um
outro de 6 unidades de comprimento, serdo comensuraveis em poténcia
pois 9 e 36 podem ser medidos por uma mesma area. Também um
segmento tendo 2 unidades de comprimento e um outro valendo /8 serdo
comensuraveis em poténcia, pois seus quadrados 4 e 8 sao medidos por

uma mesma area. Além disso, um segmento com +/v20 de comprimento, e

um outro com V125 de comprimento serdao também comensuraveis em
poténcia, porque seus quadrados V20 e V125 sao medidos por uma

mesma area /5, pois ela estd duas vezes em V20 (2v5= V4x5= v20) e

cinco vezes em V125 (5v5 = v/25x5 = V125).

|II

Notando por G a relagao “ser comensuravel”, escreve-se, para A e B
grandezas, AGB quando as grandezas A e B sao comensuraveis uma com
a outra, e A ZB caso contrario.

Para dois segmentos A e B comensurdveis em comprimento, temos

A'GB. Eles sao comensuraveis em poténcia, quando A2G B2.
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Obs.:1) A2G B2 n3o implica AG B, ou seja, podemos ter A2GB2e A B

2) AGB implica A2'GB2

Definicdo 2’: Os segmentos de reta incomensuraveis em poténcia, sao

esses dos quais seus quadrados ndo tem alguma area comum que 0S

possa medir.

Explicagao:
Um segmento de reta de 2 unidades de comprimento e um outro

com v+v6 de comprimento, ndo sdo comensuraveis em poténcia, pois ndo

existe uma area que mega os quadrados 4 e V6. Do mesmo modo, dois

segmentos de comprimento V8 e+v+v12 serdo também incomensuraveis em

potencia, pois nenhuma area mede os quadrados 8 e V12.

Definicdo 3: Com essas hipoteses, é evidente que a todo segmento de

reta proposto, existem segmentos de reta, ilimitados em quantidade,
comensuraveis ou incomensuraveis (com ele), uns em comprimento
somente, outros também em poténcia. De uma parte entdo que o
segmento de reta proposto seja chamado exprimivel (em grego réton) e,
esses que sao comensuraveis com ela, seja em comprimento e em
poténcia, seja em poténcia somente, exprimiveis (em grego retai); de
outra parte que esses que sdo incomensuraveis com ele sejam chamados

irracionais (em grego alogoi). (em grego arreton - inexprimivel e alogon -

irracional)
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Definicdo 4: E que de uma parte seja chamado exprimivel o quadrado
descrito sobre o segmento de reta proposto e exprimiveis as areas
comensuraveis com este, irracionais de outra parte essas que sao
incomensuraveis com este e irracionais os segmentos de reta podendo os
produzir: se se trata de quadrado, os lados eles mesmos, se se trata de
certas outras figuras retilineas, essas que descrevem os quadrados que

sao iguais a elas.

A partir destas definicdes, pelas proposicdes, Euclides estabelece

uma classificacdo rigorosa de 13 espécies de segmentos de reta

irracionais. A irracionalidade é definida em termos de incomensurabilidade
com um segmento de reta considerado como elemento de referéncia.
Assim, depois da Proposicao 111, recapitulando, Euclides afirma: “(...)
existe ao todo 13 irracionais quanto a ordem: medial binomial, primeiro
bimedial, segundo medial, maior, segmento de reta podendo produzir um
exprimivel e um medial, segmento de reta podendo produzir dois mediais,
apotomo, primeira apotomo de um medial, sequndo apétomo de um
medial, menor, segmento de reta produzindo com uma &area exprimivel
um todo medial, segmento de reta produzindo com um medial um todo

medial”.

Vamos inicialmente definir, através de proposicoes, as trés

principais espécies.
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Nota:

1) Pelas definicoes 3 e 4 observa-se que a teoria das quantidades
irracionais de Euclides é muito diferente da visdao geral de numero

estabelecida através da teoria dos nimeros reais‘".

2) Quadro da primeira classificacao dos segmentos de reta

Segmento de reta proposto

_,-—"'-F- T
— T
— —
Exprimiveis Irracionais
ffx\‘x --"# ‘x‘“‘m
,#"f MK"‘H --"'f- EE""-H-_
.,-o-""'"'- e

Comensuraveis Comensuraveis Mediais apotomos
em comprimento (somentelem (em grego mése (em grego

poténcia - medial) Binomiais apotomeé-

(de dois nomes) secao)

Por este quadro vé-se que a irracionalidade sé comeca se a
incomensurabilidade subsiste apds o critério da comensurabilidade em

poténcia (— grandezas elevadas ao quadrado).

Proposicao 21: O retangulo compreendido sob dois segmentos de reta

exprimiveis, comensuraveis em poténcia somente, é irracional e o
segmento de reta cuja poténcia igual a esse retangulo sera irracional; este

segmento de reta serd chamado medial.

* . A s . . .
™) Assim, embora a palavra réton possa também ser traduzida como racional, o sentido
aqui ndo tem nada a ver com a ideia de numero racional. Por isso alguns historiadores

preferem como traducédo a palavra exprimivel.
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Explicacao:
Sejam a e b os lados do retangulo, incomensuraveis em

comprimento, mas comensuraveis em poténcia, isto €, a g e a2G b2

—_— Vab
ab b ab a

a Vab

ab é irracional pois Vab é irracional pois vab%a e vab %b.
abZa2 e ab¥bz O segmento de reta vab ¢é chamado medial

hoje € chamado média geométrica de a e b)

Assim, o comprimento chamado medial é por definicao o lado de um
quadrado cuja area € igual a area de um retangulo cujos dois lados sdo

comensuraveis em poténcia somente.

]

%y
-~

Seja o retdngulo AC, compreendido sob dois segmentos de reta
exprimiveis AB e BC comensuraveis em poténcia somente. Eu digo que AC
é irracional, e o lado do quadrado igual ao retadngulo é irracional, e seja

este lado chamado medial.
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Pois se, sobre o exprimivel AB, se define o quadrado AD, ele sera
exprimivel. E, como AB é incomensuravel em comprimento com BC, pois
pela hipdtese eles sdao comensuraveis em poténcia somente, como AB é
igual a BD, BD é incomensuravel em comprimento com BC. E como BD
esta para BC, AD esta para AC, pois

BD BDxAB _AD
BC BCxAB AC

Entdo, AD é incomensuravel com AC. Mas AD é exprimivel, entdao AC
é irracional, e o lado do quadrado igual a AC é também irracional. E seja

esse lado chamado medial. E o que se devia demonstrar.

Proposicdo 36: Se se junta dois segmentos de reta comensuraveis em

poténcia somente, sua soma sera irracional e serd chamada binomial.

Proposicao 73: Se um segmento de reta exprimivel for subtraido de um

segmento de reta exprimivel, comensuravel com o todo em poténcia

somente, o resto é irracional e serd chamado um apétomo.

Essas trés espécies sao oriundas das ideias de Teeteto que
distinguiu os irracionais mediais binomiais e apdétomos tomando em

consideracao a construgao das trés médias “antigas”. Assim,
- o irracional medial esta relacionado a média geométrica.
- o irracional binomial esta relacionado a média aritmética.
(pois 2=X = x +y)

- o irracional apétomo esta relacionado a média harmonica

2xy

x—y) ===

x2—y?2 X+y

(pois
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A partir destas trés espécies, Euclides classifica de forma sistematica

os irracionais(™, cobrindo todo o dominio explorado até ento.

Com a Proposicdo 36, inicia a exposicdo de 12 das 13 espécies de
segmentos de reta irracionais, cada um dos quais soma ou diferenca de
dois segmentos e reta incomensuraveis em comprimento. O primeiro
conjunto dos componentes irracionais sao as raizes positivas de equacdes
da forma x* + 2ar2x2 + Br* = 0, onde r € um segmento de reta exprimivel e

a, B sao coeficientes. Essas raizes sao:

X12 =r?(a+ \/GZ—_B)

(x* — 2ar2x2 + Br* = 0)

X1.2 =r2(a—+/a*-B)

x,2 =r2(/a?2 — B+ q) (x* — 2ar2x2 — Br* = 0)
X2 = rz(m —a) (x* + 2ar2x2 — Br* = 0)

* e ~ 7 - - by -

™) Esta classificacao se tornou necessaria devido a quantidade crescente de grandezas
incomensuraveis que forneciam as construgdes geométricas. Por isso, os historiadores da
matematica acreditam que seu intuito maior seria o estudo das figuras regulares no

plano e no espago.

Hieronymous Zeuthen (dinamarqués - 1839 a 1920) propds que os matematicos gregos
ndo associando valores numéricos a essa grandezas, mas as utilizavam como eles as
tinham obtidos, sob a forma de segmentos de reta construidos geometricamente. Como

esses segmentos se distinguem dificilmente, uma classificagao se impunha.
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Considerando, por exemplo, a equagao x* — 2ar2x2 + Br* = 0, tem-se

x2 =r? (ai\/az—B). Como x € um componente irracional que deve ser

expresso como a soma ou a diferenca de dois termos, _|a +./a? — B deve

ser também expresso como a soma ou a diferenca de dois termos.

Chamando esses dois termos de a e b, deve-se encontrar a+b e a-b."
Supondo que a2+b2=qa e 2ab=,a?-B < 4a2b2=qa2-f.
Dai, como (a?—-b?)?=(a?+b?)?—-4a2b2, (a2—b?)?=a2—-(a?-B) =
Bea2——b2=,/B.

Considerando agora o sistema { a*+b*=a
0] O agora 22 —p2 = \/E’

obtém-se a2 = %(a + +\/E) e b2= %(a -J/B.

Consequentemente, x=a+b = \/% (a + \/E) + \/% (a — JE) Logo:

= ((floe B) £ o= vB))
=§(a+\/ﬁ)+%(a—\/§)iz\/%(cw\/ﬁ)\/%(a—\/ﬁ)= a+2 /%(02—[3)= at

a?—-B

gue &, a menos de r2, X;2 ou Xix2.

O segundo conjunto de componentes irracionais sao as raizes
positivas de equagdes da forma x*+2ar2x2+Br*=0, onde r é um

segmento de reta exprimivel e a,B sdo coeficientes. Essas raizes sdo:

x; =r(a++a%-p)
\ (x2 — 2arx + Br? = 0)
Xy, = (0 — /—GZ_B) /

* - - r
( )ASSIm, x deve ser expresso como a+b ou a-b, isto ¢, x=a+ b
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X, =r(ya?—-B+qa) (x? — 2arx — Br? = 0)
X, = (/a2 =B —q) (x? + 2arx — Br? = 0)

Todos estes resultados correspondem as proposicoes que vao da 36
a 111, como ja foi dito. As proposicoes de 112 a 115 sdo equivalentes a

critérios de ‘“racionalizacao” de denominadores de fracbes do tipo

k k
Vaivb % 2ivp

comk € Q,. Vamos estudar a:

Proposicao 114: “Se uma area é contida por um apoétomo e um binomial

cujos termos designados sdo ao mesmo tempo comensuraveis com o0s
termos do apoétomo e na mesma relagdo, o segmento de reta podendo

III
.

produzir essa area é exprimive

Sua demonstracao é a seguinte:

Com efeito, que uma &rea, o retangulo contido por AB, CD seja
contido pelo apétomo AB e o binomial CD cujo maior termo seja CE e que
os termos CE, ED sejam, ao mesmo tempo, comensuraveis com os termos
AF e FB do apétomo e na mesma relacdo, e que o segmento de reta
podendo produzir o retangulo contido por AB, CD seja G (proposicbes 13 e

17 do Livro VI). Eu digo que G é exprimivel.

Com efeito que seja proposto um segmento de reta exprimivel H e
gue sobre CD seja aplicada uma area igual ao quadrado sobre H,
produzindo KL, como largura, KL é entdo um apétomo; e que seus termos
comensuraveis com os termos do binomial CE, ED e na mesma relagao,
sejam KM, ML.
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Mas CE, ED sdo também comensuraveis com AF, FB e na mesma
relagdo; entdo como AF é relativamente a FB, assim é KM relativamente a
ML.

De maneira alterna entdao (Proposicao 16 - Livro V) como AF é
relativamente a KM, assim é BF relativamente a LM; e entdo o resto AB é
comensuravel com KL como AF relativamente a KM (Proposicdo 19 - Livro
V).

Ora AF é comensuravel com KM; entao AB é também comensuravel
com KL. E como AB é relativamente a KL, assim é o retangulo contido por
CD, AB relativamente a esse contido por CD, KL (Proposicao 1 — Livro VI);
entdao o retangulo contido por CD, AB é também comensuravel com esse
contido por CD e KL. Oras esse contido por CD, KL é igual ao quadrado
sobre H; entdo o retangulo contido por CD, AB é comensuravel com o
quadrado H. Mas esse contido por CD, AB é igual ao quadrado sobre G;
entdo o quadrado sobre G é comensuravel sobre H; e o quadrado sobre H
€ exprimivel, entdo o quadrado sobre G é exprimivel;, G é entao
exprimivel. E ele pode produzir o retangulo contido por CD, AB. Entdo se
uma area é contida por um apdétomo e um binomial cujos termos
designados sao comensuraveis com os termos do apétomo e na mesma

relacao, o segmento de reta podendo produzir esta area é exprimivel.
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Os historiadores da matematica interpretam esta proposicdo como

um critério de “racionalizacao” do tipo:

(\/5+ \/E)k(\/_— \/E)=k(a—b), comk € Q,,
——

= (Va)' - (VB2
gue corresponde na forma geométrica a igualdade:

L1 (CE+ED, k(AF-BF)) = k(Q(CE) - Q(ED))
—— —— ——

=CD =AB quadrado descrito sobre o segmento de reta CE

=k [ (G), G é exprimivel

Livro V

Proposicdao 16: Se quatro grandezas sao proporcionais, elas serao também

proporcionais alternativamente.

Proposicao 19: Se uma grandeza for para outra grandeza, como uma

parte daquela para outra parte desta, sera o resto da primeira grandeza

para o resto da segunda, como a primeira grandeza para segunda.

Livro VI

Proposicao 1: Triangulos e paralelogramos que tém a mesma altura, estao

um para o outro como suas bases.

Assim, o Livro X pode ser considerado como a colecao dos
resultados que servem a solucdo de certos tipos de equacdes
biquadraticas e quadraticas redutiveis que apareceram nos problemas até
Euclides. Por outro lado, essa colecao concebida geometricamente e do
ponto de vista geométrico, identifica manifestadamente a concepgao
grega (pelo menos até Euclides) da matematica como ciéncia exata

quando tratada somente através da geometria.
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Uma sintese do pensamento matematico dos Elementos

(ou a Algebra entre a Aritmética e a Geometria)

- A Matematica tem dois objetos: os numeros (inteiros positivos) e as

grandezas; a Aritmética e a Geometria.

- Combinacao entre a Aritmética e a Geometria:

“Construir um quadrado cuja area € o dobro da area de um quadrado
dado”.

A Geometria garante a existéncia de um segmento, o lado de um
quadrado dobro de um outro dado; a Aritmética permite mostrar que a
relacdo entre os lados dos dois quadrados ndao é uma relagdo entre
numeros inteiros positivos. Estes dois fatos indicam que ndo se pode
tratar grandezas geomeétricas como grandezas aritméticas, mas também
que essas duas grandezas possuem coisas em comum: pode-se combinar

aritmética e geometria em uma mesma demonstragao.

- Aritmética e Geometria

o Teoria comum a grandeza e ao numero: a teoria da medida. Ela

aparece quase a mesma nos Livros V e VII. A diferenca basica é que

no Livro V tem-se o Axioma de Arquimedes, e no Livro VII, a unidade.

o Para as grandezas (geométricas):

Definicdo da relacdo de medida: “uma grandeza é uma parte de

uma outra, a menor da maior, quando a menor mede a maior.”

“Grandezas tém uma relacdo entre elas, quando a menor repetida

um certo numero de vezes excede a maior” (Axioma de Arquimedes).
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Para os numeros:

Definicao da relacdao de medida: “Um numero é uma parte de um
numero, o menor do maior, quando o menor mede o maior” (ser parte

significa aqui ser divisor).

Aqui nao existe o Axioma de Arquimedes. Entretanto, fala de

unidade: um numero € uma quantidade composta de unidades.

A comensurabilidade dos nimeros é devida ao fato de que eles sao

compostos de unidades.

o Caracterizagdo dessa teoria da medida que atravessa a divisao

Aritmética/Geometria.

Inicialmente, para que se tenha uma medida, € necessario:

i) a adigao;
ii) uma estrutura de ordem total compativel com a adicao;
iiil) o Axioma de Arquimedes.

Ou seja, modernamente, a partir dai, € necessario um semigrupo

comutativo totalmente ordenado arquimediano.

Obs.: 1) Entes matematicos mensuraveis podem ser muito diferentes um
dos outros: inteiros positivos, comprimentos, areas, volumes,... Mas todos

tém em comum a estrutura algébrica acima.
Exemplo: Para que serve o Teorema de Pitédgoras?
Serve para definir uma adicao de areas.

2) Em Euclides, o Axioma de Arquimedes permite definir a medida de uma

grandeza g, a menos de uma unidade, por falta, quando uma grandeza

significando a unidade (u) é escolhida: essa medida é dada pelo maior

inteiro positivo n tal que n.u<g.

Ponto importante: a unidade é dada na Aritmética e é escolhida na

Geometria.
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3) A partir do fato de que tem-se a estrutura algébrica acima, demonstra-
se que existe um Unico homomorfismo estritamente crescente h,
h:(G,+)—(R,+), que associa uma grandeza qualquer u a 1,e que vg €G, o

valor de g por h, h(g) € R, sera chamado medida de g relativa a grandeza-

unidade u. Além disso, como este homomorfismo é estritamente
crescente, se gi<g,, entao h(g:) < h(gz), equivalendo a dizer que g; e g>
tém medidas diferentes em R. Este teorema de “representacdao” é
chamado Teorema de Hdélder (Otto Holder: alemao - 1859 a 1937).

O que dizer este teorema?

1. Uma vez fixada a grandeza-unidade, sé se pode associar nimeros reais

de uma Unica maneira a todas as outras grandezas.

2. Sobre G: é possivel medir qualquer elemento g € R, Ihe associar de
uma Unica maneira um numero real, tal que as grandezas maiores terao
medidas maiores e a soma de duas grandezas tera por medida a soma
das medidas das grandezas, uma vez escolhida a grandeza-unidade (h é

um homomorfismo: h(gi+g2) = h(g1) + h(g>)).

3. Sobre R: para medir as grandezas (os elementos de G), tem-se

necessidade de R, e ndo somente de Q e de suas extensdes quadraticas.

Razao de ser R: a medida de grandezas, e nao justamente a

resolucao das equacoes.

4. Aspecto interessante: a estrutura “grandeza” é independente da

questdo do carater discreto ou continuo do conjunto ordenado.

Exemplo: Z e R sao semigrupos comutativos totalmente ordenados

arquimedianos.

Euclides, entretanto, nao faz isso. Ele descreve duas vezes a mesma
teoria, que ndo é jamais destacada e estudada por ela mesma. E quase a
mesma teoria no Livro V e no Livro VII, mas Euclides nao percebe.
Algumas vezes ele demonstra o mesmo teorema, uma vez para as

grandezas (geométricas), outra vez para os numeros (inteiros positivos),
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sem afirmar que é o mesmo teorema (e a mesma demonstracdo). Esta
situacdo se explica pelo problema dos incomensuraveis, que faz com que
a Matematica seja dividida em dois dominios separados, e impedindo de

se elaborar uma teoria unificadora para os objetos estudados.

Fato: os matematicos estudam objetos, e a Matematica é definida pelos
seus objetos. Se os objetos sao distintos, entdao as teorias sao distintas,

mesmo se elas se parecem.

Nao se enquadra com a perspectiva hilbertiana: mesma teoria serve

para coisas diferentes.

- Sobre a Aritmética em Euclides

o Algoritmo de Euclides (ou antifairese): para encontrar a medida

comum.

Por que ele funciona? Fazer a subtracdao entre dois numeros
preserva seus fatores comuns: se c é o fator comum de a e b, entdo ele é

fator do “resto” a-b.

o Sobre o algoritmo

1. Da a ideia de que existe uma apreensao disso que singularisa a
estrutura algébrica do anel Z; em relagdo aos outros aneis. Existe uma
tentativa de caracterizar os numeros inteiros positivos por sua
propriedade de divisibilidade. Esta caracterizacdo é sempre utilizada hoje:

0 anel principal denominado anel euclidiano.

2. O algoritmo tem um fim?

Euclides demonstra que todo o numero composto ndo pode ser
medido por ilimitados numeros, cada um menor do que o outro
(Proposicao 31 - Livro VII), isto é, ndao ha “descida infinita” para os
numeros inteiros positivos. Assim, o algoritmo termina, porque estes

numeros tém uma estrutura particular.
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Entretanto, o algoritmo nao termina quando duas grandezas sao

incomensuraveis: os incomensuraveis sdao por si so ligados a questdo da

natureza do infinito.

o O papel do algoritmo

1. Permite demonstrar o teorema de Gauss: “Se um numero primo p
divide o produto ab de numeros inteiros positivos, entdo ele divide
necessariamente a ou b” (« Proposicao 30 - Livro VII: Caso dois
numeros, sendo multiplicados entre si, fagam algum, e algum numero

primo mega o produzido deles, medira também um dos do principio).

2. Permite de demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética (unidade

da decomposigao em fatores primos)

3. Permite de demonstrar o teorema sobre a infinidade dos numeros

primos (Proposigao 20 — Livro IX).

- Algebra e Geometria

o Algebra: conjunto dos métodos comuns & Aritmética e & Geometria.
o Livro II dos Elementos: teoria das equagdes quadraticas (— “produtos
notaveis”), que deve ser interpretada como uma teoria de areas do

quadrado e do retangulo.

Ideia Fundamental: adicdao ou produto de um segmento por um numero é

um segmento, mas o produto de segmentos é uma area.

Exemplo: (a+b)? = a’+2ab+b? é uma (certa) decomposicdo da area de

um quadrado de lado a+b, e ndo uma propriedade das “operacdes” de + e

de x.

Assim, a resolucdo da equacdo do 2° grau &, no panorama dessa
teoria, também interpretada geometricamente. Ou seja, nao existe uma

teoria algébrica das equacdes do 2° grau.

Nota: E Descartes gue vai romper com esta ideia.
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o Nos Elementos, os métodos comuns que caracterizariam tanto a
Aritmética como a Geometria sdao interpretados geometricamente. A
ideia parece ser que, desde que se tenha quadrados, pode-se ter
incomensuraveis, e o problema nao é aritmético. Essa interpretacao
geométrica preexiste sempre a equacao o conceito de equacdo nao é

colocado em evidéncia.
- O continuo

o Problema dos incomensuraveis: articulagao Aritmética-Geometria.
o E porque existem radicais irracionais que se é obrigado de adotar uma
leitura geométrica para os problemas envolvendo o 2° grau, e que nao

se pode desenvolver uma teoria algébrica.

o Modernamente: tem-se a sequéncia Nc Z c Q c R.
Sabe-se, sem dificuldade, definir N, Z e Q:
N: via Axiomatica de Peano.

Z: Seja N munido da adicdo. Em N x N se considera a relacdao binaria ~ tal

que (a,b)~(c,d)=a+d=b+c, (a,b), (c,d) e NxN.

Esta relacdao assim definida € uma relacao de equivaléncia sobre

N x N. Diz-se que (a,b) e (c,d) sao equivalentes.

Um numero inteiro relativo é a classe de equivaléncia de um

elemento (a,b) € NxN.

Construcao dessa classe: Inicialmente, considera-se que o par (a,b)

corresponde ao inteiro relativo ingénuo a-b. Em seguida, se reagrupa os

pares que correspondem ao mesmo inteiro relativo.

Exemplo: (2,3) € classe de equivaléncia do par (1,2) que modelisa (que

caracteriza) o numero inteiro relativo 1-2 = -1.
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O conjunto dos numeros inteiros relativos é o conjunto quociente

NxN/~, notado por Z (do alemdo zahlen que quer dizer numeros).

Q: Seja Z munido da multiplicacdo. Se define sobre o conjunto ZxZ" a

relacdo bindria ~ tal que (a,b)~(c,d) & ad=bc, (a,b), (c,d)ezZxZ"

Esta relagdo assim definida é uma relacdo de equivaléncia sobre ZxZ".

Um numero racional é a classe de equivaléncia de um elemento

(a,b) e ZxZ", notado(a) %.

a , s ~ . ’ .
Obs.: > € S0 uma notacao para designhar o numero racional do qual um
representante é o par (a,b).

O conjunto dos numeros racionais é o conjunto quociente ZxZ'/~,

notado por Q.
R: Como definir R? Ou melhor, como definir um ndmero real®?

Define-se R como um corpo comutativo totalmente ordenado

arquimediano completo!®. Pode-se dizer que um nlUmero real é um

elemento deste corpo. Mas como definir um nimero real determinado, /3

por exemplo?
Essencialmente, através de dois métodos:

1) As fracdes continuas

o Este método, embora ndao seja grego, e que sera desenvolvido pelos

arabes, ele se inscreve na aritmética euclidiana.

o O liame entre os incomensuraveis e o algoritmo de Euclides

Exemplos: 1. Aplicar o algoritmo a v2 e 1.
Tem-se: v2,1;1,V/2-1;1-(V2 - 1) = 2-V2,V2-1, ...

|II

) O adjetivo “real” é utilizado para qualificar os nimeros de um modo geral, desde o
século XVII, a partir de matematicos franceses, mas ele sé é explicitamente definido por
oposicao aos numeros imaginarios no fim do século XIX.

(2) Toda sequéncia de Cauchy de R converge em R.

333



334

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

. V2 22 . n
Como, apos duas etapas, T = 5o se recai em um retangulo semelhante

ao primeiro retangulo de lados V2 e 1: mesma relacdo entre os lados. De

onde a possibilidade de recomecar ao infinito (— Proposicdo 2 - Livro X).

Fato importante: a ligagcdo entre a teoria da semelhanca e os

incomensuraveis.

. . . 1+/5
2. Aplicar o algoritmo a — € 1.
1+v/5 V5-1
Tem-se: ——, 1; 1, —;...
2 2
V5+1 L
Como, apo6s somente uma etapa, % = 7, Se recai em um retangulo

2

semelhante ao retangulo do qual se partiu.

~ . 1+V5 ~ .
Observacao especial sobre esse exemplo: —_€a relacao da diagonal

com o lado do pentagono regular (rever paginas 133 e 141). Certamente,
uma das primeiras manifestacdes da incomensurabilidade. Aqui, a

incomensurabilidade se |é no agenciamento dos segmentos do pentagono.

Com D e L combinagdes lineares do lado | e da diagonal d do
pequeno pentagono, isto é, D=2d+| e L=I+d, tem-se que d=D-L e |=2L-D.

Por outro lado, como

D D-1L (x3)
— = e DL —_p2=_J2\1L (_
—=———> e DL-D 12V 0

)

~
N

)

)

1+V5 d
—I—l—():)z— ) —T.
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Assim, vé-se uma repeticdo infinita das operacdes do algoritmo
euclidiano, na figura sagrada dos pitagoricos. Esta repeticao aparece como
uma possibilidade de se repetir indefinidamente, sem parar, as operacgoes

prescritas pelo algoritmo de Euclides em diferentes escalas: uma ligagao

intrinseca entre os comensuraveis e o infinito.

Nota: Aristoteles e o infinito

Na sua obra “Fisica” — Livro III, Aristoteles estabelece duas nocgdes

de infinito:

Infinito em poténcia: infinito como possibilidade de se repetir uma

operacao (por exemplo, sucessor nos inteiros positivos, operacoes do

algoritmo).

Infinito em ato: um objeto infinito, um conjunto infinito.

Aristoteles: infinito em ato é uma contradicdo. Entretanto, o infinito em

poténcia ndo é um objeto, e pode ser admitido.

e Dificuldade de pensar os irracionais: obriga a pensar o infinito como

um dado.

Exemplo: v2 é dada por todas as etapas do algoritmo de Euclides que n&o

termina.

e A definicdo antifairética dos irracionais ndao é uma definicdo dos

Elementos. Ela estd ligada ao desenvolvimento das chamadas fragdes
continuas. A ideia é de definir os numeros irracionais partindo do

algoritmo de Euclides, identificando-os aos quocientes sucessivos

obtidos no curso deste algoritmo.
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Exemplos:

, ) 20
1. Para um numero racional: E

20_ .8 . 1 _. P SRR
O O P U
8 8 8 2

4

Notacao: %=[1,1,2]

Interpretacdo geomeétrica:

Se pavimenta um retangulo de base 20 e de altura 12 por um quadrado
de lado 12. Resta uma banda de altura 12 e de base 8. Em seguida, se
percebe que é possivel pavimentar esta banda restante com um quadrado
de lado 8, e resta uma banda de base 8 e altura 4, pavimentada por dois

quadrados de lado 4.

12

20

Neste caso, como a base e a altura do retdngulo inicial sdo
comensuraveis, a técnica de pavimentacao conduz a uma fragdo continua
finita.

Fato importante: a inversao do resto, que o transforma em uma nova

unidade.

No algoritmo de Euclides, se aproxima a grandeza por um numero

maximo de unidades nela contidas; existe um resto. Em seguida, se

considera esse resto como a nova unidade, e se divide a antiga por ele; e

se recomeca, até que se obtenha dois numeros divisiveis. Mesma ideia na
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notacdo em fracdo continua: dividir a unidade pelo resto obtido, o que

equivale a mudar de unidade, a extrair um sistema de unidades ligadas

umas as outras.

Fato desestabilizante: o sistema de unidades ndo é escolhido a priori
(base 10, base 2, etc).

Na notacdo de uma relacdo em fracdo continua, as unidades

utilizadas sao adaptadas ao numero a se exprimir, elas sdao produzidas

pela aplicacao do algoritmo. No exemplo de %:12, depois 8, depois 4.

2. Para um nUmero irracional: 2

1 1 1 1
V2=1+(2-1)=1+ =1+ =1+ =1+
( ) 1 VZ+1 1442 1+1+(2-1)
V2-1
14—t 1+ ! 1+ !
- 1 1 1
2 + 2 + 2+
1 1++2 2+
V2-1

V2 =1[1,2,2,...]

Interpretacdo geomeétrica:

Se constrdéi um retangulo de base a+b e altura b. O objetivo é de
pavimentar o retangulo de quadrados de lado o maior possivel. O maior
lado possivel para os primeiros quadrados é b, pois a altura é b. Como
2b<a+b<3b, pode-se construir dois quadrados de lado b. A banda

restante € um retangulo de altura b e base a-b. Por sua vez, tem-se a
p

—, que indica que o retangulo inicial e a banda sao

~ atb
proporcao 3 =

semelhantes.

) Se a é o comprimento da diagonal e b é o do lado de um quadrado, a’=b%+b?
(= a’=2b?). Dai, a’>-b*=b? < (a+b).(a-b)=b.b, isto &, a d&rea de um quadrado de lado
b(b?) é igual a drea de um retangulo cuja base e a soma da diagonal e do lado (a+b), e a

altura a diferenca da diagonal e do lado desse quadrado (a-b). Sob a forma de

roporcao, obtém: ath _ b
proporgdo, R

337



338

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

Logo, pode-se pavimentar essa banda restante com exatamente dois
guadrados de lado o maior possivel, como precedentemente, e a nova

banda restante é ainda um retangulo semelhante ao inicial. Finalmente, se
. . . b
obteve dois quadrados de lado b, depois dois quadrados de lado % vezes

mais pequenos que os precedentes, e a sequéncia nao para jamais.

Definicdo de v2: E uma sequéncia infinita de inteiros positivos que sdo os

restos dos quocientes parciais.

Quocientes parciais:

1 3
1+5=5—>rest01

1 7
1+ — =-— resto 2
2+= 5
2
1 17
1+ — = — —> resto 2
24— 12
245
etc...

Interesse desta definicdo: mexe com a fronteira entre nimero e grandeza.

Conseguéncia desta definicao:

1. Admitir o infinito atual, e o tomar como ponto de partida da definicao

de um incomensuravel;

2. Duas relagdes entre incomensuraveis sao iguais se cada termo das

sequéncias infinitas de inteiros positivos corespondentes sao iguais.

2) A definicao de Eudoxo no Livro V dos Elementos

e A possibilidade de uma grandeza poder ser multipla de uma outra é

fundamental para Euclides:

Definicdo 1: “Uma grandeza é uma parte de uma grandeza, a menor da

maior, quando mede exatamente a maior.”
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Definicao 2: “E a grandeza maior € um multiplo da menor, quando for

medida exatamente pelo menor.”

e A partir dai, ele define o fato para duas grandezas, de ter uma relacao

uma com a outra:

Definicao 4: “Grandezas sao ditas ter uma relacdao uma relativamente a
outra, quando elas sdao capazes, sendo multiplicadas, de exceder uma a

outra” (hoje conhecida sob o de Axioma de Arguimedes).

Obs.: 1. Modernamente, define-se este axioma como:

Va,beR,, In€Z,, na>b.

2. Esta definicdo corresponde a se poder colocar “em sequéncia”,

segmentos para se construir um segmento maior.

e Em seguida, Euclides enuncia a definicdo (de Eudoxo) relativa a

identidade para a relagao entre grandezas:

Definicao 5: “Grandezas sao ditas estar na mesma relagao, uma primeira
relativamente a uma segunda, e uma terceira relativamente a uma
quarta, quando os mesmos multiplos da primeira e da terceira, ou
simultaneamente excedem, ou sao simultaneamente iguais, ou
simultaneamente inferiores aos mesmos multiplos da segunda e da
quarta, relativamente a qualquer tipo que seja de multiplicacdao, cada um

de cada um, tomados de maneira correspondente.”

Obs.: O tamanho e a complexidade do enunciado, testemunham um

esforco de clareza e de rigor de expressdao que ndo é evidente de se

formular na linguagem usual.

Traducao ldgica:

A:B=C:DseVm,n €Z,, [(nA>mB) A(nNC>mD)] Vv [(nhA=mB) A
(nC<mD)] v [(nA<mB)]A(nC < mD)].

339



340

Tdépicos de Histdria da Matematica através de Problemas
Prof. Pierre Pétin

e O grande valor desta definicdo € de dizer em quais condicdes uma

relacdo entre duas grandezas € igual a uma outra, seja ou ndo essa

relacdo incomensuravel. Tal é a origem de sua complexidade, que

identifica a igualdade de duas relacdoes através de comparacdes a

partir dos multiplos das grandezas que compdem as relacoes.

e Intuitivamente, pode-se exprimir esta definicdao da seguinte maneira:
duas relacdes sdo idénticas se, e somente se, elas sdao superiores (ou
inferiores) a exatamente os mesmos racionais — intuicdo subjacente a

construgdo do corte de Dedekind (rever paginas 306 e 307).

Teorema do Valor Intermediario: o corte determina um numero real.

e Antifairese X Eudoxo

1. Em Eudoxo, a definicao nao distingue entre relagao racional e irracio-

nal. Ela se aplica a todas as relagdes.
2. Nao existe infinito atual em Eudoxo:

i) se encontra somente a ideia que, se duas relagdoes diferem, entdo existe

um “lugar”, a _uma distancia finita, onde se terd um desajuste nos

multiplos;

ii) se encontra uma "“quantificacao” sobre um conjunto infinito de
elementos (Z,), mas esse infinito é potencial, na medida em que ele é
dado por uma regra: um comprimento é produzido a partir de um

comprimento original;

iii) ponto decisivo: Eudoxo procura cuidadosamente evitar a ideia do

algoritmo de Euclides; sua abordagem é decididamente nao aritmética:

nem as grandezas e nem as relagdes entre grandezas sdo numeros;

iv) entretanto, recusando de empregar a antifairese, Eudoxo nao pode

explorar a estrutura dos incomensuraveis. Assim, para estudar a diferenca

entre 0s racionais e os incomensuraveis e para estudar os diferentes tipos

de incomensurabilidade, a abordagem eudoxiana ndo é adequada.
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e Dedekind X Euclides

1. Dedekind define a continuidade pelo carater inesgotavel do corpo

engendrado (— corpo dos numeros reais) R € maximo pela operagao de

corte de Q.

2. Em Euclides, o continuo ndao é uma criacao do pensamento que define

0s numeros reais, mas um dado da natureza; é a natureza que se oferece

como continua.

Arquimedes de Siracusa (cidade de Sicilia)
(287 a 212 aC) e o circulo

Vimos que a area do circulo é proporcional ao quadrado do raio, e o
comprimento da circunferéncia do circulo € proporcional ao

diametro. Dai,
Area do circulo (Ag)=kir2

Comprimento da circunferéncia do circulo (Co)=k>2r, onde k; e

k> sao constantes.

Entretanto nao fica claro que k;=k, (=mn usado como constante
pela primeira vez por William Jones (inglés — 1675 a 1749) em 1706

no livro “"A new introduction to the mathematics”)

Arquimedes: primeira caracterizagao rigorosa deste fato ao

demonstrar que Ag=—-rCo (—ki=k;)

[Defato, seA0=§rC0, k1r2=%rk22 r— k1=k2]
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Intuitivamente:

. 10 1
Posteriormente, demonstrar que 3 + —, < constante (=m) <3+ >

Proposicao 1 da obra “A medida do circulo”:

Todo circulo é igual a um triangulo retangulo no qual um dos lados
adjacente ao angulo reto é igual ao raio do circulo e o outro (isto &, o
outro lado do angulo reto) a circunferéncia do circulo.

Demonstracdao (em linguagem atual por duplo raciocinio por absurdo):

¥ g
( ,
—3 ‘ 5 A/ N /@OD/%J{)“?\ ¢ 7 L»’Jj WLohs J

Sl 7 a0 /;A*L(;-?Juzm B
. o'

P e Q possuem o mesmo numero de lados.
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Suponhamos por absurdo que A, > %rco. Seja e = A, —%rco.

’ 1 ’
Dai, A, — €= 1Co. Vamos escolher um poligono regular P de n lados,

n=>4(n=2"mz=>2)( a partir da bisseccao dos arcos em duas partes
iguais), inscrito no circulo tal que

. 1
area(P) > A, —€= EI‘CO.

Sendo s, o lado de P, r, uma perpendicular do centro a s,, 7, <
r e ns, < Co,

. 1
area(P) = N7 TnSy = Ern(nsn) < ErCO_

O que contradiz a suposigao. Consequentemente, A, » %rco.

~ 1 . 1 ’ 1
Suponhamos, entao, A, < EFCO' Seja € = ErC0 —Ay. Dal, Ap+€= EFCO'
Vamos escolher um poligono regular Q de n lados, n>4(n=2™m > 2),
circunscrito ao circulo tal que

. 1
area(Q) <Ap+€= ErCO_

Sendo 2t, o lado de Q, r, o raio do circulo, uma perpendicular do
centro a 2t, e n2t, > C,,

. 1 1 1
area(Q) = nEr(Ztn) = Er(nZtn) > ErCO.

O que contradiz a suposicao. Consequentemente, A, st%rco. Logo, o

’ - - - ’ 1
circulo equivale ao triangulo, isto €, A, = 51Co.
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Estimativa para n obtida por Arquimedes

(Proposicdo 3 da obra “A medida do circulo”)

Para obter uma estimativa para mn, Arquimedes inicia com o
hexagono regular inscrito e circunscrito em relagdao ao circulo de raio 1,
dobrando sucessivamente o numero de lados até chegar a 96 lados.

Consideremos inicialmente poligonos inscritos.

Como os tridangulos ABD e BPD, e os triangulos ACP e ABD sao
semelhantes,

AB BP AC AD AC PC

_—— —_— = — L d _—=

AD BD PC BD AD BD
Da teoria das proporgoes,

AB+AC BP+PC _BC

AD BD  BD

ou seja,

— g2 2

2+4—s5 s 2 = Sn S e = Sn

—— =T © 2n — . n — T —m—m—
2 — c2

Va4 —s5, San 2+4—s;
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Vamos considerar agora poligonos circunscritos.

~
[, -
o
— L
- 1 el ¢
— o i L,
R o / v [
! A g
. e aatl ol BF T

T T — 4
P e A A

Como os triangulos ADO e ACP sao semelhantes,

AD AC_ AC  AC
AO AP AO+OP AO+0C

Ou seja,

th tn tn

_—— AN t2n=—
1+/1+1t2

Aplicando as férmulas de s;, e ty, para calcular sgs e toe
. 1
recursivamente, sabendo que sg=1 e t6=ﬁ e que

96595 < 2.k.1 < 96.2. tog

48s96 < k < 96tgq obtemos 3 + % <k<3 +% (k=m)
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Obs.: N3o se diz que um circulo € um poligono com um numero ilimitado
(— infinito) de lados, expressao que era evitada por Euclides e
Arquimedes, uma vez que inclui a ideia de ilimitado. O procedimento aqui
adotado por Arguimedes é o de inscrever o circulo entre dois poligonos
com um numero finito de lados, efetuando refinamentos sucessivos pela
ampliacdo™ simultdnea do nimero de lados de cada um destas figuras.

Apolonio de Perga (~262 a ~190 aC) e as secdes cOnicas

“Conicas” (do grego cbnos - cone) (8 livros), a Unica obra de
Apol6nio que subsiste, sistematiza e generaliza os conhecimentos de seus
predecessores sobre as se¢des conicas. E um tratado de leitura dificil
tanto pela utilizagdo de métodos razidos da “algebra geomeétrica” como
pela forma puramente retérica da exposicao, isto €&, sem nenhum
simbolismo.

O estudo das secOes cbnicas, das cOnicas, na Grécia remonta ao
século IV AC. Menécmo, aluno de Eudoxo, contemporaneo de Platdo, as
teria descoberto nos seus estudos sobre a duplicacdao do cubo a partir do
trabalho de Hipdcrates vinculado o problema da procura de duas médias
proporcionais X, y, tais que

Alguns historiadores da matematica pensam que Menécmo sabia
que a secao de um cone de revolucao por um plano perpendicular a sua
geratriz fornecia curvas diferentes segundo o angulo do vértice do cone,
dado através da secao perpendicular passando pelo vértice, fosse agudo,
reto ou obtuso. A terminologia utilizada nesses casos foi:

secdo do cone de angulo agudo - elipse
secdo do cone de angulo reto - parabola

secdo do cone de angulo obtuso - hipérbole )

Matravés da duplicacdo

) “triada de Menécmo”
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Quanto ao conhecimento de Menécmo das propriedades destas
curvas nao existem documentos que o confirmem.

Apolbnio inovou gerando as trés secbes coOnicas ela intersecao de
uma superficie conica de revolucdo por um plano variavel. Assim, segundo
o encontro do plano secante com todas as geratrizes de uma mesma
porcdo da superficie, paralelo a uma das geratrizes ou encontra as duas
porcoes da superficie, se esta em presenca da elipse, da parabola ou da
hipérbole. Sua nova abordagem permite-lhe de construir as trés curvas
com a ajuda da técnica da aplicacdo de areas. Por extensdo, ele nomeia
parabola a curva obtida aplicando ao segmento de reta p dado um
retangulo de lado x e de area igual ao quadrado de lado y. Transcrita em
notacao algébrica, essa propriedade caracteristica se exprime pela
equacao y2=px.

Visualmente:

347

Se o retangulo de lado x e de area y2 tem uma base mais curta do
que o segmento de reta p dado de modo que deve ser completado por um
retangulo, a curva sera uma elipse. Transcrita em notacdo algébrica, essa
propriedade caracteristica se exprime pela equacao
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2 =x(p-t)

onde a é o diametro da elipse dado.

Visualmente:

—
N
o2
y:
e

o
SRl
HH_H*‘_““—-: .
&

7

g
NS

Do diagrama ao lado, P=(x,y)
€ determinado por:

T

!

L
y=xx"e X - B, Vo 2'
ada—X a f%
isto &, :
5 , , p@—x)
= X.X = .
y a
Dai,

E se a base do retangulo excede o segmento de reta dado p, a curva
construida sera uma hipérbole. Transcrita em notacdao algébrica, essa
propriedade se exprime pela equacgao:

y? =x(p+§)x,

onde a é o diametro da hipérbole dado.
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Visualmente:

s

N

BN
N

S

e

s

I "'\-\\\Ak\,‘\é
&

R

Exercicio:

1) Obtenha a equacdo acima da hipérbole, a partir do diagrama ao
lado.

2) Escreva na forma canOnica as equacdes acima da elipse e da
hipérbole.

Dos oitos livros que constituem o tratado, sete nos sao chegados. Apds a
definicio e a construcdao das trés coOnicas, Apolonio estuda suas

propriedades fundamentais (assintotas, tangentes, focos, diametros
conjugados, etc.).
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Adendo: A nocdao de transformacdo como operacao que consiste
em fazer corresponder a uma figura qualquer dada uma outra figura
segundo uma certa lei, nogdo esta estranha a geometria grega, germinou
no Quattrocento italiano, com a criacao dos métodos de desenho em
perspectiva (do latim perspicere que quer dizer ver através).(” Esses
métodos permitiam engendrar de maneira regrada formas a partir de
outras: um circulo dava uma elipse ou uma parabola ou hipérbole, por
exemplo. Foi a partir dai que Girard Desargues (francés - 1591 a 1661)
na sua obra “Esboco - projeto de uma esfera aos acontecimentos dos
encontros do cone com um plano” (1639) elaborou uma ferramenta
conceitual matematica que permitia “transportar” certas propriedades de
uma configuracao simples inicial (o circulo) a uma configuragdo mais
complexa (obtida) (uma cbnica). Ele criou o “*método das transformagdes”
gue consistia em demonstrar uma propriedade sobre uma configuragao
complexa - uma coOnica - demonstrando-a inicialmente sobre uma
configuragdo simples - o circulo, e transportando-o do circulo a conica por
perspectiva ou, matematicamente falando, por projecao. Estas ideias se
perderdao no curso do século XVIII ao mesmo tempo que se perdera
também a pratica da geometria classica: elas foram suplantadas por
Descartes e sua “geometria das coordenadas”,’”™ e pelos métodos
infinitesimais que eclodem no século XVII e culminam com o Calculo
Infinitesimal. Sera necessario esperar o final do século XVIII para que a
geometria arguesiana encontre interesse nos matematicos, pela criacdo
da Geometria Descritiva de Gaspard Monge (francés - 1746 a 1818) e
pela obra de Lazare Carnot (francés - 1796 a 1832) “Da correlagao das
figuras em geometria” (1801).

) Na Idade Média perspectiva (em latim) designava a ciéncia dtica (optiqué em grego
quer dizer visao).

") Descartes com sua “geometria das coordenadas” e Desargues com sua “geometria
projetiva” vao pretender unificar e simplificar os métodos matematicos. Um através das
virtudes da algebra, o outro através da poténcia da geometria.
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Em 1822, pelo seu “Tratado das propriedades projetivas das
figuras”, Jean-Victor Poncelet (francés - 1788 a 1867) reintroduziu na
geometria o “método das transformacdes” tal como imaginou Desargues,
fazendo uma sintese das contribuicbes de outros matematicos para a
entdo chamada Geometria Projetiva. Esta sintese de Poncelet suscitou
uma grande quantidade de trabalhos, tanto na Franca quanto na
Alemanha, como por exemplo, através de Michel Charles (francés - 1793
a 1880) com estudo sistematico da dependéncia entre as formas
geométricas, e da obra “Geometria da posicdo””) (1847) de Karl von
Staudt (alemao - 1798 a 1867) que reconstrdi sobre uma base axiomatica
isenta de qualquer métrica os trabalhos de Carnot.

A partir dai, as transformacgdes, nos decénios 1860-1880, serdo
utilizados nao somente para construir figuras ou para descobrir e
estabelecer suas propriedades. Elas terao um papel especial:

o has reconstrucdes da geometria que acompanhardao as reflexdes
sobre a origem dos axiomas suscitadas pela difusao das “geometrias
ndo-euclidianas”,

o na caracterizagdo e na subordinagcdao das varias geometrias,
colocando em evidéncia suas ligages internas.

Através da nocao de grupo de transformacdes, Klein vai estabelecer

relagdes entre as diversas geometrias:

— seriando e classificando os diferentes tipos de propriedades
geométricas (projetivas, métricas, etc.),

- extraindo a identidade estrutural das geometrias em aparéncia
estranhas uma as outras para integra-las,

- refundando a geometria euclidiana, pela nocao de movimento e o
papel fundamental da translagao e da rotagao.

) por “geometria de posicdo”, se exprime que o objeto é de estabelecer as propriedades
concernentes as posicles relativas entre os diferentes elementos de uma figura, por
exemplo: pertinéncia de um ponto a um objeto: reta, tridngulo ou seu interior,
alinhamento, contato (2 problemas de tangéncia).

") Expressdo cunhada por Gauss em 1813 para caracterizar as geometrias de Bolyai e
Nicolai Lobatchevski (russo - 1792 a 1856).
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O programa de Klein opera um deslocamento do interesse dado as
transformacdes geométricas do instrumental para o estrutural que tera
como efeito liberar a geometria de suas bases empiricas, de eliminar o
intuitivo dos raciocinios e de liberar também os resultados produzidos da
adequacdo a um certo tipo de experimental ou de observavel como modo
final de validacgao.

Nota: A Geometria Projetiva — uma breve introducao

Para os filésofos gregos, o infinito ndo existia verdadeiramente. Ele
era considerado como potencial, acessivel em “poténcia”. Neste contexto,
a geometria euclidiana reconheceu e integrou o infinito potencial, mas
sem se arriscar no infinito “atual”.

Um objeto elementar da geometria de Euclides, uma "“linha reta”,
ilustra as contradicdes que pode trazer a utilizagao do infinito. Isto que
hoje se chama “reta”, ele define como a extensdao “mais econbémica” de
um ponto a outro, que corresponde a nogao de “segmento de reta”. Além
disso, estabelece que essa linha é prolongavel o quanto for preciso para
as necessidades de uma construgao ou de uma demonstragao. Assim, a
linha reta da geometria euclidiana, é finita, mas € prolongavel a vontade,
ou seja, ela ndao é concebida de inicio, como infinitamente extensa.

A partir dai, se iniciou um longo debate sobre o chamado quinto
postulado que aparece no Livro I dos Elementos. Este postulado enuncia
que se uma secante encontra duas outras retas fazendo angulos internos
situados de um mesmo lado da secante tais que sua soma € inferior a dois
angulos retos, as duas retas prolongadas indefinidamente (quer dizer o
guanto for necessario) se encontram do lado onde estao os angulos de
soma inferior a dois angulos retos. Um enunciado equivalente a este, dado
por Playfair, diz que no plano, por um ponto exterior a uma reta dada,
passa uma e s6 uma paralela a essa reta (rever pag. 268). As primeiras
tentativas de demonstracao deste enunciado repousavam sobre o
prolongamento indefinido das retas, isto €&, seu prolongamento
potencialmente infinito com conservacao de alinhamento. Sabe-se que
essas tentativas foram vas, pois o quinto postulado ndo pode ser
demonstrado a partir dos outros postulados, dos axiomas e das
proposicoes dos Elementos. A historia das paralelas, comegada com este
postulado, conduziu a criacdo de trés tipos de geometria. Uma dita
euclidiana, admite este postulado como um axioma da teoria. As duas
outras, ditas ndo-euclidianas, e concebidas no final do século XIX, pdem
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como axioma uma das duas formas que pode ter a negacao do postulado
das paralelas. A geometria hiperbdlica tem por principio que por um ponto
passa mais de uma paralela a uma reta dada (e, por consequéncia, se
demonstra que passam uma infinidade). A geometria eliptica postula que
por tal ponto ndo passa nenhuma paralela a uma reta dada. O que pouco
se sabe, é que a emergéncia das geometrias nao-euclidianas so se tornou
possivel apos esta da geometria projetiva, que iria servir de quadro geral
aos trés modelos de geometria, e que esta geometria projetiva nasceu no
século XVII, da conjuncao da ciéncia da perspectiva e da teoria das
cOnicas de Apolonio.

A ciéncia da perspectiva

Quando se estd em uma longa estrada em linha reta, suas
margens sao assumidas paralelas, mas a visao diz que elas concorrem em
um “ponto muito longe”, um “ponto no infinito”, chamado “ponto de fuga”.
No “ponto de fuga” seus bordos, duas retas, estao se intersectando. Se
existe uma outra estrada cruzando a primeira, ao se olhar em linha reta
na direcdo desta outra, vé-se o mesmo fenOmeno com outro “ponto de
fuga”. Este fenOmeno captado pelos pintores do Renascimento italiano
marca a compreensao para se representar a terceira dimensao no plano.
Um momento crucial e fundador desta questao foi a invencao da
perspectiva linear, central ou conica (os dois ultimos nomes dados pelos
matematicos). A perspectiva central consiste em projetar sobre o plano do
quadro os raios retilineos (e imaginarios) que vdo do objeto a se
representar até o olho, suposto pontual, do pintor. Assim, considerando o
olho como o centro dessa projecao, todos os raios luminosos passando por
ele e provenientes dos pontos situados sobre o contorno do objeto
formam entdao um cone com o vértice sendo esse vértice. Feito isso, pela
definicdo de um ponto de concorréncia de retas, na realidade paralelas, os
artistas italianos!™) deram o primeiro exemplo de representacdo visual de
um infinito atual: o “ponto de fuga” aparece no quadro, um ponto na
realidade situado no infinito, 12 onde as retas paralelas “se encontram”.
Deve-se, entretanto, ressaltar que esses artistas nao tinham por projeto
de colocar em evidéncia a possibilidade geométrica de pensar esse infinito
atual, ou que eles tenham tido uma consciéncia de ter participado de sua
invencao.

) Dois nomes aparecem, em destaque, como tedricos da perspectiva linear: Leon
Battista Alberti (1404 a 1472) e Filippo Brunelleschi (1377 a 1446)
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Geometricamente, o principio da perspectiva central pode ser
entendido pela figura a seguir:

O — centro de projecdo
F — ponto de fuga
A /?W’(’-C’d?*m e ”’/ o N — ponto do Plano Neutro ndo

| i . e A .
/ tem imagem a uma distancia

finita no quadro

H — projecao de F

A ;
g [ ¥ .
U L1 cW B S g L V2 Ry

i
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"U%;ﬁf el :,,

Ayt
I

APy eseen
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A Geometria Projetiva é, entdao, o dominio da Geometria que

modela as nocgdes intuitivas de perspectiva e de horizonte. Ela
essencialmente estuda as propriedades das figuras que ficam invariantes

por projecao (ou perspectiva central). Ignorando dngulos e comprimentos,

seus teoremas fundadores sdao de colinearidade de pontos e de

concorréncia de retas. Assim, contrariamente a Geometria Euclidiana, a

Geometria Projetiva é uma geometria ndo métrica em que o paralelismo

nao tem nenhuma relevancia.
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Esses teoremas aparecem pela primeira vez na matematica grega,

através de dois matematicos:

Menelau de Alexandria (~70 a ~130 d.C.)

Com ele se inicia a “teoria das transversais” (= retas intersectando dois
lados de um triangulo). Na sua obra que trata da geometria na esfera e de
suas aplicagcbes a astronomia, denominada “Esférica”, ele apresenta a
versao plana de um teorema que é chamado “Teorema de Menelau”:

"Trés pontos P, Q e R situados sobre as retas suportes dos lados BC, AC e

AB (respectivamente) de um tridngulo ABC, distintos dos vértices, estao

alinhados se, e somente se,
PBxQC X RA=PCxQAXRB.”

Demonstracao: Pelo Teorema de Tales, aplicado aos tridangulos RBP e

. PB RB C RA’ ,
AA'C, tem-se, respectivamente: — = 2 _ Se deduz dal,

= e =—,
PC  RA’ QA  RA

PB. QA

PCXxRB QCxXRA RA''

0 que equivale a PB x QC x RA = PC x QA X RB.

Exercicio: Faca a demonstracao da reciproca deste teorema.

Nota: O Teorema de Tales aparece como um caso limite do Teorema de
Menelau. Fazendo o ponto P, permanecendo sobre a reta BC, tender para

o infinito deslizando no sentido de B para C, no limite, a reta RQ sera

. . e . PB .
paralela a reta BC e P sera um “ponto no infinito”. A relacao bC tendera
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para 1, e a igualdade PB x QC x RA = PC x QA X RB se tornara a relacao de

RA A .
Tales RE % . Deste ponto de vista, o Teorema de Menelau e o Teorema

de Tales se deduzem um do outro.

Papo de Alexandria (século IV d.C.)
Na sua obra “Colecdo” (Matematica) (em grego “Sinagoge”) (~340)
aparece o que é considerado o segundo teorema seminal da Geometria

Projetiva:

Teorema de Papo (Proposicao 139 do Livro VII): “Sobre duas retas r e
r’, colocar respectivamente e nessa ordem, os pontos A, B, C e os pontos
A’, B’, C'. Tracar os segmentos AB’ e AC’, BA’ e BC’, CA’ e CB’. Os trés
pares de intersecdes AB'NA'B, AC'NA'C e BC'nB'C sdo incidentes a

uma terceira reta.”

Natureza projetiva desta proposicao: é um teorema de pura
incidéncia, com nenhuma medida de angulo ou de comprimento, como

alids o é o Teorema de Menelau.

Pelo fato destes teoremas serem provados usando-se métodos
euclidianos, eles foram adicionados as proposicoes da Geometria
Euclidiana. E claro, entretanto, que estes teoremas concernem somente as
incidéncias de pontos e as intersecdes de retas, que sdo caracteristicas

bem diferentes das tipicas proposicoes da Geometria Plana.
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Dois matematicos serdao fundamentais para a criacao e a formaliza-

cao da Geometria Projetiva: Desargues e Poncelet.

Desargues funda a Geometria Projetiva ao passar a representagao
empirica do real dos pintores renascentistas dada, pelos sentidos,
através da Perspectiva, para uma elaboracdao de novos conceitos e

espacos matematicos.

Poncelet retoma os principios matematicos introduzidos por

Desargues, sistematizando-os.
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Girard Desargues (francés - 1591 a 1661)

Quase na metade do século XVII, na Franca, acontece uma

revolucdo no campo conceitual da geometria. Desargues, um gebmetra

francés, vai teorizar isso que todo artista praticante da perspectiva central
viu sem se dar conta: ele identifica a concorréncia de retas ou de planos

ao paralelismo destes objetos geométricos. Em outros termos, o

paralelismo é a concorréncia no infinito. Assim, por exemplo, as retas
paralelas sao retas que se “encontram” em um ponto situado no infinito. A

partir dai, ele introduz um ponto novo em cada reta, o ponto no infinito,

afim de fazer a correspondéncia entre os sistemas de retas paralelas e os
de retas concorrentes, ou seja, retas concorrentes tém a mesma natureza
que retas paralelas, salvo que o ponto de intersecdo das retas paralelas é
no infinito. Esta ideia Desargues a declina na sua obra “Esbogo-projeto de
uma espera aos acontecimentos dos encontros do cone com um plano”
(1639). Ela rompe com a concepgao finitista, herdada dos gregos, que se

fazia da linha reta, da superficie ou figura plana, ou do sdlido.
Essencialmente, como Desargues pensou as conicas?

Sejam os raios visuais que ligam o olho aos pontos de um circulo.
Estes raios formam um cone de base circular cujo vértice é o olho. Como
toda secao do cone por um plano produz uma conica, Desargues vai

concluir que uma cbnica pode ser vista como uma perspectiva do circulo.

A partir dai, ele percebeu que as cobnicas deviam possuir certas
propriedades em comum que igualmente pertencem ao circulo. Logo, seria
suficiente, para as descobrir, de procurar entre as propriedades do circulo

estas que se conservam por perspectiva.
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Compreensao visual para a elipse

O “Esboco-projeto” foi redigido no estilo hipotético-dedutivo dos

Elementos de Euclides. Este texto seminal da Geometria Projetiva se

organiza da seguinte maneira:

Um conjunto de definicdes de termos matematicos identificados de
um modo geral através de nomes botanicos. Esta caracteristica, que
dificultava enormemente a leitura do texto, se inscreve na estética

barroca que expressava a agitacdo da vida através de metaforas

vegetais. Ela vai testemunhar também a vontade de Desargues de
renovar o vocabulario matematico afim de evitar a confusdo e a
ambiguidade inerentes com a utilizacao dos termos da linguagem

corrente.
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Exemplos:
rolo — sdlido cilindrico ou conico

plano de corte do rolo — plano que corta um rolo, e ndo é a base

falta - elipse

igualacdo - parabola

excesso - hipérbole

marco - vértice de um quadrilatero

reta-marco - reta que passa por dois dos vértices

objetivo de uma ordenacao de retas - ponto de intersegcao de um feixe de
retas

tronco - reta

nds - pontos em uma reta, nos quais passam outras retas

ramo - cada uma dessas retas acima

arvore - reta na qual estao trés pares de pontos A,A’; B,B’ e C,C’ tais que
0OA x OA’ = OB x OB’ = 0C x OC'

cepo - 0 ponto O, comum aos seis segmentos
galhos - os segmentos OA, OA', OB, OB’, OC, OC’

imposicao de nome - definigcao

ponto quente - foco

Além disso, novos aspectos relativos aos objetos geométricos
foram introduzidos por Desargues na sua teoria.

Exemplos:
reta — um circulo de raio infinito

cilindro de base circular - um cone de vértice no infinito (o que explica
gue uma secao do cilindro por um plano produz também conicas)

e A introducdo e o estudo da involucdo de trés pares de pontos de
uma reta. Nessa parte figura a demonstracdgo do Teorema da
Ramagem (ramagem - feixe de seis retas passando por seis pontos
em involugcdo) que estabelece que a involugao é uma propriedade
projetiva, isto €, que se conserva por projecao conica.
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Definicdao de involucao: Trés pares de pontos B,H; C,G e D,F estdo em

involucao se existe em ponto A tal que

AC.AG=AD.AF=AB.AH

cepo ;centro de involucao

Caso 1: B D G A H F C

O centro de involugdo estd entre os pontos de cada par e, neste caso, os

pares estao misturados.

A G D B H F C

Caso 2:

O centro de involugdo esta fora e entdo, os pares ndo estao misturados.

Os pontos C,G; D,F e B,H sao chamados pontos conjugados. O conjugado

de A é o ponto no infinito.

Desargues mostra que se pode também exprimir a involugdo sem a
intervencao do ponto A. De AC.AG=AD.AF, tem-se AG:AF=AD:AC e dai
AG:AF=GD:CF. Por outro lado, como AF:AC=AG:AD, AF:AC=GF:CD. Logo,
com AG:AF=GD:CF e AF:AC=GF:CD, AG:AC=(GD:CF).(GF:CD). Dai,
AG:AC=(GD.GF):(CF.CD). Desta igualdade e da igualdade semelhante
obtida considerando o par B e H de pontos conjugados se tira a relagao
entre oito segmentos: (GB.GH):(CB.CH)=(GD.GF):(CF.CD)®™ ou uma das

outras relagdes obtidas pela permutagao dos pares:
(FC.FG):(DC.DG)=(FB.FH):(DB.DH)

(FC.FG):(DC.DG)=(FB.FH):(DB.DH)

) Caracterizando que os trés pares de pontos Be H, Ce G, e D e F estdo em involugdo.
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Teorema de Ramagem ou a involucao é conservada por projecao
(versao simplicada)

Desargues utiliza o Teorema de Menelau para provar que se dois pares de

pontos B e H, e C e G estao em involugao e eles sao projetados por P nos

pontos b e h, e c e pertencentes a outra reta, entdao o segundo conjunto

de dois pares de pontos também estao em involugdo.

P

b C g\ N

e A involugdo e as cbnicas

A partir da nocao da involucao, Desargues vai demonstrar o
teorema fundamental de sua obra. Para enuncia-lo precisa-se inicialmente

definir o conceito de gquadrildtero completo. Sejam B, C, D, E quatro

pontos no plano, trés a trés nao alinhados. Eles determinam seis maneiras
possiveis de serem ligados por segmentos de reta; esses segmentos sdo
os seis lados do quadrilatero completo. Os lados opostos deste
guadrilatero sdo dois lados que ndo tem um dos quatro pontos em

comum.

E B

Por exemplo, CD e BE sao lados opostos, como o sao BD e CE.
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O chamado “"Teorema de Desargues sobre a involucao” (onde

Desargues utiliza a involugao para o estudo das cdnicas)

(versao simplificada)

Considere uma transversal PM que corta o quadrilatero completo
nos pares P,Q; I,K e G,H; e o circulo no par L,M. Entdo, L,M; P,Q e I,K

estdao em involugao, assim como L,M; P,Q e G,H.

Esta propriedade verdadeira no circulo se transporta para as
cOnicas por projecao, pelo Teorema de Ramagem. Primeiro, suponha a
figura inteira acima projetada de algum ponto fora do plano da figura.
Uma secao é feita nesta projecao. O circulo se tornard uma coOnica nesta
secao e o quadrildtero completo no circulo se transformara em
quadrilatero completo na cénica. Além disso, como uma projecao conserva
a propriedade de um conjunto de pontos de estarem em involucao, se um
quadrilatero completo estd inscrito em uma cbnica, qualquer reta ndo
passando por um vértice intersecta a cbOnica e os pares de pontos dos
lados opostos do quadrilatero completo que caracterizarao quatro pares

de pontos de involugao.
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Assim, Desargues, em seu texto, é criador por varios motivos:

ele vé que a elipse, a hipérbole e a parabola, perspectivas do
circulo, participam do circulo quanto as propriedades que as
projecoes (ou perspectivas) conservam;
ele matematiza a deformagao de uma configuragao:

— introduzindo a correspondéncia entre os pontos de dois

planos. Correspondéncia hoje chamada projecdo conica;

— tratando da mesma maneira os feixes de retas paralelas e os
feixes de retas concorrentes, pela introdugao da nocao de

ponto no infinito, tratando da mesma maneira cones e

cilindros (vértices no infinito);

ele cria um novo modo demonstrativo qualificado de “demonstragao

pelo relevo”, quer dizer pela perspectiva, utilizando consideracoes

de geometria espacial para estabelecer propriedades de geometria

plana, o que esta em ruptura com a tradicao euclidiana;

ele cria o "método das transformagdes” que consiste, como ja se
disse acima, em demonstrar uma propriedade sobre uma
configuracdo complexa — uma conica qualquer - demonstrando-a de
inicio sobre uma configuragcao simples - o circulo — e transportando-

a do circulo para a cOnica pela perspectiva ou projecdo.

Dois fatos importantes resumem o pensamento de Desargues:

os principios dos quais sairam as técnicas do desenho em
perspectiva, permitem ndo somente de engendrar uma forma a

partir de outra, mas igualmente de transportar certas propriedades

da configuragao a essa obtida;
toda conica podendo, por esses principios, ser obtida a partir de um
circulo, possuird todas as propriedades do circulo que se

conservarao pela projecdo conica.
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As ideias de Desargues serao reintroduzidas por Poncelet e serao a
base de seu “Tratado das propriedades projetivas das figuras” que fundara

a geometria sintética moderna e a Geometria Projetiva.

Nota: Um teorema importante de Desargues (tradicionalmente chamado

de “Teorema de Desargues”) que sera a base da teoria da homologia de

Poncelet, ndao apareceu no “Esbogo-projeto”; ele foi publicado em 1648

por um amigo seu, Abraham Mosse (francés - ~1602 a 1676):

"Se dois triangulos ABC e A’‘B’'C’, em um mesmo plano, tém seus vértices
correspondentes colocados sobre retas AA’, BB’ e CC’ concorrentes em um
mesmo ponto S (perspectividade por um ponto), seus lados AB,A'B’;
BC,B’C’ e AC,A’C’ se encontram, dois a dois, em trés pontos situados em

uma mesma reta s (perspectividade por um eixo), e reciprocamente.”

Demonstracao (“pelo relevo” com uma perspectiva de centro O, a

maneira de Desargues):

Nesta demonstragdao, Desargues transgride uma das regras de
Euclides que é demonstrar uma propriedade da geometria plana somente
no quadro da geometria plana. Ele pode ser considerado, por isso, como o

inventor do método das transformacdes permitindo demonstracdoes por
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transferéncia de propriedades. Ele utiliza o espaco para a visualizagao de

um problema plano.

Este resultado por sua vez € uma generalizacdo da seguinte
propriedade dos triangulos homotéticos desenhados no plano horizontal

(plano geometral) da figura na folha:

“Se ABC e A’B’C’ sao dois triangulos no plano (afim), sem vértices comuns
e tais que AB//A’B’, CB//C'B' e AC//A’C’, entao as retas AA’, BB’ e CC’ sao
concorrentes. Reciprocamente, se AB//A'B’, CB//C'B’ e AA’, BB’, CC’ sao
paralelas ou concorrentes, entao AC//A’C’.” Vista em perspectiva central a
partir do ponto O, esta configuracdo da no plano vertical (plano do
quadro) a seguinte configuracdo: as trés paralelas se traduzem por um

alinhamento dos trés “pontos de fuga” sobre a “linha de horizonte” s.
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