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GABARITO

PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. (2 pts) Lembre que um intéiro n € Z é dito irredutivel se toda
vez que n é escrito como n = a - b, a,b € Z, logo a ou b sdo invertiveis em Z (isto
é igualis a 1 ou —1). Prove que se um intéiro irredutivel n divide um produto de
intéiros ay - as - - - ay, logo n divide pelo menos um dos a;’s.

Solugao: Escrevemos aj - as---a, = p-b. Pelo teorema fundamental da arit-
metica, todo intéiro possui uma fatoracao em irredutiveis, que é unica a menos de
permutagao. Logo a fatoragao do produto a; - as---a, é obtida juntando as fa-
toragoes de cada um dos a;’s. Tal fatoracao deve ser a mesma fatoracao do intéiro
p- b, onde aparece com certeza p como fator. Logo p aparece como fator em alguma
das fatoragoes dos a;’s, i.e. p divide pelo menos um dos a;’s.

Exercicio 2. (3 pts) Considere os seguintes polinémios em Q[x]:
f@)y=z*+1 e g(x)=22>-2

(i) Encontre o MDC(f, g) € Q[z] usando o algoritmo euclidiano e ache polinémios
a(z) e B(x) em Q[z] de forma que a seguinte identidade de Bézout seja satisfeita:

a(z) - f(z) + B(x) - g(z) = MDC(, g).
(ii) Seja p um primo impar e considere f(z) e g(x) como polinémios no anel
Zy[z]. Encontre o MDC(f, g) € Z,[x].

Solugao: (i) Vamos implementar o algoritmo euclidiano. Fazendo as divisoes,
obtemos:

(0.1) f(x) =g(x) - qo(x) + ro(x), onde qo(z) == -z e ro(x) =2+ 1,

N | =

(0.2)  g(z) =ro(2) - q1(x) + ri(z), onde qi(zx) =22° =22 +2 e ri(z) = —4,

(0.3) ro(x) = ri(z) - g2(x) + ro(x), onde go(x) = —i -ro(z) e ro(x) =0.

Como o tltimo resto ndo nulo é r1(x) = —4, logo o MDC(f, g) = 1.
Para encontrar a identidade de Bézout, escrevemos:

ri(z) = g(x) = ro(z) - q1(x) = g(z) = (f(2) = g(2) - go(z)) - g1 () =
= —qu() - f(z) + (1 = go(z) - q1(2)) - 9(x).

Logo temos

1 1 .
MDC(f.g) = —+ () = B ) (—4 T qo(x)4q1(x)) gla).
Portanto os polinémios a(z) e f(x) em Q[z] procurados sao:
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(ii) Seja p um primo impar. Como 2 # 0 mod(p) e 4 Z 0 mod(p), logo as equagoes
(0.1), (0.2) e (0.3) ainda sao validas, onde 1/2 e 1/4 denotam os inversos de 2 e 4
em Z,. O tultimo resto ndo nulo é mais uma vez r1(z) = —4 e 0o MDC(f,g) = 1.

Exercicio 3. (3 pts) (i) Diga para quais valores de a € Z o seguinte polinémio
em Z[z] é irredutivel sobre os racionais:

f(x) = 502" — Taz* + 14a2? + 28
(ii) Diga se os seguintes polinémios em Zs|[x] sdo irredutivel sobre Zsy
fl@)=2"+2°+2*+1
gx)=at + 23 +2* +x+1

Solugao: (i) Pelo teorema de Gauss, para provarmos que f(z) é irredutivel sobre
Q, basta provar que ele é irredutivel sobre Z. Para isso vamos aplicar o critério
de Eisenstein. Temos que 7 nao divide o coeficiente do termo lider do polinémio
e divide todos os demais coeficientes de f. Além disso, 72 nao divide o termo
constante de f. Logo pelo critério de Eisenstein, f ¢é irredutivel para todo a € Z.

(ii) Temos que f possui a raiz x = 1 sobre Zs, logo pelo teorem de Ruffini o
polinémio f é divisivel por  — 1 sobre Z,. Em particular, f(z) néo é irredutivel
sobre Zs.

Note que g(z) ndo possui raizes sobre Zs. Porém isto ndo garante que g(z) seja
irredutivel sobre Zy, mas somente que g(z) nao tem fatores lineares (pelo teorema
de Ruffini). Portanto, sabemos que se g(x) fatora, logo é produto de dois polinémios
de Zs[x] de grau 2. Vamos entdo ver se é possivel escrever

st a3+ 2 o+ 1 = (ax? + bz + ¢)(dx? + ex + f), com a,b,c,d,e, f € Zy.

Tomando os termos de grau quatro e zero, obtemos ad = 1 e ¢f = 1. Como os
coeficientes estao em Zs, isto implica que a = d = ¢ = f = 1. Tomando os termos
de grau dois, obtemos af +be +cd = 1, isto é 1 +be + 1 = 1, isto é be = 1, que
implica também b = e = 1. Logo a fatoracao seria

ettt e+ 1l= (2 +2+1)2

que é uma contradido pois o polinémio a direita é igual a 2* + 2% + 1.

Exercicio 4. (2 pts) Responda as seguintes perguntas:

(i) Quais sdo os polinémios irredutiveis sobre C? E sobre R?

(i) Qual é o enunciado do teorema de Gauss?

(iii) Prove ou disprove a seguinte afirmacao, i.e. prove caso a afirmagio seja
verdadeira, ou encontre um contra-exemplo caso afirmagao seja falsa:

Seja f(x) € Z[x] e seja p um primo. Se a redu¢do médulo p de f(z) é redutivel
sobre Zy, logo f(x) é redutivel sobre Z.

Solugao: (i) Os tnicos polinémios irredutiveis sobre C sdo os polinémios de
grau 1. Os polinémios irredutiveis sobre R sao aqueles de grau 1 e aqueles de grau
2 com invariante A negativo.

(ii) Teorema de Gauss: se um polinémio em Z[z] é produto de dois polinémios
com coeficientes racionais, logo ele é produto de dois polinémios com coeficientes
intéiros com 0s mesmos graus.

(iii) A afirmagao é falsa: Por exemplo tome o polinémio f(z) = 2P + p. Pelo
critério de Eisenstein, f(z) é irredutivel sobre Z. Porem a reducdo médulo p de
f(x) é aP, que é claramente um polinémio redutivel.



