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PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. Considere o grupo G = (R?, +).
(i) Prove que o conjunto

H={(z,5z) ;2 e R} C G

é um subgrupo normal de G.
(ii) Prove que G/H é isomorfo ao grupo (R, +).

Solugao: (i) Claramente H é subgrupo de G pois e néo vazio e vale a rela¢ao
(z,5z) — (y,5y) = (x —y,5(x —y)) € H. Além disso, H é normal em G pois G é
abeliano.

(ii) Considere o homorfismo G — (R, +) que envia (z,y) em y — 5z. Tal homo-
morfismo é surjetivo com nucleo H, logo pelo teorema de homomorfismo temos que
G/H é isomorfo a (R, +).

Exercicio 2. Seja G um grupo de ordem p?q?, com p e g primos tais que p < q.
(i) Prove que se G nao possui um ¢-Sylow normal, entao G' tem ordem 36.
(ii) Prove que G possui um subgrupo normal de ordem diferente de 1 e p?¢?.

Solugao:

(i) Se ng # 1, logo como n, divide p?, deve ser ou n, = p ou ny = p?. Se n, = p,
logo como n; = Imodg temos que g divide p — 1, o que é absurdo pois p < gq.
Portanto n, = p*.

Mas n, = 1modg, entao p? = Imodg, ou seja p?> — 1 = gh para algum intéiro h.
Isto implica que ¢ divide o produto (p — 1)(p + 1), e, como ¢ é primo, ¢ divide um
dos fatores p — 1 ou p+ 1. Sendo p < ¢, deve ser que ¢ divide p + 1, e obtemos
assim p < ¢ < p+ 1. A tunica possibilidade é ¢ = p+ 1 e um entre p e g é par e
primo. Portanto segue que p =2 e g = 3, i.e. |G| = 36.

(ii) Por quanto visto em (i), ou G possui um subgrupo normal de ordem diferente
de 1 e p?q?, ou |G| = 36. No segundo caso, temos nz = 4. Sejam Hy, Hy, H3, Hy
os 3-Sylows e identifique o grupo simetrico S* como o grupo das permutacdes de
{H,, Hy, H3, H,}. Considere o homomorfismo ¢: G — S?* tal que p(g) é a per-
mutagao que envia H; em HY. Como |G| = 36 e |S*| = 24 temos que |Kerp| # 1.
Além disso, temos Kerp # G, pois os 3-Sylow ndo sdo normais. Concluimos que
Kerg é um subgrupo normal de G de ordem diferente de 1 e p?q2.

Exercicio 3. Mostre que um grupo G possui um p-Sylow, para p primo, seguindo
o0s seguintes passos:
(i) se p ndo divide o indice de algum subgrupo préprio de G, logo o resultado
segue usando indugao;
(ii) se p divide o indice de todo subgrupo préprio de G, aplique a equagao das
classes para deduzir q que p divide a ordem do centro de G;
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(iii) na hypotesi de (ii), mostre que existe um subgrupo H de ordem p do centro
de G, e aplique a inducdo a G/H.

Solugao: Seja |G| = p™m, com p que nao divide m. Se p ndo divide o {ndice de
algum subgrupo préprio H de G, logo p" divide |H|, e por indugdo H possui um
p-Sylow, que é também um p-Sylow de G.

Se p divide o indice de todo subgrupo préprio de GG, a equagao das classes

6] = (@) +ZC‘(2')|

diz que p divide cada adendo do somatério. Como p divide |G|, deduzimos que p
divide |C(G)|.

Enfim, na hypotesi de (ii), existe pelo teorema de Cauchy um subgrupo H de
ordem p de C(G). Como H é contido no centro de G, segue que H é normal em
G, e podemos tomar o quociente G/H. Temos |G/H| = p"~!'m, e por indugio
existe um p-Sylow de G/H, i.e. um subgrupo S de G/H de ordem p"~!. Um tal
p-Sylow S é imagem de um subgrupo S’ de G contendo H via a proje¢ao candnica
m:G— G/H,ie. S=5'/H. Temos |S| = |5’|/|H]|, logo |S’| =|S|-p = p", entao
S’ é um p-Sylow de G.

Exercicio 4. Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.

(i) Mostre que um p-Sylow de H é sempre dado como intersecdo de um p-Sylow
de G com H.

(ii) Mostre que se H é normal em G, entao toda interse¢do de um p-Sylow de G
com H é um p-Sylow de H.

Solugao: (i) Se P’ é um p-Sylow de H, logo como P’ é um p-subgrupo de G, pelo
teorema de Sylow existe um p-Sylow P de G tal que P’ C P. Portanto P’ C PN H.
Mas P N H tem ordem uma poténcia de p, pois é subgrupo do p-Sylow P. Como
PN H é subgrupo de H, entao P = PN H pois P’ é um p-Sylow de H.

(ii) Suponha que P é um p-Sylow de G. Como existe um p-Sylow de H, logo
pelo (i) temos que existe um p-Sylow P’ de G tal que P’ N H é p-Sylow de H. Mas
pelo teorema de Sylow temos P’ = P9 para algum g em G. Como H é normal em
G, temos

HNP =HNP!=HINP!=(HNP)
Entao H N P tem cardinalidade de um p-Sylow de H e é conteudo em H, portanto
H NP éum p-Sylow de H.



