EQUACOES DIFERENCIAIS — VE1 — 30/04/2015
GABARITO

PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. (2 pts) Diga se a seguintes séries sdo condicionalmente conver-
gentes, absolutamente convergentes ou divergentes:

= (=1)"lnn = et n
St 2o (pre)
Solugao:

Temos

(—1)"Inn Inn < Vn - 2

n2—n+1 n2—n+1"n2-n+1 " /p3

De fato a tltima desigualdade é verdadeira se e somente se n? < 2n? — 2n + 2, isto
é se e somente se n? —2n+2 > 0, que é verdade pois n? —2n+2 = (n—1)2+1 > 0.
Como Z::S \/% converge (série armoénica de exponente maior do que 1), logo a

primeira série converge absolutamente.

Tome a sequéncia a,, := 1/n+e~". Note que a,, > 1/n, logo a terceira série ndo é
absolutamente convergente pelo critério de comparagao. Claramente a, > 0. Além
disso, a, > a,41 se e somente se 1/n+e~" > 1/(n+1)+e" "1, que é verdade pois
e "1 < e (de fato, e=™ é decrescente) e pois 1/(n+1) < 1/n (de fato 1/n é de-

crescente). Portanto a,, é decrescente. Enfim, lim a, = 0. Logo concluimos que,
n—-+4oo

pelo critério das séries alternadas, a segunda série é condicionalmente convergente.
Exercicio 2. (2.5 pts) Considere a série
“+o0
Z an,
n=0
onde

27" sen é par
Ay = 3 o
3" sen éimpar
(a) Diga se o critério da razao pode ser aplicado par dizer que a série é convergente
ou divergente.
(b) Diga se a série é convergente e, neste caso, calcule a sua soma.

Solugao: (a) Temos que

3—71—1 o 1 2\ ,
Ap41 - ?nl =3 (g) se n e par
- 2" 1 3\ 4 i
an —— =3-(3)" sen éimpar
Assim temos que, como lim (2/3)" = 0e lim (3/2)" = 400, segue que nao
n——+4oo n—-+oo

existe lim |2zt

e portanto o critério da razao nao pode ser aplicado.
n—-+oo
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(b) Temos
+oo —+o0 —+o0
E a, = § 2—2n + 3—1 E 3—271’
n=0 n=0 n=0

As duas ultimas séries sdo convergentes, pois (multiplos de) séries geometrias com
base respetivamente 1/4 e 1/9, portanto a série inicial converge. Temos

400 +o0o n +oo n
1 1 1 1 4 3 41
n = — 3_1 — — = — _ = —
;a Z<4) + HZO<9> [—1/a "31-1/9) 3 8 2

n=0

Exercicio 3. (3 pts) Considere a fungao

—+oo
x2n

fl@)=2 5

n=0

(a) Encontre o dominio de f(z).
(b) Mostre que, se f/(z) é a derivada de f(z), logo existe um polinémio p(z) tal
que f'(z) = p(x)f(x).

(c) Usando o série de Mac Laurin de e®, diga explicitamente que fungao é f(z).
Solugao: (a) Aplicamos o criterio da razdo:

x2n+2 9 9
i ZEEDL x _ _
im ————= lim ———=— lim =
notoo  E n—+o02(n + 1) 2 notoon 4+ 1

Logo a funcdo é definida em todo R. Alternativamente, se y := z2, temos que a
fungao é a série de poténcias
+oo
Y
fz) =

21!
n=0

cujo raio de convergéncia é

2n+1 1)
Re tim 2D o b 1) = 400

n—-+00 2np! n—+o00

e portanto a série é absolutamente convergente em todo R.

(b) Temos
+oo 2n—1 I 2n—1 too ontl too on
2nx x z x
1) — _ _ _ _
Fa)=3 e =2 9n—1(n — 1)l D2 Gt = 2 gy = (@),
n=1 n=1 n=0 n=0
logo o polinémio procurado é p(z) = x.
(¢) Como
~+o00 o
z I
e = Z n!

é claro que f(z) = e /2.

Exercicio 4. (2.5 pts) Considere a equagdo diferencial

2x2y"—|—x2y' + % —0

(i) Mostre que zp = 0 é um ponto singular regular da equagédo diferencial.
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(ii) Encontre pelo menos uma solugdo y(x) da equacao diferencial em torno do
ponto zg = 0, determinando pelo menos os primeiros trés termos diferentes de zero
da sua expansao em série de Mac Laurin.

Solugao: (i) O ponto x¢ = 0 é singular regular, pois o polinémio 222 se anula
sobre xq, e além disso os seguintes limites sao finitos:

: x? . , 1 1
ili%(f'w)‘o © ilﬁ%(“m)w

(ii) Vamos usar o método de Frobenius (em torno do ponto z¢ = 0). Procuramos
uma solugao do tipo

+oo +o00
y=a" g apr” = E anz"*", onde ag # 0.
n=0 n=0

Temos
+o0 too
y' = Z an(n+r)z" ™t e ¢ = Z an(n+r)(n+r—1)z" 2,
n=0 n=0
Substituindo na equacao obtemos
+oo +oo 400
Z 2a,(n+7r)(n+7r—1)2"" + Z an(n 4 r)z" T 4 Z a?"a:"” =0
n=0 n=0 n=0
logo
+o00 +oo 00
Z 2a,(n+7r)(n+r— 12" + Z an—1(n—147r)z"™*" + Z %x”” =0.
n=0 n=1 n=0

Tomando o termo de grau menor, temos 2aor(r — 1) + ap/2 = 0, logo a equagao
indicial é 1
27"(7'—1)4-5:0,

e a sua Unica solugdo é r = 1/2. Tomando os outros termos para r = 1/2, obtemos,

para n > 1:
20, (n+ - Ny B o
an(ntg){n—3 n-1|n =3 5 =
isto é
1-2n
ap = —5——an_1.
A2 +1 "7
Assim obtemos a1 = —ag/5, az = —3a1/17 = 3a0/85. Logo uma solugao é

1 3
=1— o+ —a2..
Y AT



