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Exercicio 1. Encontre o corpo de fatoragdo K sobre F' de f(z) € F[z] e calcule
o grau da extensao [K : F] para:

(i) flx) =2*-2e F=Q.

(i) f(x)=a2%—1e F =TFs.

Solugao: (i) As raizes de f(z) sdo v/2, iv/2, —v/2, —iv/2. Logo K = Q(v/2,1).
O polinémio 22 + 1 é irredutivel sobre Q pois nio possui raizes sobre Q e é de grau
2, logo [Q(i) : Q] = 2. Come v/2 é raiz de x* — 2, temos min(Q(i), v2) divide
4 — 2 e entdo [Q(v/2,i) : Q] = [Q(V/2,1) : Q(4)] - [Q(i) : Q] < 8. De outro lado,
note que v/2 & Q(i), sendo v2 = a + Bi, para a, 8 € Q, que leva a um absurdo
considerando potencias dos dois membros da equacdo. Logo Q(v/2,1) # Q(v/2), e
como min(Q, v2) = z* — 2 (por Eisenstein), portanto [Q(+/2,1) : Q] = [Q(V/2),1) :
Q(V2)- [Q(V2) : Q] > 8. Logo [ : Q] = [Q(2),1) : Q) = 8.

(i) Temos 2% — 1 = (2* + 1)(2* — 1) = (2* + 1)(2® + 1)(x — 1)(z + 1). Note
que 2 + 1 tem 2 como raiz sobre F5 logo 2° + 1 = (z + 2)(z + 3). Usando quanto
provado, temos também x4 + 1 = (22 + 2)(2% + 3). Os polinémios x2 +2 e 2% + 3
sao irredutiveis sobre F5 pois nao possuem raizes. Afinal obtemos

28— 1= (22 +2)(2® +3)(z +2)(z + 3)(z — 1)(z + 1)

Para encontrar o corpo de fatoragao de 28 — 1 tome K = F5[x]/(2? + 2). Sobre
K o polinémio z? + 2 fatora pois a = x + (22 + 2) é sua raiz. Note que 2« é raiz
de 22 + 3 pois (2a)? +3 = 4a% + 3 = 4(—2) + 3 = —5 = 0. Portanto K é o corpo
de fatoracio de 28 — 1 sobre F5 e [K : F5] = 2.

Exercicio 2. Calcule o grupo de Galois Gal(K/F) e diga se K/F é de Galois
ou normal nos seguintes casos:

() K = Q(v/2.1) ¢ F = Q;

(ii) K =F,(Yt) e F =F,(t), onde t é uma indeterminada.

Solugdo: (i) Temos que todo o € Gal(K/F) é determinado por o(v/2) e o(7).
Além disso, o(/2) é raiz de min(Q, v2) = 22 —2 e o(i) de min(Q, i) = 22+ 1, logo

o(V2) € {V2,-V2} e o(i) € {i, —i}.

Uma Q-base de Q(v/2,i) é {1,v/2,4,v/2i}. Temos quatro Q-autormorfismos de
Q(v/2,1) dados por

o1 = Zd, 0'2(611 + az\/i-l- agi =+ 04\/57;) = a1 — CLQ\/§+ agi — a4\/§i
03(a1 + az\/i + ast + a4\f2i) =a; + Clz\@ —agl — a4\[2i

os(ar + asV2 + azi + a4\@i) =ay —asV?2 — asi + asV/2i
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e Gal(Q(v/2,1)/Q) = {01,02,03,04}. Note que 03 = 02 = 07 = id, logo
Gal(Q(V2,1)/Q) = Z/2Z x 7./ 2.

Como [(Q(v/2,1) : Q] = 4, logo a extensdo é de Galois. Como Q(v/2,7) é o corpo
de fatoragdo de (2% — 2)(22 + 1), a extensdo é tambem normal.

(ii) Seja K = F,({/t) e F = F,(t). Temos que todo o € Gal(K/F) é determinado
por o({/t) e o(/t) é raiz de min(F, (1), {/t). Note que {/t é raiz de 2P —t, e temos
2P —t = (x — )P, logo o(¥/t) = ¥t. Segue que Gal(K/F) = {id}. Em particular
K/F nao é de Galois, pois [K : F] > 1. A extensdo K/F ¢é normal, pois K é o
corpo de fatoragao de xP — t sobre F.

Exercicio 3. Sejam p e ¢ naturais primos. Prove que o polinémio f(z) =
xP + 3x + 6 ¢é irredutivel sobre Q(,/q).

Solugao: O caso p = 2 é facil, pois neste caso o polinémio x2+3x+6 possui raizes
nao reais e portanto as raizes nao estdo em Q(,/q), logo o polinémio ¢ irredutivel
sobre Q(,/q)-

Suponha p # 2 e seja o uma raiz de f(x). Considere K := Q(\/q) e L := K(«).
Suponha que f(x) nao é irredutivel sobre K. Logo grau(min(K, a)) < grau(f(z) =
p e portanto [L : K] < p. De outro lado [K : Q] = 2, pois min(Q, \/q) = 2* — q.
Segue que [L : Q] = 2-[L : K|. Como f(z) é irreduivel sobre Q por Eisenstein,
temos [Q(a) : Q] = p. Como [L : Q] = [L : Q(a)][Q(ex) : Q], conlcuimos que p
divide 2 - [L : K], onde [L : K] < p, o que é absurdo pois p # 2.

Exercicio 4. Seja F' um corpo e seja K/F uma extensdo. Mostre que as
seguintes condigoes sao equivalentes:

(i) K é fecho algébrico de F;
(ii) K é o corpo de fatoracao do conjunto de todos os polindmios nao constantes
com coeficientes em F'.

Solugao: Suponha que K é fecho algébrico de F e seja S o conjunto de todos
os polinémios néo constantes em F[z]. Para f € S e para uma raiz o de f(x) (em
alguma extensao de F'), temos que «a é algébrico sobre F (logo sobre K) e entao
K(a)/K é algébrica. Como K ¢ algebricamente fechado, temos que K(a) = K,
ie. a € K. Provamos assim que f(x) possui todas as raizes sobre K, i.e. todo
f(z) € S fatora linearmente sobre K. Dado « € K, logo « é algébrico sobre F pois
K/F é algébrica. Logo « é raiz de min(F, ) € F[z]. Portanto K = F(X), onde X
é o conjunto de todas as raizes dos polindémios de S e entao K é corpo de fatoragao
de S sobre F'.

Viceversa, suponha que K é o corpo de fatoragdo do conjunto de todos os
polinémios néo constantes com coeficientes em F. Claramente K/F é algébrica.
Seja L/ K uma extensao algébrica de K. Vamos provar que L = K, e que portanto
K ¢ algebricamente fechado. De fato, se a € L, logo « é algébrico sobre K, e como
K/F é algébrica, obtemos que « é algébrico sobre F' também. Segue que « é zero
do polinémio min(F,«) € F[x] e portanto o € K, pois min(F,a) € F|x] fatora
linearmente sobre K.

Exercicio 5. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Usando o lema de
Zorn mostre que V possui uma base.
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Solugao: Podemos supor V # 0. Sia S o conjunto dos conjuntos linearmente
independentes de V', ordenado por inclusao. Claramente S é nao vazio. Dada uma

cadeia em S, digamos By C By C B3 C ---, temos que B := U;>1B; estd em S.
De fato, um subconjunto de vetores {v1,...,v,} C B é tal que é contido em algum
B,, e portanto vy, ..., v, sao linearmente independentes.

Pelo Lema de Zorn existe um elemento maximal M de S. Portanto M é um
conjunto linearmente independente. Vamos provar que M é uma base. Se de fato
M nao gera tudo V, existe v que nao é combinacao linear dos vetores de M. Mas
pela maximalidade de M temos que MU{v} é linearmente dependente, logo obtemos

cv+Zcivi=O

onde ¢,¢; € K e v; € M. Podemos assumir que ¢ # 0, pois M é um conjunto
linearmente independente. A equagao acima com c¢ # 0 fornece v como comb.
linear dos v; € M, contradigao.



