EQUACOES DIFERENCIAIS VR — 07/07/2015
GABARITO

PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. Diga se a seguinte série é divergente, convergente, convergente
absolutamente:

+o0 1
n;(_l) n - log(n) - log(log(n))

Solugao: Vamos ver se a série é abs. convergente, aplicando o critério da inte-

gral. Seja
1

T = Tog(e) - oglos(@)

Temos que f(x) é positiva para todo = > 3. Além disso:
) = log() - log(log()) + log(log(z)) + 1

a (zlog() - log(log(z))?

logo f'(z) < 0 para & > 3 e portanto a f(x) é decrescente em (3,+00). Vamos
calcular a integral impropria. Temos

+o00 1

im . 7 loa(r) Tog(log(@) dzr = lim log(log(log(z)))~log(log(log(3))) = +oo.

Portanto a série nao é absolutamente convergente. Considere
1

n - log(n) - log(log(n))

Como a,, é crescente, logo 1/a,, é decrescente. Como 1/a,, é também positiva e

Qp =

logo pelo critério das séries alternadas temos que a série dada é convergente.

Exercicio 2. Considere a equacao diferencial

22%y" — xy' 4+ (x + 1)y = 0.

(a) Mostre que & = 0 é ponto singular regular.

(b) Mostre que r = 1/2 ¢ raiz da equagao indicial em torno z = 0.

(c) Escreva em série de poténcias em torno de = 0 uma solugdo da equagao
diferencial que corresponde a raiz r = 1/2 da equagao indicial.

Solugao: (a) O dnico ponto singular é x = 0, e é facil ver que se trata de um
ponto regular.

(b) Escreve a sol¢ao e suas derivadas como

+o0 400 +o0
Y= Z anq;TJrn’ y/ = Z(r_kn)anerrnfl’ y// — Z(T-Fn)(?"-f—n—l)anx””*z.

n=0 n=0 n=0
1
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Substituendo na equagao temos:

(oo} oo
0=22%" —ay + (1 +2)y= Z 2a,(r +n)(r +n—1)z" " — Z(T +n)a,z" "
n=0 n=0

+o0 “+o0
+ E ananr'r + E an_lerrn
n=0 n=1

Temos 2aor(r —1) —rag+ao =0, e a,(2(r+n)(r+n—-1)—(r+n)+1)4+a,—1 =0
para n > 1. Logo a equacao indicial é 272 — 3r +1 e r = 1/2 é uma sua raiz
(¢) Encontramos uma solucao dada pela raiz indicial » = 1/2. Temos

. — Gp—1
= —
2r+n)2=3(r+n)+1
— — _ _O9n—1 — _ ag — a1 _ __ag
que para r = 1 fica a, = "En=T)" Temos a1 = —7%, a2 = —g% = 15%3 e em

geral a,, = (71)71% Portanto uma solucéo é dada por

“+o0 “+o0 n
_ r+n _ . 1/2 1 1" z )
4 nz::oa":” v < +;( P TS Ty
Exercicio 3. (2.5 pts) Cosidere a seguinte equagao diferencial:

Y +y=g(t)
y(0) =y'(0) =0

onde ¢(t) é uma fungao continua, tal que |g(t)| < €', Vt € R. Diga, justificando
cuidadosamente a sua resposta, se a solugao da equacao é dada pela férmula:

y= /0 sen(u) - g(t — u)du.

Solucgao: Sim, a solucao é do tipo indicado. De fato, aplicando a transformada
de Laplace, e pondo Y = L(y), temos:

1

s*Y —sy(0) =y (0) +Y = L(g(t)) = Y = 241

L(g(t)) = L(sent) - L(g(t))
onde L(g(t)) existe pois g(t) é uma fungao continua, tal que |g(t)| < e, Vt € R.
Portanto

y=L"YY)=L""(L(sent) - L(g(t))) = sent * g(t) = /0 sen(u) - g(t — u)du

Exercicio 4. Considere a matriz

1 1 1
A= 1 1 1
-2 -2 =2

(a) Calcule a exponencial de A.
(b) Encontre a solugéo do sistema de equagoes diferenciais z'(t) = A - x(¢) tal
0 .Tl(t)
que (1) = | 2 |, onde z(t) = | za(t

(t)
1 LL’g(t)
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Solugao: (a) Temos que A% = 0, logo a exponencial de A é dada por
1+t t t
eM=T4+At= |t 14+t ¢
-2t =2t =-2t+1
(¢) A solucao geral é dada por

1+1¢ t t
x(t)=ar- | t +ag- | t+1 | +az-| t
—2t —2t —2t+1
0 0 201 + as + a3
Impondo que (1) = | 2 | obtemos | 2 | = | a1 +2a2+ a3 resolvendo o
1 1 —2a1 — 200 — a3
sistema encontramos a; = 3, ag =5 e ag = —11, logo a solugao procurada é
—3t+3
—-3t+5

6t — 11



