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PROFESSOR MARCO

Exercicio 1. (2pts) Diga se a seguinte série é divergente, convergente, ou abso-

lutamente convergente
+oo 1 2
n=1 n

Solugao: Vamos usar a estimativa logn < n. Temos

logn = log(¥/n)* = 4logV/n < 4¢/n

logn \ * In 2_ Vvn 16
() <(4n> 1Y)

n n3/2
e portanto a série é absolutamente convergente pois confrontamos com a série ar-
monica de exponente 3/2, que é convergente.

e portanto

Exercicio 2. (3 pts) Considere a equacao diferencial
22%y" —xy' 4+ (x + 1)y = 0.
(a) Mostre que 2 = 0 é ponto singular regular.
(b) Mostre que r = 1 é raiz da equagao indicial em torno x = 0.
(c) Escreva em série de poténcias em torno de x = 0 uma solugdo da equagao

diferencial que corresponde a raiz r = 1 da equagao indicial.

(d) Encontre o raio de convergéncia da série encontrada no item (c).

Solugao: (a) O tdnico ponto singular é x = 0, e é facil ver que se trata de um
ponto regular.

(b) Escreve a sol¢ao e suas derivadas como

+oo +oo +00
y= Z anx™ ™,y = Z(r—i—n)anm‘TJr"_l, y" = Z(r—i—n)(r—l—n—l)anerr"_Q.
n=0 n=0 n=0
Substituendo na equagao temos:
oo o0
0=22%" —ay + (1 +a)y= Z 2an(r +n)(r+n—1)2" " — Z(r +n)apx" "
n=0 n=0

+oo +oo
_|_ E anxn—i-r + § an_lmr+n
n=0 n=1

Temos 2aor(r—1) —rag+ag =0, e a, 2(r+n)(r+n—1)—(r+n)+1)+ap,_1 =0
para n > 1. Logo a equacdo indicial é 272 — 3r +1 e » = 1 é uma sua raiz
(c) Encontramos uma solucao dada pela raiz indicial » = 1. Temos
Apn—1 o an—1
20r+n)2=3(r+n)+1  (r+n—-12(r+n)—1)
1

Ap = —
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An—1

@2n+1)n-”
geral a,, = (71)”m Portanto uma solugéo é dada por

+oo +oo n
=N g =z (1 —1)" x .
b= Sttt (1 S0 )

(d) Considere

que para r = 1 fica a, = — Temos a; = =%, a3 = —¢5 = 3557 € em

ao
3:5-7...2n+ 1)n!
Para calcular o raio de convergéncia, vamos calcular o limite:
3:5-7...2(n+1)+1)(n+1)!|
3-5-7...(2n+ 1)n! N

e portanto o raio de convergéncia é +o0.

ap, = (=1)"

An+41
[e2%

= lim

n——+o0o

lim (2n+3)(n+1) = +o0

n——+o0o

lim
n—4o0o

Exercicio 3. (2,5 pts) Resolva o seguinte PVI através da transformada de
Laplace:

{w”(t) + 4 (t) = cos(2t)
z(0) =2'(0) =0

Solugao: Aplicando a transformada de Laplace, com X = L(z), e L(z') =
sX —x(0) e L(2") = s2X — s2(0) — 2'(0), obtemos
5 s s
X 44X = > X=—"_
s 244 (2 1 4)

Portanto

o s o ] 1 P s 1 1 _
v=L ((32+4)2>_£ <32+452+4)_£ (52+4)*£ (s2+4)_

%/0 cos(2u)sen(2(t — u))du = %/0 cos(2u) (sen(2t)cos(2u) — cos(2t)sen(2u)du =

= isen(2t)/ cos? (2u)du — 5cos(2t)/ cos(2u)sen(2u)du =
0 0

1 ‘1 4 1 " sen(4
= fsen(2t)/ mdu - fcos(2t)/ sen(4u) du =
2 o 2 . 2

2
1 w osen(du)|’ 1 cos(4u) ]’
= 5ben(Qt) {2 + 3 L - §c05(2t) [— S L =
t  sen(2t)cos(2t) 1 sen?(2t)  tsen(2t)
= §S€H(2t) : (2 + 4> — §cos(2t) — 1

Exercicio 4. (2,5 pts) Calcule a exponencial da matriz

-1 8 -4
A=1|0 7T -4
0 10 -5

Solugao: O polinémio caracteristico da matriz é p(A) = —(A + 1)(A3 — 2\ + 5).
Logo os autovalores da matriz sao \; = —1, Ay = 1—2i, A3 = 1+ 2¢. Um autovetor
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de A1 € [1,0,0]. Um autovetor de Az é u +dv, onde u = [1,1,1] e v = [1,1,2].
Considere portanto a matriz P e sua inversa P~!:

1 1 1 1 -1 0
P=|0 11 Pl=10 2 -1
0 1 2 0 -1 1
A exponencial da matriz é
1 1 1 -1 0 0 1 -1 0
eA=10 11 0  etcos2t etsen2t 0 2 -1

01 2 0 —elsen2t efcos2t 0 -1 1



