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Introducao

O objetivo deste texto é ser um apoio aos estudantes da disciplina
Algebra 11, do Curso de Graduacao em Matemética da Universidade Federal
Fluminense, para o contetido correspondente ao estudo de extensoes de corpos

e a Teoria de Galois.
Estudaremos corpos sob o ponto de vista da resolugao de equacoes.

Comecaremos com os conceitos de caracteristica de dominios e corpos

e de corpo primo.

Introduziremos a adjun¢ao de um conjunto a um corpo, utilizada para

construir dominios ou extensoes de corpos.

Veremos diversos tipos de extensoes: algébricas, transcendentes, finitas

e finitamente geradas.

Estudaremos corpos de decomposicao ou corpos de raizes de polinomios
com coeficientes em corpos, extensoes normais, extensoes separaveis e inse-
paraveis, automorfismos de corpos, corpos fixos e extensao de isomorfismo

de corpos.

Finalizaremos com o estudo de extensoes de corpos galoisianas e a Teo-
ria de Galois, que estabelece uma bijecao entre os corpos intermediarios da
extensao galoisiana e os subgrupos do grupo dos automorfismos da extensao.

Além disso, mostraremos que essa bijecao reverte a inclusao.

Veremos também a relagao entre equagoes soltveis por radicais e grupos

soluveis.

Finalizamos com uma aplicacao da teoria estudada, uma bela demons-

tracao de que o corpo dos nuimeros complexos é algebricamente fechado.
Recomendamos os seguintes textos:

- Elements of Abstratc Algebra, R. A. Dean, Wiley Internacional, 1974.

- Topics in Algebra, I. N. Herstein, John Wiley & Sons, 2™¢ edition, 1975.
- Galois Theory, lan Stewart, Chapman & Hall/CRC, 2™ edition, 1989.
- Algebra, Thomas W. Hungerford, Springer-Verlag, 1974.

-Galois Theory, Joseph Rotman, Springer-Verlag, 1990.
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Textos com um tratamento mais avancado:

- Field and Galois Theory, Patrick Morandi, Springer-Verlag, 1996.

3nd

- Algebra, Serge Lang, Addison-Wesley Publishing Company, edition,

1993.
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Parte 1

Extensoes de Corpos

Consideraremos que o estudante tenha familiaridade com o dominio
principal dos polinémios com coeficientes em corpos tais como: Q[x], R[x],
Clx] e Z[x].

Relembramos o conceito de caracteristica de dominios e corpos e defi-
nimos o corpo primo de um corpo.

Na primeira parte estudaremos extensoes de corpos: algébricas e trans-
cendentes, com énfase nas algébricas.

Definiremos a adjun¢ao de um conjunto a um corpo e usaremos esse
conceito para construir dominios e extensoes de corpos.

O conceito de grau da extensao de corpos L|K permite relacionar a

estrutura de corpo e de K-espaco vetorial de L.

Usaremos o anel quociente para construir uma raiz de um polinomio

irredutivel com coeficientes em um corpo K.

Para cada polinomio irredutivel p(x) € K[x], construiremos uma ex-

tensao L de K, tal que L contenha uma raiz de f(x).

Construiremos corpos de decomposicao ou corpos de raizes de polino-
mios com coeficientes em corpos e estudaremos extensoes normais, extensoes

separaveis e inseparaveis.
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Extensbes algébricas ou transcendentes

Extensoes algébricas ou transcendentes

Lembramos que um dominio D é um anel comutativo com unidade

tendo uma das seguintes condigoes equivalentes:
(i) Sea,beDea-b=0p, entdo a =0p ou b =0p.
(ii) Se a,b,c e D, c#0pea-c=b-c,entdo a=Db.
Seja p : Z — D o tnico homomorfismo de anéis tal que p(1) = Tp.

Chamamos p de homomorfismo caracteristico de D. Entao,

(1p+---+1p, n>0
n parcelas
p(n)=nlp=< 0, n=0
(—1p)+---+(—1p), n<O.
\ —n parcelas

O nucleo de p é um ideal de Z. Como Z é um dominio principal, existe
ng € Z, com ng > 0, tal que Nicleo(p) = (ng) = noZ. Mais ainda, como D
é um dominio, entao o nucleo de p é um ideal primo de Z. Assim, ng = 0 ou
Ny =P, com Pp primo.

No primeiro caso, p é injetor e D contém um subanel isomorfo a Z, a
saber, D D p(Z) = {nlp; n € Z}. Nesse caso, nlp # Op, para todo n # 0.

No segundo caso, pIlp =1p+---+ Ip = Op e, para cada n € Z, pela
—_—

p parcelas
divisao euclidiana de n por p, existem q e v em Z, com 0 < r < p — 1 tais

quen=qp+renlp=(qp+7)lp =4q(plp) + rIp =rlp. Assim,
p(Z) :{n1D; nEZ}:{]qD) OSTSP_”:{OD»]D»a(p_”]D}a

¢ um subanel de D isomorfo a Z,.

Definicdo 1 (Caracteristica de um dominio)

Seja D um dominio. Chamamos o gerador nao-negativo do niicleo do homo-
morfismo caracteristico p : Z — D de caracteristica de D.

Dizemos que D é de caracteristica 0, quando Nucleo(p) = {0}. Nesse caso, D
contém um subanel isomorfo a Z. Escrevemos car(D) = 0.

Dizemos que D é de caracteristica p, onde p é um natural primo, quando
Ntcleo(p) = pZ. Nesse caso, D contém um subanel isomorfo a Z,. Escreve-

mos car(D) = p.

Exemplo 1
Z, Z[i] ={a+biabeZ}, Z[V2] = {a+bVv2 a,b € Z)} sdo exemplos de

dominios de caracteristica 0.
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A unidade do anel D é o
elemento neutro
multiplicativo, denotado por

o.

Seja A um anel comutativo
com unidade 14.

IC A éum ideal de A se, e
somente se,

Oa €1,

abel= a+bel
acAbel= a-bel

I é um ideal primo se, e

somente se, I C A é um ideal
talque a,be Aea-bel
entao a€ loube L.
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Extensbes algébricas ou transcendentes

Tomando p um natural primo, Z, e Zy[x], o dominio dos polindémios com

coeficientes em Z, sao exemplos de dominios de caracteristica prima p.

Exemplo 2

Todo corpo é um dominio. Portanto, a caracteristica de um corpo é zero ou
P, onde p é um natural primo.

Q, R C, Q+V3) ={a+bV3; a,beQeQi) ={a+bi; abeQ sio
exemplos de corpos de caracteristica O.

No momento, os tinicos corpos de caracteristica prima sao Zi, e Z,(x), o corpo

das fungoes racionais com coeficientes em Z,,, definido por

Zy(x) = {3835 F1x), 900) € Zylx] e g(x) #0}.

Adiante veremos outros exemplos de corpos de caracteristica prima.

Para todo dominio D, podemos construir o seu corpo de fracoes Q(D),

a saber; o conjunto

QD) ={¢; a,be D,b#0},

onde ¢ = § se, e somente se, a-d="b-c.

c
d
Q(D) é um corpo com as operagoes:

Estas operacoes independem dos representantes das fracoes. Q(D) é um

corpo que tem as seguintes propriedades:
(i) D é um subanel de Q(D).

(ii) Se K é um corpo e D é um subanel de K, entao Q(D) é subcorpo
de K.

De fato, seja a € D. Entao, para todo b € D, tal que b # Op, temos

que %% = & Jdentificando a = %, vemos que a adicdo e a multiplicacdo
b i i % Y
de D correspondem a adicao e a multiplicacao de Q(D) restritas as fracoes

com denominador Tp, mostrando que D é um subanel de Q(D).

Seja agora K um corpo que contém D como um subanel. Sejam a,b € D
com b # Op. Entdo, a-b~" € K. Além disso, se ¢,d € D com d # Op e
a-b'=c-d' em K, entdo multiplicando por b-d € D C K, temos que

a-d=(a-b")-(b-d)=(c-d")-(b-d)=b-c. Assim, £ =< em Q(D).

M. L. T. Villela
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PARTE 1 - SECAO 1

Identificamos a- b~ = &+ Assim, Q(D) C K é um anel com as operagoes de
K, isto é, Q(D) é um subanel de K.

Observamos também que car(Q(D)) = car(D).
Exemplo 3
Se D =7, entao Q(Z) = Q.
Se D =Q, entao Q(Q) = Q.
Em geral, se K é um corpo, entao Q(K) = K.
Exemplo 4
Seja Z[i] ={a+bi; a,b € Z} o dominio dos inteiros de Gauss. Z[i] é um

anel com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao de niimeros complexos, isto

é, Z[1] é um subanel do corpo dos nimeros complexos.

O corpo de fracoes de Z[i] é Q(1) ={a+bi; a,b € Q}.

Exemplo 5

Seja ZW2] = {a+bVv2 pa,beZ). 7Z[v/2] é um anel com as operacoes de
adicdo e multiplicacdo de nimeros reais, isto é, Z[v/2] é um subanel do corpo

dos ntmeros reais.
O corpo de fracoes de Z[v2] é Q(v2) ={a+bv2: a,b € Q.

Exemplo 6
Seja ZW3] = {a+bV3 pa,beZ). 7Z[+v/3] é um anel com as operacoes de
adicdo e multiplicacdo de ntimeros reais, isto é, Z[v/3] é um subanel do corpo

dos niimeros reais.
O corpo de fracoes de Z[v3] é Q(v3) ={a+bV3; a,b e Q}.
Exemplo 7

Seja K um corpo e seja K[x] o dominio dos polinomios com coeficientes em

K.

K(x), o corpo das fungdes racionais com coeficientes em K, é definido por

K(x) = {2385 f(x), 900) € K e g(x) # 0}

e K(x) é o corpo das fracoes de K[x].

Agora estamos prontos para comegar o nosso estudo de corpos.

Definicdo 2 (Extens3o de corpos)

Sejam K e L corpos. Dizemos que L é uma extensdo de K se, e somente se, K LIK lé-se extensao L sobre K.
Observamos que

é um subcorpo de L. Escrevemos L|K. Nesse caso, K C L, K é um corpo com -
car(L) = car(K).

as operacoes de L e Tx = 1.

El -
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EXTENSAQO
DE CORPOS

O corpo primo é obtido
operando, sucessivamente, a

unidade Tg.

Em caracteristica prima p
temos: mlx =0 <= plm.

U

Extensbes algébricas ou transcendentes

Exemplo 8
CR, RIQ, CIQ, Q)IQ, Q(v2)|Q, Q(v/3)Q sdo exemplos de extensoes de

corpos. Assim como, K(x)|K, onde K é um corpo e x é uma indeterminada
sobre K.

Seja K um corpo. Sabemos que car(K) = 0 ou car(K) = p, onde p é

um natural primo.

No primeiro caso, K contém um dominio isomorfo a Z, a saber, o
dominio D = {nlx ; n € Z}. Como K é um corpo, o corpo de fracoes

de D é um subcorpo de K. Assim,
KDQ(D):{%;n,mEZem#O} ~ Q.

Observamos que o menor subcorpo de K é Q(D) ~ Q.
No segundo caso, K contém como subcorpo {Ox, 1k, ..., (p—1)1k} =~ Z,.
Agora, {0, Tk, ..., (p — 1)1k} é o menor subcorpo de K.

Defini¢do 3 (Corpo primo)

Seja K um corpo. O corpo primo de K é o menor subcorpo de K.

Quando car(K) = 0, m1Tx = Ok se, e somente se, m = 0 e o corpo primo
de K é {“‘KK : n,mEZem;«éO}.

ml
Quando car(K) = p, p primo, entdao plx = Ox e o corpo primo de K é
{OKv]K)" )(p - ])]K}

Seja L|K uma extensao de corpos. As operacoes de adigao e multi-

plicacao de L induzem em L uma estrutura de K-espaco vetorial.

KxL — L +: LxL — L
(§]
(a,) — a-«a (x,B) — a+p

Defini¢do 4 (Grau de L|K)
A dimensao de L como K-espaco vetorial é chamada de grau de L|K. Deno-
tamos [L : K] = dimy/(L).

Definicdo 5 (Extensdes finitas)
Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que L|K é extensdo finita quando

[L: K] < co. Caso contrario, dizemos que L|K é extensao infinita.

Exemplo 9

Seja K um corpo.

M. L. T. Villela



Extensbes algébricas ou transcendentes

Entao, K|K é uma extensao finita de grau 1, isto é, [K : K] = 1, pois K é um
K-espaco vetorial de dimensao 1. Tomando ¢ € K, ¢ # 0 temos que {c} é uma

base de K. Em particular, {1k} é uma base de K como K-espaco vetorial.

Exemplo 10

C|R é uma extensao finita com [C : R] = 2.

De fato, {1,1} gera C como R-espaco vetorial, pois cada &« € C é da forma
«x = a+ bi, onde a,b € R. Além disso, a + bi = 0 com a,b € R se, e
somente se, a = b = 0, mostrando que {1,1} é linearmente independente
sobre R. Logo, [C: R] = 2.

Exemplo 11
Seja K um corpo e x uma indeterminada sobre K.
A extensdao K(x)|K é infinita, pois {1,x,x?,...,x™, ...} é linearmente inde-

pendente sobre K. Nesse caso, [K(x) : K] = co.

Exemplo 12

Q(v/2)|Q é uma extensio finita de grau 2.

De fato, da definicio de Q(v2) = {a +bv2; a,b € Q} segue que {1,/2}
gera Q(v/2) como Q-espaco vetorial.

Suponhamos que a + bv2 =0 com a,b € Q.

Se b # 0, entdo V2 = —a-b~' € Q, que é uma contradicdo. Logo b =0 e
assim, a = 0. Portanto, {1, v/2} ¢ linearmente independente sobre Q. Entéo,

[Q(v2):Ql =2.

Proposi¢do 1 (Multiplicatividade do grau)
Sejam L|K e K|F extensoes finitas de corpos. Entao, L|F é extensao finita e
[L:F] =I[L:K][K:F.

Demonstracdo: Seja {; ; 1 = 1,...,m} C K uma base de K|F e seja
{B;;3=1,...,n} C L uma base de L|K.
Vamos mostrar que {;if3;; i=1,...,mej=1,...,n} C L éuma base

de L|F. Acompanhe o raciocinio a seguir, tendo em vista o diagrama abaixo,
onde I ={1,...,m}e]J={1,...,n}
Seja 3 € L. Existem b; € K tais que
n

B=D) b pois{B;;j=T1,...,n}

\
gera L|K. /

‘F

Bel i{ﬁj»j cJ}

K D {x,iel}

Para cada bj € K, existem ay; € F, tais que

Instituto de Matemadtica
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A multiplicatividade dos
graus vale quando I e ] sdo
conjuntos quaisquer. Temos
[L:K]=4], [K:Fl=fle
[L:F=4(Ix])=DE),
onde t é a cardinalidade.
Nesse caso, tomando

{aq,1 € I} uma base de K|F e
{Bj,j € J} uma base de L|K
temos que {&; Bj,1€ 1,j € J}
é uma base de L|F.
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EXTENSAQO
DE CORPOS

m
bj = Z ajou, pois {ai; i=1,...,m} gera K|F. Assim,

i
<Z aij 061) B;

i=1

( aij“iBj)
i=1

m
D aylapy),

1 i=1

M=

B=) bB =
j=1

—.
—_

I
hgE
g ER

I
=

j

I
|\/]:

j

mostrando que {xif3;; i=1,...,mej=1,...,n} gera L|F.
n m

Suponhamos agora que 0 = Z Z ayxifPy, com ay € F.
=1 i=1

Entao, 0 = i - ayxif; = Z (Z auoq) 3;, com Z ayx; € K,
j=1 i=1

i= j=1 i=1
para cada j.

Como {f;; j = 1,...,n} é linearmente independente sobre K, temos
m
que Zaijoci:O, paracadaj=1,...,n
i=1
Como {a;; 1 =1,...,m} é linearmente independente sobre F, obtemos

que ai; =0, paracadai=1,...,m. |

Antes de vermos mais exemplos de extensoes de corpos, precisamos de
um conceito muito importante para construir corpos e também dominios: a
adjuncao.
Definicdo 6 (Adjung3o)

Seja L|K uma extensao de corpos e S C L. Definimos

Kisl= (] A K(S)= (] F

A anel e F corpo
KuScCcA KuScF
ACL, FCL

K[S] é o menor anel contido em L contendo K U S, forcosamente, é um

dominio, enquanto K(S) é o menor corpo contido em L contendo KU S.

Dizemos que K[S] é o subanel de L obtido pela adjun¢ao de S a K,
enquanto K(S) é o subcorpo de L obtido pela adjuncao de S a K.

U
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Exemplo 13

Seja L|K uma extensao de corpos e & € L. Seja S = {«].

Seja K[x] o dominio dos polinémios com coeficientes em K.

Primeiramente, observamos que para qualquer f(x) = anx™ + an_1x™ " +
coo 4 arx + ag € Klx] temos f(a) = ano™ + an o™ + ajx+ag € L. B
facil verificar que {f(x) ; f(x) € K[x]} é um subanel de L que contém KU {«a/}.
Além disso, qualquer subanel A de L que contenha K U {«} é tal que:

(i) Para todon > 1, a™ € A;

(ii) ax™ € A, para todo n > 1 e para todo a € K.
Assim, A D K+ Ka + -+ - 4+ Ka™, para todon > 1.
Portanto, A D {f(«); f(x) € K[x]}.

Concluimos, desse modo, que o menor subanel de L que contém K U {«} é
{f(a) ; f(x) € K[x]}, isto é,

Kla = {f(ed) ; f(x) € K[x]}.

K(a), o menor subcorpo de L que contém K U{«}, tem que conter o dominio

Kla]. Portanto, K() contém o corpo de fracoes de Kla], isto é,

xel
K(e) > Q(K[a]) = {% s f(x),9(x) € Kx] e gar) # 0}- K(‘“)
) é um corpo que contém Ku{a} K[‘od
Dai segue que "(

K(o) = { 4335 flx), g(x) € Kix] e g(a) 0.

Mais ainda, K(a&) é o corpo de fracoes de Kl].

Exemplo 14

Consideremos a extensao C/Q e i € C.

Quem ¢ o dominio Q[i]7

QIi] é um subanel de C que contém Q U {i}. Entao, Q[i] D Q + Qi. Como Vertfiqme que © + Q16 um
Q + Qi é um anel que contém Q U {i}, temos que Q[i] C Q + Qi. Logo, subcorpo de C.

Qlil=Q+Qi={a+Dbi; a,beQ}. Do fato de Q + Qi ser um corpo que
contém Q U {i}, concluimos que Q[i] = Q(1).

Exemplo 15
Consideremos a extensio R|Q e v2 € R.

Quem é o dominio Q[v/2]?

UFF
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Verifique que Q +Qv/2 é um
subcorpo de R.

P C A é um ideal primo de
um anel A, comutativo com
unidade se, e somente se,
a.b € P implica que a € P
oubeP.

Num dominio principal D
um ideal I # {0} é primo se,
e somente se, I = (p), onde p

é elemento irredutivel de D.

U

QI[v2] é um subanel de R que contém Q U{v/2}. Entéo, Q[v2] D Q + Q2.
Como Q+Q+/2 é um anel que contém QU{+/2}, temos que o menor com esta
propriedade est4 contido em Q + Qv/2, isto é, Q[v2] ¢ Q4 Q2. Portanto,
QV2 =Q+Qv2={a+bVv2; a,b e Q}. Pelo fato de Q + Qv/2 ser um
corpo que contém Q U {v/2}, concluimos que Q[v2] = Q(v/2).

Como no exemplo anterior, o menor subanel também é o menor subcorpo.

Vamos olhar com mais atencao.

Seja L|K uma extensao de corpos e fixemos « € L.

Consideremos a fungao avaliagdo em «, @« : K[x] — L definida por
Pulf(x)) = f(a).

Entao,

(i) @« ¢ homomorfismo de anéis,

(ii) Imagem(@,) = Kla] e

(iii) Nucleo(@) ={g(x) € K[x] ; g() = 0} é um ideal primo de K[x].

Como K[x] é um dominio de ideais principais, s6 ha duas possibilidades
para Nicleo(@):
Caso 1: Nucleo(@) =1{0}

Nesse caso, o unico polinomio com coeficientes em K que se anula em
« é o polindmio identicamente nulo, @, é homomorfismo de anéis injetor e
Imagem(@«) = K[a] é isomorfo ao dominio dos polinémios com coeficientes
em K, isto é, K[x] ~ K[x]. Nao ha relacao algébrica entre « e os elementos
de K, o é uma indeterminada sobre K.

Observamos que Klo] C K(w), {1, 0, ?,...,&™, ...} é linearmente in-

=

dependente sobre K e [K(«) : K] = co.
Dizemos que « é transcendente sobre K.

Caso 2: Ntcleo(@y) = (p(x)), onde p(x) € K[x] é polindbmio monico irre-

dutivel.

Sabemos que p(x) é o polindbmio moénico de menor grau que estda no
ideal, isto é, p(a) = 0.

Nesse caso, dizemos que « é algébrico sobre K.

Mostraremos, a seguir, que Kla] = K(a).

Seja L|K uma extensao de corpos e seja « € L.

Observamos que K(a) é um subcorpo de L, é o menor subcorpo de L
que contém K U {o}. Assim,

M. L. T. Villela
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K C K(a) € L. O diagrama abaixo ilustra as extensoes de corpos
xel

\()
/

K

Definicdo 7 (Elemento algébrico ou transcendente sobre K)
Seja L|K uma extensao de corpos e seja « € L. Dizemos que « é algébrico
sobre K se, e somente se, existe f(x) € K[x]\{0}, tal que f(a) = 0. Caso

contrario, dizemos que « ¢é transcendente sobre K.

Defini¢do 8 (Polinémio minimo de « sobre K)

Seja L|K uma extensao de corpos e seja & € L algébrico sobre K. O polinomio
p(x) € K[x] monico irredutivel, tal que p(a«) = 0, é chamado de polinémio
minimo de « sobre K.

Exemplo 16

Seja K um corpo.

Todo « € K é algébrico sobre K com polinomio minimo x — & € K[x].

Exemplo 17
i € C é algébrico sobre R e o seu polindmio minimo sobre R é x* +1 € R[x].
i € C ¢é algébrico sobre Q e o seu polindmio minimo sobre Q é x> +1 € Q[x].

[

[

V2 € R é algébrico sobre Q e o seu polindémio minimo sobre Q é x2—2 € Q[x].

V2eRé algébrico sobre R e o seu polindmio minimo sobre R é x—v2 € R[x].
[

V2 € R é algébrico sobre Q e o seu polinémio minimo sobre Q é x3—2 € Q[x].

Exemplo 18
7 e e sao exemplos de nimeros reais transcendentes sobre QQ, pois o Unico
polinémio com coeficientes racionais que se anula em 7t ou e é o polinémio

identicamente nulo.

Teorema 1 (Caracterizagdo de elementos algébricos)
Seja L|K uma extensao de corpos e seja & € L. Temos que « é algébrico sobre
K se, e somente se, [K(a) : K] < co. Nesse caso, K(«) = Klal, [K(x) : K] =mn,
onde n = grau(p(x)) e p(x) € K[x] é o polinomio minimo de « sobre K.
Demonstracdo: Suponhamos que « seja algébrico sobre K.

Seja n = grau(p(x)) > 1, onde (p(x)) = Nucleo(@,) com p(x) monico
e irredutivel. Afirmamos que K(o) = K[a] e {1, &, ..., «™ '} é uma base de
K(a)[K.

Instituto de Matemadtica
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Verifique todas as afirmacoes

desse Exemplo.

Uma demonstragdo pode ser
encontrada em Field and
Galois Theory, Patrick
Morandi, pagina 133, como
uma aplicacdo da Teoria de
Galois.
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De fato, seja p € K(«). Entao, p = %, onde f(x),g(x) € K[x] e
g() # 0. Entao, mde(g(x),p(x)) = 1. Logo, existem a(x), b(x) € K[x] tais

que
1 =a(x)g(x) +b(x)p(x).
Avaliando em «, temos que:

T =ala)g(a) +bla)p(a) = ala)g(x).
5=
gl
K(a) € Kla]. Como K[x] C K(a), concluimos que K(a) = Kla].

Dado B € K(a) = K[ad, existe h(x) € K[x] tal que p = h(«). Pela

divisao euclidiana de h(x) por p(x), existem q(x),r(x) € K[x], unicamente

Portanto, = a(a). Logo, B = % = f(a)a(x) € Kla], mostrando que

determinados, tais que
h(x) =p(x)q(x) + r(x), com r(x) =0 ou 0 < grau(r(x)) < grau(p(x)) =n.
Em qualquer dos casos, podemos escrever

T(x) =bo+bix+ -+ b x™! com b; € K.

Assim,
B=h(a) = pla)q(ax)+r(x)
~—~—
=0
(o)
= bo+bix+ -+ bpjax™,
mostrando que {1, «, ..., a™ '} gera K(o) sobre K.
Agora, by +biax+ -+ by ™" =0, com nem todos os coeficientes

nulos, contradiz a escolha de p(x). Portanto, by = --- = b,y = 0, isto é,
(1, «,...,a™ "} é linearmente independente sobre K e [K(«) : K] = n.

Reciprocamente, suponhamos que [K(a) : K] seja finito, digamos que
[K(x) : Kl = n > 1. Consideremos {1, ,...,«™}. Esse conjunto é line-
armente dependente sobre K, pois tem n + 1 elementos e n+1 > n =
dimgK(e). Logo, existem cg,c1,...,cn € K, nem todos nulos, tais que
Cotcrax+---+cpax™=0.

Tomando f(x) = co+ c1x + - -+ + cnx™ € Kx], temos que f(x) # 0 e
fla) =co+cr+ -+ cpax™ = 0, mostrando que « é algébrico sobre K.
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Corolério 1
Seja L|K uma extensao de corpos e seja « € L. Temos que « é transcendente
sobre K se, e somente se, K(«)|K é extensao infinita. Nesse caso, K[a] C K(«).
Definicdo 9 (Extensdo simples)
Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que L|K é uma extensao simples,
se e somente se, existe o« € L tal que L = K(«).
Agora podemos dar mais exemplos de extensoes de corpos.
Exemplo 19
Seja &« = v/2 € R. Consideremos a extensao Q()|Q. Temos que & = 2,
assim « é raiz do polinémio x> — 2 € Q[x], mostrando que o« é algébrico
sobre Q. Pelo critério de Eisenstein, x> — 2 é irredutivel em Q[x]. Portanto,
[Q(x) : Q] =3 e {1, «, a?} é uma base de Q(a) sobre Q.
Consideremos 3 = az—icx € Q(«). Existem a,b,c € Q, unicamente determi-
nados tais que p = a + ba + ca?.
Da igualdade “zi“ = a+ b+ co?, obtemos:
6=(o*+a)(a+ba+co?) =ax+ (a+ble?+ (b+c)a+cat (%)
Devemos escrever «> e a* como combinacio linear da base. Temos o®> =2 e
ot = 2. Substituindo em (%), obtemos:
0 = —6+ax+(a+b)ax?+ (b+c)2+2cx
= (—64+2b+2c)1+(a+2c)x+ (a+b)a?

Pelo fato de {1, &, o?} ser linearmente independente sobre Q, obtemos:

a+b=0

a+2c=0

2b+2c=6
Logo, b =—a,2c =—ae6=—-2a—a=—3a. Entao, a=—-2,b=2e
c=1,isto é, B = o¢26+o< =24+ 20+ &>
Outra solucdo: Os polinomios x> — 2 e %xz + %x sao primos entre si. Pelo
algoritmo euclidiano, obtemos:

1=(x2+2x—2) (X2 4 2x) + (—ix — 2) (x* = 2),

seguindo o resultado com a substituicao de « na igualdade acima, como na
demonstracao do Teorema 1.
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A partir das extensoes simples podemos construir, indutivamente, ou-

tras extensoes de corpos.

Exemplo 20
Seja L|K uma extensao de corpos e sejam «,3 € L. Seja K(«a, ) = K(S),
onde S ={«, B}. Vale a seguinte propriedade:

K(e, B) = K(x)(B) = K(B)(ex).

Primeiramente, & € K(, 3) e K C K(, 3). Assim, o corpo K(a) C K(e, ).
Agora fazemos a adjuncao de 3 € K(«, ) ao subcorpo K(«). Dessa forma,
obtemos a inclusao K(«)(p) C K(«, ).

Os seguintes diagramas ilustram a inclusao K(a)(p) C K(«, B).

o € K(e, B) B e Kl B)

K(x) K(e)(B)

/ /

K K(o)

Por outro lado, K() () é o menor subcorpo de L contendo K(o)U{}. Entao,
K(a)(B) D K(a) U{B} D KU{«, p}. Logo, o corpo K()(p) tem que conter
K(e, ), o menor subcorpo de L que contém KU {x, B}.

Mostramos que K(o, B) = K(a)(B).

Voceé deve mostrar a outra igualdade, procedendo de maneira analoga.
Exemplo 21

Vamos mostrar que Q(v2 4+ v/3) = Q(v/2,V3).

Como V2 e v/3 estdo no corpo Q(v/2,v3), entdao v2 +v3 € Q(v2,v3).
Logo, Q(v2,v/3) D QU {v/2 4+ v/3} e assim também contém Q(v/2 4+ v/3), o
menor subcorpo de R com essa propriedade.

Para mostrar que Q(v/2,v3) € Q(v2 + v/3), basta mostrar que v/2,v3
estao em Q(v2 4 V/3), visto que Q C Q(v2 + V/3).

Seja « = V2 + V3. Entdo, V3 = a — V2 e 3 = «? —2v2« + 2, logo
V2=2ZeQa)eV3=a—v2=a- 51 ecQ(a)

Com isto, concluimos que Q(v2 + v/3) = Q(v/2,V3).

Qual é o polindbmio minimo de « sobre Q7

Elevando ao quadrado a igualdade 2v2x = a®—1, obtemos «*—100?+1 = 0.
Com isso, s6 concluimos que « é algébrico sobre Q e que p(x), o polinomio
minimo de « sobre Q, divide x* — 10x? + 1. Assim, [Q(«x) : Q] < 4.
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Vamos determinar [Q(«) : Q], usando que Q(x) = Q(v/2, V3).

Sabemos que [Q(v2) : Q] = 2. Como Q(v2,v3) = Q(v/2)(V/3), basta
determinar [Q(v/2)(v/3) : Q(v2)] = n e usar a multiplicatividade do grau,

isto é, Volte ao Exemplo 17 e use o
Teorema 1.

ilustrada no diagrama:

V3 é raiz de x2 — 3 € Q(v/2)[x]. Logo, n < 2.

Vamos mostrar que v/3 ¢ Q(v/2).

Suponhamos, por absurdo, que v3 € Q(v/2). Entdo v3 = a + bv2, com
a,b € Q, pois {1, v/2} é uma base de Q(v/2)|Q. Se a = 0, entdo \/g =beqQ,
é uma contradicdo. Se b = 0, entdo V3 = a € Q, também é uma contradicio.
Podemos supor que a # 0 e b # 0 e 3 = a? + 2abv2 + 2b2  Assim,
V2 = %(i%bzbz € Q, o que tambhém ¢é uma contradicao.

Logo, V3 ¢ Q(v2). Entdo, n = [Q(v2)(v3) : Q(v/2)] > 1. Como

n < 2 concluimos que n = 2. Assim, [Q(v/2 + v/3) : Q] = 2n = 4. Logo, Mostramos assim que

grau(p(x)) =4 e p(x) =x* —10x2 + 1. X TQ21[0;2 +1 ¢ irredutivel

Proposicao 2
Seja L|K uma extensao de corpos. Se «, 3 € L sdao algébricos sobre K, entao

xtp,x-Pe %‘, com 3 # 0, sdo algébricos sobre K. Desse modo,
{oc € L; « é algébrico sobre K}

¢ um subcorpo de L que contém K.

Demonstracdo: Seja 6 € {ox + 3, o - B,%‘, com 3 # 0}. Entao, 6 € K(«, )
e K € K(6) € K(e, ). Vamos mostrar que [K(e,p) : K] < oo. Pela
multiplicatividade dos graus, obtemos que [K(8) : K] < oo e, pelo Teorema

1, concluimos que & é algébrico sobre K.

Veja no diagrama:

UFF
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b€ K(a, )
/K(é)
K

Sejam f(x), g(x) € K[x] os polindmios minimos, respectivamente, de o«
e B sobre K, com m = grau(f(x)) e n = grau(g(x)). Pelo Teorema 1, temos
que [K(a): K] =me [K(B): K] =n. O polinomio f(x) € K[x] C K(B)[x] é
tal que f(a) = 0, mostrando que « é algébrico sobre K(f3) e p(x), o polinémio
minimo de o sobre K(f), divide f(x) em K(f)[x].

Assim, s = grau(p(x)) < grau(f(x)) = m.

Logo, [K(B)(x) : K(B)] =s < m é finito e [K(«, ) : K] = sn é finito.

O diagrama ilustra o raciocinio feito acima:

K(a, B) = K(B)(x)
s<m
K(x) K(B)
M
K

A 1ltima afirmacao da Proposicao é clara, lembrando que no Exemplo
16 observamos que todo elemento de K é algébrico sobre K. |
Defini¢do 10 (Fecho algébrico de Q)
Consideremos a extensao de corpos C|Q. Chamamos de fecho algébrico de
Q ao subcorpo Q de C definido por

Q ={x € C; «é algébrico sobre Q}.

Pela Proposicao anterior, Q ¢ Q C C.
Exemplo 22
A extensdo Q|Q é infinita.
De fato, para todo n € N, com n > 1, temos que o polinémio x™ — 2 é
irredutivel em Q[x]. Assim, V2 6 algébrico sobre Q e [Q( 1\1/2) :Ql = n.
Como Q € Q(¥/2) c Q, entdo [Q: Q] > [Q(/2): Q] =n, para todo n > 1.
Definicdo 11 (Extens3o algébrica ou transcendente)
A extensao de corpos LIK é dita algébrica se, e somente se, todo & € L é
algébrico sobre K. Caso contrario, L|K é dita transcendente.

UFF |
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Exemplo 23
A extensao C|R é algébrica.
De fato, se « € C, entao existem a,b € R, tais que &« = a + bi, logo
o? —2ax + a? = (x — a)? = (bi)? = —b?, portanto « é raiz do polinomio
f(x) = x? — 2ax + (a? + b?) € R[x]. Logo, « é algébrico sobre R.
Exemplo 24
A extensdo Q | Q, por construcio, é algébrica.
Exemplo 25
A extensao R|Q é transcendente.
Proposicao 3
Se L|K é extensao finita, entao L|K é algébrica.
Demonstracdo: Seja o € L. Entao, K C K(«) C L e [K(«) : K] divide [L : K].
Logo, [K(«) : K] é finito e, pelo Teorema 1, o é algébrico sobre K. |
Corolério 2
Se L|K é uma extensao finita, entao existem «1,..., &, € L, algébricos sobre
K, tais que L = K( oy, ..., &n).
Demonstracdo: Sejam n = [L: K] e {«y,...,xn} C L uma base de L sobre K.
Entao,
L=Ka&;+ -+ Koxn CKleq,...,00n) CL,
logo L = K(«y,...,x,). Pela Proposigao anterior, «; é algébrico sobre K,
paratodoj=1,...,n. |
Cuidado: Nem toda extensao de corpos algébrica é finita. Por exemplo, Q | Q
é algébrica e nao ¢é finita.
Exercicios
1. Seja D um dominio de caracteristica prima p. Mostre que:

(a) (a4 b)P = aP + bP, para quaisquer a,b € D.

(b) (a+b)P" = aP" +bP", paratodon > 1 e para quaisquer a,b € D.

(c) @ : D — D definida por ¢@(x) = xP" é um homomorfismo de

anéis injetor.
2. Para cada « e K determine o polinomio minimo de o sobre K, [K(«) : K]
e uma base de K(o)|K:
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(a) a=1,K=Q (f) x=v2+1,K=Q(V2).
(b) =1, K=R (g) a« =cosZ+isenZ, K=0Q.
(¢) a=3+V3 K=0Q. (h) x=v2+V2,K=Q
(d) «=3++3, K=R. (i) o =12+V2+vV2,K=Q
() x=V2+1,K=Q () «=V2+V2,K=Q
3. Determine o polinomio minimo de & = cos %" + isen %” sobre Q, onde
P é natural primo.
4. Seja x uma indeterminada sobre Z,, p primo. Seja L = Z,(x).
(a) Seja K = Z,(xP). Mostre que L = K(x).
(b) Mostre que [L: K] =p.
5. Mostre que v/2 é algébrico sobre Q.
(a) Mostre que K = Q(v/2) é um subcorpo de L = Q(v/2).
(b) Mostre que L = K(v/2).
(¢) Determine [Q(v/2) : Q(v/2)].
6. Seja L = Q(w), onde w = cos %” + isen %”
(a) Construa uma base de L|Q.
(b) Escreva —®  como combinacao linear dessa base.
T4+ w+ w?
7. Seja L = Q(«), onde & = v/2.
(a) Mostre que {1, &, o, &} é uma base de L|Q.
—2
(b) Escreva T _(:20(2 — 343 Como combinacao linear da base do
ltem anterior.
8. Sejam L =Q(v/2 + v2) e K =Q(V2).
(a) Mostre que K é um subcorpo de L.
(b) Calcule [L : K].
(c) Mostre que todo elemento de L se escreve de uma tnica maneira
como T+ sv/2 + /2, com 1,5 € Q(v2).
3 2 2
(d) Represente T V2 na forma do item anterior.
5-2V2+V2
urr
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9. Seja L = Q(i,V/5). Para todo « € {v/5,1+ 5,2+ v/5,1V5}

(a) Determine o polinémio minimo de « sobre Q.

(b) Determine para que valores de o temos L = Q(«).

10. Sejam L corpo, K um subcorpo de L e S um subconjunto de L.
O subanel de L obtido pela adjungao de S a K, denotado por KI[S], é
KISl:= () A

RUSCA

onde A é subanel de L.

O subcorpo de L obtido pela adjuncao de S a K, denotado por K(S), é

K(S):= () F
KUSCF
onde F é subcorpo de L.
(a) Mostre que K[S] é o menor subanel de L que contém KU S e K(S)
¢ o menor subcorpo de L que contém KU S.
(b) Mostre que K(S) é o corpo de fragoes de KIS].
(¢) Seja S ={«, B}. Mostre que

K[S] ={f(, B) [ f € K[x,y]}.

(d) Conclua que se S ={«, B}, entao

[ (e, B)
K(S) = {g(a, B) | f,9 € KIx,yl, gle, B) # 0} :

(e) Escreva uma generalizacao dos dois itens anteriores.

(f) Seja S =S;US,. Mostre que

KIS =KIS4][S2] e K(S) =K(5:1)(S2).

11. Seja L = K(z), sendo z transcendente sobre K.

3

Mostre que L é uma extensao finita do corpo F = K (%) e determine
z

o polinomio minimo de z sobre F.

12. Seja L uma extensao de K. Prove que L|K serd algébrica se, e somente

se, todo anel R entre K e L for um corpo.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja M uma extensao do corpo K. Mostre que se [M : K] é um ntiimero

primo, entao todo corpo L com K C L C M satisfaz L =K ou L = M.

Seja M|K uma extensao de corpos de grau primo.

Mostre que se B € M\K, entao M = K(B).

Seja L = Q(v/2,V/3). Prove que os elementos 1,v/2,v/3, V6, bem como
os elementos 1, v2 + V3, (V2 + v3)2, (V2 + V/3)? formam uma base
de L|Q.

2

Seja o € C uma raiz do polinémio x> —2x+2 e seja p = a? — . Prove

que Q(a) = Q(B) e determine o polinomio minimo de 3 sobre Q.

Seja f(x) = (x—oq)(x—x2) - - - (x—an) a fatoracao em L[x] do polindmio
f(x) € K[x] e seja L = K(oq, xz,..., xn). Prove:

(a) [L:K] <nl.

(b) Seja f(x) irredutivel em K[x]. Entao [L: K] =n se, e somente se,
L = K(«j) para algum j € {1,2...,n}, e, nesse caso, L = K(oy)
para todo j € {1,2...,n}.

(c) Seja p primo; entdo f(x) =xP~! +xP 2+ .- +x + 1 é irredutivel

em Q[x] e tem as condigoes equivalentes indicadas em (b).

Sejam f(x), g(x) € K[x], sendo g(x) irredutivel. Prove que se f(x) e g(x)
tiverem uma raiz comum em alguma extensao L de K, entao existira
h(x) € K[x] tal que f(x) = g(x)h(x).

Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que L|K é finitamente gerada

se existem 7, ..., xn € L, tais que L = K(«q, ..., &n).

(a) Mostre que toda extensao finita L|K é finitamente gerada.

(b) Dé exemplo de uma extensao L|K finitamente gerada tal que [L : K]

nao é finito.
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Construcao de uma raiz

Nosso objetivo é resolver equagoes em uma indeterminada com coefici-
entes em um corpo K, isto é, encontrar raizes para polinomios com coeficientes

em um corpo K.
Definicdo 12 (Raiz)
Seja L|K uma extensao de corpos e seja f(x) € K[x]. Um elemento « € L é

uma raiz de f(x) se, e somente se, f(a) = 0.

Exemplo 26 Lembre que o conjunto das

Seja W = cos 2?” + isen 2?” e C. rafzes complexas T-ésimas
da unidade é um grupo

Entéo, w’=1¢e w éraiz de f(X) =x>—1 S @[X] ciclico de ordem m, com a

multiplicagdo de nimeros
Observamos que f(x) = (x — 1)(x — w) (x — w?)(x — w?)(x — w?*) em C[x]. complexos, gerado por
— 27 : 2n Z

Entretanto, {1, w, w?, w3, w* C Q(w). w =cos TF +isen E. Além

disso, w’ também é gerador,

O corpo Q(w) contém todas as raizes de f(x) € Q[x] e Q(w) € C. parzt‘()do')j tallque T<j<mn
e mdc(n,j)=1.

Proposicao 4

Seja L|K uma extensao de corpos e & € L uma raiz de f(x) € K[x]. Entao,
x — o divide f(x) em L[x].

Demonstracdo: Como f(x) € K[x] C L[x], pela divisao euclidiana de f(x) por
x — a em L[x], existem q(x),r(x) € L[x] tais que

f(x) = (x — a)q(x) + r(x), onde r(x) =0 ou 0 < grau(r(x)) < 1.

Logo, podemos escrever r(x) =r € L e f(x) = (x — &)q(x) + . Assim,
0=1f(ax)=0-q(ax)+1,logor=0e f(x) =(x—a)q(x). |

Definicdo 13 (Multiplicidade)
Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que « € L é uma raiz de
multiplicidade m de f(x) € K[x] se, e somente se, (x — o)™ divide f(x) em

L[x], mas (x — o)™ néo divide f(x) em L[x].

Nesse caso, em Lix] temos que f(x] — (X— (X)mCI(X), com CI(OC) 7& 0. Verifique!

Quando m = 1 dizemos que & é uma raiz simples de f; com m = 2, «

é uma raiz dupla; com m = 3, « é uma raiz tripla e assim, sucessivamente.

Quando m > 2 dizemos que « é uma raiz mailtipla de f(x).

Exemplo 27

Todas as raizes de f(x) = x> — 1 em C sao simples, conforme o Exemplo 26.

UFF
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Lembre que m=1,2,..., n.

U

Exemplo 28
O polinomio f(x) = (x2 — 2)%(x? + 1) tem duas raizes duplas e duas raizes
simples em C, pois f(x) = (x2—2)2(x2+1) = (x—v2)2(x +v2)?(x+1) (x—1)

em Clx].

Quantas raizes um polinomio de grau n > 1 tem em um corpo?

Contamos uma raiz « € L de multiplicidade m como sendo m raizes:

X =0y K = K.

Proposicao 5
Seja K um corpo. Se f(x) € K[x] é um polinémio de grau n > 1, entao f(x)
tem no maximo n raizes em qualquer extensao L de K.

Demonstracdo: Procederemos por inducao sobre n = grau(f(x)) > 1.

Se f(x) = ax+b com a,b € K, a # 0 e « € L é uma raiz de f,
entao ax+b =0e ax = —g € K. Portanto, um polinémio de grau 1 com
coeficientes em K tem exatamente 1 raiz em K C L. Logo, tem exatamente

1 raiz em qualquer extensao L de K.

Suponhamos o resultado valido para os polinomios com coeficientes em
K de grau s, tais que T < s < n. Seja L uma extensao de K e seja f(x) € K[x]
com grau(f(x)) =n.

Se f(x) nao tem raiz em L, entao o resultado é, trivialmente, verdadeiro
para f(x).

Suponhamos que f(x) tenha pelo menos uma raiz & € L de multiplici-
dade m. Como (x — )™ divide f(x) em L[x], temos que n = grau(f(x)) >
grau((x — «)™) = m. Em L[x] temos: f(x) = (x — «)™q(x) com q(x) # 0
e grau(q(x)) =n—m >0. Sep €L é uma raiz de f(x) e B # «, entao
0=FfB)=(p—a)™q(p) € L. Como L é um corpo, temos que q(B) = 0.
Portanto, 3 é uma raiz de q(x) e 1 < grau(q(x)) = n—m < n. Pela hipétese
de inducao, q(x) tem no maximo n — m raizes em L e assim, f(x) tem no

maximo m + (n —m) = n = grau(f(x)) raizes em L. [ |

Observacdo: A proposicao anterior vale se substituimos L|K por R|D, onde R
¢ um dominio, D é um subanel de R e f(x) € D[x].

No entanto, em anéis que nao sao dominios o resultado é falso. Por
exemplo, f(x) = 2x € Alx], onde A = Zy4[t] é o anel de polindomios com
coeficientes em Z4. O polindémio f(x) tem grau 1 e tem uma infinidade de
raizes: o =2t), com j =0,1,....

Nosso objetivo, primeiramente, dado f(x) € K[x], é construir uma ex-
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tensao L de K, tal que f(x) tenha uma raiz «. Para isto, precisamos de outros
conceitos da teoria de anéis comutativos com unidade. Vamos introduzir o
anel quociente, construido a partir de um anel A, comutativo com unidade
1A, e um ideal I de A.

Seja A um anel comutativo com unidade 14 e [ um ideal de A. Sabemos
Lembre que ...

que A é um grupo abeliano aditivo e I é um subgrupo normal de A entao, 1C A é um ideal de A se, e
somente se,

OA el

xyel= x+yel
acAxel= a-xe L

usando a congruéncia médulo I, podemos considerar o grupo quociente

A/l={I+a; ae A}

onde a,be Ael+a=1+Dse, esomente se, a =b mod I se, e somente
se,a—bel

Lembramos que a classe de equivaléncia de a € A, denotada por a,
¢ chamada de classe de congruéncia modulo I ou classe residual modulo 1.

Temos

{x e A;x=a modI}
= {xeA;x—acl}

= {xeA;xel+a}

= I+a

ol
|

Sejam a,b € A. A operacao de adigao em A/I é dada por

a+b=a+b.

A seguinte propriedade adicional da congruéncia médulo I permitira

dar a A/I uma estrutura de anel comutativo.

Proposicdo 6 (Propriedade da congruéncia médulo I)
Sejam A um anel comutativo com unidade 15 e I um ideal de A. Sejam
a,b,d,b’ € A.

Sea=d modleb=b" modI,entao a-b=dad -b" mod L.
Demonstra¢do: Sejam a = a’ mod [ e b = b’ mod . Entao, existem A, A’

em I, taisque a—a’' =Aeb—b" =N. Logo,

a-b—ad b a-b+(—a-¥+a-¥)—ad-¥=a-(b—b)+(a—da)-b

= a-N+A-Vel,

mostrando que a-b=ad -b’ modI. N

UFF
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Em (1) usamos que
c~d&e=ct=d,

em qualquer relagao de
equivaléncia.

Em (2) reescrevemos a
definicdo da multiplicagao,
usando a igualdade obtida
em (1).

Nesse caso, 0o # 14, pois
A/T#{0A}

U

Construcdo de uma raiz

Agora podemos definir a multiplicacao em A/I e dar a A/I uma estru-
tura de anel comutativo.
Definicdo 14 (Multiplicagdo em A /T)
Sejam A um anel comutativo com unidade 15 e I um ideal de A. Sejam
a,b € A. Definimos

a-b = a-b

Observamos que essa definicao nao depende dos representantes das clas-
ses residuais. De fato, pela Proposicao 6, temos que
a=d modle

b=d b modI
b=b modl  © @ bomo

Ay Th—d v

2 _
&y Gb=ab=ad V=a-b
Logo, a multiplicagao das classes residuais independe do elemento de
A que é representante da classe.
Proposi¢do 7 (Propriedades da adi¢do e multiplicagdo de A /1)

Sejam A um anel comutativo com unidade 14 e I um ideal de A.

A adigao e a multiplicacao de A /I tém as seguintes propriedades, para
quaisquer a,b,c € A/I:

Al (Associativa) (@+b)+c=a+ (b+c);
A2 (Comutativa) a+b=b+a;

A3 (Existéncia de elemento neutro) 0a = I é o elemento neutro aditivo
Op+a=nu;

A4 (Existéncia de simétrico) o simétrico de @ é —a

a+—a=0,;
M1 (Associativa) (a-b)-c=a- (E -C);
2 (Comutativa) a- E b-a
AM (Distributiva) (a+b)-¢ = ﬁ .c+b-T

Além disso, quando I # A temos a propriedade adicional:

M3 (Existéncia de unidade) Ta =1+ T4 é a unidade de A/I

M. L. T. Villela
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1Aﬁ:ﬁ

Demonstracdo: As propriedades A1, A2, A3, A4 sao as propriedades do grupo

abeliano aditivo A/I. M2 e M3 sao facilmente verificadas.

Faremos a demonstracao apenas de M1 e AM.

B
lop

(@-b)-c = T

Em (1) e (2) usamos a

=

defini¢do da multiplicagao

I

B

=
o

das classes residuais. Em (3)

=

usamos que a multiplicagao

Il
o
-
e

em A é associativa. Em (4) e

=
o
7]
o

(5), novamente, usamos a

@

defini¢do da multiplicagao

I
ol
=
Q/I

das classes residuais.

mostrando M1.

[ ( | I Em (1) usamos a definigao
(a+b) ‘C = a+b-C da adigao das classes
residuais e em (2), a
defini¢do da multiplicagao.
= m Em (3) usamos a

distributividade em A. Em
+b-c (4) usamos a defini¢do da
(5) — adigao das classes residuais e
+b- C, em (5), a defini¢do da

multiplicagao.

mostrando AM. N

Observacdo: Quando I = A para quaisquer a,b € A temos que a =b mod I.

Nesse caso, A/I ={0A} é o anel identicamente nulo.

Corolério 3
Sejam A um anel comutativo com unidade 14 e I um ideal de A. Entao, A/I
é um anel comutativo. Mais ainda, se I # A, entao A/l é um anel comutativo

com unidade I+ 14.

H& dois tipos de ideais que desempenham um papel importante no

contexto dos anéis quociente.

Definicdo 15 (ldeal primo ou ideal maximal)

Seja A um anel comutativo com unidade.

Um ideal P de A, P # A, é um ideal primo se, e somente se,
sea,beAea-beP,entaoace PoubeP.

Um ideal M de A, M # A, é um ideal maximal se, e somente se,

para qualquer ideal I de A, tal que M C I C A, temos [ = A.

UFF
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Exemplo 29
Seja A um dominio. O ideal I = {0} é um ideal primo, pois se a,b € A e

a-b=0,entao a=0o0ub=0.

Exemplo 30
Em R[x], o ideal I = I(x? —3x +2) nao é um ideal primo, pois x> —3x +2 =
(x—T)(x—2)el,comx—1&lex—2¢1

Definicdo 16 (Elemento primo)
Seja A um dominio. Um elemento p € A nao-invertivel é dito primo se, e
somente se, a,b € A e p divide a- b, entao p divide a ou p divide b. Assim,

p é primo se, e somente se, o ideal I(p) é primo.

Exemplo 31

Num dominio A, se p € primo, entao p é irredutivel.

De fato, suponhamos que p = a - b. Entao, p divide a-b. Como p é primo,
temos que p divide a ou p divide b. Digamos que p divide b. Logo, existe
A€ Atalqueb=A-pep=a-b=a-A-p. Cancelando p, obtemos

1A = a- A, mostrando que a ¢ invertivel.

Exemplo 32

Num dominio principal todo elemento irredutivel é primo.

De fato, seja p irredutivel e suponhamos que p divida a - b, com p nao
dividindo a. Entao, mdc(p,a) = 14. Como A é um dominio principal, entao

existem x,y € A taisque 1 =x-p+y-a. Logo,
b=1p-b=(x-p+y-a)-b=x-p-b+y-a-bepA,

mostrando que p divide b.

Exemplo 33
Nos dominios principais todo ideal gerado por um elemento irredutivel é um

ideal maximal.

De fato, seja M = pA, onde p € irredutivel. Consideremos um ideal I de A
tal que M =pA C I. Vamos mostrar que I = A.

Como M = pA C I, existe a € I tal que a ¢ M = pA. Logo, a nao
¢ multiplo de p. Como p é primo, temos que mdc(p,a) = 1. Portanto,
existem x,y € A tais que 1 =x-p+y-a. Observando que x-p € M C I,
y-a€leléum ideal, concluimos que 1 =x-p+y-a € 1. Logo, | =A.

Exemplo 34

No dominio principal dos inteiros o ideal {0} é primo e nao é maximal, pois

M. L. T. Villela
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{0} S nZ C Z, para todon € {2,3,4,...}.

Os ideais maximais de Z sao I(p), onde p é um natural primo.

Exemplo 35
No dominio principal R[x] os ideais maximais sdo I(x — a), onde a € R ou
I(x>+bx +c), tais que b,c € R e b>—4¢ < 0.

No dominio principal C[x] os ideais maximais sao I(x — a), onde a € C.

Em K[x], K corpo, os ideais I(x — a), onde a € K sdo sempre maximais.

Proposicao 8
Seja A um anel comutativo com unidade 15. Se M ¢é um ideal maximal,
entao M ¢é um ideal primo.
Demonstracdo: Seja M um ideal maximal de A. Sejam a,b € A, tais que
a-beMea¢g M. Vamos mostrar que b € M.

Consideremos o ideal I = M + I(a). Observamos que M C M + I(a),
pois a € M+1I(a) e a¢g M. Como M é ideal maximal, entao A = M +1(a).
Logo, existem m € M e x € A, tais que 1o = m + x - a. Multiplicando a

igualdade anterior por b, obtemos

b=Tpa-b=(m+x-a)-b=m-b+x-a-beM. [ |

Proposicao 9

Seja A um anel comutativo com unidade 1. Valem as seguintes proprieda-
des:

(i) P é um ideal primo de A se, e somente se, A/P é um dominio.

(ii) M é um ideal maximal de A se, e somente se, A/M é um corpo.
Demonstracao:

(i) (=) Suponhamos que P seja um ideal primo de A. Como P # A, pelo

Corolario 3 sabemos que A/P é um anel comutativo com unidade. Sejam
a,b € A tais que @-b = 04. Entéo,

a-b=a-b=04 se esomentese, a-b=0, modP

se, e somente se, a-b € P.

Como P é um ideal primo, temos a € P ou b € P. Portanto, @ = 04 ou
b =0a.
(i)(&=:) Suponhamos que A/P seja um dominio. Entdo, A/P é um anel
com unidade e assim, P C A. Sejam a,b € A, tais que a-b € P. Entao,

Instituto de Matemadtica
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A soma de ideais é um ideal.
Se I e J sdo ideais de A,
entdo a soma I+ ] é um
ideal, onde

I+]={x+y; xeleye]l.

Num dominio principal
temos que p é primo se, e
somente se, p é irredutivel,
isto é, p ndo é invertivel e se
p=a-b,entdo aou b é

invertivel.

UFF
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Lembre que ...
M+ I(a) é um ideal, pois a
soma de ideais é um ideal.

Note que ...
meMCI= mel
xelLbye A= x-yel
Assim, m+x-y € L

Forgosamente, n > 1.

U

0Op =a-b=1a-b. Como A/P é um dominio, temos @ = 05 ou b = 0A.
Portanto, a € P ou b € P.

(ii)(=:) Suponhamos que M seja um ideal maximal de A. Pela Proposigao
8, M é um ideal primo e, pelo item (i), A/M é um dominio. Precisamos
mostrar apenas que todo elemento @ # 0a em A/M é invertivel. Como
a#0a entdioa g MeM C M+1(a) C A. Logo, A =M+ I(a). Assim,
existem m € M e x € A tais que 1o = m+x-a. Tomando as classes médulo
M, obtemos

Ta=mF+x-a=m+X-a=x-a.

Logo, X é o inverso de @ em A/M.

(i) (&=:) Suponhamos que A/M seja um corpo. Entao, A/M é um dominio
e, pelo item (i), M é um ideal primo. Logo, M # A. Seja I um ideal de
A tal que M C I C A. Tome x € I tal que x ¢ M. Entdo, X # 05 e
existe Y € A/M tal que 1o =X -y = x-y. Logo, existe m € M, tal que
Ia—x-y=me M, istoé, 1o =m+x-y € [. Portanto, I = A, mostrando

que M é maximal. [ |

Como aplicacao, temos uma nova demonstragao do seguinte resultado.

Corolario 4

Sejam K um corpo, p(x) € K[x] polinomio monico.

K[x]/(p(x)) é um corpo se, e somente se, p(x) é irredutivel.

Seja K um corpo e seja p(x) € K[x] polinémio monico irredutivel com

n = grau(p(x)). Consideremos M = (p(x)). Entao,
L =Kx]/M ={M + f(x) ; f(x) € K[x]} é um corpo.

Seja f(x) € K[x]. Pela divisao euclidiana de f(x) por p(x), existem q(x)
e r(x) em K[x], unicamente determinados, tais que

f(x) =p(x)q(x) + r(x), onde r(x) =0 ou 0 < grau(r(x)) < n.

Podemos escrever 1(x) = ao+ a1X + - - - + an_1x™', com ayo, ..., An_1

em K.

Assim,
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M+ f(x) = M+px)q(x)+r(x)

eM Na 1ltima igualdade usamos

= M+ T‘(X) as defini¢bes da adicao e da
multiplicagdo de classes: a

= M+ (aO +ax+--- + an—1xn_1) classe da soma de poliné6mios

— (M + O-O) + (M + (11)(]\/[ + X) 4+ .+ (M + Cln71)(M + X)n71. é a soma das classes dos
polinémios; a classe de um

Escrevendo o« = M + x, temos: produto de polinémios é o

produto das classes dos
polinémios.

M+f(x)=M+ag) +(M+a)ax+---+ (M4 an_j)a™ .

Suponhamos que a,b € Ke M+a=M+Db. Entao, a—b € MNK
logo, a—b é multiplo de p(x) e a—b € K, portanto a—b =0, isto é, a = b.

Assim, o homomorfismo de anéis

K — L=K[Kx|]/M
a — M+ a

é injetor e {M + a ; a € K} é um subcorpo de L = K[x]/M isomorfo a K.
Identificamos {M 4+ a; a € K} ¢ L = K[x]/M com {a ; a € K} e assim,

L=Kx/M~{ap+ ajox+ -+ an10™"; a; € K} = K[ad, com p(ex) = 0.

A dltima afirmacao decorre do fato de M ser o elemento neutro aditivo do

anel quociente e escrevendo p(x) = Xx™ + by _1x™ ' + - - 4+ byx + by temos
M=M+p(x) ~&™+bp ™ 4+ bja+ by =p(a).

A passagem ao quociente do dominio K[x] pelo ideal maximal gerado
pelo polinomio monico irredutivel fabrica uma raiz para esse polinémio, a
saber, « = M +x € L, a classe de x. L ~ Kla] é K-espaco vetorial de

dimensao n = grau(p(x)) e é uma extensao de K na qual p(x) tem uma raiz.
Provamos o seguinte teorema.
Teorema 2

Sejam K um corpo e p(x) € K[x] polinomio moénico irredutivel. Entao, existe

uma extensao L|K com [L: K] =n, tal que p(x) tem uma raiz « € L.

Sabemos que polinémios de graus 2 ou 3 com coeficientes em um corpo

- . L. - R , Cuidado! x* +x? +1 ndo

K sdo irredutiveis em K[x] se, e somente se, nao tém raizes em K. tem rafzes em Zy, mas nio é
irredutivel em Z; [x], pois

Vamos dar um exemplo, interessantissimo. " 2 5
X' +x+1=(x"+x+1).

UFF
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Veja o Exercicio 1 da Secao
1, que ensina a calcular
poténcias p-ésimas em um

corpo de caracteristica p.

Em Cddigos Corretores de
Erros de A. Hefez e M.L.T.
Villela, Série Computagao e

Matematica, IMPA, 2002,

veja no Teorema 2, pagina

70, a existéncia de
polinémios ménicos
irredutiveis em Zy [x] de grau

n, para todo n > 1.
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Exemplo 36

Consideremos o polinomio p(x) = x> +x + 1 € Z,[x].

Avaliando p(x) em 0,1 € Z,, temos p(0) =1 e p(1) = 1. Portanto, p(x) ndo
tem raizes em Z,. Logo, p(x) é irredutivel em Z;[x].

Seja L = Zy[x]/(x* +x+1) ~Zlod ={a+bx; a,beZea’?+ax+1=0.
Assim, Z, C Zsad, car(Zo[al) = 2, [Zo]o] : 7] = 2 e Zo[o] é um corpo com
22 elementos, pois x? + x + 1 é o polindomio minimo de « sobre Z, e {1, &} é
uma base de Z,[«]|Z,.

Observamos que Zo[a] ={0,1, &, 1+ .

O polinomio minimo de « sobre Z; nos da a relacao algébrica relevante para
fazer as multiplicacoes em Z)[xx]. As poténcias de o podem ser obtidas da

seguinte maneira:

Hoaut+l=0 & =—a—1=a+1
— =’ a=(a+Na=c?+a=1
— &3 =1.

O polinomio x> — 1 tem todas as suas raizes em Z[«].

De fato, x> — 1= (x — 1)(x2 +x + 1).

Comoplax+1)=(x+ 12+ (x+1)+1=(?+1)+ax=a?+a+1=0,
entdo o + 1 é a outra raiz de x> +x + 1. Logo, as raizes de x> —1sdo 1,x e
x4+ 1.

Para todo p primo e todo n > 1 existe um corpo de caracteristica p

com p™ elementos, conforme veremos no préximo Exemplo.

Exemplo 37

Seja p um natural primo. Para cada n > 1 existe p(x) € Z,[x] monico
irredutivel de grau n. Entao, L = Z,[x]/(p(x)) é um corpo com p™ elementos
de caracteristica prima p, em virtude de L ~ Z,[al, onde & = (p(x)) +x e
(Zplod = Zp) =m.

Corolério 5
Seja f(x) € K[x] com grau(f(x)) > 1. Entao, existe uma extensao finita L|K
na qual f(x) tem uma raiz « e [L: K] < grau(f(x)).
Demonstracdo: Seja p(x) € K[x] um fator monico e irredutivel de f(x). Como
p(x) divide f(x), toda raiz de p(x) é uma raiz de f(x).

Pelo Teorema anterior, existe extensao L|K na qual p(x) tem uma raiz
e [L: K] =grau(p(x)) < grau(f(x)). [ |
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Teorema 3
Seja f(x) € K[x] com n = grau(f(x)) > 1. Entao, existe uma extensao L de
K tal que [L : K] < n! na qual f(x) tem n raizes (L tem todas as raizes de
f(x)).
Demonstracdo: Inducao sobre n = grau(f(x)).

Se f(x) € K[x] tem grau 1, entao f(x) tem todas as suas raizes em L = K
elL:K]l=1<1L

Suponhamos o resultado valido para polinomios de grau s com coefi-
cientes em corpos, onde 1T < s < n. Seja f(x) € K[x] com grau(f(x)) = n.
Vamos mostrar que vale para f(x).

Pelo Corolario anterior, existe uma extensao F|K na qual f(x) tem uma

raiz op e [F : K] < grau(f(x)) = n. Em F[x] temos f(x) = (x — «1)q(x), L
com grau(q(x)) =n—1e q(x) € F[x]. Por hip6tese de inducao, existe uma ]lc SIu
extensao L de F, na qual q(x) tem n — 1 raizes com [L : F] < (n—1)!. As | <n
raizes de f(x) sdao o e as raizes de q(x). Portanto, em L o polinomio f(x) K
tem n raizes, o maximo possivel, e [L: K] =[F:K][L:F <n(n—1)! =nl
|
Exemplo 38
O polinomio f(x) = x> +1 € Q[x] tem todas as suas raizes em Q(i) e
[Q(1): Ql =2=2.
Exemplo 39
O polinomio f(x) = (x> — 2)(x? — 3) € Q[x] tem todas as suas raizes em
Q(V2,v3) e [Q(V2,v3): Q1 =4 < 4l.
Exemplo 40
O polinémio f(x) = x> —1 € Q[x] tem todas as suas raizes em Q(w), onde
w :cos%”—i—isen%” e [Qlw):Ql=2<3!.
Lembre que x> — 1= (x—1)(x2+x+1) = (x — 1)(x — w)(x — w?).
Exemplo 41
O polinomio f(x) = x> — 2 € Q[x] se decompde em C[x] como

X3 —2=(x—V2)(x—wv2)(x —w?V2).
C D Q, mas C é um corpo muito grande. Todas as raizes de f(x) estao em
Q(V2, w2, w?V2) = Q(w, v2) e [Q(w, v2) : Q] =6 = 3L.

UFF
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EXTENSAO
DE CORPOS
Exercicios
1. Seja R[x] o dominio dos polinémios com coeficientes reais.
Seja I = I(x) o ideal gerado por x.
(a) Seja f(x) =ao+ arx + -+ ax™ € R[x].
Mostre que f(x) = @y, isto é, f(x) = ap mod L
(b) Sejam a,b € R.
Mostre que a =b mod I se, e somente se, a = b.
(c) Mostre que R[x]/I é um corpo e conclua que I = I(x) é um ideal
maximal de R[x].
(d) Identifique o anel R[x]/I.
2. Seja Z[x] o dominio dos polinémios com coeficientes inteiros.
Seja I = I(x) o ideal gerado por x.
(a) Seja f(x) =ao+ a1x + -+ ax™ € ZI[x].
Mostre que f(x) = g, isto é, f(x) = ap mod L
(b) Sejam a,b € Z.
Mostre que a = b mod I se, e somente se, a = b.
(¢) Mostre que Z[x]/1 é um dominio e conclua que I = I(x) é um ideal
primo de Z[x].
Z[x] nao é um dominio
principal. O ideal 1(2,x) néo (d) Identifique o anel Z[x]/I.
é principal.
S (e) Conclua que I ndo é um ideal maximal.
3. Sejap(x) =x*>+1 € R[x].
(a) Mostre que p(x) é irredutivel em R[x].
(b) Seja L =R[x]/(p(x)). Mostre que L é um corpo isomorfo a C.
4. Sejap(x) =x>+x+1.
(a) Mostre que p(x) é irredutivel em Z,[x].
(b) Seja L = Z;[x]/(p(x)). Mostre que L é um corpo com 8 elementos.
(c) Construa a tabela de multiplicacdo dos elementos de L.
5. Seja p(x) = x>+ 1.
(a) Mostre que p(x) é irredutivel em Z3[x].
-
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(b) Seja L = Z3[x]/(p(x)). Mostre que L é um corpo com 9 elementos.

(c) Construa a tabela de multiplicacdo dos elementos de L.
6. Seja p(x) =x*+x+1.

(a) Mostre que p(x) é irredutivel em Z,[x].

(b) Seja L = Z,[x]/(p(x)). Mostre que L é um corpo com 16 elemen-

tos.
(c) Seja o« = (p(x)) +x. Mostre que ' = 1 e os elementos nao-nulos
de L podem ser escritos como o/, onde j =1,...,14.
7. Seja L|K uma extensao de grau n.
(a) Mostre que para todo « € L, o grau do polinémio minimo de o
sobre K divide n.

(b) Mostre que se p(x) € K[x] é irredutivel em K[x] e grau(p(x)) nédo
divide n, entdo p(x) nao tem raizes em L.

(¢) Mostre que x* — 2 nao tem raizes em Q(3/2), para todo n = 2™,
onde m>1, meN.

8. Seja p um natural primo. Consideremos Para os alunos que querem
saber malis sobre ideais

maximais.

A={; mmne€Zepnao divide n}.

n’

(a) Mostre que A é um anel comutativo com unidade.
(b) Seja P ={™ e A; p divide m}.

Mostre que P é um ideal maximal de A.

UFF

Instituto de Matemadtica



Construcdo de uma raiz

EXTENSAQO
DE CORPOS

urF

M. L. T. Villela



Corpos de decomposicdo

Corpos de decomposicao

Vamos introduzir o conceito de corpo de decomposicao ou corpo de
raizes sobre K de um polindémio f(x) € K[x]\K. A idéia é construir uma
extensao L de K tal que f(x) se decomponha num produto de poténcias
de fatores lineares em L[x], de modo que L seja o menor corpo com essa
propriedade.

Definicdo 17 (Corpo de decomposicdo ou corpo de raizes)

Seja f(x) € K[x] com grau(f(x)) > 1. Uma extensao L|K é dita um corpo
de decomposicao ou corpo de raizes de f(x) sobre K se, e somente se, f(x)
se decompoe em produto de fatores lineares em L[x] e nao se decompde em
produto de fatores lineares em F[x], onde F é qualquer subcorpo préprio de
L contendo K.

Observacdo 1: Pela definicao acima, L é o menor corpo contendo K com a

propriedade de f(x) ter grau(f(x)) raizes em L.

Observacido 2: Veremos que, essencialmente, L = K(&q,...,&n), onde n =
grau(f(x)) e a1, ..., ®, sdo as raizes de f, contadas com as suas multiplici-
dades.

Exemplo 42

Os 4 Exemplos anteriores sao exemplos de corpos de decomposicao sobre Q,
a saber,

Q(i,—1) = Q(i) é corpo de decomposicao sobre Q de x* + 1 € Q[x].
Q(V2,—v2,v3,—V3) = Q(v2,V/3) é corpo de decomposicio sobre Q de
(x? —2)(x? —3) € Q[x].

Q(1,w, w?) = Q(w), com w = cos%7T + isen %",
sobre Q de x> —1 € Q[x].

Q(V2,wv2,wv2) = Q(w, V2), com w = COS%Tt + isen 2?”, é corpo de
decomposicao sobre Q de x> —2 € Q[x].

é corpo de decomposi¢ao

Digamos que L|K e L'[K sdo corpos de decomposicao sobre K de f(x) em

K[x]. Qual a relacao entre L e L'?

Definicdo 18 (Extensdes isomorfas)
Dizemos que L|K e L'|K’ sdo extensoes isomorfas se, e somente se, existe

¢ : L — [’ isomorfismo de corpos tal que ¢(K) = K’

Definicdo 19 (Extensdo de isomorfismo)

Seja @ : K — K’ um isomorfismo de corpos e sejam LK e L'|K’ extensoes

Instituto de Matemadtica
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e(1x) =T

vrr IR

de corpos. Dizemos que  : L — [’ estende @ se, e somente se, \p é um
isomorfismo, tal que Pk = ¢. Equivalentemente, o seguinte diagrama é

comutativo:

L --» I
it w7

K % K,

ondei: K —Lei:K — L' sa0 as inclusoes naturais.

Nesse caso, L|K e L'|K’ sdo extensoes isomorfas.

Proposicdo 10 (Extensdo de isomorfismo)
Seja @ : K — K’ um isomorfismo de corpos, entao
(i) K[x] e K'[x] sao dominios isomorfos.

(ii) Se L|K e L'|K" sdo extensoes de corpos, p(x) € K[x] é monico irre-
dutivel, « € L é raiz de p(x) e p € L’ é raiz de @(p)(x), entao o isomorfismo
¢ : K — K’ admite extensao, também denotada por ¢, ¢ : K(x) — K'(B)

definida por @(«) = . Equivalentemente, o seguinte diagrama é comutativo:

Kla) -2+ K/(B)
i7 7

K 2 K,

onde () =R ei:K— K(a) el :K — K'(B) sao as inclusdes naturais.
Demonstracao:
(i) De fato, se f(x) = ap+ a1x + - - + amx™ € K[x] e definimos @ (f)(x) =
@(ag) +e(a)x+-- -+ @(an)x™, entao @ : K[x] — K'[x] é um isomorfismo
de anéis.
(ii) E claro que p(x) é irredutivel em K[x] se, e somente se, @(p)(x) é irre-
dutivel em K'[x].

Como o € L é raiz de p(x) = x™ + by x™ ' + -+ 4+ byx + by, entdo
0=p(a) =a™+ by ja™ '+ + b+ by

Se existe isomorfismo ¢ do corpo K(a) em outro corpo, entao

0=¢(0) = @a™+byja™'+---+bja+ by
= Q)"+ @(bn1)@(c)™ "+ -+ @(br)e(x) + @(bo)
= @(p)le(a)),

M. L. T. Villela



Corpos de decomposicdo

isto é, () é raiz de @(p)(x), com @(p)(x) moénico e irredutivel no dominio
o (K)[x] = K'[x].

A extensao @ esta perfeitamente definida se conhecemos (), pois
e(o?) =@la-a) =@(a)?, ..., ola™ ) = @) Te{l,a, ..., "} é uma
base de K(«) sobre K, onde n = grau(p(x)).

Portanto, dado isomorfismo ¢ : K — K’ existe um tnico isomorfismo
@ : K(ax) — K'(B) com @) = 3. [ |

Coroldrio 6 (Extensdo da identidade)

Se p(x) € K(x) é polindomio monico irredutivel e & e 3 sao duas raizes de p(x),
entao K(a) e K(P) sdo corpos isomorfos com ¢ : K() — K(f) definida por
@(a) =a, para a € K e @(a) = . Nesse caso, @|x = I, isto é, ¢ estende a

funcao identidade em K e dizemos que ¢ é um K-isomorfismo.

Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicdo 20 (K-isomorfismo)

Dizemos que L|K e L'|K sao extensoes K-isomorfas se, e somente se, existe
@ : L — L' um isomorfismo, tal que @|x = I, equivalentemente, existe um
isomorfismo de L em L’ que estende I : K — K. Nesse caso, o seguinte

diagrama é comutativo

L -%
iT VT

K 4 K

ondei:K —Lei:K—1T'sa30 as inclusoes naturais.

Teorema 4 (Extensdo de isomorfismo a corpos de raizes)
Sejam f(x) € K[x]\K, ¢ : K — K’ um isomorfismo de corpos, L um corpo
de raizes de f(x) sobre K e L’ um corpo de raizes de @(f)(x) sobre K'. Entao,

LIK e L'IK’ sdo extensoes isomorfas, com um isomorfismo P que estende @.

Antes de demonstrarmos esse Teorema, como conseqiiéncia, obtemos o se-

guinte resultado muito importante:

Corolario 7 (Unicidade do corpo de decomposi¢do)
Se LIK e L'[K sao corpos de decomposicao sobre K de f(x) € K[x]\K, entao
LK e I'|K sao extensoes K-isomorfas.

Demonstracdo: Tomamos no Teorema anterior K = Ke ¢ =1, 1: K — K.

Entao, existe isomorfismo 1\ : L — L’ tal que o seguinte diagrama é comutativo

PARTE 1 - SECAO 3

p(x) é o polindbmio minimo

de o sobre K.

i1 v
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O diagrama ao lado ilustra o

raciocinio acima.

Observe que
KC K(a) =Ko CF.

U

Corpos de decomposicdo

L --» T
i T
K -4 X

isto é, P(a) = a, para todo a € K. [ |

Demonstracdo do Teorema 4: A prova serd feita por inducao sobre n = [L : K].

Suponhamos que [L: K] = 1. Entao, f(x) € K[x] se decompoe em L = K
em produto de fatores lineares, isto é, f(x) tem todas as suas raizes em K e
f(x) = a(x—oq) ... (x—a) com a, &1, ..., &, € K. Como @ : K[x] — K'[x]
¢ isomorfismo de anéis, entao @(f)(x) = @(a)(x —@(1)) ...  (x — @(xm))
com @(a), e(a),...,e(xn) € @(K) =K e @(f)(x) se decompde em K'[x].
Logo, L' =K' e ¢ : K— K’ é 0 isomorfismo procurado.

Suponhamos o Teorema valido para os polindmios com coeficientes em
Ko, cujo corpo de decomposicao Ly sobre K tenha [Lg : Ko] < . Seja f(x) em
K[x] com corpo de decomposicao L sobre K, tal que [L: K] =n > 1. Entao,
f(x) tem um fator monico irredutivel p(x) € K[x] com grau(p(x)) =r > 1.
Seja @(p)(x) o fator monico irredutivel de @(f)(x) em K'[x]. Como f(x) se
decompoe em L e p(x) divide f(x) em K[x], entao todas as raizes de p(x)

estao em L. Logo, existe « € L tal que p(a) = 0. Portanto,

. B [L:K] _n
[L.K(oc)]—i[K((x):K] = <mn.

Tomando L' um corpo de raizes de @(f)(x) sobre K’ e € I’ uma raiz
de @(p)(x), entao o isomorfismo ¢ : K — K’ se estende a um isomorfismo

de K(a«) em K'(B), também denotado por ¢, com @(x) = f3.

L L’
i1 7
K(x) -2 K'(B)
i1 V7

K 2% K

Afirmamos que L é um corpo de raizes de f(x) sobre Ko = K(«), assim

como L’ é um corpo de raizes de @(f)(x) sobre K'(p).

De fato, f(x) € K[x] C K(a)[x] e f(x) se decompoe em L num produto de
fatores lineares e nao pode se decompor em um subcorpo F com Ko C FC L
pois, senao, L nao seria corpo de raizes sobre K de f(x).

Como [L: K] < n, pela hipétese de inducao, ¢ : Ko = K(ax) — K'(3)
se estende a um isomorfismo VP : L — ['. Esse é o isomorfismo procurado.

M. L. T. Villela
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AL
i1 1
Kl) =5 K/(B)
i1 1
K % K.
O diagrama acima ilustra a hipdtese de inducao. ]
Exemplo 43

Todo polinomio de grau 2 com coeficientes em K se decompoe em fatores

lineares em uma extensao simples de K, de grau no maximo 2 sobre K, obtida

pela adjuncao a K de uma de suas raizes.

De fato, digamos que f(x) = a(x? 4+ bx +c¢) € K[x], com a # 0. Seja

L uma extensao de K na qual f(x) tem uma raiz «. Entdo, « é raiz de Faca a divisio de x2 + bx +
x> +bx+ceKxlex?+bx+c=(x—a)(x+b+«)em Lx]. por x — e use que

oZ +ba+c=0.

As raizes de f(x) sdao o« e —b — &, ambas estao em K(a). Assim, K(a) é o

corpo de raizes sobre K de f(x). Mais ainda,

xeK&e —b—ae K= K=K(a) & [K(a): K] =1
€K —-b—aéd K= K Kla) & [K(x): K] =2.

Observacdo: Finalizamos lembrando que um corpo K é algebricamente fe-
chado se, e somente se, todo polindémio nao-constante em K[x] tem uma
raiz em K. Nesse caso, mostra-se que se f(x) € K[x]\K, entao existem
a, xq,..., 0, € K, com a # 0, tais que f(x) = a(x —oq) - ...« (x — oxp).

Para todo corpo K, existe corpo algebricamente fechado K, tal que
K C K.

A demonstracao da afirmacao acima usa o Lema de Zorn e nao sera
feita aqui, podendo ser vista em Algebra, Serge Lang, 3™ edition, 1993,
Addison Wesley Publishing Company. O fato é que corpos de raizes sobre K
de polindémios em K[x]\K sdo construidos como subcorpos de K, assim como
corpos de raizes de polinomios nao-constantes em Q[x] sdo construidos como

subcorpos de C.

Na Secao 4 da Parte 2, como uma aplicacao da teoria apresentada,

daremos uma demonstragao de que C é corpo algebricamente fechado.

UFF
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DE CORPOS
Exercicios
1. Para cada f(x) € K[x] determine L, o corpo de decomposicao de f(x)
sobre K:
(a) f(x) =x>—1¢€ Qlx; (f) f(x) =x*—2 € Qlxl;
(b) f(x) =x*—1€ Q; (g) f(x) =x*—2€Q(v2)x];
(c) f(x) =x°—1 € QIx]; (h) f(x) =x*—4 € Qx];
(d) f(x) =x*—1 € QIxl; (i) f(x) =x"—1¢€ Qlxl;
(e) f(x) =x'*—1 € Qlx; (j) f(x) =x"—a€Qlx],a>0
2. No Exercicio anterior, determine [L : K]:
(a) nos oito primeiros itens;
(b) no item (i), no caso n primo;
(c) no item (j), no caso n e a naturais primos.
3. Sejam f(x) € Q[x] e L o corpo de decomposicao de f(x) sobre Q. De-
termine L e [L: Q].
(a) f(x) =x"—1 (b) f(x)=x3-3
(c) f(x) =x*+1 (d) f(x) =x°+1
(e) f(x) =x*—3 (f) f(x) = (x*+ 1)(x? —5)
4. Sejam o = V24 v2 e L =Q(a).
(a) Determine p(x), o polinémio minimo de « sobre Q.
(b) Determine todas as raizes de p(x).
(c) Determine o' e mostre que L é o corpo de decomposicao de p(x)
sobre Q.
5. Sejam K, L corpos e 0 : K — L um homomorfismo injetor. Mostre que
o0(1x) = 1 e car(K) = car(L).
Observe que o é um 6. Para cada subcorpo L de C, determine todos os homomorfismos inje-

h fi
Q-homomorfismo & tores 0: L — C e o corpo o(L):
o:L— o(L) é um

isomorfismo que estende

1:Q — Q (a) L=Q(v2) (b) L=Q(v2) (0) L=Q(v2)
(d) L =Q(i, v2) (e) L:Q(\3/Z(1.J),ondew:cos%ﬁ—kisen%7T

7. Sejam LIK e I'|[K’ extensoes isomorfas. Mostre que [L : K] = [L’ : K'].

U
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Extensoes normais e separaveis

Veremos que o conceito de normalidade esta relacionado com corpos
de decomposicao e a separabilidade com raizes simples de polinomios irre-

dutiveis.

Defini¢do 21 (Extensdo normal)
Uma extensao LK é normal se, e somente se, cada polindmio monico irre-

dutivel f(x) € K[x] que tem uma raiz em L tem todas as suas raizes em

L.

Exem pIO 14 C é um corpo algebricamente

fechado, os polinébmios

C|R é uma extensao normal, pois todo polinomio com coeficientes reais tem o .
’ monicos irredutiveis em R[x]

todas as suas raizes em C. sdo x — a ou x2 + bx +c,
com a,b,ceRe
b2 —4c <.

Exemplo 45

Q(+v/2)|Q nao é normal, pois f(x) = x* — 2 € Q[x], irredutivel em Q[x], nao

tem todas as suas raizes em Q(v/2).

Teorema 5 (Caracterizagdo das extensdes normais finitas)
Uma extensao L|K é normal finita se, e somente se, L é corpo de decomposicao

sobre K de algum polinomio f(x) € K[x]\K.

Demonstracdo: Suponhamos que L|K seja normal finita. Pelo Corolario 2 da
Secao 1, existem «q, ..., x, € L algébricos sobre K tais que L = K(aq, ..., an).
Sejam p1(x),...,pn(x) € K[x] os polindmios minimos, respectivamente, de
X1,..., &, sobre K. Seja f(x) = pi(x) - ... - pn(x) € K[x]. Pela normalida-
de de LK, todas as raizes de pj(x), j = 1,...,n, estao em L, logo f(x) se
decompode em produto de fatores lineares em L. Qualquer corpo F D K com
a propriedade de f(x) se decompor em produto de fatores lineares, contém
KU{«y,...,an). Portanto, F D K(xq,...,x,) = L. Entao, L é o corpo de

decomposicao sobre K de f(x).

Reciprocamente, suponhamos que L seja corpo de decomposicao sobre K
de algum polinomio f(x) € K[x]\K. Entao, L|K é, claramente, uma extensao
finita. Para provar a normalidade seja p(x) € K[x] um polindmio moénico
irredutivel que tenha uma raiz em L. Vamos mostrar que todas as raizes
de p(x) estdao em L. Consideremos F D L um corpo de decomposicao de
f(x)p(x) sobre K. Sejam «; e «, raizes de p(x) em F. Afirmamos que
[L(a1) : L] = [L(xz) : L]. De fato, consideremos o seguinte diagrama de

subcorpos de F

UFF
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Fez o Exercicio 7 da Segao 37

U

F
AN
L) L(ez)
L
K(ot) K(exz)
N
K
Para j = 1,2 temos:
[L(o;) : LI[L: K] = [L{e) : Kl = [L(oy) : K(e;)][K(og) = KI. (%)

[K(et1) : K] = [K(xz) : K], pois p(x) é o polindomio minimo de «; e &, sobre
K. E claro que L(a;) é um corpo de decomposicao sobre K(eo) de f(x).
Pelo Corolério 6 da Secao 3, K(a;) e K(az) sdo corpos isomorfos e, pelo
Teorema 4 da Secao 3, L(o)|K(oq) e L(az)|K(ex2) s@o extensoes isomorfas.
Portanto, [L(o) @ K(op)] = [L{x2) : K(ez)]. Substituindo em (%), obtemos
[L(o¢q) : L] = [L(x2) : L], mostrando a afirmacao.

Agora, se o7 € L, entao L(aq) = L, que é equivalente a [L(oq) : L] =1,
portanto [L(ay) : L] = 1. Assim, o, € L. [ |

Agora apresentamos a relacao entre o conceito de derivada de po-

lindbmios com coeficientes em corpos e a multiplicidade das raizes.

Defini¢do 22 (Derivada)
Seja f(x) = ap+ arx+-- -+ a,x™ € K[x], onde K é um corpo. A derivada de
f(x) é o polinomio f'(x) = aj + 2axx + - - - + na,x™' € K[x].

Assim, a derivada é a funcao D definida por

D: Kx] — KIx]
f(x) = Z a]-xj — f(x) = Z jajxj’1
=0 j=1

Proposicdo 11 (Propriedades da derivada)
Sejam K um corpo, a € K e f(x), g(x) € K[x]. Valem as seguintes proprieda-
des:

(1) (f(x) +g(x)) = f'(x) + g'(x).
(ii) (f(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).
(iii) (af(x)) = af'(x).

M. L. T. Villela
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(iv) ((x —a)™) = m(x — a)™ ', para todo m > 1.

Demonstracdo: Voceé deve fazer a demonstracao, que é uma verificagao sis-
tematica, usando as defini¢oes da derivada e das operagoes de adicao e multi-
plicacdo de polinomios. O item (iv) deve ser feito por inducao sobre m > 1,

usando o item (ii). W

Lema 1

O polinomio f(x) € K[x]\K tem uma raiz multipla (em alguma extensao L
de K) se, e somente se, f(x) e f'(x) tém um fator comum de grau maior ou
igual a 1T em K[x].

Demonstracdo: Suponhamos que & € L seja uma raiz de f(x) € K[x] com
multiplicidade m > 1. Entao, f(x) = (x — «)™q(x) em L[x], com q(&) # 0.
Assim, f'(x) = m(x — )™ 'q(x) + (x — «)™q’(x). Avaliando em «, obtemos

() =m-0-q(x)+0-q'(x) =0. Logo, &« também é raiz de f'(x). Tomando Na primeira parcela a direita
da igualdade, usamos que
p(x) € K[x], o polinémio minimo de o sobre K, temos que p(x) divide f(x) e m_g] So. a

p(x) divide f'(x) em Klx].

Reciprocamente, suponhamos que g(x) € K[x], grau(g(x)) > 1, seja um
fator comum de f(x) e f'(x). Seja « € L D K uma raiz de g(x). Afirmamos
que f(x) = (x — a)™q(x), q(x) # 0 com m > 1.

De fato, caso contrario, f(x) = (x — a)q(x), com q(x) # 0 e f'(x) =
q(x) 4+ (x — «)q’(x), entao f'(x) = q(a) # 0, uma contradigao. [ |

Corolario 8

Seja p(x) € K[x] um polinémio irredutivel.
(i) Se car(K) = 0, entao todas as raizes de p(x) sdo simples.

(ii) Se car(K) = p, entdo p(x) tem raiz multipla se, e somente se,
p(x) € K[xPl.

Demonstracdo: Primeiramente, pelo Lema anterior, p(x) € K[x] tem raiz
multipla se, e somente se, p(x) e p’(x) tém um divisor comum de grau maior
ou igual a 1. Como p(x) é irredutivel, isto é equivalente a p(x) dividir p’(x).
Entao, p’(x) = 0. De fato, se p’(x) # 0, entdo grau(p’(x)) < grau(p(x)) e
p(x) nao divide p’(x).

Quais as condigoes para p’(x) = 07
n n
Seja p(x) = Z apx). Entdo, p'(x) = Z jajxj’1 = 0 se, e somente se,
=0 j=1
jaj=0,paraj=1,...,n.

Seja car(K) = 0, entao

UFF
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p'(x) =0 & ja;=0,paratodoj=1,...,n

& a;=0,paratodoj=1,...,n

& plx) =ao.

Esse caso nao pode ocorrer com p(x) irredutivel. Portanto, se ha raizes

multiplas, estamos em caracteristica prima.
Seja car(K) = p, entao
p'(x) =0 & ja;=0,paratodoj=1,...,n
& a;=0sempreque pfj,comj=1....n
= plx) = apx® =3 ap(xP)' € K[x"],

concluindo a demonstracao. [ |

Definicdo 23 (Polindmio irredutivel separdvel ou inseparavel)
O polinomio irredutivel p(x) € K[x] é dito separdvel sobre K se, e somente
se, todas as suas raizes sao simples. Caso contrario, o polinomio irredutivel

é dito insepardvel sobre K.

O polinomio f(x) € K[x] é dito separdvel sobre K se, e somente se, 0s

seus fatores irredutiveis em K[x] sao separaveis sobre K.

Exemplo 46

Os polindmios p(x) = x> — 2 e q(x) = x> — 2 sao irredutiveis em Q[x] e
separaveis sobre Q.

O polinémio f(x) = (x? + 1)(x? — 2)3 € Q[x] é separdvel sobre Q, pois seus

fatores irredutiveis sao separaveis.

Definicdo 24 (Elemento separdvel)
Seja L|K uma extensao de corpos. Um elemento « € L algébrico sobre K é
dito separdvel sobre K se, e somente se, o polinomio minimo de « sobre K é

separavel sobre K.

Definicdo 25 (Extenséo separdvel)
Seja L|K uma extensao de corpos. LIK é uma extensdao separdvel se, e somente
se, todo elemento de L algébrico sobre K é separavel sobre K. Caso contrario,

L|K é dita extensao insepardvel.

Exemplo 47
Q|Q é uma extensao separavel, assim como, toda extensao finita de Q é uma
extensao separavel, pois polinomios irredutiveis em Q[x] tém todas as raizes

simples.

Exemplo 48

R|Q é extensao separdvel.
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Exemplo 49
Sejam x,y transcendentes sobre Z,, K = Z,(x?) e L = Z,(x) = K(x) e
fly) =y —xP € K[yl.

Entao, x é raiz de f(y) de multiplicidade p, pois f(y) = y? — xP = (y — x)P.

Observamos que x € K e f(y) é irredutivel em K[y] (verifique!), isto é, f(y)

¢ o polinomio minimo de x sobre K.

A extensao L|K é uma extensao inseparavel, pois x € L é inseparavel sobre

K.

Exemplo 50

Z,, ¢ um corpo de caracteristica prima p, tal que os polinomios irredutiveis
em Z,[x] tém rafzes simples, isto é, s@o separaveis.

De fato, seja f(x) € Z,[x] irredutivel e suponhamos, por absurdo, que f(x)
tenha uma raiz multipla. Entao, pelo Coroldrio anterior, existe g(x) € Zy[x]

tal que f(x) = g(xP).

n n
Escrevendo g(x) = Z apd, temos f(x) = g(xP) = Z a;(xP)’, com q; € Zp.
=0 =0

Pelo Teorema de Fermat, af = ay, para todo j, logo

fx)=g(x*) = ) aq;(x*)

entdo, f(x) é redutivel em Z,[x], uma contradigao.

Assim, se L|Z,, é extensao finita, entdo L|Z, é uma extensao separavel.

A teoria das extensoes de corpos de caracteristica prima, onde po-

lindmios irredutiveis podem ter raizes multiplas, é mais sofisticada e nao

serd feita aqui.

Daqui por diante, consideraremos nos Exemplos apenas corpos de ca-

racteristica zero ou extensoes finitas de Z,.

PARTE 1 - SECAO 4

Reveja o Exercicio 1 da
Secao 1.
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Aqui usamos que car(K) = 0.

Lembre que ...
O corpo primo de K é

isomorfo a Q.

U

Nos corpos de caracteristica zero toda extensao finita é simples, con-

forme conseqiiéncia do préximo Teorema.

Teorema 6

Seja car(K) = 0. Se « e 3 sdo algébricos sobre K, entao existe y € K(«, 3),
tal que K(«, ) = K(y).

Demonstracdo: Sejam f(x) e g(x) em KIx], respectivamente, os polinomios
minimos de & e 3 sobre K, com grau(f(x)) = n e grau(g(x)) = m. Seja
L D K(«, ) um corpo de decomposicao sobre K de f(x) - g(x). Entao, f(x) e
g(x) se decompoem em produto de fatores lineares em L[x], sendo as raizes de
f(x) distintas, assim como as raizes de g(x). Digamos que &« = &1,..., &, €
B =P1,...,Pm sao as raizes em L de f(x) e g(x), respectivamente. Consi-

deremos a equagao

o+ xBj =+ xf3,

comj#TlexeL

Essa equacao tem uma tnica solucao em L, a saber,

X — Xy — X
B—Bj
paracadai=1,...,nej=2,...,m

Como car(K) = 0, temos que K ¢ infinito, logo existe ¢ € K tal que
oy

-
— B;

Afirmamos que K(«, ) = K(y).

¢ #

,paratodoi=1,...,nej=2,...,m. Tomamos y = &+ cf.

De fato, como vy = a+ cf € K(«, ), entao K(y) C K(«, B).

Mostraremos agora que « e 3 estdao em K(y). Temos o« = y — cf.
Consideremos h(x) = f(y —cx) € K(y)[x] C L[x]. Entao,

h(B) =fly —cB) = f(«) =0.

Como g(B) =0 e g(x) € K[x] € K(y)[x], entao g(x) e h(x) tém fator
comum x— 3, em alguma extensao de K(y). Afirmamos que x—f3 é o maximo
divisor comum de h(x) e g(x) em K(y)[x]. De fato, se 3; # 3 é outra raiz de

g(x), entiio v — cB; # o,

h(B;) = fly —cp;) #0.
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Além disso, (x — B)? 1 g(x). Logo, mdcryg(g(x), h(x)) = x — B, onde F é
alguma extensao de K(v). Isto significa que mdck()x(g(x), h(x)) # 1 e tem
que ser um divisor de x — 3. Logo, esse mdc é x — 3, isto é, x — B € K(y)[x],
logo f € K(y). Portanto, &« =y —cf € K(y), dai segue que K(«, ) C K(vy),

concluindo a demonstracao da afirmacao. |

Coroldrio 9 (Teorema do elemento primitivo)
Seja L|K uma extensao finita, com car(K) = 0. Entao, L = K(«), para algum
x e L.

Demonstracdo: Seja L|K uma extensao finita. Pelo Coroldrio 2 da Secao 1,

existem o1, ..., &, em L, algébricos sobre K, tais que L = K(«xq, ..., an).

A demonstracao é por inducao sobre n, o numero de geradores algébri-
cos de L sobre K.

Se n = 1, nada ha a demonstrar. Suponhamos o resultado vélido
para os corpos gerados sobre K por n elementos algébricos, onde n > 1. Seja
L =K(aq,..., &n, &nt1), com &; algébrico sobre K. Escrevemos L = F(atn41),
onde F = K(«y,...,a,). Entdo, por hipétese de inducao, existe y € F tal
que F = K(vy). Entao,

L =K(oty,...,qn1) = Flongr) = K(¥) (xng1) = Ky, anpa).

Pelo Teorema anterior, existe o € L tal que L = K(y, any1) = K(x). B

Exercicios

1. Determine quais das seguintes extensoes de corpos sao normais:

(a) Q(i,V5) ]

(b) Q(V2) |

(c) Qv2, \f ) 1Q
(d) Q(v2) 1Q(V2)
() Q(V2,1) | Q.

2. Seja L|K uma extensao de grau 2, com car(K) # 2.

(a) Mostre que existe o € L tal que L = K(«) e o? € K.

(b) Mostre que L|K é uma extensao normal e separavel.
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3. Seja L|K uma extensao de corpos e seja F um corpo intermedidrio, isto
é, K C F C L. Mostre que:

(a) LIK é extensao algébrica se, e somente se, FIK e L|F sdo extensoes

algébricas.

Vale a reciproca no item (b). (b) Se L|K é extensao separavel, entao F|K e L|F sdo extensoes se-

paraveis.

(c) Se LIK é extensao normal, entdo L|F é extensao normal.

4. Dé exemplo de corpos K C F C L, tais que L|K é extensao finita normal

e a extensao F|K nao é normal.

5. Determine « € L tal que L = K(«):

6. Sejam p um natural primo e f(x) = xP" —x € Z,[x].

(a) Mostre que f(x) tem todas as raizes simples.

(b) Seja L um corpo de raizes de f(x) sobre Z,.
Seja F={x € L; f(a) =0}
Mostre que se &, 3 € F, entdo x— 3, - e 7', com B # 0, estao
em F. Conclua que F é um corpo e F = L.

(¢) Mostre que [F: Z,] =n.

(d) Conclua que L é um corpo com p™ elementos.
7. Seja IF um corpo finito.

(a) Mostre que car(F) = p, para algum primo p.

(b) Seja F,, ={Op, 1g, ..., (p — 1)1x} 0 corpo primo de F. Mostre que
[F:F,] =n, para algum naturaln > 1, e | F |=p

(c) Mostre que para todo « € IF, tal que & # 0, temos o®" ~' = 1p.

(d) Mostre que F é um corpo de raizes de xP" — x sobre F,,.

U
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