Parte 2

Teoria de Galois

Nosso objetivo é apresentar a Teoria de Galois, que a extensoes finitas
de corpos L|K associa o seu grupo de automorfismos G(L|K), chamado de
Grupo de Galois de L|K; assim como, a subgrupos H de G(L|K) associa um

corpo intermediario, chamado de corpo fixo de H, definido por
Lhu={x€eL; @(x) =x, para todo ¢ € H},

com KC Ly CL.

Quando L|K é uma extensao finita normal e separavel, dizemos que L|K
¢ extensao galoisiana finita. Nesse caso, a correspondéncia de Galois esta-
belece uma bijecao entre os subgrupos de G(L|K) e os corpos intermedidrios
de LK, que reverte a inclusao. Essa correspondéncia permite traduzir in-
formacgoes sobre o grupo de automorfismos de L|K em propriedades de seus

corpos intermedidrios e vice-versa.

A resolucao de equacoes por meio de radicais sera relacionada com o
conceito de grupos soliveis. Mostraremos a impossibilidade de expressar as
raizes da equacao geral do quinto grau em termos de radicais de fungoes

algébricas racionais dos seus coeficientes.

Finalizamos dando uma demonstracao de que C é um corpo algebrica-

mente fechado, usando os conceitos abordados.

Instituto de Matemadtica

UFF



urF

M. L. T. Villela



A idéia da Teoria de Galois

A idéia da Teoria de Galois

A idéia da Teoria de Galois é associar a uma extensao de corpos L|K
o seu grupo de automorfismos G(L|K). Quando a extensao de corpos é ga-
loisiana, isto é, normal e separavel, fica estabelecida uma correspondéncia
biunivoca entre os corpos intermediarios F de L|K e os subgrupos H = G(L|F)

de G(L|K), que reverte a inclusao.

Definicdo 1 (K-automorfismo)
Seja LK uma extensao de corpos. Um automorfismo ¢ : L — L é um

K-automorfismo se, e somente se, @ () = «, para todo « € K.

Proposicao 1

Seja L|K uma extensao de corpos. Entao,
G(LIK) ={¢ : L — L, automorfismo tal que @|x = I}

é um grupo com a operacao de composicao de fungoes.

Demonstracdao: Como a composicao de bije¢oes é uma bijegao e a composicao
de homomorfismos é um homomorfismo, entao a composicao de automorfis-
mos ¢ um automorfismo. Se ¢ e VP sao K-automorfismos entao, para todo
x € K, temos ¢(a) = a e P(a) = e logo, (o)(a) = @(P(a)) = @(ex) =
o, mostrando @ o € G(LIK). Além disso, se @ € G(L|K), entdo @' é um
automorfismo de L tal que, para todo « € K,

x=1I(a) = (¢ @) (x) =9 o(x)) = ¢ (),

mostrando que @' € G(L|K). Portanto, G(L|K) é um grupo. [ |

Defini¢do 2 (Grupo de Galois de L|K)
O grupo de Galois de LIK é o grupo G(L|K).

Exemplo 1
Consideremos a extensao C|R. Seja ¢ : C — C um R-automorfismo. Como
{1,1} é uma base de C|R, entao cada o € C se escreve de uma unica maneira

como & = a+ bicom a,b € R. Assim,

o(ax) =@(a+bl) =¢a) + @(b)e(i) =a+be(i).

Portanto, ¢ esta perfeitamente determinada por @(i). Como —1 =i?e —1 =
e(—=1) = @(i%) = ¢(i)? entdo @(i) também é raiz em C de x* + 1 € R[x].
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Equivalentemente, ¢ é um
automorfismo de L tal que
ok =L

Eclaroque I:L— Léum
K—automorfismo de L.
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Verifique que a conjugacao
complexa é um

R-automorfismo de C.

U

Portanto, (i) = i ou @(i) = —1i. Temos dois R-automorfismos, a saber,
[:C— C,comI(a+bi)=a+Dbi,ep:C— C, com @(a+bi) =a—Dbi,
a conjugacao complexa. Nesse caso, G(C[R) = (@) ={I, @; @*=1}.

Exemplo 2
Seja « € R tal que o> = 2. Consideremos a extensao Q(a)|Q e um
Q-automorfismo ¢ : Q(a) — Q(«). Como {1, &, &%} é uma base de Q(«x)|Q,

todo elemento f de Q(«) se escreve, de uma tnica maneira, como
B=a+bx+ca? coma,b,ceqQ.
Entao,

e(B) = ¢(a+bx+ca?)
= ¢(a)+ e(b)e(a) + @(c)p(x?)
= a+boe(a)+cola)?

Assim, @(p) esta perfeitamente determinada por ().

3

Como 2 = o, entdo 2 = @(2) = @(«)3, logo @(«) também é uma raiz em

Q(«) de x> — 2. O tnico valor possivel é @(x) = «. Portanto, ¢ =1 e

G(Q(«)|Q) = {I}.

Lema 1
Seja f(x) € K[x]\K e seja L um corpo de raizes de f(x) sobre K. Se ¢ : L — L
é um K-automorfismo de L e o é uma raiz de f(x), entdo @(«) também é

uma raiz de f(x).
Demonstracdo: Seja f(x) = ap+ ax + -+ apx™

Logo, 0 =ap+ ajx+ - - - + ap,a™ Aplicando @, obtemos

0=0(0) = o@(ag) +ola)e(x)+ -+ @la)p(c)™
= aot+ar@(a) + -+ ape(a)™
f(o(o) W

Definicdo 3 (Grupo de Galois de f(x))
Seja f(x) € K[x]\K e seja L um corpo de raizes de f(x) sobre K. O grupo de
Galois de f(x) é G(f(x)|K) = G(L|K).

Teorema 1
Se f(x) € K[x]\K tem m raizes distintas em seu corpo de raizes L, entdo

G(L|K) é isomorfo a um subgrupo de S,,.
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A idéia da Teoria de Galois

Demonstracdo: Seja R = {«q,..., xn} 0 conjunto das n raizes de f(x). Pelo
Lema anterior, se @ € G(L|K), entao ¢@(e;) também é uma raiz de f(x) e,
como @ é injetora, @(R) =R, isto é, ¢ permuta as raizes distintas de f(x).

Consideremos a funcao

G(LIK) — Sz
P —  @lr

Facilmente, verificamos que essa funcao ¢ um homomorfismo. Como

L=K(a,...,0n) = Klag,...,on
= {h(«1,..., %), h(x1,...,%n) € Klx1,..., x4},

entao @ € G(L|K) esta perfeitamente determinada por seus valores em R.
Logo, se @, € G(L|K) sao tais que @|r = P|r, entdo @ = VP, mostrando
que a fungao acima é injetora. Portanto, G(L|K) é isomorfo a um subgrupo
de S ~ S,.. |

Teorema 2

Seja f(x) € K[x]\K um polinoémio separavel. Seja L um corpo de raizes de
f(x) sobre K. Entao, |G(L|K)| = [L: K].

Demonstracdo: Mostraremos que I : K — K tem [L : K] extensoes a L. A
demonstracao é por inducao sobre [L: K]. Se [L: K] =1, entao G(LIK) ={I}
e o resultado é valido. Suponhamos que [L : K] > 1. Entao, f(x) tem algum
fator irredutivel p(x) € K[x] de grau d > 1. Fixemos « € L uma raiz de
p(x). Como f(x) é separdvel, entdao p(x) tem d raizes distintas, todas em
L. Assim, cada @ € G(LIK) é tal que p = @(«) € L, também é uma raiz
de p(x). Ha exatamente d K-isomorfismos ¢ : K(a) — K() extensoes de
[: K — K, um para cada 3 raiz de p(x). Observamos que L é um corpo
de raizes de f(x) sobre K(a), assim como L é um corpo de raizes de f(x)
sobre K(3). Pelo Teorema 4 da Secao 3, na Parte 1, cada ¢ : K(ax) — K(p)

admite extensdo @ : L — L. Como [L : K(«)] = [Q(L;;}K] = [L:—;(] < [L : K],
por hipétese de indugao, ha [L : K(x)] = L(Iq extensoes de cada um dos d
K-isomorfismo ¢ : K(ax) — K(). Portanto, ha [L : K] K-automorfismos de
L. [

Exemplo 3

Seja f(x) = x> —1 € Q[x]. J4 vimos que o corpo de decomposicio de f(x)
sobre Q é Q(w), onde w = cos %” + isen %” e [Q(w) : Q] =2 e o polinomio

minimo de w sobre Q é x> +x+ 1 = (x — w)(x — w?).

Entao, G(Q(w)|Q) ={I, ¢} = (@), onde @(w) = w?, é um grupo ciclico de
ordem 2.

PARTE 2 - SECAO 1

Sr é o grupo
das bijegoes de R.

Veja Exercicio 10, item (c),
da Secao 1, na Parte 1.
Nesse caso, a adjungao é de
um conjunto de elementos
algébricos sobre K e

K[R] =K(R).
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EXTENSAO
DE CORPOS
Exemplo 4
Seja f(x) = x> —2 € Q[x]. O seu corpo de raizes sobre Q é Q(w, v2) e
[Q(w, v2) : Q] = 6. Pelo Teorema 1, como f(x) tem 3 raizes distintas,
G(Q(w, v2)|Q) é isomorfo a um subgrupo de S3. Pelo Teorema anterior,
IG(Q(w, v/2)|Q)| = 6. Portanto, G(Q(w, v/2)|Q) ~ Ss.
Exemplo 5
Seja L = K(x), onde K = Z,(xP), p um natural primo. Entao, L é corpo
de decomposigao sobre K de f(y) = y? — xP € Kly]. O polinomio f(y) é
irredutivel em K[y] e ndo é separavel. Observamos que f(y) = (y — x)P em
L[y]. Nesse caso, [L: K] =p e G(L|K) ={I}.
Definicdo 4 (Corpo intermediario)
Seja L|K uma extensao de corpos. Chamamos um corpo F, tal que K C F C L
de um corpo intermedidrio.
Proposicao 2
Sejam L|K uma extensao de corpos e F um corpo intermediario. Entao, G(L|F)
é um subgrupo de G(L|K). Mais ainda, se F e F/ sdo corpos intermediarios e
F C F, entao G(L|F) D G(LIF).
Demonstracdo: Se ¢ € G(L|F), entdao ¢ é um automorfismo de L que fixa
Um subconjunto nao-vazio F 5 K, logo ¢ é K-automorfismo, mostrando que G(L|F) ¢ G(L|K). E claro
e a0 *  que G(LJF) é um subgrupo de G(LK). A afirmagio G(LIF) > G(LIF') é 6bvia.
com a mesma operagao do [ ]
grupo.
Lema 2

Seja K C F C L uma cadeia de corpos, com F|K corpo de decomposi¢ao sobre
K de algum polinémio f(x) € K[x]\K. Se ¢ € G(L|K), entao ¢|r € G(F|K).
Demonstracao: E suficiente demonstrar que @(F) = F. Sejam o, ..., x, as
raizes distintas de f(x) e @ € G(L|K). Entao, @(f)(x) = f(x) e @(xi) = «;
estd em F, pois F = K(«, ..., axn), entao @(F) = K(@(xq),...,0(x,)) C F.
Como ¢ é K—linear e injetora, [¢@(F) : K] = [F: K], logo ¢(F) =F. [ |

Teorema 3

Seja K C F C L uma cadeia de corpos, com F|K corpo de decomposi¢ao sobre
K de algum polinomio f(x) € K[x]\K, e seja L|K corpo de decomposicao sobre
K de algum polinomio g(x) € K[x]\K. Entao, G(L|F) é um subgrupo normal
de G(LIK) e

G(LIK)/G(L|F) ~ G(FK).

U
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A idéia da Teoria de Galois

Demonstracdo: Definimos 1 : G(LIK) — G(F|K) por P(¢) = @lf. Pelo
Lema anterior, 1\ estd bem definida. Verificamos facilmente que { é um
homomorfismo de grupos, pois para quaisquer ¢@,o0 € G(L|K), temos que
(@ o 0)lr = @lroalr. Nicleo($p) = {9 € G(LK) ; ¢l = I} = G(LIF).
Portanto, G(L|F) é um subgrupo normal de G(L|K). Se t € G(F|K), pelo
Teorema 4 da Secao 3, na Parte 1, T se estende a um K-automorfismo de L,
isto ¢, existe @ € G(L|K) tal que @|f = T, mostrando que 1\ é sobrejetor. Pelo

Teorema Fundamental dos homomorfismos de grupos, obtemos o isomorfismo

de grupos G(L|K)/G(L|F) ~ G(FIK). [ |

Proposicao 3
Sejam L|K uma extensao de corpos e G = G(L|K). Para cada subgrupo H de

G, definimos
Lhu={x€L; @(x) =x, para todo ¢ € H}.

Entao, Ly é um corpo intermedidrio de L|K. Mais ainda, se H e H' sdo

subgrupos de G com H C H’, entdao Ly D Lyy.
Demonstracdo: Sejam «, 3 € Ly e @ € H. Entao,
¢lax—PB) = @la) —@(B) = ot — B,
¢l B)=@(x) - @(B) =B,
e(B ) =@B) =B seB#0,
para todo @ € H, mostrando que Ly é um subcorpo de L. Como H C G,
entdo @ € G e para todo a € K, temos @(a) = a, logo K C Ly. Portanto,

Ly é um corpo intermediario de L|K.

Se o € L é fixado por todos os elementos de H’, entao « é fixado por
todos os elementos de qualquer subconjunto de H’, em particular, « é fixado

por todos os elementos de H C H’, logo Ly D Lyy. [ |

O diagrama da esquerda ilustra a funcao ¢ que faz a correspondéncia
entre os corpos intermediarios F de L|K e os subgrupos de G(L|K). O diagrama
da direita mostra a funcao P que faz a correspondéncia entre os subgrupos
H de G(L|K) e os corpos intermedidrios de L|K.

L I I L
| | | |
F +% H=G(LF) H Ly
| | | |
K G = G(LK) G = G(LIK) K
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EXTENSAO
DE CORPOS
Observacdes:
(1) Se K FCc LeH=G(LIF) = ¢(F), entdo F C Lgrp = P(¢(F)), pois
cada elemento de F é fixado por cada automorfismo que fixa todo F.
(2) Se H é um subgrupo de G(L|K), entdao H C G(L|Ly) = @(P(H)), pois
cada elemento de H fixa os elementos que sao fixados por todos os elementos
de H.
(3) As inclusdes acima nem sempre sao igualdades. No Exemplo 2,
G =G(Q()|Q) ={I} e Q € Q(x) = Lg = (¢(Q)).
(4) Seja F o conjunto dos corpos intermediérios de L|K e seja ‘H o conjunto
dos subgrupos de G(L|K). As fungoes descritas acima sao
:F — H Yv:H — F
F — o(F) =G(L|F) H — WVY(H)=Lyx

e ambas revertem a inclusao.

Galois deu condigoes sobre L|K para que essas fungoes sejam bijegoes,
inversas uma da outra, a saber, a separabilidade e a normalidade da extensao
LK, conforme veremos na proxima secao.

Exercicios

1. Determine G(L|K):
(a) L=Q(V2) e K=0Q;
(b) L=Q(v2,w) e K=Q, ondew—cos——i—lsen%”,
(¢) L=Q(w) e K=Q, onde w = cos— +1sen%”
(d) L=Q{)eK=0Q.
(e) L=Q(vV2,V3)eK=Q
2. Seja o algébrico sobre K e seja T € G(K(«)|K). Mostre que T() tem o
mesmo polindomio minimo de « sobre K.
3. Diga quais das afirmagoes sao falsas ou verdadeiras, justificando a sua
resposta:
(a) Todo K-automorfismo de L é um automorfismo de L.
(b) Todo L-automorfismo é a identidade em L.
(¢) Se G(LIK) = {I}, entao L = K.
(d) Se L =K, entao G(L|K) ={I}.
o
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(e) G(C|R) é abeliano.
4. Seja 0: R — R um automorfismo de corpos.

(a) Mostre que o(1) =1.
(

b) Mostre que o(a) = a, para todo a € Q.

)
)

(¢) Seja a € R tal que a > 0. Mostre que o(a) > 0.

(d) Sejam a,b € R, tais que a < b. Mostre que o(a) < o(b).
)

(e) Mostre que o = 1I.

UFF
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A conexao de Galois

Estamos préximos de obter o Teorema de Galois, que estabelece que
as fungoes @ e P da Segao 1 sdo inversas uma da outra quando L|K é
uma extensao finita normal e separavel. Para isto, precisamos mostrar que
se H é um subgrupo de G(L|K), entao @(P(H)) = H. Ja sabemos que
H C G(LILy) = @(P(H)). Vamos mostrar H e @(P(H)) sdo grupos finitos

de mesma ordem, seguindo assim, a igualdade dos grupos.
Vamos, primeiramente, determinar [Ly : K] em termos de |H| e depois
|G(L|Ly)| em termos de [Ly : K].
Proposi¢do 4 (Dedekind)
Sejam L um corpo e Aq, ..., A, automorfismos distintos de L. Entao, o con-

junto {Aq,..., A} é linearmente independente sobre L.

Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que o conjunto acima seja linear-
mente dependente sobre L. Entao, existem ay,..., a, € L, nem todos nulos,
tais que
aiA1(x) + aAz(x) + -+ - + anAn(x) =0, para todo x € L.
Nesse caso, podemos encontrar uma relacdo que tem o menor numero
de coeficientes nao-nulos e, reenumerando os automorfismos, podemos supor

que
aiA(x) + aA2(x) + - -+ amAm(x) =0, para todox € L, (%)

com ai, ..., a;, nao-nulos, seja a relacao minimal.

Afirmamos que m > 2. De fato, se m = 1, entao {A¢} é linearmente
independente sobre L, pois se 0 = ajAq(x), com a; € L, para todo x € L,
como Aq(1y) =1, entao 0 = a4A(1) = a1 - 1L = ay.

Podemos assumir que m > 2 e ndo haja equagao do tipo (*) com menos

de m coeficientes nao-nulos.

Como Ay # A, existe y € L tal que Aq(y) # Am(y). Substituindo x

por yx em (%), obtemos:
arh (YA (x) + a2Aa(y)Az(x) + - -+ amAm(Y)Am(x) =0, (1)

para todo x € L. Multiplicando a equagao (x) por Aq(y), obtemos:

a1 A1 (YA (x) + aAi(Y)A2(x) + - -+ amAi(Y)Am(x) =0,  (2)

Instituto de Matemadtica

PARTE 2 - SECAO 2

Conjuntos infinitos de
mesma cardinalidade, um
contido no outro, podem ser
diferentes, por exemplo

27 C 7 sao ambos
enumeraveis e 27 C Z.

Como
A (1) L)

L) A (1)

e A1 (1) #A1 (OL) =0,

cancelando A7 (1r ) obtemos
A (TL) =Tr.

= M0
= A (1
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A peniltima igualdade segue
da equagao (1).
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para todo x € L. Subtraindo (2) de (1), temos:

az(A2(y) = A(y)A2(x) + -+ am(Am(y) = M (Y))Am(x) =0, (3)

para todo x € L. O coeficiente de Ay (%) é am(Am(y) —A1(y)) # 0, entao (3)
é uma equacao do tipo (x) com no maximo m — 1 < m escalares nao-nulos,

contradizendo a hipdtese acima.

Conseqiientemente, nao hé equagao da forma (x) e o conjunto é linear-

mente independente sobre L. |

Teorema 4
Seja G um subgrupo finito de um grupo de automorfismos de um corpo L e
seja Lg o corpo fixo de G, isto é, Lg = {x € L;0(x) = x, para todo o € G}.
Entao, [L: Lg] = |G|
Demonstracdo: Sejan =|G|le G ={ =o01,...,0n}.

Suponhamos, primeiramente, que [L: Lg] = m < n. Seja {x, ..., &m}
uma base de L|Lg. Seja A a matriz m X n com coeficientes em L definida
por Ay = 0j(q). O sistema AX =0 tem uma solu¢ao nao-nula (x1,...,%n)

em L™ tal que

o1(o)xy + -+ on(o)xn =0, paratodoi=1,...,m. (1)
Seja « € L.
Entao, existem ai,...,am € Lg, tais que « = a11 + -+ + AmXm.

Assim,

or(o)x1 4 4 on(o)xn = or( X awxi)xi+ 4 on (X aixi)xn
(X aior(ow))xs + - 4 (X aion(x))xn
> (aior(a)x1) + -+ X (aion(a)xn)
> 01(01(061)X1 +oeee Un((xi)xn)

> a0

= 0,
para todo « € L, com X1, ..., X, nem todos nulos.
Portanto, os automorfismos distintos oy, ..., 0, sao linearmente depen-

dentes sobre L, contradizendo a Proposicao 4. Conseqiientemente, m > mn.

Suponhamos que [L : Lg] > n. Entao, existem oq,..., X1 em L
linearmente independentes sobre Lg. Consideremos a matriz n x (n+1) com
coeficientes em L definida por Ay; = 0i(;). Entao, o sistema AX = 0 tem

uma solucao nao-nula (x1,...,Xnp1) € L™ e
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oi(x1)x1 4+ -+ oi(Xng1)Xnp1 =0, para todoi=1,...,n. (2)

Entre todas as solugoes nao-nulas, escolhemos a relacao com o me-

Caso necessario,

nor numero de coeficientes nao-nulos, digamos X1, ..., X, sao nao-nulos e

reenumeramos os elementos

Xpp1 =+ = Xnq1 = 0. Assim, a equagao (2) se reescreve como da base de LiLg.

oi(o1)xy+ -+ oi(ay)x, =0, paratodoi=1,...,n. (3)

A fungao
. N . G — G
Seja 0 € G. Entao, {00 0y,...,000,} = G . Aplicando o em (3), 6 +— cog;
obtemos éGum automorfismo do grupo
o(oi(x1))o(x1) + -+ o(oi(er))o(x,) =0, para todoi=1,...,n. (4)
O sistema de equagdes lineares em (4) é equivalente ao sistema
oi(axr)o(xy) + -+ oi(x,)o(x,) =0, paratodoi=1,...,n. (5)
Multiplicando a equagao (3) por o(x;) e multiplicando a equagao (5)
por x; temos, respectivamente,
oi(or)x10(x1) + oi(0)x20(x1) + - - - + o(a)x0(x1) =0
oi(or)o(x1)x1 + oi(a)o(x2)x1 + - - - + oi(a) o(x:)x1 =0,
paratodoi=1,...,n.
Subtraindo, obtemos:
0i(0) (x20(x1) — 0(x2)%7) + - - - + 03 0tr) (x:0(x1) — 0(x:)x1) =0,
paratodoi=1,...,n.
Esse sistema de equagoes é do tipo (3) com menos termos nao-nulos, o
que é uma contradi¢ao, a nao ser que os coeficientes
x;0(x1) — 0(xj)x; =0, para todoj =1,...,T.
Se isso ocorre, entdo x;0(x1) = o(x;)x1, logo xjx1 7' = o(x;) (G(X]))_] =
o(x;)o(x;7"). Portanto,
xjxf1 = G(x]-xf1), para todo 0 € G e para todoj=1,...,T.
UFF
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Logo, X]’X-I_1 € Lg. Assim, existem f(1,...,B € Lg ndo-nulos e um
elemento x; € L tais que x; = x1$3;, para todoj =1,...,T.
A equagcdo (3), com 1 =1, isto é, o7 = I se torna:
x4+ oxBr =0.
Como x7 # 0, cancelando x7, obtemos que {«;, ..., &} é linearmente depen-
dente sobre Lg, uma contradicao. Portanto, [L:Lg] < n.
Pela primeira etapa da demonstragao, [L: Lgl =n =|G|. [ |
Proposicao 5
Sejam L|K uma extensao finita e G = G(L|K). Se H é um subgrupo de G,
entao
[L:K]
[Ly:Kl=—.
H]
Demonstracdo: Basta mostrarmos que G = G(L|K) é finito. Assim, H também
é finito e, pelo Teorema anterior, [L: Ly] = [H|. Logo,
L
| L:Kl [L:K
o [LH:K]:[ I ].
| [L: Lyl H
K
Vamos mostrar que |G(L|K)| < [L: K]. Seja {«q,..., om} uma base de
L|K. Suponhamos, por absurdo, que existam o7, ..., Omy K-automorfismos
distintos de L. Seja A a matriz m x (m + 1) com coeficientes em L definida
por Ay = oj(e). O sistema linear AX = 0 tem uma solucdo nao-nula
(X1, ..., Xme1) € L™ tal que
or(ai)xs + -+ ompr(i)xmp1 =0, para todoi=1,...,m (1)
Seja « € L.
Entao, existem ay,...,an € K, tais que « = ajoeg 4+ -+ + amam. Assim,
or(e)xt + -+ ompr()xmer = 01( X aio)xg + -+ ompt (X aio) Xme

(X aior(xg))x1 4+ + (X aiomer (1)) Xme
(X aior(x)xq) + -+ + (X aiompr(a)xme1)
> ai(or(x)xr + - + ompr (o) xme)

A peniltima igualdade segue

da equagao (1). = Z a; - 0
= 0,
orr
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para todo « € L, com X1, ..., X;ms1 nem todos nulos, contradizendo a Pro-
posicao 4.

Conseqiientemente, |G(L|K)| < [L: K]. [ |

A discussao do Grupo de Galois de f(x) € K[x] comega com um corpo

de decomposigao L de f(x) sobre K. Temos a cadeia de corpos
KclLgCL

A questao natural é: quando Lg = K?

Teorema 5
Seja L|K uma extensao finita com G = G(L|K). As seguintes condigbes sao

equivalentes:

(i) Le = K;

(ii) cada polinémio irredutivel p(x) € K[x] com uma raiz em L é separdvel e
tem todas as raizes em L;

(iii) L é corpo de decomposigao sobre K de algum polinomio separavel
f(x) € K[x].

Demonstracao:

(i) = (ii): Sejap(x) € K[x] um polinémio ménico irredutivel tendo uma raiz
« € L. Como K = Lg, pelo Teorema anterior |G| = [L: Lg] = [L : K]. Consi-
deremos os elementos distintos do conjunto finito {o(«) ; 0 € G} C L sendo

X = X1,...,0%, Definimos g(x) € L[x] por

g(x) = H(x — o) =xM—six™" T+ sxV 2+ - 4 (—=1)"sp,, com
=1

S1 =01+ -+ &Xn

Sy = E XX

1<i<i<n

S]: E O(‘i]"'ocij

1<y <-<ij<n

Sn = X12 - Kn

Cada 0 € G permuta {x1, ..., &}, logo fixa as suas fungoes simétricas

elementares, isto é, o(s;) = s;, para todo j = 1,...,n. Como Lg = K,
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entdao g(x) € K[x] e tem todas as raizes distintas. Os polindmios p(x) e
g(x) tém o como raiz comum em L, temos que mdcry(p(x),g(x)) # 1,
entao mdcypg(p(x),g(x)) # 1. Como p(x) é irredutivel em K[x] segue que
mdcekp(p(x), g(x)) = p(x), logo p(x) divide g(x). Portanto, todas as raizes
de p(x) sao distintas.

(ii) = (iii): Primeiramente, observamos que cada « € L é algébrico sobre
K, porque L|K é uma extensao finita. Escolha o1 € L e seja pi(x) € K[x]
o polindomio minimo de o4 sobre K. Por hipétese, p1(x) tem todas as suas
raizes em L e é separdvel. Seja Ky C L um corpo de decomposicao de p(x)
sobre K. Se Ky = L, estamos prontos. Caso contrario, escolha «, € L tal
que &2 € K. Seja pa2(x) € K[x] o polinomio minimo de &, sobre K. Por
hip6tese, p2(x) é separavel e tem todas as suas raizes em L. Consideremos
K, C L o corpo de decomposicao do polinomio separavel p1(x)p2(x) € K[x].
Se K, = L, estamos prontos. Caso contrario, continuamos o processo, que
tem que parar, em virtude de [L : K] se finito.

(iii) = (i): Pelo Teorema 2, |G(L|K)| = [L : K] e, pelo Teorema 4, temos que
|IG(LIK)| = [L: Lg]. Portanto, [L:Lg] =[L:K]. Como K C Lg C L, segue da
multiplicatividade dos graus que K = Lg. [

Definicdo 5 (Extensdo galoisiana)
Uma extensao finita de corpos é dita galoisiana se, e somente se, tem uma

das condicoes equivalentes do Teorema anterior.

Lema 3
Sejam L|K uma extensdo finita, F um corpo intermedidrio e ¢ € G(L|K).

Entao,
G(L|o(F)) = oG(L|F)o".

Demonstracdo: De fato, tome y € G(L|F) e f € o(F). Entao, p = o(«), para
algum x € F e

(oyo™)(B) = oly(o'(B))) = oly(a)) = ofa) = B.
Logo, oyo™' € G(L|o(F)) e
oG(LIF)o~! c G(L|o(F)).
Analogamente, tomando T € G(L|o(F)) e « € F, entao

(0710} (o) = 07 (t(0(ax))) = 0 (0(at)) = .

M. L. T. Villela
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Logo, 0 '"yo € G(L|F) e

o 'G(L|o(F))o C G(L|F),
portanto

oG(L[F)o~' D G(L|o(F)),

e o Lema esta demonstrado. [ ]

Agora, finalmente, estamos prontos para o Teorema de Galois.

Teorema 6 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois)
Sejam L|K uma extensdo finita normal e separdvel, com [L : K] = n,
G =G(LIK),F={F; KCcFc LeFécorpo}, H={H; H é subgrupo de G}.

Consideremos

:F — H o Yv:H — F
F — o@(F) =G(L[F) H +— P(H) =Luy
Entao,
(i) 1G] =n.

(ii) @ e revertem as inclusdes, @ op =1y e Ppo @ = Iz.

(ili) Seja F um corpo intermedidrio. Entao,

Gl

:Fl = F F: K] =
LeFI=[G(LF) e [F: Kl = (e

— (G: G(LF)).

(iv) Seja F um corpo intermedidrio. F|K é normal se, e somente se, G(L|F) é
subgrupo normal de G. Nesse caso, G(F|K) é isomorfo a G/G(L|F).

Demonstracao:

(i): Pelo Teorema 5, temos K = Lg. Pelo Teorema 4, obtemos |G| = [L : Lg].
Portanto, |G| = [L: K] = n.

(ii): Ja sabemos que @ e P revertem as inclusoes, F C Lgyr) = P(@(F)),
assim como H C G(L|Ly) = @(P(H)).

Como L|K é normal e separavel, entao L|F é normal e separavel e, pelo

Teorema 5,

Leup=F (1)
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E claro que o 'yo é um
automorfismo de L.

L it

| |
F=1Ly H = G(LIF)

| |

K G =G(LK)

Fez o Exercicio 3 da Secao 4,
na Parte 17
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isto é, o = Ir.
Seja agora H um subgrupo de G = G(L|K). Entao, pela equacao (1)

Lgr,) = Lu. Pelo Teorema 4, temos que

Hl = [L: Lyl
Portanto,

Hl = [L: Lul = [L: Lo,
Pelo Teorema 4,
[L: Lewryl = IG(LILy)I.

Logo,

IH| = [G(LILw)I.

Como H C G(L|Ly) e esses grupos sao finitos, obtemos que

H = G(L|Ly) = @(P(H)), que é equivalente a, @ o = Iy.

(iii) Seja F um corpo intermedidrio. Entao, L|F é normal e separavel e

F = Lgwm. Entao, [L: F] = [G(L|F)| seguindo, imediatamente, a igualdade
[L:K]  [G(LIK)|

F: K] = = .

=T T e

(iv)

(=) Segue do Teorema 3.

(&:) Reciprocamente, suponhamos que H = G(L|F) < G(L|K). Entéo,
oG(LIF)o~" = G(L|F), para cada 0 € G(L|K). Pelo Lema anterior, para
cada 0 € G(L|K), oG(L|F)o~! = G(L|o(F)). Logo, G(L|o(F)) = G(L|F), para
cada o € G(L|K). Pelo item (ii), o(F) = Lgwor) = Lewr = F, para cada
o € G(L|K). Portanto ol é um K-automorfismo de F, para cada o € G(L|K).

Seja agora o« € F e p(x) € K[x] o polinomio minimo de « sobre K.
Entao, p(x) é separavel e tem todas as suas raizes em L. Se B € L é outra
raiz de p(x), entdao existe 0 € G(L|K) tal que o(x) = B. Logo, p € F.
Pelo Teorema 5, isto é equivalente a F|K ser corpo de decomposicao de um

polinémio separavel sobre K. Portanto, FIK é normal.

Os seguintes diagramas ilustram a correspondéncia de Galois.
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Exemplo 6

Seja L = Q(v2,v3). L é corpo de decomposiciao sobre Q@ do polinémio As extensdes algébricas dos
f(x) = (x> — 2)(x? — 3) € Q[x], portanto L|Q é galoisiana. racionais sao separavels.

Como [Q(v2,v/3) : Q] =4, entdo |G(LIQ)| = 4. Cada o € G(L|Q) é tal que
0lo(vz) € G(Q(v2)|Q), pois Q(v/2)|Q é normal sobre Q. Logo, o(v2) = v2
ou 0(v2) = —v2. Também, Olon3) € G(Q(v3)|Q), pois Q(v/3)|Q é normal
sobre Q. Logo, 6(v/3) = /3 ou o(v/3) = —V/3.

Os Q-automorfismos de L sao:

I: V22 ©: V2 — —/2
V33 V3 V3

VP V2— V2 @o: V2 —s —/2
V33— —V/3 V3 —V/3

Observamos que @2 =1, P> =Tepo e = @ op. Logo, G(L|Q) ~ Z, x Z,.
Os corpos intermedidrios nao-triviais de L|Q sio Q(v/3), Q(v2) e Q(V6),

corpos fixos dos subgrupos nao-triviais de G(L|K), respectivamente, Verifique!

Hy =(¢), Hy = (), H3 = (@ o).

Exemplo 7

Seja L = Q(w, ¥2), onde w = cos%7T + isen %7‘ L é normal sobre Q, pois é
corpo de decomposicao sobre Q de f(x) = x> —2. Logo, L|Q ¢ galoisiana. J4
observamos que G(L|Q) ~ S3. O polindémio minimo de w sobre Q é x?+x+1
e suas raizes sao w e w?. Logo, se 0 € G(LIK), entdo o(w) € {w,w?} e
o(v2) € {(V2,wv2, w?y/2). Observamos que Q(w)|Q é galoisiana e, para
todo o € G(LIQ), olg(e) € G(Q(w)Q).

Os Q-automorfismos de L sao:

1:v2 — V2 T:v2 — wv2

Verifique que ™ =1, 02 =1,

w — w w — w 5 5
Too=o0071, (coT)- =1
e(coT?)? =1L

22— wiV2 o:vV2 — V2

W o— W w — w?

UFF
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cot?:vV2 — wv?2 ocoT: V2 — w?V2
w — w? w — w?

Os subgrupos nao-triviais de Sz sdo Hy = (1), H, = (0), H3 = (0o 1)
e Hy = (0 07?).

Os corpos intermedidrios nio-triviais de Q(w, v/2)|Q sdo Q(w), Q(v/2),
Q(wv2) e Q(w?+v/2), respectivamente, os corpos fixos de Hy, Hz, Hs e Ha.

Finalizamos essa Secao com a determinacao do grau e do grupo de

Galois de uma extensao galoisiana L|Q muito importante.

Seja m > 1 um natural. O polinémio x™ — 1 € Q[x] se decompoe em

CIlx] como

X"—1=x—1)x—w) - (x—w™),

onde w = cos Zf + isen Zf

Q(w) é corpo de decomposicao sobre Q de x™ — 1 € Q[x].

Nosso objetivo é responder as questoes:

(1) Qual o grau [Q(w) : Q7

(2) Quem é o grupo de Galois G(Q(w)|Q)?

A resposta para a primeira questao é ¢(n), onde ¢ é a funcao de Euler
e para respondeé-la vamos determinar o polinomio minimo de w sobre Q.

A resposta para a segunda questao é Z,,*. Precisamos construir o grupo
de Q-automorfismos de Q(w)|Q.

Vamos denotar por U, (C) o conjunto das raizes complexas n-ésimas

da unidade.

U.(C) ={1,w,...,w™ "} é um grupo ciclico de ordem n gerado por

Qualquer gerador do grupo U,,(C) é chamado de raiz primitiva n-ésima
da unidade. Pelo Teorema de estrutura dos grupos ciclicos finitos, as raizes

primitivas n-ésimas da unidade sao w’, onde 1 <j <n e mdc(n,j) = 1.

Definicdo 6 (n-ésimo polindmio ciclotémico)

Definimos o n-ésimo polinéomio ciclotomico por

Pn(x) = H (x —w'), onde w = cos £ + isen Z.
1<j<n
mdc(n,j) =1

M. L. T. Villela
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Observamos que
grau(pn(x)) = #j; 1 <j<m, mde(j,n) =1}
= ¢(n), onde ¢ é a funcao de Euler.

Também é claro que ¢, (x) é polindmio monico.

Exemplo 8
Sabemos que se p é primo, entdo xP — 1 = (x — 1)(xP "+ --- +x + 1),
xP71 4. . 4x+1 éirredutivel em Q[x] e é o polinémio minimo de w, ..., WP,

as p — 1 raizes primitivas p-ésimas da unidade. Nesse caso,

Qw):Ql=p—1Te
(I)p(X):(X—w)---(x—wp*W:XD*1_|___'_|_X_|_].

Além disso, ¢1(x)dp(x) =xP —1.

O Lema a seguir generaliza a férmula obtida no Exemplo acima.

Lema 4

xt—1= H Palx).
dn
d>1

Demonstracdo: Seja d > 1 um natural. Vamos denotar por E4 os elementos

de ordem d do grupo U, (C), a saber,
Eq ={& € Uy(C); o(&) = d}.

Eq # 0 se, e somente se, d divide n. Nesse caso, wd € Eq.
Mais ainda, se & € By, entdo £4 =1, isto ¢, & é raiz de x4 —1. H4 ¢(d)

elementos em Egq, isto é, {E4 = ¢(d).

De U,(C) = U E4q, onde a uniao é disjunta, obtemos:
dn
1<d<n
x"—1= ] x-8 = ] (Hu—&)
£€Uy (C) din £€Eq
1<d<n
= H da(x). W
dn
1<d<n
Corolario 1
n= Z d(d), onde ¢ é a funcao de Euler.
dn
a>1

UFF
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Demonstracio: E imediata, a partir da igualdade dos polinomios no Lema
anterior.

Proposicao 6

O n-ésimo polindémio ciclotémico ¢, (x) tem as seguintes propriedades:

(i) dnlx) € Zx].

(i) dn(x) é irredutivel em QIx].

Demonstracao:

(i) Inducao sobre n. Sen =1, entdo ¢1(x) =x—1 € Z[x]. Sejan > 1e

suponhamos que o resultado seja véalido para k com 1 < k < n. Entao,

—1= ] de(X):( II ¢d(X)>¢n(XJ=f(X)¢n(X).

dn dn
1<d<n d<n
Por hipdtese de inducao, f(x) = H balx) € Z[x].
dn
1<d<n

Como f(x) é monico, a divisao euclidiana de x™ — 1 por f(x) vale em
Z[x]). Assim, x™— 1 = f(x)q(x) + r(x), onde r(x), q(x) € Z[x] com r(x) =0
ou 0 < grau(r(x)) < grau(f(x)).

Pela unicidade do quociente e do resto em Q[x], temos q(x) = ¢pn(x) e
r(x) = 0. Portanto, ¢dn(x) € Z[x].

(ii) Seja & € C uma raiz primitiva n-ésima da unidade e p(x) € Q[x] o seu
polinémio minimo. Vamos mostrar que p(x) = ¢n(x).

Primeiramente, p(x) é monico e p(x) divide ¢pn(x) em Q[x]. Como
bn(x) € Z[x] e p(x) é monico, pelo Lema de Gauss, p(x) divide ¢, (x) em
Z[x]. Logo,

Pn(x) =p(x)f(x), com p(x), f(x) € Z[x].

Seja agora p um natural primo tal que p nao divide n.

Entao, mde(p,n) = 1 e &P também é uma raiz primitiva n-ésima da
unidade. Tomamos q(x), o polindmio minimo de &P sobre Q. Temos que:

q(x) divide ¢n(x) em Z[x] e

q(xP) tem & como raiz.

Assim, q(xP) = p(x)h(x), para algum polinémio h(x) € Z[x]. Passando

modulo p, temos:
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q(x") = p(x)h(x) mod p. (%)

Escrevendo q(x) = Y_a;x),a; € Z, como a? = a mod p, para todo
a € Z, vemos que

g(x?) = X a;(xP)

— Za].(xi)p

> a;Px” mod p
> (a)P mod p
(3> a)” mod p
(q(x))? mod p

Portanto, a relacio (x) é equivalente a (q(x))P = P(x)h(x) em Z,[x].

Logo, p(x) divide q(x)P e p(x) e q(x) tém raiz comum em algum corpo
de decomposigao sobre Z,, de P(x)h(x).

Também, p(x) divide x™—1 em Q[x] e pelo Lema de Gauss existe g(x)
em Z[x] tal que x™—1 = p(x)g(x), com g(x) € Z[x]. Como x™—1 = p(x)g(x)
eptmn, entdo (x™—T1) =1x™" 56 tem 0 como raiz, que nao é raiz de x*—1,
logo todas as raizes de x™ — T s@o simples. Portanto, q(x) nao divide g(x).
Também, q(x) nao divide f(x).

Logo, q(x) nao divide f(x). Entretanto, q(x) divide ¢ (x) = p(x)f(x) e
q(x) é irredutivel em Q[x]. Portanto, q(x) divide p(x). Como p(x) também é
monico e irredutivel em Q[x], obtemos que q(x) = p(x) e p(&P) = q(&P) = 0.
Moral da histéria: para todo g primo tal que q t n, temos que (&P)9 é uma
raiz primitiva n-ésima da unidade e, pelo mesmo argumento, p(&P9) = 0.
Por inducao, se mde(m,n) = 1T el < m < n, entdao p(&™) = 0 e p(x)
tem ¢(n) raizes, com grau(p(x)) < ¢(n), pois p(x) divide bn(x). Por-
tanto, grau(p(x)) = $(n) e p(x) = dn(x). Concluimos entao que dn(x) é
irredutivel em Q[x]. [

Corolario 2

Se & é uma raiz complexa primitiva n-ésima da unidade, entao temos que

[Q(E) : Ql = d(n) e G(Q(E)IQ) =~ Zn"

Demonstracdo: A primeira afirmagao segue do fato de ¢,,(x) ser o polinomio

minimo de & sobre Q e grau(dpn(x)) = ¢(n). Para a segunda afirmacao, seja

o € G(Q(&)|Q). Entao, o(&) = &), para algum j € Z tal que mdc(j,n) = 1.
Como &™ = 1, escrevendo j = qn 4+ 1 onde 1 < r < n, temos que

§) = g — (EM)9ET = &7 e a poténcia & s6 depende do resto que j deixa

na divisao por n. Portanto, existe um tnico j tal que 1 < j < m com

mdc(j,n) = 1 tal que o(&) = &. Definimos
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aP? = a mod p, para todo
acZe

(a+b)? =a? +bP mod p,
para todo a,b € Z[x].

bn (x) =p(x)f(x) e
q(x) divide ¢pn (x).

M Se escreve como um
produto de poténcias de

primos que nao dividem n.

mdc(j,n) =mdc(j — qn,n)
= mdc(r,n).
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V¥ : G(Q(E)Q) — Zn" por Y(o) =j mod n, onde o(&) = &.
E facil verificar que P é um homomorfismo de grupos injetor. Logo,

G(Q(&)|Q) é isomorfo a um subgrupo de Z,,*. Como

A extensio Q(£)IQ ¢ IG(Q(EIQ) =[Q(&) : QA = b(n) = |Zn7],

galoisiana.
entao G(Q(¢)|Q) ~ Z,.*. [ |
A férmula do Lema anterior, permite calcular ¢, (x) indutivamente.
G1(x) =x—1, ba(x) =x+ 1.
3_
1= G100 = dsl) = =L =<2 b xh 1
4_
s raizes complexas X' =1 = 1 (x)ba(x)alx) = (P —1)dalx) = balx) = L
primitivas quartas da X —]
unidade sdo i e —i.
X6 =1 = d1(x)b2(x)bs(x)ds(x)
(P1(x)d3(x))ba(x)Ps(x)
= =1+ 1)de(x)
6_ 3
Entao, ¢pg(x) = X1 _X —H:xz—x—H.

(x3—=1)(x+1) x+1

X2 —1 = b1(x)ba(x)da(x)ds(x)
= (x*—=1)ds(x)
x8 —1

Entao, ¢pg(x) = 1) =x*+1.

Exercicios
1. Sejam f(x) € Q[x] e L o corpo de raizes de f(x) sobre Q.
Determine L e [L: Q].

(a) f(x) =x"—1 (b) f(x) =x3
(d) f(x) =x4+1 (e) f(x)

x> =3  (c) f(x) =x*+1
x*—3  (f) f(x) = (x*2+ 1)(x*—5)

2. Para cada L do exercicio anterior, determine G = G(L|Q), a rede de

subgrupos de G e todos os corpos intermediarios de L|Q.

3. Sejam p e q primos e f(x) =xP —q.

Determine L, o corpo de raizes de f(x) sobre Q, e [L: Q].

4. Mostre que G(L|Q) é isomorfo a Z4, onde L = Q( 2+ \/2)

UFF |
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5. Determine G(f(x)|K):

6. Sejam F e K subcorpos de C. O compdésito de F e K, denotado por F- K

¢ o menor subcorpo de C que contém F e K.

Determine o compdésito de Fe K e [F-K:QJ:

(a) F=Q(v2) e K=Q(V3)
(b) F=Q(i) e K=Q(v?2)
(c) F=Q(V2,i) e K=Q(V2)
7. Sejam F e K subcorpos de C, tais que [F: Q] =7 e [K: Q] = 11.
Considere F - K, o compésito de F e K.
(a) Determine [F-K:Q].

(b) Mostre que F - K|Q é normal se, e somente se, FIQ e K|Q sao

normais.
(¢) No caso em que F - K|Q é normal, determine os corpos inter-
medidrios dessa extensao.

8. Seja L o corpo de raizes de x°> — 2 sobre Q.

(a) Mostre que |G(L|Q)| = 20.

(b) Mostre que existe um tinico subcorpo F de L|Q tal que [F: Q] = 4.

Conclua que F|Q é normal.
(¢) Quantos subgrupos de ordem 4 tem G(L|Q) ?

(d) Verifique que L|Q admite subextensoes quadréticas.
9. Sejaw € Ctal que w’ =1lew #1.

(a) Mostre que Q(w) admite um tinico subcorpo de grau 2 sobre Q e
que este corpo é Q(iV7).

(b) Mostre que Q(w) admite um tnico subcorpo F com [F: Q] =3 e
que F é corpo de raizes de x> 4+ x? — 2x — 1 sobre Q.

Instituto de Matemadtica
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(c) Explicite na forma ap + ajw + -+ + asw®, com a; € Q, para
j=0,...,5, as raizes de x> +x* — 2x — 1.

10. Determine a estrutura de G(f(x)|Q) (isto é, se é ciclico ou nao, se
é abeliano ou nao) e descreva tais grupos por meio de geradores e

relagoes, exibindo a acao dos geradores nas raizes do polinomio f(x):
(a) f(x) =% —1 (b) f(x) =x3° —1 (c) f(x) =x"—2
11. Seja L o corpo de raizes do 9-ésimo polinomio ciclotomico.
Determine:
(a) [L:Ql
(b) G(L|Q) e todos os seus subgrupos.

(c) Todos os corpos intermedidrios de L|Q.

12. Seja L o corpo de raizes do 10-ésimo polinomio ciclotomico.

Determine:

(a) [L: Q.
(b) G(L|Q) e todos os seus subgrupos.

(¢) Todos os corpos intermedidrios de L|Q.

13. Seja L o corpo de raizes do 12-ésimo polindmio ciclotomico.

Determine:

a

b
(c

(d) Interprete G(L|Q) como um subgrupo de Sj4.

(
(b) G(L|Q) e todos os seus subgrupos.

Todos os corpos intermediarios de L|Q.

) [L
)
)
)

U
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A equacao geral de grau n

Resolvemos equagoes do 22, 32 e 42 graus escrevendo as raizes da
equacao como radicais de funcoes algébricas racionais dos coeficientes da
equagao. Para a equacao geral de grau n > 5 nao ha férmulas explicitas.
Por qué?

Vamos relacionar a solubilidade da equacao por radicais com proprie-
dade do grupo de automorfismos do seu corpo de raizes.

Dado f(x) € K[x]\K associamos G(f(x)|K), o grupo de automorfismos
de um corpo de raizes L de f(x) sobre K, chamado de grupo de Galois de f(x)
sobre K.

Veremos que se G(f(x)|K) é soluvel, entao a equacgao é solivel por ra-
dicais.

Sejam K um corpo, com car(K) =0, e x1,..., X, indeterminadas sobre

Consideremos L = K(x1,...,Xn) € 0 polindmio

f(x) = (x = x1)(x —%x2) - - - (x —x) € L[x].

Consideremos as fungoes simétricas elementares

ST = X1t+X2+ -+ Xn

Sy, = E XiX;5
1<i<i<n

S3 = E XiXjXk

1<i<j<k<n

1<ii<-<ij<n

Shn = X1°"*Xn

Exemplo 9

Para n = 2, temos s = X7 + X2 € S = X1X3.

Exemplo 10
Paran = 3, temos s1 = X1 +X2+ X3 € S2 = X1X2 + X1X3 + X2X3 € S3 = X1X2X3.

Seja F = K(s1,...,sn). Entao, F C L e podemos reescrever f(x) como:

Instituto de Matemadtica
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Indeterminadas sobre K sdo
elementos transcendentes
sobre K, sem relagoes
algébricas entre eles,
chamados de algebricamente
independentes.

Paracadaj=1,...,n, a
fungao simétrica elementar
sj é obtida pela adigao dos
(T]‘) produtos possiveis de j
indeterminadas distintas.
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f(x) =x™—sx™ T+ sox™ 24 - 4 (—=1)"s,, € Flx].
Portanto, f(x) € F[x] se decompoe em produto de fatores lineares em L[x],
f(x) tem todas as suas raizes em L e o menor corpo contendo FU{xq,...,Xn}
F—K(s1,...,sn), com é F(x1,...,%xn) = K(x1,...,%xn) = L. Logo, L é corpo de raizes de f(x) sobre
s; € K(x1,...,xn). F.

Cada o € S,, define, de maneira natural, um automorfismo de L do
seguinte modo.

Para cada v(x1,...,xn) € L = K(x1,...,%n), existem polinomios com
coeficientes em K, g(x1,...,%Xn), h(X1,...,%Xn) € K[x1,..., Xy tais que

g(X], )XTL)
T(X1,...,Xn) =
( 1 n) h(X] ) ) Xn)
Definimos 0 : L — L por
O grupo Sn age nas fungoes g(X Nyeooy X )
racionais. G(T(X], e )Xn)) - T(XG“), e )Xd(n)) - ol ot
h(Xo(1), - -+ Xo(n))
Exemplo 11 N
X1+ X

Sejam o = (1,2,3) € Sz e r(x1,%x2,X3) = ST S Entao,

X1+ X2 —X3

Xo(1) T Xo(2) X2+ X3
Xo(1) + Xo(2) — Xo(3) X2+ X3— X1

o(r(x1,%2,%x3)) =

Exemplo 12
Para todo o € S,,, temos que o(s;) =s;, paraj=1,...,n.
Para isto, observamos que s; é a soma de todas as parcelas possiveis da forma

Xi, Xi, Xy, com 1 < <ip <<y <
Sn é um grupo de automorfismos de L.
O corpo fixo desse grupo é

Ls, ={r(x1,...,xn) € L; o(r) =7},

é chamado de corpo das fungoes simétricas.

Observamos que K C Lg_ e, pelo Exemplo 12, sq,...,s, € Ls,. Por-
tanto, F = K(sy,...,sn) C Ls, C L.

A dltima desigualdade segue
do Teorema 3 da Secao 2, na
Parte 1, pois f(x) € F[x] e
grau(f(x)) =n.

Fez o Exercicio 17 da Segao nl = |Sn| — [L . LSn] S [L . F] S n!l.

1, na Parte 17

vrr I

Por outro lado, pelo Teorema 4,
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Portanto, [L : Ls, ] = [L : F] = nl, Ls, = F = K(s1,...,8) €
Sa=G(L|K(s1,...,s0)).

Acabamos de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 7
Sejam K um corpo, com car(K) = 0, e xq,..., X, indeterminadas sobre K,
F = K(sy,...,sn), onde s1,...,s, sao as funcoes simétricas elementares, e

f(x) = x"—s1x™" T+ s,xV 24 - - -+ (—1)"s,, € Flx]. Entdo, L = K(x1,...,%n)
¢ corpo de raizes de f(x) sobre F e S,, = G(L|F) é o grupo de automorfismos

de L|F.

Agora vamos introduzir o conceito de grupo solivel.
Defini¢do 7 (Grupo soltvel)
Um grupo finito G é soltvel, se e somente se, existe uma cadeia de subgrupos

G=NoDN;D---DNg={e},

tal que Nji1 < Nj e N;j/Njq é abeliano, paraj =0,...,s— 1.

Exemplo 13

Todo grupo abeliano é soluvel. Tomamos G = Ny D Ny = {e}.

Exemplo 14
S3 é um grupo solivel, pois S3 = Ng D N; = {I, 7,72} D N, ={I}.

Exemplo 15

S4 é um grupo soluvel, pois

S4=No DNy =A4DN2={I,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} > N3 ={I}.

Exemplo 16

Todo p-grupo finito é solavel.
3 ; . . Faga indugao sobre n > 1,
De fato, é possivel construir uma cadeia de subgrupos de G tal que onde |G| = p". Lembre que
Z(G) #{e} e, pelo Teorema
de Cauchy, existe x € Z(G)
G_NODN] D'”DNS_{e}’ onde tal que o(x) = p. Para
n > 1, considere G/(x), use
N;i1 < Nj e N;/Njuq é ciclico de ordem p, portanto abeliano. a hipStese de indugao ¢ a
)+ ) ) )+ ? 1
relagdo entre os subgrupos

.~ . . do grupo quociente e os
H& uma descricao alternativa para grupos soluveis, usando o comutador subgrupos de G que contém

de um grupo. {x)-

Definicdo 8 (Comutador G’ de G)

Sejam (G, -) um grupo e a,b € G. Definimos o comutador de a,b por

UFF
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Note que [a,b]~ " = [b, al.

Em (1) usamos que
aba~ b7 € G.

U

[a,b] = aba b .

O comutador de G é o subgrupo G’ gerado pelos comutadores [a, b], para

quaisquer a,b € G, isto é,

G = {(aba 'd'; a,beG)
= X xp;n>1 %= ajbjaj_1bj_1,aj,b]- e GJ.

Exemplo 17
Se (G, -) é abeliano, entao G’ = {e}.

Exemplo 18
O comutador de S3 é {I, T, T%}.

Proposi¢do 7 (Propriedades do comutador)

Sejam (G, -) um grupo e G’ seu comutador. Entao:

(i) G’ é normal em G.

(ii) G/G’ é abeliano.

(iii) Se N é um subgrupo normal de G, tal que G/N é abeliano, entao G’ C N.
(Isto significa que G’ é o menor subgrupo normal de G com a propriedade
do grupo quociente ser abeliano.)

Demonstracao:

(i) Para cada ¢ € G e [a,b], com a,b € G, temos

cla,blec™’ = c(aba "o ")c!
ca)(c'a'ac)(ba ") (b7 e

(
= (cac'a "(acb)(a b e
(cac'a

cac'a ") (a(cb)a ' (cb)") € G.
Para todo c € G, x5 =[a;,bj],j =1,...,m, se X =x1X2- - - Xy, €ntdo
exe ' =c(x1x2 - xn)e T = (exie T (exac ") - (exne ) € G

(ii) Sejam a,b € G. Entéo,
G'aG'b G’ab

= G'(ab)(a b 'ba)

G'(aba~ v "ba

G’ba

G'bG'a

—
= |
=
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(iii) Seja N < G com G/N abeliano. Entao,
NaNb = NbNa <= Nab = Nba
& ab(ba)' €N
& aba b '€N
Logo, G’ = (aba~'b~!, para quaisquer a,be G)C N N
Procedemos agora indutivamente.
G’ ¢ um grupo. Definimos G = (G')" o subgrupo de G’ gerado por
a'b’a "0 com ', b € G.
Continuamos desse modo definindo G™m+1 = (G(™)Y’,
Tomamos GV = G’. Pela Proposicdo anterior, G™M™ < GM ¢
GM/GM+1) ¢ grupo abeliano.
Proposicao 8
(G, ) é um grupo solivel se, e somente se, G = {e}, para algum r > 1.
Demonstracao:
(&:) Sejar > 1 tal que G = {e}. Consideremos Ny =G, Ny =G, .. |
N, = G = {e}. Entéo,
G=NpDODN;D---DODN,={e}
¢ uma cadeia de subgrupos de G. Pela Proposicao anterior, obtemos que
Niy =GO g GO =Nj e N;/Njp1 = G /G0 ¢ abeliano. Portanto, G
é soluvel.
(=:) Suponhamos que G seja solivel. Entao, existe uma cadeia de subgru-
pos
G=NogDN;D--- DNy ={e},
tal que N1 < Nj e Nj/Nji; € abeliano. Pelo item (iii) da Proposigao 7,
temos que Nj' C Nj 4. Logo,
N; D No,: G = N; D G“)
N2D Ny D (G)=G6% = N;>G¥
N3 D Nz/ D) (G(z))/ =G® — N3D G®)
Indutivamente, temos N; D G e {e} = N, D G > {e}. Portanto,
GMW={} ®
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Algumas propriedades sobre solubilidade.
Proposi¢cdo 9 (Propriedades adicionais)
Valem as seguintes propriedades:
(i) Se H é um subgrupo de G e G é soluvel, entdao H ¢é soluvel.

(ii) Se G é solivel e @ : G — G é homomorfismo sobrejetor, entdo G é

soluvel. Em particular, se N << G e G é soluvel, entao G/N ¢é soluvel.
(iii) Seja N <9 G. Se N é soluvel e G/N é solivel, entao G é soluvel.
Demonstracao:
(i) Primeiramente, observamos que:

H< G = H < G = H@ < G¥. Por inducao, HV) < G, para
todo j > 1.

Se G ¢é soltvel, entdo existe 1 > 1 tal que G!™) = {e}. Pela observacio
acima, H™ ¢ GM. Logo, H™ = {e} e H ¢ soltivel.
(i) G ={x7... - %n; 5 = Gbya; 'by ;@b € G}

Como ¢ é um homomorfismo sobrejetor, para cada @ € G, existe a € G

1

tal que a = @(a)ea ' = ¢(a""). Logo,

%5 =aba 'b; = o(a;)e(b;)el(a; Ne(b; ") = @(abja; 'b57)

Assim,

G, ={X1-... Xn; X; = (p(ajbjaj_]bj_]) R Clj,bj € Gl = (G).

=M

Indutivamente, G~ = @(G™), para todo n > 1. Tomando r > 1 tal

que G™ = {el, temos que G" = @(G™) = @(e) = €, mostrando que G é
soluvel.

Para a ultima afirmagao, tomamos o homomorfismo de grupos sobreje-

tor m: G — G/N.
(iii) Seja N < G. Suponhamos que N e G/N séo soluveis.
Seja

Go=G/NDG;D---DGs={e} (1)

a cadeia de subgrupos de G/N; tal que Gjy1 < Gj e G;/Gj41 é abeliano.
Seja

N=NoDN;D---DN,={e} (2)
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a cadeia de subgrupos de N, tal que Nji; < Nj e N;j/Nj;; é abeliano.
Na cadeia (1) temos G; = G;/N, onde N < G; < G e Gj;1 < Gj.

Assim, (1) induz a cadeia
G=GoD>G;D---D>DGs=N. (3)
Além disso, o homomorfismo sobrejetor

wG_]:G]/N — Gj/Gj+1
Nx — Gjuix

com Ntcleo(P) = Gj1/N = Gj1, pelo Teorema fundamental dos homomor-
fismos, induz um isomorfismo de G;/Gj;q com G;/Gji1. Como G;/Gjyq é

abeliano, entao Gj/Gj;1 € abeliano.
G=GyDGyD---DGg=N. (3)
Completando a cadeia (3) com a cadeia (2), obtemos
G=GyDG;D---DGs=N=NyDNj;D:--- DN, ={e},

que ¢ a cadeia procurada para G. |

Lema 5
Seja G = S,,, com n > 5. Entao, G, parar=1,2,..., contém cada 3-ciclo
de S,,. Em particular, S,, nao é soltuvel, para n > 5.

Demonstracdo: Primeiramente, observamos que se G é um grupo e N < G,
entao N’ < G.

De fato, sejam ¢,d € N e a € G. Entdo, cdc'd' € N’ e
alcdc'd Na ' = (aca™) (ada™") (ac'a ") (adTa") e N,

—— —— ~— ~— >
C1 d; 1! a; !

pois ¢y, d1,C1_1, (11_1 € N.

Afirmamos agora que se n > 5 e N é um subgrupo normal de S,, que
contém cada 3-ciclo de S,,, entdo seu comutador N’ também contém cada
3-ciclo de S,,.

Com efeito, suponhamos que 0 = (1,2,3) e T = (1,4,5) estejam em N.
Entdo, 07' =(2,1,3), 7' =(4,1,5) e
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oto 't = (1,2,3)(1,4,5)(2,1,3)(4,1,5)

1 2 4 5
= X =(1,2,4) e N’
24315

Como N’ < G, para todo & € S, temos que &(1,2,4)E~" € N'. Escolhemos
& € Sytal que E(1) = iy, &(2) = 1, e &(4) = 13, com 14,1, 13 distintos,
1 <i,iz i3 <mneé&(j) =j, para todoj # 1,2,4. Entao,

E,(1,2,4)E,_1 - (ihi’Z»iﬁ) S N’

Logo, N’ contém todo 3-ciclo de S,,.

Tomando N = G = §,,, temos que N <1 G e N contém todos os
3-ciclos de S,. Como G’ <1 G, entdo G® contém todos os 3-ciclos de Si.
Como G <« G, entdo G® contém todos os 3-ciclos de S,. Continuando
dessa maneira, G, para todo r > 1, contém todos os 3-ciclos de S, e, em

particular, G = {I}, mostrando que S,, nao é soltivel para n > 5. |

Daqui por diante consideramos corpos de caracteristica zero.

Definicao 9
Uma extensao M|K é dita radical se existe uma torre, chamada torre radical
simples,

K=KoCKyC---CKg=M,
tal que, para cada j = 1,...,s, existem o € Kj, ny > 1, com o™ € Kj_; e
K]' = K]'_1((Xj).
Exemplo 19

Sao extensoes radicais:

Q(v/2)|Q com Q C Q(v/2), como torre radical simples.

Q(i, v2)|Q com Q € Q(v/2) € Q(v/2)(i), como uma torre radical simples.
Q(v2,v3)|Q com Q ¢ Q(v2) ¢ Q(v2)(v/3), como uma torre radical sim-
ples.

Q (\/ 1 +\/§) |Q com Q ¢ Q(v2) C Q(v2) ( 1 —i—\/Z), como uma torre

radical simples.

Definicdo 10 (Polindmio soldvel por radicais)

Sejam f(x) € K[x]\K e L um corpo de raizes de f(x) sobre K. O polinomio
f(x) é soluvel por radicais se, e somente se, existe uma extensao radical M|K,
tal que L C M.
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Proposicao 10
Seja M|K uma extensao radical. Entao, existe uma extensao radical normal

NIK, tal que M C N.

Demonstracdo: Consideremos a torre radical simples
K=KoyCKyC---CKg=M,

onde para cada j = 1,...,s existem o5 € K;, ny > 1, com o™ € Kj_; e
K]' = Kj_1((Xj).

Seja N o corpo de raizes sobre K de pi(x)---ps(x), onde p;j(x) é o
polinomio minimo de o; sobre K. Para mostrar que N|K é uma extensao
radical precisamos construir uma torre radical simples. Faremos a construcao

no caso s = 2 e a demonstracao é por inducao sobre s.

Seja MIK extensao radical com M = K(B,v), p™ € Key™ € K(B).

Assim,
K CK(B) cK(B)ly) =M.

¢ uma torre radical simples.

Sejam p(x), q(x) os polinomios minimos de 3 e y sobre K. Sejam
B=2R1,...,Prey =17Y1,...,Ys as raizes de p(x) e q(x), respectivamente.
Vamos mostrar que N|K é radical, onde N = K(B+4,..., B+ Y1,...,Ys) ¢ O

corpo de decomposicao de p(x)q(x) sobre K. A torre radical simples é

K CK(B1) CK(B)(B2) C--- CK(PBr,...,Br—1)(Br) =L

completada com

L C L{vi) CL(y1)(y2) C--- CLlv1,..., ¥s—1)lvs) =N

E claro que M C N, L é corpo de decomposicao de p(x) sobre K e
L(v1,...,Ys) é corpo de decomposicao de q(x) sobre L.

Para cada j = 1,...,r, existe K-automorfismo T : N — N tal que
T(B) = B;. Como B™ = a € K, entao

Bir=t(B)" =1(p") = (a) =a e KCK(B1,..., 1),

para cada j > 2.

Para cada j = 1,...,s, existe K-automorfismo o : N — N tal que
o(y) = v; e ot é um K-automorfismo de L, pois LK é normal. Como
Y™ =f(f) € K(B) C L, para algum polinémio f(x) € K[x], entdao o(f) € L e
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f(o(B)) € LC Llvi,...,vj-1),

para cada j > 2. |

Teorema 8

Seja K um corpo, com car(K) = 0, que contém uma raiz primitiva n-ésima
da unidade. Sejam a € K, a # 0, f(x) =x™ —a € K[x] e L o corpo de raizes
de f(x) sobre K. Entao,

(i) L = K(b), onde b é qualquer raiz de f(x).

(ii) G(LIK) é abeliano.

Demonstracao:

(i) Seja w uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Entdo, 1,w,..., w™
sao as M raizes da unidade e, tomando b tal que b™ = a, temos que bw’,

comj=0,...,n—1s30 as n raizes de x" —a e
x"—a=(x—b)(x—bw)---(x —bw™ ).

Como {1, w,...,w™ " C K, temos que L = K(b) é um corpo de raizes de
f(x) sobre K.

(ii) Sejam o,T € G(L|K). Como o(b) e T(b) sdo raizes de x™ — a, entao
o(b) =bw' e 1(b) = bwl, para algum i,j com 0 <1i,j <n — 1. Portanto,

Como w',w € K, entdo (G © T) (b) = G(T(b)) = G(bwj) - (,UjO'(b) - wj(wib) - («Uj_’_ib €

o(w) =l e T(w!) = wh. (tToo)(b) =1(c(b)) =1(bw?) = wit(b) = wwb) = wtb.

Logo, (0o T)(b) = (to0)(b). Como L =K(b), entdo 0ot =7To 0 em
L, mostrando que G(L|K) é abeliano. |

; Teorema 9
Vale a reciproca, mas a

demonstragio nao sers feita Se f(x) € K[x]\K é soltuvel por radicais, entao G(L|K) é solivel, onde L é um

aqui. corpo de raizes de f(x) sobre K.

Demonstracdo: Suponhamos que f(x) € K[x] seja solivel por radicais. Entao,

existe uma torre radical N|K tal que
Ki=KcK,C: - CKg=N,

existem o5 € Kj, ny > 1, tais que o™ € Kj_q, Kj = Kj_1(0y), para cada
j=2,...,s,e LCN.
Pela Proposi¢ao 10 podemos supor que N|K é normal. Sejam n =

mmc(ny, ..., Ng) e w uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Consideramos

KS—H = Ks(w)

UFF |
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Vamos construir uma nova torre para ter controle sobre o grupo de

automorfismos e usar a correspondéncia de Galois.
Tomamos Lo = K; =K, L; = K(w) e Lj = Lj_i(«;), para cada j > 2.
Observamos que w“Li € L1 é uma raiz primitiva nj-ésima da unidade.
Por inducao, temos que L; = Kj(w). De modo que Ly = K(w) =

Ksi1 = N(w). Veja o diagrama a seguir.

K>
/ b =Kl
K=K; =1L,
Para j = 2,...,s temos que L; = L;_y(«;) e Lj é corpo de decom-

posi¢ao de x™ — o™ sobre Lj_q, pois Lj_y tem raiz primitiva n;-ésima da
unidade. Logo, Lj|Lj_; é extensao normal e separdvel. Pelo Teorema ante-
rior, G(L;|L;_1) é abeliano, paraj =2,...,s.

L4]Ly é normal e separdvel, pois G(L;|Ly) = G(K(w)|K) é abeliano.
De fato, cada 0 € G(K(w)|K) estd perfeitamente determinada por o(w)
e o(w) deve ser uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Portanto, existe
um unico i, com 1 < i < n, mde(i,n) = 1, tal que o(w) = w'. Assim,

G(K(w)|K) ~ subgrupo de Z,* com o homomorfismo injetor

Consideremos a cadeia de corpos
Lo=KcCcLjCclL,Cc.---CcLg;CLg

com L¢/K normal e separavel.

Tomando G = G(L4K) e G; = G(L4|L;), pela correspondéncia de Galois,

temos a cadeia de grupos

Instituto de Matemadtica
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Se o, T € G(K(w)[K), entao
existem 1 < 1,j < n tais que
o(w) =wt' e T(w) = w,
com mde(i,n)=1e
mdc(j,n) =n. Logo,
(Too)(w) =T(w!) =

W) = (W) =l =

(0o 7T)(w). Existe um tnico
s =1j mod m, com
mdc(ij,n) = 1, mostrando
que @ é homomorfismo.
Além disso, se @(0) =1,

entdo o(w)=we o=1

UFF
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A equacdo geral de graun

GDODG1DGyD---DGe1 DG, ={I. (%)

Como Lj|Lj_; é normal, entdo G; < Gj_1 e Gj_1/G; ~ G(Lj|Lj—4) é
abeliano.
Logo, a cadeia (x) de subgrupos de G(Ls/K), mostra que G(L¢K) é

solavel.

Por hipétese, L, o corpo de decomposicao de f(x) sobre K, satisfaz
KcLCNC L.

Pelo Teorema de Galois, G(L|K) ~ G(Ls|K)/G(Lg|L). Como G(LgK) é
soltvel, entao seu subgrupo G(Lg|L) também é soltivel. Como L¢|L é normal,

entao G(Lg|L) < G(Lg/K) e o grupo quociente é soltvel. [ |

Corolario 3

O polinomio geral de grau n > 5 nao ¢ soluvel por radicais.

Agora vamos aprender a construir polinémios com coeficientes racionais
que nao sao soltuveis por radicais, isto é, o seu grupo de automorfismos sobre

Q nao é soluvel.

Proposicao 11

Seja p um natural primo e f(x) € Q[x] um poliné6mio monico irredutivel
de grau p. Suponhamos que f(x) tem exatamente duas raizes complexas
nao-reais. Entao, G(f(x)|Q) é o grupo simétrico S,.

Demonstracdo: Pelo Teorema Fundamental da Algebra, C contém um corpo
de decomposicao de f(x) sobre Q, digamos L. Como a car(Q) =0, f(x) tem
p raizes distintas e G(L|Q) é isomorfo a um subgrupo de S,. Seja & € C uma
raiz qualquer de f(x). Entao, Q € Q(«) C L. Logo, p = [Q(«x) : Q] divide
[L : Q] = |G(LIQ)|. Pelo Teorema de Cauchy, G(L|K) tem um elemento de
ordem p. Os elementos de ordem p de S, sao p-ciclos. A conjugacao com-
plexa é um Q-automorfismo de C e restrita a L induz um Q-automorfismo
de L, digamos 0. o fixa as p — 2 raizes reais de f(x) e permuta as duas
rajzes complexas nao-reais de f(x). Portanto, G(L|Q) tem um 2-ciclo. Po-
demos supor, apés tomar uma poténcia do p-ciclo se necessario, que (1,2),
(1,2,...,p) € G(LIQ). Logo, G(LIQ) D ((1,2),(1,2,...,p)) = Sp. Por-
tanto, G(L|Q) = S,,. [ |

Exemplo 20
O polinémio f(x) = x> — 6x + 3 € Q[x] nao é solivel por radicais.
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De fato, pelo critério de Eisenstein com o primo 3, f(x) é irredutivel em
QIx]. Vamos mostrar que f(x) tem exatamente trés raizes reais e duas raizes
complexas nao-reais. Temos f'(x) = 5x* — 6 e f”(x) = 20x, entdo f cresce

de (—oo,— \ g) U (Q/g, —|—oo> e decresce em(—i/g, {‘/g), o grafico de f é

concavo para baixo em (—oo,0) e concavo para cima em (0,+o00). Como

f(=2) = =17, f(—1) = 8, f(1) = =2 e f(2) = 23, entao f(x) tem uma raiz

real em (—2,—1), uma em (—1,1) e uma em (1,2). Fazendo um esboco do —
Polinoémio irredutivel sobre

grafico de f vemos que f(x) tem exatamente trés raizes reais. As raizes sao corpo de cararacterfstica 0

tem raizes simples.

simples, pois mdc(f(x), f'(x)) = 1.

Exercicios

1. Determine extensoes radicais L|Q contendo os seguintes elementos:

V11— /23
W
(b) (vV6+2v5)*

2v5—4
© 1+99

2. Mostre que os seguintes polinomios em Q[x] nao sao soltveis por radi-

cals:
(a) f(x) =x>—4x+2
(b) f(x) =x>—4x*+2
(c) f(x) =x>—6x*+3
(d) f(x) =x"—10x°+15x +5

3. Mostre que um grupo com 44 elementos é soluvel.
4. Sejam a, b, c, d inteiros positivos distintos.

(a) Mostre que se os 2-ciclos (a,b) e (a,c) sao nao-disjuntos, entao
(a,b)(a,c)=(a,c,b).

(b) Mostre que se os 2-ciclos (a,b) e (¢, d) sdo disjuntos, entao
(a,b)(c,d) = (a,b)(b,c)(b,c)(c,d) = (b,c,a)(c,d,b).

(c) Mostre que o grupo alternado A, é gerado pelos 3-ciclos.

5. Seja P : S, — {1,—1} a funcdo definida por

UFF
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1 | se 0 é permutagao par
Y(o) = {

—1 | se 0 é permutacao impar

(a) Mostre que P é um homomorfismo sobrejetor de grupos com
Nucleo(Vp) = A,,.

(b) Conclua que S;,/A, é um grupo abeliano.

Veja a Proposicao 7. ;
(¢) Mostre que o comutador de S, é A,,.

(d) Mostre que se H é um subgrupo de S,, tal que (S, : H) = 2, entéo

H = A,, isto é, A, é o tnico subgrupo de S,, de indice 2.

U
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C é um corpo algebricamente fechado

Defini¢do 11 (Corpo algebricamente fechado)
O corpo K é chamado de algebricamente fechado se, e somente se, todo po-
linomio f(x) € K[x]\K tem uma raiz em K.

Proposi¢do 12 (Propriedade dos corpos algebricamente fechados)
Seja K um corpo algebricamente fechado. Se f(x) € K[x] é um polinémio de

grau n > 1, entao existem a, &4, ..., x, € K tais que
f(x) =alx—a1) - (x — an).

Demonstracdo: Inducao sobre n = grau(f(x)). Sen =1, entao f(x) = ax+Db,

com a,b € Kea#0. Logo, f(x) =a(x+b-a ") coma=-b-a'eck
Suponhamos o resultado véalido para polinomios em K[x] de grau m,

tais que T < m < n = grau(f(x)). Vamos mostrar que vale para f(x). Como

K é algebricamente fechado, f(x) tem uma raiz «; € K. Entao,
f(x) = (x — x1)g(x), com g(x) € K[x] e grau(g(x)) =n—1.
Por hipdtese de inducao, existem oy, ..., x,, a € K, tais que
g(x) = alx —az) -+ (x — an).

Portanto, f(x) = a(x — o1)(x — ap) - - (x — o). |

Corolério 4
Se K é um corpo algebricamente fechado, entao os polindomios monicos irre-

dutiveis sao x — &, com « € K.

Como uma aplicacao dos Teoremas estudados vamos mostrar que o
corpo dos nimeros complexos é algebricamente fechado. Para isto, usaremos

as seguintes propriedades:

Observagao:

(i) O corpo dos ntimeros reais ¢ um corpo ordenado.

(ii) Todo nimero real positivo é um quadrado em R.

(iii) Todo polinémio de grau impar com coeficientes reais tem uma raiz real.
(

iv) Cada elemento a 4+ bi € C tem uma raiz quadrada c 4+ di € C, sendo

2ot va?+ b2 2o -9t va?+ b2 (c+di)? =c? — d? + 2cdi
= e =

2 2 ) =a-+Dbi

UFF
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onde ¢, d € R sao escolhidos de modo que o sinal de ¢ - d seja o mesmo sinal

de b.

Teorema 10

C é um corpo algebricamente fechado.

Demonstracdo: Queremos mostrar que se L|C é extensao finita, entao L = C.
Seja L|C uma extensao finita. Sabemos que existe N tal que L C N e N|R é
extensao normal, forcosamente, separavel. Vamos mostrar que N = C.

Seja G = G(N|R). Como 2 = [C : R] divide [N : R], entao 2 divide
|G|. Seja H um 2-Sylow subgrupo de G e F o corpo fixo de H. Temos que
[F:R]=(G:H) = % ¢é impar. Pelo Teorema do elemento primitivo, existe
« € F tal que F = R(«). Entao, « é raiz de um polinémio irredutivel em
R[x] de grau impar. Pela Observacao (iii), o polindmio minimo de « sobre R
tem grau 1, isto é, F = R e logo, G = H é um 2-grupo. Seja H; = G(N|C).
Se H; # {I}, entao H; tem um subgrupo H; de indice 2 e tomando K, o
corpo fixo de Hy, temos [K : C] = 2, contradizendo (iv). Portanto, Hy = {I}
e [N:C] =|Hq| =1, isto é, N =C. [
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