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Introducao

O objetivo deste texto é ser um apoio as disciplinas Algebra ITe Algebra
IIT do Curso de Graduacao em Matematica da Universidade Federal Flumi-

nense, no contetdo correspondente a estrutura algébrica de Grupos.

Na Parte 1 esta o conteuido basico da Teoria de Grupos, abordado em
Algebra I1, disciplina obrigatéria comum do Bacharelado e Licenciatura em
Matemaética. Sao apresentados o conceito de grupo, subgrupo, grupos finitos,
grupos infinitos, grupos abelianos e grupos nao-abelianos. Veremos a relacao
de equivaléncia médulo H, onde H é um subgrupo do grupo G, o belissimo
Teorema de Lagrange e suas conseqiiéncias aos grupos finitos. Introduzire-
mos os conceitos de ordem de um elemento e de grupo ciclico e veremos o
Teorema de estrutura dos grupos ciclicos. Apds o conceito de homomorfismo,
isomorfismo e automorfismo de grupos, veremos o Teorema de Cayley, mo-
tivando o estudo do grupo S,, grupo das bijecoes de um conjunto com n

elementos.

Na Parte 2 esta o conteido mais sofisticado da Teoria de Grupos, abor-
dado em Algebra [II, disciplina obrigatoria do Bacharelado em Matematica
Pura e optativa da Licenciatura em Matemadtica e de outras modalidades
do Bacharelado em Mateméatica. O objetivo aqui é estudar o Teorema de
Sylow e o conceito de produto direto, que permitem classificar alguns gru-
pos. Comegamos com os subgrupos normais, o grupo quociente e o Teo-
rema Fundamental dos Homomorfismos. Apresentamos a equacao de classe
e aplicagoes. Apds o Teorema de Sylow, sao dadas condigoes necessérias e
suficientes para um grupo ser isomorfo a um produto direto, fundamental
para classificar grupos, a partir de grupos menos complexos. Concluimos
com o estudo de p-grupos abelianos finitos e com o Teorema de estrutura

dos grupos abelianos finitos.

Apés cada Secao ha uma Lista de Exercicios, que complementa a apre-
sentacao da teoria e é parte integrante do texto. A resolucao dos Exercicios

propostos ajuda o aluno a atingir os objetivos propostos nas duas disciplinas.

Bibliografia:

Recomendamos a consulta aos seguintes textos:

- Elements of Abstract Algebra, R.A. Dean, Wiley International, 1974.

- A First Course in Abstract Algebra, John B. Fraleigh, Addison-Wesley
Publishing Company, 1967.
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(Esse texto tem uma abordagem ressaltando a importancia do conceito

de Grupos a outras dreas da Matemaética.)

Elementos de Algebm, Arnaldo Garcia e Yves Lequain, IMPA, 42 edicao,
2006.

Introducao a Algebm, Adilson Gongalves, Projeto Euclides, IMPA, 2000.

Topics in Algebra, I. N. Herstein, John Wiley & Sons, 2™ edition, 1975.

Algebra, Thomas W. Hungerford, Springer Verlag, 1974.
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Parte 1

Conceitos fundamentais

Introduziremos a estrutura algébrica de grupo, as suas propriedades ele-

mentares, grupos finitos, grupos infinitos, grupos abelianos e nao-abelianos.

O conceito de subgrupo é muito importante. A congruéncia médulo H,
onde H é um subgrupo do grupo G, permite visualizar G por meio das classes
de congruéncia modulo H. Dessa maneira, quando |G| é finita, obtemos o
Teorema de Lagrange, que diz que [H| divide |G]|.

Introduzimos o conceito de subgrupo gerado por um elemento a, assim
como, de ordem de a. Obteremos diversas conseqiiéncias importantes do
Teorema de Lagrange, tais como: a ordem de a divide |G|, quando |G| < oo,

ese a™=-¢e, com m=#0eméeEZ, entdao a ordem de a é finita e divide m.
Veremos o Teorema de estrutura dos grupos ciclicos.

Estudaremos o conceito de homomorfismo de grupos, suas propriedades

elementares, assim como, isomorfismo e automorfismo de grupos.

Apresentaremos o Teorema de Cayley, que diz que todo grupo é iso-

morfo a um subgrupo do grupo de bije¢oes de um conjunto.

Como conseqiiéncia do Teorema de Cayley, os grupos finitos sao iso-
morfos a um subgrupo de S;,, para algum n > 1, motivando o estudo mais
detalhado do grupo S,,, grupo das bije¢oes de um conjunto com n elementos.
Definiremos r-ciclo, érbita de 8 € S,,, permutagao par e permutacao impar.
Mostraremos que todo 8 € S,, é produto de 2-ciclos.

Vamos apresentar o grupo diedral n, denotado por D, com 2n ele-
mentos, subgrupo importante de S,,, definido como grupo das simetrias do
poligono regular de n lados, exemplo de grupo gerado por dois elementos.

Apresentamos muitos exemplos, nao esquecendo de classificar alguns

tipos especiais de grupos, usando os teoremas elementares abordados.

Instituto de Matemadtica
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Os Exercicios ao final de cada Secao complementam a teoria apresen-
tada e sao muito importantes para voceés adquirirem habilidade no contetdo
abordado.

UFF

M. L. T. Villela



O conceito de grupo

PARTE 1 -

O conceito de grupo

Um conjunto nao-vazio G estd munido com uma operacao * se, e So-
mente se, para cada par de elementos de G sabemos associar um tnico ¢ € G,
denotado por ¢ = a x b. Equivalentemente, existe uma funcgao

*x:GxG — G
(a,b) — axb

Defini¢do 1 (Grupo)

Um conjunto nao-vazio G munido de uma operagao x é chamado de grupo
se, e somente, * tem as seguintes propriedades:

(i) (Associativa) a x (b xc) = (axb) x ¢, para quaisquer a,b,c € G.

(ii) (Existéncia de elemento neutro) Existe e € G, tal que axe = ex a = a,
para qualquer a € G.

(iii) (Existéncia de inverso) Para cada a € G, existe b € G, tal que
axb=bxa=e.

Denotamos um grupo G com a operagao * por (G, *).

Exemplo 1
Todo anel é um grupo com a operacao de adicao do anel. Em particular,

de grupos aditivos.

Exemplo 2

Seja A um anel com unidade 15. Como a multiplicacao de A é associativa,
temos que A* ={a € A ; a é invertivel} é um grupo com a multiplicacao de
A.

Em particulara (@\{O}) ')7 (R\{O}) ')7 (C\{O}> ')7 (Z*) ) = ({_1 ) 1}) ) €

(Z¥, - mod n) sdo exemplos de grupos multiplicativos.

Exemplo 3

SECAO 1

Seja G = {A € Muxn(R) ; det(A) # 0} munido com a operacgao usual de Verifique.

multiplicagao de matrizes. Entao, (G,-) é um grupo.

Defini¢do 2 (Ordem de um grupo)

A ordem de um grupo (G,x) é denotada por |G| e é o nimero de elementos
do conjunto G. Dizemos que G é um grupo finito se, e somente se, o conjunto
G é um conjunto finito. Caso contréario, dizemos que G tem ordem infinita,

escrevemos |G| = oo e G é dito grupo infinito.

Instituto de Matemadtica
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O conceito de grupo

Definicdo 3 (Grupo abeliano)
Dizemos que um (G, %) é grupo abeliano se, e somente se, axb = b* a, para

quaisquer a,b € G. Caso contrério, dizemos que G é um grupo nao-abeliano.

Exemplo 4
Para todo n > 1 o grupo (Zn,+ mod n) é exemplo de um grupo abeliano

com N elementos.

Exemplo 5
Para todo n > 2 o grupo (Z}, - mod n) é exemplo de um grupo abeliano

com ¢(n) elementos, onde ¢ é a funcao de Euler definida por

¢(n)=4{j; 1 <j<nemde(jn) =1}

Exemplo 6

Sejan € N, n > 1. Consideremos U,(C) ={x € C; x*—1 =0} com a
operacao de multiplicacdo de nuimeros complexos. U,(C) é o conjunto das
raizes complexas n-ésimas da unidade.

Temos que U,(C) ={ax € C; a™ =1}. Se &, p € U,(C), entao (ax-p)™ =
Bt =1-1=1,logo & € Uy(C) e a multiplicagdo de C esta fechada em
U, (C). E claro que 1" =1, logo 1 € U,(C). A igualdade 1 = a™ = o™ -
diz que o™ é o inverso de &. Como (a™ )" = ¢V = (gn)nT = 11 =
1, entdo ™! € U,(C). A multiplicacido sendo associativa e comutativa em
C é associativa e comutativa em qualquer subconjunto de C, em particular, é
associativa e comutativa em U, (C). Logo, U,(C) é um grupo abeliano com

a multiplicagao de C.

271

Tomando w = cos zf + isen =&, sabemos que

U (C)={w;j=0,...,n—1}.

Entao, [U,(C)] =n e (U,(C),-) é um grupo abeliano de ordem n.

Exemplo 7

O grupo do Exemplo 3 é um grupo nao-abeliano de ordem infinita.

Exemplo 8

Seja C um conjunto nao-vazio. Definimos
Sc={0:C — C; o é uma funcao bijetora },

com a operagao usual de composicao de fungoes. Vale que:

(i) a composigao de bije¢oes é uma bijegao;

M. L. T. Villela



O conceito de grupo

(ii) a composigao de fungoes é associativa;
(iii) a funcao I : C — C definida por I(c) = c, para cada ¢ € C, é o elemento
neutro de S¢, pois loo =001 = 0, para todo o € Sc.

(iv) Se o € S, entdo a fungdo T: C — C definida por

T(c)=d &< o(d) =c¢

tem a propriedade de too=Ie cot =1 Logo, T=0"".

Portanto, (S¢, o) é um grupo.

Proposi¢do 1 (Propriedades elementares)

Seja (G, =) um grupo. Valem as seguintes propriedades:
(i) O elemento neutro é tnico.

(ii) O inverso de cada elemento de G ¢ unico.
Demonstracao:

(i) Sejam e, €’ elementos neutros de G. Entao,

(ii) Sejam b, c € G inversos de a € G.

Entao,e=cxa=axcee=b*a=ax*b. Logo,

b:e*b:(c*a)*b@c*(a*b):c*e:c. [ |

Na notacao multiplicativa, denotamos o inverso de a por a™' e, na

notacao aditiva, denotamos o inverso de a por —a. Nesse tltimo caso, cos-

tumamos chamar —a de simétrico de a.

Quando fazemos a teoria geral dos grupos, escrevemos na notagao mul-
tiplicativa. Daqui por diante, por simplicidade, denotaremos na teoria um
grupo por (G, ).

Proposicdo 2 (Propriedades adicionais)

Seja (G, ) um grupo. Sejam a,b € G. Entao,
@) (a) ' =a

(ii) (a-b)'=b"T.-a "

Demonstracao:

(i) Da unicidade do inverso e da igualdade

Instituto de Matemadtica
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Em (1) usamos que e é
elemento neutro e, em (2),

que €’ é elemento neutro.

A igualdade (3) segue da
associatividade da operacao
de G.
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O conceito de grupo

a-a =a '-a=e,

1

segue que a”' é o inverso de a, assim como, a é o inverso de a”', isto é,

a= (a*‘)q.

(ii) Temos que
(a-b)-(b"-a)=a-(b-bN-a'=a-e-a'=a-a'=e

Analogamente, obtemos (b~"-a™')-(a-b) = e. Portanto, (a-b)™' =b"-a™".
n

Exemplo 9

Seja C ={1,2,...,n}. O grupo Sc das bijecoes de C é denotado por S,, e é

chamado de grupo simétrico de grau n .
Seja C ={1,...,n}e 0: C — C uma bijegao.
Como o é sobrejetora, para cada jyx € C, existe k € C tal que j, = o(k) e k

é Unico, pois o é injetora. Assim,
{G(]) :j],O'(Z) :jZ)"')O-(n) :]n}:{])zv)n}

Logo, de maneira natural, cada bijecao 0 : C — C induz uma permutacao

dos elementos de C.

onde ji = o(k).

Exemplo 10
Seja o : {1,2,3} — {1,2,3} definida por o(1) = 2, 0(2) =3 e 0(3) = 1.

Entao,

—_—
INo
(o)
[
N
(o)
—_—

Cada permutacdo j; j2 ... jndel 2 ... n define uma bijegao
0:C— C,onde C={1,2,...,n},por o(1) =j1, 0(2) =j2, ..., o(n) =jn..

—

Exemplo 11

2 3 4 1éumapermutacdode 1l 2 3 4. Seja C={1,2,3,4}.
Definimos a bijecao 0 : C — C, por o(1) = 2 = jq, o(2) = 3 = j,,
0(3)=4=j3e04)=1=j,.

M. L. T. Villela



O conceito de grupo

PARTE 1 -
Portanto, o conjunto das bijecoes de C ={1,2,...,n} esta em bijecdo com o
conjunto das permutacoesde1 2 ... mn,justificando a seguinte defini¢ao.
Definicdo 4 (Permutag&o)
Seja C ={1,...,n}. Toda bijecdo o : C — C é chamada uma permutacdo
de C. O grupo S, ={0:C — C; 0 é uma bijecao } também é chamado de
grupo das permutagoes de n elementos.
Como ha n! permutagoes de n elementos e o conjunto das permutagoes de n
elementos estd em bijecao com S,,, portanto a ordem de S, é |S,,| = nl.
A bijecao o € S,, definida por
1 — o)
2 = o(2) 1 2 n
é representada por o =
: o(1) o(2) o(n)
n — on)
1 2 ...
O elemento neutro de S, é a bijecao [ = m .
Se o = eT = , entao
o(1) o(2) --- o(n) (1) 7(2) -+ 7T(Nn)
1 2 n
ogoT=
o(t(1)) olt(2)) o(t(n))
Por exemplo, sejam
123 45 123 45 .
o= T= . Entao,
23514 45 2 31
123 45 123 45
ooT= e Too= .
1435 2 521 43
1 2 -oom o
Observamos que dado o = , trocando a primeira
o(1) o(2) o(n)
linha (dominio de 0) com a segunda (as correspondentes imagens por o),
. o(1) o(2) --- an) : .
temos que 0~ ' = 1 5 o . Depois, caso necessério, per-
mutamos as colunas, reenumerando a primeira linha como 1,2,...,n. Por
exemplo,
1234:>_1 2 3 41 12 3 4
0 = (0) —_= frd
2 3 41 12 3 4 4 1 2 3

Instituto de Matemadtica
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O conceito de grupo

Verifique as relagdes ao lado.

U

Exemplo 12 1 2 1 9
S, tem 2 elementos, a saber, I = ( ) e o= ( )

2

Observamos que 0 =co 0 = 1.

Exemplo 13

O grupo Sz tem 6 elementos, as bijecoes:

123 123 123
I= , 0= , T=

123 213 2 3 1

123 123 123
£, = - fo =
4 (3 12)’ > (3 21)’ © (1 32)

Observamos que S; pode ser descrito usando apenas as bijecoes o e T, pois

2. Temos que 02 = I, ™ = 1. Também,

2

fs =12, f¢g=0o0Tefs =007
(cot)?=1Ie (0oT?)? =1 Como Too = 0oT? vemos que Sz é um grupo

nao-abeliano.

Assim,
S;={ctoT:;c?=[1 =[,too=007% comi=0,Tej=0,1,2.
Proposicao 3
Para todo n > 3, S;; é um grupo nao-abeliano.
Demonstracdo: Sejan > 3 eseja S ={1,2,...,n}. Basta exibir duas bijecoes
do conjunto S, tais que 0 0T # To 0. Sejam o e T definidas por:
o(1)=2,0(2) =1 e o(x) =x, para todo x > 3;
(1) =1,7(2) =3, 1(3) =2 e t(x) = x, para todo x > 4.
Entao, (co1)(1) =0o(t(1)) =0(1)=2e (too)(1) =7(c(1)) =7(2) = 3,
mostrando que 0o T # To 0. |
Definicdo 5 (Subgrupo)
Um subconjunto nao-vazio H de um grupo (G, -) é chamado de subgrupo de

G se, e somente se, H é um grupo com a operacao de G.

Quais propriedades H deve ter para ser um subgrupo do grupo G7 A

resposta estd na seguinte Proposicao.

Proposicao 4
Um subconjunto nao-vazio H de um grupo (G, -) é um subgrupo se, e somente

se,

(1) eg € H;

M. L. T. Villela



O conceito de grupo

(ii) se a,b € H, entdo a-b € H;

(iii) se a € H, entdo a™' € H.

Demonstracdo: Suponhamos que H C G seja um subgrupo de G. Entao, por
definigao de subgrupo, a operagao de G esta fechada em H, valendo (ii) e (iii).
Como H # (), existe ¢ € H. Entao, de (iii) c' € Hede (ii) eg = c-c™' € H,
valendo (i). Reciprocamente, suponhamos que H C G seja um subconjunto
que tenha as propriedades (i), (ii) e (iii) do enunciado. De (i) segue que
H # (). De (ii) segue que H estd munido com a operacao de G e de (iii) a
existéncia de inverso em H de cada elemento de H. Para mostrar que H é um
grupo, basta observar que a operacao sendo associativa em G é associativa

em qualquer subconjunto, em particular, é associativa em H. [ |

Exemplo 14
Seja (G, -) um grupo.

Entao, {e} e G sao subgrupos de G, chamados de subgrupos triviais.

Exemplo 15
Z,4) é um subgrupo de (Q, +).

(

(Q,+) é subgrupo de (R, +).
(R, +) é subgrupo de (C,+).
({—T1,1},-) é subgrupo de (Q*,-).
(Q*, ) é subgrupo de (R*,-).
(R*,-) é subgrupo de (C*,-).

Exemplo 16

Consideremos o grupo multiplicativo (C*,-).

Seja S'={z=a+bicC; a’>+b2=1}.

Entdo, S' é um subgrupo de C*. De fato,

(i) Tomando a =1e b =0, temos 1 € S".
(ii)Sez=a+bieS'ew=c+dieS" entdo a®+b*=1,c*+d*=1e

z-w=(a+bi) - (c+di) = ac—bd+ (ad + bec)i, com

Instituto de Matemadtica
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A4+d=1led®+b?>=1.

Como z # 0, em (1)
calculamos o seu inverso em

C.

U

O conceito de grupo

a’c? — 2acbd + b%d? + a?d* + 2adbc + b*c?
= a’c®+b%d* + a?d® + b*c?
= a®(c?+ d?) +b%(d*+c?)
= (a?+b?)-(c?+d?)
-1

(ac —bd)?+ (ad + bc)?

1
1
Logo, z-w € S'.

(iii) Se z=a + bi € S', entdo

NI a—bi
z

(1) _ _ C L2 2 212
_a+bi_a2+b2_a_blea +(=b)*=a"+b =1,

mostrando que z7' € S.

Exemplo 17

O conjunto G = {A € My, 2(R) ; det(A) # 0}, com a operacao de multi-
plicacao usual de matrizes, é um grupo.

Seja H = {A € Myy2(Z) ; det(A) € {—1,1} }. Entao, H é um subgrupo de
G.

10 b v
De fato, € H. Se A = < eB = ¢ estao em H,
01 c d ¢ d

!/ !/ / /
entio A B — aa’ +bc’ ab’ + bd
ca’+dc’ cb'+dd

nimeros inteiros é um numero inteiro e det(A-B) = det(A)-det(B) € {1, —1}.

€ H, pois a soma de produtos de

SeAz(a z> € H, entao em G temos

C
1 d —-b
Al=—
ad — bc < —C a)

Agora, A~ € H, pois ad — bc = det(A) € {—1,1} nos d4 que
—b —C a
e
ad—bc’ ad—bc  ad-—bc

4
ad — bc’

estao em Z.

Definicao 6

Seja (G, ) um grupo. Sejam a € G e n € Z. Definimos

a-a-...-a, sen>1
~
n fatores
a*=< eg, sen=0
a'-a' .. a! sen< -1

N
—n fatores

M. L. T. Villela



O conceito de grupo

Na notagao aditiva, definimos

at+a+...+a, sen>1
n parcelas
na=< 0,sen=20
(—a)+ (—a)+...+ (—a)l, sen < —1
\ —n parcelas

Proposicao 5
Sejam (G, -) um grupo e a € G. Valem as seguintes propriedades:
(i) a™- a™ = a™™, para quaisquer n,m € Z.

(i) (a™)™ = a™™, para quaisquer n,m € Z;

Demonstracao:
(i) Seja n € Z. Faremos inducao sobre m > 0. Temos que a™™® = a™ =
a-e=a"-a’
Seja m > 0 e suponhamos que a™- a™ = a™™. Entao,
am- am—H (;) amn- (am_ Cl) (:) (an_ am) -a (i) a™tm. q (i) a(n+m)+1 @ an—b—(m—H)'

Para concluir a demonstracao, observamos, primeiramente, que, para
todo n € Z, segue da definicio de poténcia que (a™')™ = a™. Seja agora
m < 0. Entao, —m > 0

aner (:6)

—

(a—l)—(ner] :) (a—1)—n+(—m] (:) (a—l)—n . (a—l)—m = am-am
(ii) Sejan € Z. A demonstragao serd por indugao sobre m > 0. Se m = 0,
entdo (a™)° =e = a™ Seja m > 0 tal que (a™)™ = a™™. Entao,

(an) m+1 “:O)

Se m <0, entdo —m >0 e

(@)™ = (@) )2

Definicdo 7 (Subgrupo gerado por um elemento)

Sejam (G, ) um grupo e a € G. O conjunto

(a) ={a™; neZ}

Instituto de Matemadtica
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Em (1) usamos a definigéo
da poténcia m+ 1; em (2), a
associatividade da operacao
de G; em (3), a hipétese de
indugédo; em (4), a defini¢do
da poténcia (n+m)+1e
em (5), a associatividade da

adigdo de inteiros.

Em (6) e (9) usamos a
observacdo acima; em (7)
propriedade dos inteiros e em

(8), o caso ja demonstrado.

Em (10) usamos a definicdo
de poténcia m+ 1; em (11),
a hipétese de inducao; em
(12), o item (i) e em (13), a
distributividade em Z.

Em (14) usamos que

b™ = (b~ 1)"™; em (15), o
item (i); em (16), o caso ja
demonstrado do item (ii) e
em (17), propriedade de
nimeros inteiros.
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O conceito de grupo

¢ um subgrupo de G, chamado de subgrupo gerado por a.
De fato, e = a® € {a), o inverso de a™ é a™™ € {a) e, além disso, temos

a-am=a"""me (a).

Definicdo 8 (Ordem de um elemento)
Seja (G,-) um grupo. Quando (a) é um grupo finito, chamamos |[(a)| de
ordem de a e escrevemos o(a) = [(a)|. Quando (a) é um grupo infinito,

dizemos que a ordem de a é infinita e escrevemos o(a) = oo.

Observagdo: Na notacao aditiva o subgrupo gerado por a é

(a) ={na; n ez}

Exemplo 18
O subgrupo de Sz gerado por T é

(1) ={t"; nezZ}={I11%.

De fato, T = I e, para cadan € Z, pela divisao euclidiana de n por 3, existem
d,T € Z unicamente determinados tais que n = 3q+r, com 0 < r < 2. Entao,
=13 =13o1" = (13901 =1901" =01 " =1", onde r =0, 1, 2.

Nesse caso, o(T) = 3.

Exemplo 19
O subgrupo de Q* gerado por 2 é

2)={2";nezZ}={..,41,31,2,48,..}

Nesse caso, o(2) = oo.

Exemplo 20
O subgrupo de Z gerado por 2 é

2)={...,—6,—4,-2,0,2,4,6,.. ..

Nesse caso, o(2) = oo.

Proposicao 6

Seja H um subgrupo de (Z, +). Entao, existe n > 0, tal que H =nZ = (n).
Demonstragdo: Se H = {0}, entao H = (0). Seja H # {0} um subgrupo de
Z. Consideremos S = {x € H; x > 0}. Como H # {0}, existe a # 0,
tal que a € H. Entdo, —a € H e a ou —a é positivo. Logo, S # (.
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Como S é um subconjunto dos inteiros limitado inferiormente, pelo Principio
da Boa Ordenacao, tem menor elemento, digamos n > 0. Afirmamos que
H = (n). De fato, comon € S C H, entdo (n) C H. Seja m € H. Pela
divisao euclidiana de m por n, existem q,r € Z tais que m = qn + r, com
0<r<n Comor=m—gqn € H,ser >0,entao r € S, com r < n,
contradizendo a escolha de n. Portanto, 1 = 0, concluimos que m = qn € nZ
eHCnZ=(mn). N

Exercicios

1. Mostre que se a, b, ¢ sdo elementos de um grupo (G, -), entao valem as

seguintes propriedades:

cancelamento a direita: a-c=b-c = a=0>.

(a
(b
(c

(d) aequagdo a-x =b tem uma unica solu¢ao em G.

cancelamento a esquerda: c-a=c-b= a="b.
a equacao X - @ = b tem uma unica solucao em G.

)
)
)
)

2. Sejam (G, *1) e (G',%2) grupos.

(a) Mostre que G x G' ={(x,x') ; x € G,x € G’} é um grupo com a

operacao * definida por

(x,X") % (y,y') == (x+1 Yy, X" *2y7),

para quaisquer x,y € G e X',y € G'.

(b) Mostre que se H é um subgrupo de G e H’ é um subgrupo de G’,
entdo H x H' é um subgrupo de G x G'.

(c) Dé exemplos de grupos G, G’ tais que G x G’ seja abeliano.

(d) Dé exemplos de grupos G, G’ tais que G x G’ seja nao-abeliano.

2 2
3. Sejam o, T € S4 dadas por 0 = 1 34 eT = 1 34 .
31 4 2 21 4 3

1 3 1 527

3 ., T3 coToo !, 0

Determine: coT, To 0, 05012, 0~ , 1001,
4. Sejam (G, ) um grupo e H, K subgrupos de G. Mostre que:

(a) HN K é um subgrupo de G.

UFF
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(b) HUK é um subgrupo de G se, e somente se, H C K ou K C H.
5. Sejam a,b € R, com a # 0. Definimos

O'Q‘bZR — R
X — ax—+b

Seja G ={0qp; a,b e R, a#0}

(a) Mostre que (G, o) é um grupo, onde o é a composigao de fungoes.
(b) Seja N ={o1p; b e RL
Mostre que N é um subgrupo de G.

(c) Mostre que para todo T = 04p € G, ToNoT ' CN.

6. Sejam (G, ) um grupo e H um subgrupo de G.

(a) Fixe a € G.

Mostre que aHa™"'={a-h-a'; h € H} é um subgrupo de G.

N(H) é chamado de (b) Seja N(H) = { x € G : XHX71 —H }
normalizador de H. Mostre N(H) é m SUbgrupO de G . H c N(H)

7. Seja (G, ) um grupo e fixe a € G.

N(a) é chamado de Seja N(a)={xeG;a-x=x-a}.
normalizador de a.

Mostre que N(a) é um subgrupo de G.

8. Seja (G, ) um grupo.

Z(G) é chamado de centro (a) Seja Z(G) = { x€G;g-x=x-g paratodo g€ G }
de G.

Mostre que Z(G) é um subgrupo de G.
(b) Mostre que para todo a € G, Z(G) é um subgrupo de N(a).
(c) Mostre que G é abeliano se, e somente se, Z(G) = G.

(d) Mostre que a € Z(G) se, e somente se, N(a) = G.

9. Seja G = S3 o grupo das bijecoes do conjunto com trés elementos.

1 2 1 2
Sejam o, T € S3 dadas por 0 = 3 e T= 3 )
213 2 31

U
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Mostre que

2

S3 = {I,0,1,7%,001,00T?%}

= {0"o1%;1=0,1;s=0,1,202 =1, =1,To0 =007
(b) Mostre que os subgrupos nao-triviais de S3 sao {I, o}, {I, 0 o T},
(I,co0t?) e {l, T, 2.

(¢) Determine os normalizadores N(T) e N(0o).

(d) Determine o centro Z(S3).

12 3 4
Mostre que {I, 0, T, &} é um subgrupo de S4, onde I = 12 3 4 )7
2
3

1 2 3 4 1 2 3 4 1
o= , T= e &=
(2143) (3412) <4

12 3 4
Determine o subgrupo de S4 gerado por o = ( 5 3 4 1 )

Liste todos os elementos de S4.
Seja G ={ A € M32(R); det(A) #0 }.

(a) Mostre que G é um grupo com a multiplica¢ao usual de matrizes.

(b) SejaH:{ (“ z> : a,b,c,deQead—bc#O}.

C

Mostre que H é um subgrupo de G.

(c) SejaK:{( g b) ; a2+ b £0, a,beR}.
-b a

Mostre que K é um subgrupo de G.

Seja (G, ) um grupo e H um subconjunto finito de G. Mostre que se

H é fechado para a operacao de G, entao H é um subgrupo de G.

Seja (G, ) um grupo tal que para todo x € G temos x? = eg. Mostre

que G ¢ abeliano.

Seja G’ ={(a,b); a,be R e a #0}.
Definimos (a, b)-(c,d) = (ac, ad+Db), para quaisquer (a, b), (c,d) € G’

(a) Mostre que (G',-) é um grupo.
(b) Mostre que N" ={(1,b) ; b € R} é um subgrupo de G'.

Instituto de Matemadtica

PARTE 1 -

SECAO 1

UFF



O conceito de grupo

GRUPOS

17. Seja RT ={x e R; x > 0}

(a) Mostre que (R*,-) é um grupo.
(b) Mostre que H={3%; x € R} é um subgrupo de (R, -).

(¢) Mostre que K ={logx ; x € R*} é um subgrupo de (R, +).

D4 é o grupo das simetrias 18. Seja D4 - {I) R) RZ’ RS) S, SR, SRZ, SRS} - S4, onde
do quadrado e é chamado de
grupo diedral 4. Esse é um R = 1234 _ 123 4
: = eS= .
dos dois grupos 2 3 4 1 1 4 3 2
nédo-abelianos com 8
clementos (a) Mostre que S2 =1, R* =T e RS = SR3,
(b) Mostre que D4 é um subgrupo de Sy.
orr
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Teorema de Lagrange e aplicacoes

Seja (G,:) um grupo e H um subgrupo de G. Quando a ordem de
G é finita, entao a ordem de H é finita e Lagrange mostrou que [H| divide
|G|. Para isto, é necessario um novo conceito. Vamos definir uma relacao de
equivaléncia em G de modo a visualizar o grupo por meio de suas classes de
equivaléncia.
Definicdo 9 (Congruéncia médulo H)
Sejam (G, ) um grupo e H um subgrupo de G. Dados a,b € H dizemos que
a é congruente a b mddulo H se, e somente se, a-b~' € H. Nesse caso,
escrevemos a = b mod H. Caso contrario, dizemos que a nao é congruente
ab mod H e escrevemos a # b mod H. Chamamos esta relacao binaria

em G de congruéncia modulo H.

Exemplo 21
Consideremos o grupo (Z,+) e o subgrupo H = nZ, onde n > 1. Sejam
a,b € Z. Entao,

a=b modnZ<=a—-benZ<n|(a—b)E=a=>b modn.

Portanto, a congruéncia mod nZ é a congruéncia modulo n.

Proposicao 7
Sejam (G, ) um grupo e H um subgrupo de G. A congruéncia médulo H é

uma relacao de equivaléncia em G.

Demonstracdo: Para todo a € G, a-a ' =e € H, logo a = a mod H

e a relacao é reflexiva. Dados a,b € G, tais que a = b mod H, entao
a-b"eH, logob-a!'=(a-b")" € H, que é equivalente a b = a mod H
e a congruencia médulo H é simétrica. Finalmente, sejam a,b,c € G, tais
que a=b mod Heb=c mod H. Entdo, a-b "€ Heb-c' € H, logo
a-c'=a-(b"b)-c'"=(a-b ") (b-c') €H, assim a = ¢ mod H,

mostrando que a congruéncia modulo H é transitiva. |

Sejam (G, ) um grupo e H um subgrupo de G. Para visualizar G por
meio das suas classes de equivaléncia precisamos entender quem ¢ a classe de

congruéncia médulo H de cada elemento a € G.
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Para cada a € G a classe de congruéncia modulo H de a é

a = {xeG; x=a modH}
= [xeG;x-a'€eH}
= xeG;x-a'=heH]
= {xeG;x=h-a, para algum h € H}
= {h-a; heH}
= H-a.

H - a é chamada de classe a direita de H em G.

Das propriedades de uma relagao de equivaléncia em um conjunto, te-

mos:
a= b mod e (i) H-a=H-b se, e somente se, a-b~' € H.
e somente se, a-b~! € H. (ii) Se (H-a)N(H-b) #0, entdio H-a=H - b.
(i) G= | JH-x.
x€G

Segue da propriedade (ii) que se H-a # H-b, entao (H-a)N(H-b) = (.
Portanto, a unido em (iii) é disjunta, se tomamos um unico representante em

cada classe de congruéncia.

Exemplo 22
As classes de congruéncia moédulo nZ em 7Z sao as classes residuais modulo
n, paran > 1.

De fato, dado a € Z, pela divisao euclidiana de a por n, existem q,r € Z,

unicamente determinados tais que a =q-n+7r, com 0 <r <n— 1. Entao,

a = {x€Z; x=a modnZ}
= {x€Z;x—aenZ}
= {x€Z;x—a=ny, para algumy € Z}
{x €Z; x=ny+ a, para algumy € Z}
nZ+ a
nZ+nq-+r
nzZ+r

H& n classes de congruéncia médulo nZ distintas, a saber,

nZ,nZ+1,...,nZ+ (n—1).
Defini¢do 10

Sejam (G, -) um grupo e H um subgrupo de G. O ntmero de classes a direita
de H em G é chamada de indice de H em G e é denotado por (G : H).

vrr EEA |
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Exemplo 23
Consideremos o grupo (Z,+) e o subgrupo H = nZ, onde n > 1. Entao,
(Z :nZ) =n.

Teorema 1 (Lagrange)
Se (G,-) é um grupo finito e H é um subgrupo de G, entao [H| divide |G|.

Nesse caso, (G:H) = %

Demonstracdo: E claro que |[H| < |G|. Primeiramente, vamos mostrar que
todas as classes de congruéncia médulo H tém o mesmo niimero de elementos

que H. Para isso, para cada a € G consideremos a funcao

o:H — H-a
h — h-a

@ ¢ injetora, pois

(p(h) = (p(h/) —h-a=h.-a&<= h="N. Multiplicamos & direita da
penuiltima igualdade por
-1
@ é sobrejetora, pois todo elemento de Ha é da forma ha = ¢(h), para ¢

algum h € H. Portanto, |[H| = |H - al. E claro que s6 hd um ntmero finito

de classes de congruéncia de H em G, isto é, (G : H) < oo.

Como G = U H - x e esta uniao ¢ disjunta nas classes distintas, obte-

Gl=) IH-x]|,

onde a soma é feita tomando apenas um representante em cada classe.

xeG
mos:

Como |H - x| = |H|, para cada x € G, se { = (G : H) é o ntimero de

classes distintas entao,
|G| =£-[H|.

Nesse caso, |G| = (G : H)|H|, seguindo que (G : H) = % |

Exemplo 24
O grupo S; tem 6 elementos. Um subgrupo H de S3, pelo Teorema de
Lagrange, s6 pode ter |[H| € {1, 2,3}, que sao os divisores de 6.

O tnico subgrupo de ordem 1 é {I}.

Os subgrupos de ordem 2 sao: (o) ={I,0}, (co1) ={I,001}e (coT?) =
1,0 072).

O tnico subgrupo de ordem 3 é (1) = {I, T, T} = (7?).

UFF
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Um subgrupo H de G tal
que a- H=H- a, para cada
a € G, é chamado de
subgrupo normal. O
subgrupo normal é
importante para a
construgao do grupo
quociente G/H (veja na
Parte 2).

Pode haver repeticoes de
elementos.

U

Teorema de Lagrange e aplicacoes

Observagdo: Dados um grupo (G, -) e um subgrupo H de G, podemos definir
em G uma outra relacao de equivaléncia, a saber, se a,b € G dizemos que
a é congruente (a esquerda) a b mddulo H se, e somente se, a~'-b € H.
Nesse caso, a classe de a € G é a- H e é chamada uma classe a esquerda de
H em G. Quando G é finito, |a - H| = |H| e o ntiimero de classes a esquerda

de H em G coincide com o numero de classes a direita de H em G.

Quando o grupo é abeliano, toda classe a direita é uma classe a es-

querda. Nesse texto s6 usaremos classes a direita.

Proposicao 8
Seja (G, ) um grupo e seja a € G.
(i) (a) é finito se, e somente se, existe m > 1, tal que a™ = e.

(ii) Nesse caso, o(a) =min{n>1; a*=e}e

com a'# a’, para 1 <i<j<o(a)—1.
Demonstracao:

(i) (=>:) Suponhamos que o subgrupo gerado por a seja finito. Entao, na
lista a, a?, a3, ...de elementos de (a) hd repeticoes. Logo, existem 7,5 > 1,
com s < 1, tais que a®* = a". Portanto,

-1 -1

T S

a"S=a"-at=a"(a*)""'=a*-(a*) ' =e,comr—s5>0.

Tomamos m =1 —s.
(i) (&=:) Suponhamos que exista m > 1 tal que a™ = e. Afirmamos que
(a) ={e,a,...,a™ '}

De fato, é claro que {e, a,...,a™ '} C (a). Seja agora b € (a). Entdo,
existe s € Z tal que b = a®. Pela divisao euclidiana de s por m, existem

q,T € Z, unicamente determinados, tais que s =m-q+rcom 0 <r<m-—1.

Assim,
b=aS=a™*"=a™9.qa"=(a™9-a"=e%-a"=a"€e,a,...,am™ ]
mostrando que (a) C {e,a,...,a™ '}

(ii) Suponhamos que o(a) seja finito. Pelo item (i), existe m > 1, tal que
am=e SejaS={N>1;ne€Zea™=e} Entao, S é um conjunto nao-
vazio de inteiros positivos, pelo Principio da Boa Ordenacgao, S tem menor

elemento, digamos ng. Vamos mostrar que ny = o(a).

Como ng € S, entao ng > 1 e a™ = e. Da demonstracao do item (i),

temos que
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(a) ={e,a,...,a™ T}
Vamos mostrar que nao ha repeticoes de poténcias de a na lista acima,
concluindo que [{e, a,...,a™ "} =ny = |(a)| = o(a).
Sejam 1,j € Z tais que 0 < i < j < no—1 e suponhamos a' = a’. Entéo,

1

adt=d.(a)T=a' (al)"=e, com 0 <j—1<nyg—1, contradizendo a

escolha de ny. |

Observagdo: Seja a € G tal que o(a) = co. Segue do item (i) da Proposic¢ao
anterior que a™ # e, para todo m > 1, e a, a?, a3, ...sdo distintos. Se
m < —1, entdo a™ = (a™')™™ # e. Nesse caso, a™ = e, com n € Z se, e
somente se, 1 = 0.
Proposicao 9
Sejam (G, ) um grupo, a € G, tal que o(a) é finito e m € Z. Entao, a™ =e
se, e somente se, o(a) divide m.
Demonstracdo: Sejal={n€Z; a*=e} C Z.

Afirmamos que I é um ideal de Z.

De fato,

(i) 0 € I, pois por definicio a® = ¢;

(ii) Ser,s e l,entaio a"=e,a*=eea™ =a"-a*=e-e =e, logo
T+sel;

(iii) SereZes el entaioa* =eea® = (a*)"=e"=e,logos-r € L.

Como o(a) € I, entao I # {0}. Entao, I = I(ng), para algum ng > 1.
Sabemos que ng é o menor elemento positivo de I. Portanto, a™ =e e ng é
o menor inteiro positivo com essa propriedade logo, pela Proposi¢ao anterior,
Ny = o(a). Portanto,
am=e<—= mel=1I(c(a)) & m é multiplo de o(a) & o(a) divide m.

|

Corolério 1
Seja (G, -) um grupo finito. Entdo, para todo a € G, al® =e.
Demonstra¢do: Como (a) é um subgrupo de G, pelo Teorema de Lagrange,
[{a)| = o(a) divide |G| e, pela Proposicdo anterior, a/S/ = e. |
Defini¢do 11 (Grupo ciclico)
Um grupo (G, ) é chamado ciclico se, e somente se, existe a € G, tal que

G = (a) ={a™; n € Z}. Nesse caso, dizemos que a é um gerador de G.

Exemplo 25

Existem grupos ciclicos infinitos.
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Tal elemento existe, pois
p=IGl>2
Se o(a) =1, entao

(1:(11 =e.

Vamos classificar os grupos
de ordem 4.

Verifique! Fez o Exercicio 2
da Segao 17

Pela divisao euclidiana de n
por 2, existem q,r € Z tais
que n=2q+71,com r=0,1.
Logo, a™ = a2d+" =

(a?2)4 . a" = a’. Entdo,
a™ € {eg, al.

U
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(Z,+) é grupo ciclico infinito, gerado por 1 ou por —1.

No Exemplo 19 temos um grupo ciclico multiplicativo infinito, contido em
Q).

Exemplo 26

Para cada natural n > 1, existe um grupo ciclico com n elementos.

Modelo multiplicativo:
21t

. . 2 . * ~ * ‘
Seja w = cos ¢ +1isen £F € C*, entao o subgrupo de C* gerado por w é

(Wy={w;jezZ={1,w,...,0™ " =U,(C).

Logo, o grupo das raizes complexas n-ésimas da unidade é ciclico e [U,,(C)| =

n.
Toda raiz primitiva n-ésima da unidade é outro gerador de U, (C), a saber
w’ é gerador de U, (C) se, e somente se, mdc(n,j) = 1.

Modelo aditivo

O grupo das classes residuais médulo n, (Z,,+ mod n) é um grupo ciclico

com n elementos, gerado por 1.

Proposicdo 10 (Classificacdo dos grupos de ordem prima)

Seja (G, -) um grupo com |G| = p, onde p é primo. Entdo, G é ciclico e
qualquer a € G, a # e, é gerador de G.

Demonstracdo: Seja a € G, a # e. Temos que o(a) divide |G| =peo(a) #1,

entdao o(a) = p. Portanto, (a) ={e,qa,...,a?”"; a? = e} C G. Como ambos
os conjuntos tém p elementos, (a) =G. N
Exemplo 27

Quem sao os grupos com 4 elementos?

Sabemos que para todo n > 1 existe grupo ciclico com n elementos, a saber,

Zrn ou U, (C), em particular, existe grupo ciclico com 4 elementos.
Zo X 7o € um exemplo de grupo com 4 elementos nao-ciclico.

Seja (G, ) um grupo nao-ciclico com 4 elementos. E claro que o elemento de
ordem 1 é eg. Os elementos de G diferentes de eg tém ordem 2, pois devem
ter como ordem um divisor de 4 diferente de 1 e de 4.

Assim, existe a € G tal que o(a) = 2. Temos, eg # a e, como e = a’ = a-a,
entdio a”' = a e a™ € {eg, a}, para todo n € Z. Logo, existe b € G tal que

b#eg,b#aeb?=eg Oclementoa-beGe:

se a-b=eg, entdo a = b~ = b, é uma contradicio;
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se a-b =a, entao b = eg, também é uma contradicao;

se a-b =D, entao a = eg, novamente, é uma contradicao.

Portanto, {eg,a,b,a-b} C G tem 4 elementos. Logo, G ={eg,a,b,a- b}.
Também, b - a € G e, analogamente, b-a #eg, b-a#aeb-a#Db. A
unica possibilidade ¢ b-a = a-b. Logo,

G ={eg,a,b,a-b;b-a=a-b,a’*=egeb’=ceg}

Observagdo: O grupo nao-abeliano finito de menor ordem tem ordem 6 e é

o S3. Veremos que ha cinco grupos de ordem 8, trés deles abelianos e dois

nao-abelianos, os grupos diedral 4 e dos quatérnios. Lembramos que Fez o Exercicio 18 da Secao
?
D4 ={I,R,R? R3S SR, SR? SR3; S? =1, R* =1 e RS = SR3}. '

No préximo exemplo o grupo dos quatérnios, um dos dois grupos nao-

abelianos com 8 elementos.

Exemplo 28

Seja Q ={1,1,j,k,—1,—1,—j, —k}, com a operacao
i1-j =Kk, j k=1, k-i=j,

iz % kj=—i  ik=—j

i2 =1, i? = -1, k? =1,

onde 1 é o elemento neutro.

Verifique que @ é um grupo, Q é chamado de grupo de quatérnios.

Proposicao 11

Seja (G, -) um grupo e seja a € G com o(a) < co. Entdo, para todo s € Z,

o(as) = O(()?)

mdc(

), s)

Demonstragdo: O caso s = 0 é trivial. Seja s > 0. Sejam n = o(a) e
m = o(a®). Entao, m é o menor inteiro positivo tal que e = (a®)™ = a*™
Pela Proposicao 9, n = o(a) divide s - m. Como s divide s - m, entdo
s -m é o menor inteiro positivo que é multiplo comum de n e s, isto é,

s -m =mmc(n,s). Logo,

mmc(n, s) s m 1 n -
m = = - = Se a>0eb >0, entao
s mdc(n,s) s mde(n,s) mdc(a, b)mme(a, b) = ab.
No caso s < 0, substituimos b = a® por b~' = a™ e usamos o Exercicio

1 dessa Secao. WM

Lema 1

Seja (G, -) um grupo e seja a € G tal que o(a) = n. Entdo, (a®) = (amdelsn)y,

| UFF
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Sebe He Hé um
subgrupo, entdo (b) C H.

Lembre que ...
Se H é um subgrupo de G e
c € H, entdo (c) C H.

U

Teorema de Lagrange e aplicacoes

Demonstracao:
(C:) Como s = m - mdc(s,n), para algum m € Z, entao
a’ = gmmdelsn) — (gmdelsnym ¢ (gmde(sn))
Logo, {a®) C (amde(sm),
(D:) Sejam «, B € Z tais que mdc(s,n) = an + Bs. Entao.

amdc(s,n] — aocn+(33 — qom. aﬁs — (an)oc . (as)ﬁ —e- (as)ﬁ — (as)B.

Logo, amd(sm) e (as). Portanto, (a®dsm) C (a®). MW

Agora estamos prontos para os Teoremas de estrutura dos grupos cicli-

cos, infinitos e finitos.

Teorema 2
Todo subgrupo de um grupo ciclico ¢é ciclico.
Demonstracdo: Seja (G, ) grupo ciclico gerado por a. Se H = {e}, entao
H = (e), com e = a°. Suponhamos que H seja um subgrupo de G, H # {e}.
Entdo, existe m € Z, m # 0, tal que a™ € H. Como a™, a ™ = (a™)~' € H,
entao existe um inteiro positivo ng, tal que a™ € H.

Seja S ={n>0; a™ € H}. S é ndo-vazio e S C N entao, pelo Principio
da Boa Ordenacao, S tem um menor elemento, digamos s. Como s € S,

temos que a* € He s > 0.

Afirmamos que (a®) = H.

De fato, (a®) C H, pois a® € H.

Seja agora b € H C G = (a). Logo, existe n € Z tal que b = a™. Pela
divisao euclidiana de n por s, existem q,r em Z, unicamente determinados,
taisquen =qs+ 1, com 0 <1 <'s. Assim,

b=a"=a%""=qa%.a"=(a*)9-a"

Logo, a" =b-(a®*) 9 € H, com 0 < r < s. Pela escolha de s, temos
r=0. Portanto, b= (a*)9€ (a*) e HC (a®). N

Teorema 3
Seja (G, -) um grupo ciclico infinito gerado por a, G = (a). Para cada s > 0,
existe um unico subgrupo de G gerado por a®, Hg = (a®). Quando s >0, s
¢ o menor inteiro positivo m, tal que a™ € Hs.
Demonstracao:
G = (a) é infinito <= a'# d,sei#j
— G={..,a?%aleaqad’..},al#d, sei#]j
H = {e} = (a°) é o tinico subgrupo finito. Para cada s > 0, temos
He=(a®) ={...,a3%, a7, a % e a%a* a%*,..}=(a")
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é ciclico infinito. Para 0 < r <'s, observamos que Hg # H,, pois a" € H, e
a" ¢ Hs. |

Teorema 4

Seja (G, ) um grupo ciclico com n elementos gerado por a. Para cada d > 1
divisor de n existe um unico subgrupo de G com d elementos, a saber,
Hq = (a7).

Demonstracdo: Nesse caso, G = (a) ={e,qa,...,a™'; a® =e}.

Para cada d > 1 tal que d divide n é clara a existéncia dos subgrupos -
Use a férmula da

Hd = <a%), com ’Hd| = o(a%) =d. Proposigao 11.

Seja H um subgrupo de G com d elementos, onde d divide n. Pelo
Teorema 2, existe s > 0 tal que H = (a®). Pelo Lema anterior, (a®) =
(@mdelsm)y " Logo,

n
d=|H|=0o(a®) = M7
seguindo a tultima igualdade da Proposicao 11. Portanto, mdc(s,n) = % e
H=(ad). N
Corolério 2

Seja (G, ) um grupo ciclico com n elementos gerado por a. O elemento
a’ gera G se, e somente se, mdc(s,o(a)) = 1. Em particular, G tem ¢(n)

geradores, onde ¢ é a funcao de Euler.

Demonstracao:

a® G = L
gera se, e somente se, N =o(a®) =
mdc(s, n)

se, e somente se, mdc(s,n) =1.

A dltima afirmacao é clara. |

Exemplo 29

(Z3o,- mod 19) é um grupo com 18 elementos.
Verifique que Zj, = (2).

Os divisores de 18 sao 1,2,3,6,9 e 18. Portanto, Zj, tem 6 subgrupos.

Os subgrupos nao-trivias de Zj, sao Hy = <29> = {1,—1}, H3 = <§6),

He = (Z°) e Ho = (Z°).

Exercicios

1. Seja (G, ) um grupo. Mostre que o(a) = o(a™'), para todo a € G.

b B
2. SejaG:{ <a d) ;a,b,c,deZzead—bcszéO}.

(¢
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GRUPOS

(a) Mostre que G é um grupo com a operagao usual de multiplicagao
de matrizes.
(b) Determine a ordem de G.

1
(c) Calcule a ordem de (

—|
—| Ol
\_/

(d) G é um grupo ciclico?
3. Seja 0 € R e seja Hg ={(cos0 +1isen0)™; n € Z}.
(a) Mostre que Hg é um subgrupo de S'.
(b)
()
(d) Identifique Hg, quando € = 3.

Mostre que Hg é finito se, e somente se, % € Q.

WIN

Determine a ordem (o nimero de elementos) de Hg, quando % =

4. Seja (G, -) um grupo. Mostre que se H e K sdo subgrupos finitos de G,
tais que mdc(|H|, |K|]) =1, entao HN K = {e}.

5. Seja (G, -) um grupo de ordem prima. Mostre que os seus tnicos sub-

grupos sao os triviais, isto é, G e {e}.

6. Seja (G,-) um grupo, G # {e}, tal que seus tnicos subgrupos sao {e} e

G. Mostre que G ¢é ciclico finito de ordem prima.
7. Mostre que Zj, é um grupo ciclico e Zg nao é um grupo ciclico.
8. Seja G = Zj, com a multiplicacao - mod 17.

(a) Mostre que G é um grupo ciclico e dé todos os seus geradores.
(b) Dé todos os seus subgrupos.
9. Mostre que os seguintes grupos sao ciclicos: Zg, Z3g, Z35 € ZL5;.

10. Determine, para cada um dos grupos do exercicio anterior, todos os

seus geradores e todos os seus subgrupos.
11. Seja (G, ) um grupo. Sejam a,b € G taisque a-b=D>b - a.

(a) Mostre que (a-b)™ = a™-b"™, para todo n € Z.

(b) Mostre que se o(a) = r, o(b) = s e mde(r,s) = 1, entdo
ola-b)=r-s.

(¢) Mostre que se o(a) = 1 e o(b) = s, entdo existe ¢ € G, tal que

o(c) = mmc(r,s).

U
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PARTE 1 -
Grupos Diedrais

Mostraremos agora que para cada n > 3 existe um grupo nao-abeliano
com 2n elementos, chamado de grupo diedral n e denotado por Dy,.

D, é subgrupo do S,, e é o grupo das simetrias do poligono regular de
n lados.

Fixemos P um poligono regular de n lados. Consideremos D,, o con-
junto das bijecoes do plano que deixam P invariante.

Denotando por IT o plano. Temos

D,={0:TT— TT; o é uma bijecao e (P) = P}.

D, é subgrupo do grupo das bijegoes do plano. De fato,

(i) Como I:TT — TT é uma bijecao tal que I(P) =P, entdao I € D,,.

(ii) 0,7 € Dy, se, e somente se, 0 : T — TT e 1 : T — TT sao bijegoes,
tais que o(P) = P e t(P) = P, entao oot : IT — TT é uma bijecao e
(coT)(P)=0(t(P)) =0(P)="P. Logo, ot € D,

(iii) Se 0 € Dy, entao existe T: T — T, tal que 0ot =To 0o = I, pois
0 é uma bijecao no plano TT. Como o(P) = P, entao

P =1(P) = (to0)(P) =1(a(P)) =T(P),
logo ' =1 € D,..

Portanto, D,, é um grupo. Quem é D,,?

Faremos as construcoes detalhadas de D3, o grupo das simetrias do
triangulo equilatero, e de Dy, o grupo das simetrias do quadrado. A cons-
trucao de D, para n impar é andloga ao caso n = 3 e, para n par, ao caso
n =4.

O grupo diedral 3, D3

Fixemos um triangulo equilatero A. O grupo das bije¢oes do plano que
deixam A invariante é o grupo das simetrias de A.

Para visualizarmos as bije¢oes e a imagem dos pontos de A, conside-
remos os vértices do triangulo numerados por 1, 2 e 3. O triangulo A estd
inscrito num circulo de centro O, conforme a figura a seguir.
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f3 EZ

4

Temos 3 retas no plano, cujas simetrias do plano com respeito a elas,
deixam A invariante. Para cada j = 1,2,3, seja {; a reta que passa pelo
vértice j e pelo centro O de A. A reta {; é perpendicular ao lado oposto ao
vértice j e divide-o ao meio (¢ uma mediana).

Sejam S, S5 e S5 as simetrias do plano com respeito, respectivamente,
as retas {3, £ e {3. Essa bijecoes do plano tém a propriedade de Sj(A) = A.

O angulo interno 102 do triangulo equilatero, medido em radianos, é

¥

Temos trés rotagoes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-
hordrio, que deixam A invariante, isto é, Rj(A) = A, paraj =1,2,3: Ry, a

~ ~ 22 ~ (2m) ¥
rotagao de %"; R,, a rotagao de (37[) = %" e R3, a rotacao de @ E claro

que R3 = I, a funcao identidade no plano.

As 6 bijegoes estao perfeitamente determinadas pelas imagens dos vér-
tices do triangulo. Podemos representar as 6 bije¢oes do plano que deixam A

invariante por bijecoes do conjunto {1, 2,3}, os vértices do triangulo, a saber,

1 2 1 2 1 2

S, = 3 S, = 3 S, = 3
1 3 2 3 21 213

R, — 12 3 R, — 123 Ry — 12 3 7
2 31 31 2 12 3

U
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Podemos descrever essas seis bije¢bes a partir de S = S} e R = Ry.

Primeiramente, observamos que R, = R?, R3 = R3 =1 e S? = 1. Temos que
, = SR, S5 = SR? e RS = SR2.

Verifique essas relagoes.

No desenho abaixo vamos visualizar a composi¢ao S;S, = SS, = R.
Nao esqueca que as retas estao fixas.
sh S

1 — 3 — 3

&} %) &) 5] &) %)

£ & 4

Comparando a configuracao inicial com a final, observamos que
SS, = R. Como S? = I, compondo com S & esquerda, obtemos que S, = SR.
Faca, de modo anélogo, a verificagao de que SS5 = R? e conclua que S5 = SRZ.

No desenho abaixo vamos visualizar a composi¢io RS = SR? = S;. Nio
esquega que as retas estao fixas, assim como o ponto O. No processo, as

retas {1, £, e {3 determinam as simetrias.

1 3, 1 L 2

23 Ez (’,3 (’,2 23 z2

£ & 4

Portanto,

D; = {I,R,R%S,SR,SR?; R®=1,S2=1 RS =SR?}
= [S'R;i=0,1,7=0,1,2,5>=1R3>=1,RS = SR?}

b

Nesse caso, D3 = Ss;.
O grupo diedral 4, Dy

Fixemos um quadrado [J. O grupo das bije¢oes do plano que deixam

[] invariante é o grupo das simetrias do quadrado.

UFF
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Para visualizarmos as bijecoes do plano e a imagem dos pontos de [,
consideremos os vértices do quadrado numerados por 1, 2, 3 e 4. O quadrado

esta inscrito num circulo de centro O, conforme a figura a seguir.

1) 2 b

Uy

Temos 4 retas no plano, cujas simetrias do plano com respeito a elas,
deixam [J invariante. Para j = 1,2 seja {; a reta que passa pelo centro O e
pelo vértice j (tem um vértice do quadrado oposto a j). Para j = 1,2, seja
(>4 a reta que passa pelo centro O e ¢ perpendicular ao lado que contém os
vértices j e j+ 1 (hé dois lados do quadrado paralelos perpendiculares a {,;,
que divide-os ao meio).

Sejam S, S5, S5 e S as simetrias do plano com respeito, respectiva-
mente, as retas {7, {2, {3 e £4. Essa bijecoes do plano tém a propriedade de

$(0) =0,

N . 4 2
O angulo interno 401 do quadrado ¢ T=73
2 1
2
1
o
3 4

Temos quatro rotagoes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-

horério, que deixam [J invariante, isto é, R;(0J) =0, para j = 1,2,3,4: Ry,

a rotacao de 27” = Z; Ry, a rotacao de % = 1; R3, a rotacao de 3'(5”) = 37”

4.(2m)
4

e Ry, a rotacao de =2m, com Ry = L.
Podemos representar as 8 bijecoes do plano que deixam [J invariante

por bije¢des do conjunto {1, 2, 3,4}, a saber,

M. L. T. Villela
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, 1234 , 123 4
S = S, =
14 32 3214
2 234
g (1234 g _(123
2143 4321
R 1234 o123
234 1 3412
2 4 2 4
R 123 R 123 .
412 3 1234

Podemos descrever essas 8 bijegoes a partir de S =S} e R=R;.

Verifique essas relagoes.
Observamos que R, = R, R3 =R3 Ry =R* =1 S2=1e S, = SR? 4 ¢

S, = SR3, S, = SR e RS = SR3.

[lustramos com a composicao SS); = R. Nao esqueca que as retas estao

fixas.
s, s
— 5
O\2 & 16 0\3 & VYAENANY & 4/ ¢
0 A A
Q Q Q
3 4 2 1 2 3

A configuragao do ultimo quadrado corresponde a R((J). Logo, SS;, =R

e como S$? = I, compondo & esquerda da igualdade com S, obtemos S, = SR,

Temos

D, = {I,R,R% R3S, SR,SR2 SR3; R* =1,52=1,RS = SR3}
(SIRI:1=1,0,j=0,1,2,3, S =1I,R* = I, RS = SR3}

Nesse caso, D4 C S4.
O grupo diedral n, D,,, comn =2t +1

Fixemos um poligono regular P com n = 2t + 1 lados. O grupo das

bije¢oes do plano que deixam P invariante é o grupo das simetrias de P.

Para visualizarmos as bijecoes e a imagem dos pontos de P, conside-
remos os vértices do poligono numerados por 1, 2, ..., 2t + 1. O poligono

regular P estd inscrito num circulo de centro O, conforme a figura a seguir.

| UFF
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2 2t+1

t+1 t+2
4

Temos n = 2t + 1 retas no plano, cujas simetrias do plano com respeito
a elas, deixam P invariante. Para cadaj =1,...,2t + 1, seja {; a reta que
passa pelo vértice j e pelo centro O de P. A reta {; é perpendicular ao lado

oposto ao vértice j e divide-o ao meio.

Sejam S, ..., S5, as simetrias do plano com respeito, respectiva-
mente, as retas {1, ..., oy1. Essa bijecoes do plano tém a propriedade de
Si(P) =P.

O angulo interno 102 de P é zf, onde n =2t + 1.

2 2t+1

t+1 t+2

Temos n = 2t 4+ 1 rotacoes no plano em torno do ponto O, no sentido

anti-horario, que deixam P invariante, isto é, R;(P) =P, paraj =1,..., 1
R;, a rotagao de zf; R,, a rotagao de 2'(5”) = 4?”, ..-; Rnq, a rotagao de
&i’(m; e R, a rotacao de @ = 27t. Assim, R, = L.

Podemos representar as 2n bijecoes de P por bijecoes do conjunto
{1,2,...,n}, usando apenas S =S} e R=Ry:

1 2 ot 42 00 2641
S=§= e
1T 2t4+1 ... t+2 t+1 ... 2

12 ... 2t 2t+4]1
R=Ry=
23 ... 2t+1 1

U
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Observamos que R; = RJ, para cadaj=1,...,.n—TeR* =1, 2 =1,

RS = SR™!. Além disso, SR’ é uma simetria para cada j = 1,...,n — 1.

Port EHIJEO7 Verifique essas relagoes.

D, = {LR,...,R™1 S SR,...,SR™T; R"=1,52 =1 RS = SR}
(S'RI;1i=0,1,j=0,...,n—1,R*=1,52 =I,RS = SR™}

Observamos que D,, C S, para n impar e n > 3.
O grupo diedral n, D, com n = 2t

Fixemos um poligono regular P com n = 2t lados. O grupo das bijegoes

do plano que deixam P invariante ¢ o grupo das simetrias de P.

Para visualizarmos as bijecoes e a imagem dos pontos de P, considere-
mos os vértices do poligono numerados por 1, 2, ..., 2t. O poligono regular

P esta inscrito num circulo de centro O, conforme a figura a seguir.

2 1/
: o)

t+2

t+1 g,

Temos n = 2t retas no plano, cujas simetrias do plano com respeito a
elas, deixam P invariante. Para cada j = 1,...,1, seja {; a reta que passa
pelo vértice j e pelo centro O de P, o vértice t+j é oposto ao vértice j e esta
na reta {;. Para cadaj =1,...,1, seja {5 a reta que passa pelo centro O e ¢
perpendicular ao lado que contém os vértices j e j+ 1. Ha t dessas retas, que
sao perpendiculares a dois lados paralelos de P e passam pelo ponto médio

desses lados.

Sejam S, ..., S, as simetrias do plano com respeito, respectivamente,

as retas {1, ..., {o. Essas bijegées do plano tém a propriedade de Sj(P) = P.

O angulo interno 102 de P ¢ zf, onde n = 2t.

2 1
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Temos n = 2t rotagoes do plano em torno do ponto O, no sentido anti-

hordrio, que deixam P invariante, isto é, R;(P) =P, paraj=1,...,n: Ry, a
rotacao de %"; R,, a rotacao de @ = 4?", ...; Rn_1, arotacao de %;

e Ry, a rotagao de @ =27 Assim, R, =L

Podemos representar as 2n bijecoes de P por bijecoes do conjunto

{1,2,...,n}, usando apenas S =S} e R=Ry:
sog_ (12 3 .t tEltg2 21 )
STl 2t 2t-1 Ltk 2t ot . 32

2 o 2t—=1 2
R=R, = 1 3 t—1 2t
2 3 4 ... 2t 1

Observamos que R; = RJ, paracadaj=1,....n—TeR*=1 S? =1,

Verifique essas relagoes. RS = SR™'. Além disso, SR’ é uma simetria para cada j = 1,...,n — 1.

Portanto,

D, = {LR,...,R™1 S SR,...,.SR™1: R*=182=1,RS = SR}
(SiRI;i=0,1,j=0,...,n—1,R*=1,52=1,RS = SR}

)

Observamos que D, C S, para n par e n > 4.

U
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Homomorfismo e isomorfismo

Agora vamos apresentar as fungoes que interessam no estudo de grupos.

Defini¢do 12 (Homomorfismo de grupos)

Sejam (G, ) e (G’,x) grupos. A funcao ¢ : G — G’ é chamada de homo-
morfismo de grupos, se e somente se, @(a-b) = @(a)* @(b), para quaisquer
a,beG.

Exemplo 30

Seja RT = {x € R ; x > 0}. Como o produto de reais positivos é um
real positivo, o inverso de um real positivo é um real positivo e 1 é um real
positivo, entao R™ é um subgrupo de R*. Logo, (R*,-) é um grupo.

Consideremos os grupos (C*,-) e (R*,-). A funcao

¢:C* — RT
z — |z]

¢ um homomorfismo de grupos, pois
olz-w)=lz-wl=lz| [wl=e(z) p(w),

para quaisquer z, w € C*.
Exemplo 31
Sejam (G, ) e (G’, %) grupos. A funcao ¢ : G — G’ definida por @(a) = eq

¢ um homomorfismo de grupos, chamado de homomorfismo trivial.

Proposi¢do 12 (Propriedades dos homomorfismos)

Sejam (G,-) e (G’, %) grupos e @ : G — G’ um homomorfismo de grupos.
Entao:

(i) oleg) = eq

(ii) @(a™") = (@(a))", para todo a € G.

(iii) A imagem de @ é um subgrupo de G'.

Demonstracao:

(i) Temos @(eg) = @(ec - eg) = @(eg) * p(eg). Operando em ambos os
lados da igualdade com (¢@(eg))~", obtemos eq = @(eg).

(ii) Temos que eq = @(eg) = @(a-a') 0 @(a)x @(a™'). Analogamente, Em (1) usamos que ¢ é um
eqg = @(a ")« @(a). Dessas igualdades segue que @(a™') = (@(a))™". homomerfismo.
(iii) Veja o Exercicio 1. W
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Em (1) e (4) usamos a
defini¢do de composicao de
fungoes; em (2), que @ é
homomorfismo de grupos e
em (3), que P é
homomorfismo de grupos.

Em (1) usamos a Proposigao
12 item (ii).

Em (2) usamos o
cancelamento em G’; em (3),
o item (ii) da Proposigao 12
e em (4), que @ é
homomorfismo de grupos.

vrr IR

Homomorfismo e isomorfismo

Proposicao 13
Sejam (G, -), (G',x) e (G”,*') grupos. Se ¢ : G — G e P : G — G” sdo
homomorfismos de grupos, entdao P o @ : G — G” é um homomorfismo de

grupos.

Demonstracdo: Seja a,b € G. Entao,
(Wop)(a-b) £ P(pla-b))

= P(e(a)*¢(b))

= Ylela))+ ble(b))

= (boella)* (hooe)(b). A

Definicdo 13 (Ncleo)
Sejam (G, ) e (G',%) grupos e @ : G — G’ um homomorfismo de grupos.

O naicleo de @ é o conjunto

Nucleo(@) ={x € G; @(x) =eg].

Exemplo 32
No Exemplo 30 temos Nicleo(@) ={z € C*; | z|=1}=S".

G

No Exemplo 31 temos Nucleo(@) =
Proposi¢do 14 (Propriedades do nticleo)

Sejam (G, ) e (G, *) grupos e @ : G — G’ um homomorfismo de grupos.
Entao,

(i) Niicleo(¢@) é um subgrupo de G.

(ii) @ é injetora se, e somente se, Nicleo(@) = {eg}.

Demonstracao:

(i) Como @(eg) = eg, temos que eg € Nucleo(@). Além disso, se a,b
estao no Nucleo(@), entdo @(a -b) = @(a) x p(b) = ez xeqg = eg e
e(a™) 0 (p(a))™' =eg =ea, logo a-b € Nicleo(p) e a™' € Nicleo(o),
portanto Nucleo(@) é um subgrupo de G.

(ii) (=) Suponhamos que @ seja injetora. Seja a € Nicleo(¢). Entao,
@(a) =eg = @(eg), seguindo a ultima igualdade da Proposicao 12 item (i).
Como ¢ é injetora, segue que a = eg. Logo, Nicleo(@) = {eg}.

(ii)(&=:) Suponhamos que Nucleo(®) = {eg}. Sejam a,b € G tais que
@(a) = @(b). Ento, e’ = p(a)x (@(b) ' = g(a)xo(b"") £ p(a-b ).
Portanto, a-b~" € Nicleo(¢) ={eg). Logo, a-b™' = eg, que nos déd a = b.

Entao, ¢ é injetora. [ |
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Definicdo 14 (Isomorfismo de grupos)
Sejam (G, ) e (G', %) grupos. A funcao ¢ : G — G’ é um isomorfismo de

grupos se, e somente se, @ é um homomorfismo de grupos bijetor.

Definicdo 15 (Grupos isomorfos)

Os grupos (G,-) e (G, %) sdo grupos isomorfos se, e somente se, existe
@ : G — G’ isomorfismo de grupos.

Exemplo 33

Os grupos (R, ) e (R, +) sao isomorfos, pois a funcao ¢ : R™ — R definida

por @(x) = logx é um isomorfismo de grupos.

Proposicao 15
Sejam (G,-) e (G',x) grupos e @ : G — G’ um isomorfismo de grupos.
Entao, a fungao 1, inversa de ¢, é um isomorfismo de grupos.
Demonstracdo: Como ¢ é uma funcao bijetora, existe 1 : G’ — G a fungao
inversa de ¢@. Temos que @ o = [g e P o @ = [g. Dessas composicoes
segue, respectivamente, que 1 é fungao injetora e sobrejetora.

Para cada b’ € G’ temos que existe b € G tal que @(b) =b’, pois @ é
sobrejetora, e b é unico porque @ ¢é injetora. Assim, a funcao 1\ é definida

por:
P(b’) = b se, e somente se, @(b) =b'.

Vamos mostrar que P é um homomorfismo de grupos.
Sejam a’,b’ € G’ e a,b € G tais que P(a’) = a e P(b’) = b. Entao,
¢(a)=d, o(b)=b"e

Y@ *b) = p(e(a) (b))

= VP(e(a-b))
2 (oe)(a-b)
® .b

= P(d)-Pp(b) W

Definicdo 16 (Automorfismo)

Seja (G, -) um grupo. Um automorfismo de G é um isomorfismo ¢ : G — G.

Veremos agora um resultado muito importante.
Teorema 5 (Cayley)
Sejam (G, ) um grupo, Sg ={0: G — G ; ¢ é uma bijecao } e (Sg,0) o

grupo das bijecoes de G. Entao, G é isomorfo a um subgrupo de Sg.
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Verifique

Verifique.

Em (1) usamos que @ é
homomorfismo de grupos;
em (2), a defini¢do de
composicao de fungoes e em
(3)7 que Yo ¢ =Ig.
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Em (1) usamos a definicéo
de 0q.p; em (2), a
associatividade da operagao
de G; em (3), as defini¢oes
de op e 0q € em (4), a
definicdo de composicao.

U

Homomorfismo e isomorfismo

Demonstracdo: Vamos construir ¢, um homomorfismo injetor de grupos de G
em Sg. Assim, pela Proposigao 12 item (iii), a imagem de ¢ é um subgrupo
de Sg e é isomorfo a G.

Para cada a € G seja 0,: G — G a fungao definida por o4(x) = a-x.
Entao, para x,y € G,

Oa(x) = 0q(y) se, esomentese, a-x=a-y

se, e somente se, x =Y.

Logo, 04 é uma funcao injetora. Além disso, para cada b € G, temos que
b=a-(a'-b)=o0.(a""-b), mostrando que o, é uma funcio sobrejetora.
Portanto, o, € Sg, para cada a € G.

Definimos @ : G — Sg por @(a) = og.

Vamos mostrar que @ é um homomorfismo de grupos injetor.

Sejam a,b € G. Temos que @(a-b) = 0qgp. Quem é 0yp? Para
entendermos esta funcao devemos aplica-la nos elementos do seu dominio.

Para isto, seja x € G. Entao,

Tan(x) = (a-b)-x

= a-(b-x)
O-a(o—b(x))
)

= (0q00p)(x).

Portanto, 041, = 040 0p. Logo, @(a-b) = 0qp = 040 0p = @(a) o @(b),
mostrando que @ é homomorfismo de grupos.

Para mostrar que ¢ é injetora, vamos determinar o seu nicleo.

Nucleo(¢p) = {a€ G; ¢(a) =1g}
= {ae€G; 0,=1¢}
= {ae G; paratodox € G, a-x=x/}
= {a=-eg}. N

Corolério 3
Seja (G, ) um grupo com n elementos. Entao, G é isomorfo a um subgrupo
de S,..

Demonstracdo: Basta observar que se G é um grupo com n elementos, entao

S é isomorfo a S,,. [ |

M. L. T. Villela



Homomorfismo e isomorfismo

PARTE 1 - SECAO 4

Os grupos finitos sao realizados como subgrupos de S,. Portanto, S,
deve ser estudado mais atentamente, o que sera feito na préxima Secao.
Observagao:

(1) Os grupos de ordem 4, conforme visto na Segao 2, sdo o grupo ciclico de

ordem 4 e o grupo de Klein, que sao isomorfos a Z4 e Z, X Z,, respectivamente.

2) Os grupos de ordem 8 sdo0, a menos de isomorfismo, Zo X Zr X Z>, Ziy X 7. p
( ) O grup ! ) &2 2 2, 42 4 Veja Elementos de Algebra

Zg, todos esses grupos abelianos, e os grupos nao-abelianos dos quatérnios de Arnaldo Garcia e Yves

Q e o diedral D4. Lequain.

(3) Conhecemos dois exemplos de grupos com 6 elementos: ciclico e Ss.
Encerramos essa Secao mostrando que, a menos de isomorfismo, o Unico

grupo nao-ciclico de ordem 6 é Ss.

De fato, seja (G, -) um grupo nao-ciclico com 6 elementos. Pelo Teorema
de Lagrange, para cada x € G, temos que o(x) divide 6 e, como o(x) # 6,
logo o(x) €{1,2,3}.

Afirmamos que G tem elemento de ordem 3. De fato, suponhamos, por
absurdo, que todo elemento de G diferente de eg tenha ordem 2. Entao,

2 = eg. Pelo Exercicio 15 da Secdo 1, G é

para todo x € G, temos que x
um grupo abeliano. Escolhendo x,y € G\{eg} tais que x # y temos que
H = {eg,x,y,x -y} é um subgrupo de G com |H| = 4, contradizendo o

Teorema de Lagrange.

Seja b € G um elemento de ordem 3. Entdo, (b) = {eg,b,b?} C G.
Existe a € G tal que a ¢ (b).

Afirmamos que a ordem de a é 2. De fato, se o(a) = 3, entao eg, b,
b% a,a? b-a,b-a? b? aeb?- a?sio elementos de G distintos (verifique),
contradizendo o fato de |G| = 6.

Portanto, a’> = eg e {eg,b,b?,a,a-b,a-b?} € G. Como os elementos
do conjunto a esquerda sao distintos temos que

G ={eg,b,b% a,a-b,a-b?.

Afirmamos que a-b #b-a. De fato,se a-b=b-a,entaoc=a-b é
um elemento de G de ordem 6, visto que mdc(o(a),o(b)) = mde(2,3) =1,

contradizendo o fato de G nao ser grupo ciclico. Veja Exercicio 11, itens (a) e
(b), da Segao 2.
Como b - a é diferente de eg, b, b%, a e de a-b, a tnica possibilidade

éb-a=a-b? Assim,
G ={eg,b,b%a,a-b,a-b?; b-a=a-b? a’?=eg, b3 =eg),

Construindo o tnico isomorfismo ¢ : G — S3 definido por @(a) = o

UFF
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e @(b) = 1, mostramos que G ¢é isomorfo a S3 .

Exercicios

1. Sejam (G,-), (G',*) grupos e @ : G — G’ um homomorfismo de
grupos. Mostre que @(G) ={@(a); a € G} é um subgrupo de G'.

2. Verifique quais das aplicacoes sao homomorfismos de grupos e, no caso

afirmativo, determine o nicleo e a imagem:

x — x? x — 2%
X — 2% X — x—+1

3. Sejam (G, ), (G',x) e (G”,«) grupos, ¢ : G — G eV : G — G”
isomorfismos de grupos. Mostre que Yo : G — G” é um isomorfismo

de grupos.

4. Seja (G, -) um grupo e fixe a € G. Mostre que @, é um automorfismo
de G, onde

¢a: (G,1) — (G,

x — axa .

5. Seja (G, ) um grupo. Seja
Aut(G) ={p : G — G ; ¢ é um automorfismo do grupo G}.

(a) Mostre que (Aut(G),o) é um grupo, onde o é a composicao de

funcoes.

(b) Mostre que (Aut(Z), o) é isomorfo a ({1,—1},-).
6. Sejam (G, ), (G’,x) grupos e @ : G — G’ um isomorfismo de grupos.

(a) Mostre que se a € G e o(a) = oo, entao o((p(a)) = 00.

(b) Mostre que se a € G e o(a) =mn, entdo o((p(a)) =o(a).

7. Seja (G, ) um grupo ciclico infinito gerado por a.

UFF |
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(a) Mostre que ¢ : (Z,+) — (G, ) definida por @(n) = a™ é um
isomorfismo de grupos.
(b) Mostre que quaisquer dois grupos ciclicos infinitos sdo isomorfos.
8. Mostre que se (G, -) é um grupo ciclico de ordem n gerado por a, entao
G é isomorfo ao grupo (Z,,+ mod n).
9. Seja (G, -) um grupo abeliano finito com | G | elementos.
Seja . um inteiro com mdc(] G |,n) = 1. Mostre que @ é um automor-
fismo, onde
(O (G)) — (Gv)
x — x™N
: a b 2, 12
10. Seja G = ;ac+ b #£0,a,beR ;.
—b a
(a) Mostre que G é um grupo com a multiplicagdo usual de matrizes.
(b) Mostre que G é um grupo isomorfo a (C*,-).
11. Determine quais das aplicagoes sao automorfismos de grupos:
(a) ¢@: (Z,+) — (Z,+) definida por @(x) = —x.
(b) @: (R*,-) — (R, -) definida por @(x) = x2.
(c) @: (R*,-) — (R*,-) definida por ¢@(x) =x"".
(d) @: (S3,0) — (S3,0) definida por @(x) =x".
(e) (G,-) é um grupo ciclico de ordem 12 e @ : (G,) — (G,) é
definida por @(x) = x3.
(f) (G,:) é um grupo ciclico de ordem 12 e @ : (G,:) — (G,-) é
definida por @(x) = x°.
12. Mostre que Z, x Z3 é um grupo ciclico.
13. Mostre que Z, x Z3 e Zg sao grupos isomorfos.
14. Sejam m,n inteiros positivos primos entre si. Mostre Z,, X Zn € Zmn
sao grupos isomorfos.
15. Mostre que os grupos Z, X Z; e Z4 nao sao isomorfos.
16. Mostre que o grupo dos quatérnios e o grupo D4 nao sao isomorfos.
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17. Mostre que os grupos Zy X Zy X Lo, L4 X 7 € Zg nao sao isomorfos.

18. Sejam (G, o) e (G/,-) os grupos dos Exercicios 5 e 16 da Secao 1. Mostre
que a funcdo @ : (G',-) — (G, o) definida por @(a,b) = o4p é um

isomorfismo de grupos.

U
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O Grupo S,

Pelo Teorema de Cayley, um grupo finito G pode ser visto como um

subgrupo de S, onde n = |G|. Isso motiva o estudo mais detalhado de S,

o grupo das permutacoes de {1,...,n}.
Para estudar S,, = {0 : {1,...,n} — {1,...,n} ; o é uma bijecao }
vamos definir uma relacao de equivaléncia no conjunto S = {1,...,n}, a

partir de um elemento o de S, fixado.

Defini¢do 17 (Congruéncia médulo o)

Seja o € S, fixado. Para a,b € S, dizemos que a é congruente a b modulo
o se, e somente se, b = o'(a), para algum j € Z. Nesse caso, escrevemos

a=,Db.

a=ysb <= b=0a), para algum j € Z.

Proposicao 16
A congruéncia médulo o é uma relagao de equivaléncia em S ={1,...,n}.
Demonstracdo: Como Is = 0°, para cada a € S, temos a = Is(a) = 0°(a),
logo a =4 a.

Sea,b&€Sea=,b, entdo existe j € Z tal que b = o’(a), logo —j € Z
eoJ(b)=07(0(a)) = (07 00')(a) = a, mostrando que b =4 a.

Finalmente, se a,b,c € S, a =5, b e b =, ¢, entao existem 1i,j € Z tais
que b = o'(a) e c = o’(b), logo ¢ = o'(o*(a)) = (o) o 0%)(a) = o/ (a), com
j+1€ Z. Portanto, a =4 c.

Como a congruéncia modulo o é reflexiva, simétrica e transitiva, con-

cluimos que é uma relacao de equivaléncia. |

Toda relagao de equivaléncia em um conjunto define uma decomposicao
do conjunto em subconjuntos disjuntos, tais subconjuntos sao as classes de
equivaléncia.

Quem sao as classes de equivaléncia da congruéncia modulo o?

Para cada a € S,

classede a = {be&S;b=o0/(a),paraalgum j € Z}
= {0/(a);j €z

Definicio 18 (Orbita de a por o)
Para cada a € S, chamamos a classe de equivaléncia de a médulo o de drbita
de a por o.
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{ ={q depende de a € S.

O Grupo S,

Em (*) usamos a hipétese de
indugao.

vrr B

Observacdo: Antes de vermos um exemplo, convém observar que para cada

a € S existe £ = {4 > 1 tal que o'(a) = a.

De fato, {0'(a) ; j € Z} C S. Logo, a 6rbita de a por o tem um niimero
finito de elementos. Em particular {o’(a) ; j € Z, j > 1} é finito. Portanto,
existem inteiros 1,j, com 1 < i < j, tais que o‘(a) = o’(a). Aplicando o,
em ambos os lados dessa igualdade, obtemos a = ¢~*(a), com j —i > 1.
Portanto, o conjunto C={j € Z; j > 1e o'(a) = a} é um subconjunto nao-
vazio de inteiros limitado inferiormente. Pelo Principio da Boa Ordenacao,

C tem um menor elemento, digamos £. Entdo, o'(a) = a. [ |

Proposi¢do 17 (Propriedade da érbita de a por o)

A 6rbita de a por o é {a,o(a),...,oc" (a)}, onde { = £, é o menor inteiro

positivo j tal que o’(a) = a. Mais ainda, se b estd na érbita de a por o,

entao o(b) também esta na érbita de a por o.

Demonstracdo: Seja £ = {(a) o menor inteiro positivo tal que o’(a) = a.
Primeiramente, observamos que o“9(a) = a, para todo q € Z. A

demonstracdao é por inducdo sobre q. De fato, se ¢ = 0, entdo 0¢® =1 e

0°(a) = a. Suponhamos que q > 0 e 09*(a) = a. Entéo,
otat)(q) = g*9(a) = (0% o 6%9)(a) = o'(c%9(a)) = o%(a) = a.

Logo, o%9(a) = a, para todo q > 0.

Seq <0, entdio —q >0, {-q = (—{)(—q) e o%9 = o799 Como
o'(a) = a se, e somente se, a = 0 ‘(a), pelo caso j4 demonstrado, obtemos
ol-0d(q) = a.

Seja i € Z e o'(a) na 6rbita de a por o. Pela divisdo euclidiana de 1

por £, existem inteiros ¢, r, univocamente determinados, tais que i = q-{+,
onde 0 < r < {—1. Entao,

o'(a) = 09""(a) = (0" 0 0"9)(a) = 0"(c"(a)) = 0"(a).
Portanto, a 6rbita de a por o é

{of(a);ie€Z} = {o"(a); 0<T <1}
= {a,o0(a),...,c" " (a)}.
Se b estd na 6rbita de a por o, entdo b = o'(a), para algum j € Z, logo
o(b) = o(0o’(a)) = 0’ (a) também estd na 6rbita de a por o. W
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Exemplo 34
Vamos determinar a dérbita de a por o, para cada a € {1,2,3,4,5, 6}, onde
o 123 45 6
\213564)
érbitade 1 ={o(1) =2, o?(1) =o(o(1)) =c(2) =1} = {; = 2;
6rbita de 3 ={0(3) =3} = {3 =1,
érbita de 4 ={o(4) =5,0%(4) = 0(5) = 6,0%(4) = 0(0?(4)) = 0(6) =4} =
ly = 3.
As classes de equivaléncia da congruéncia modulo o, isto é, as orbitas de o,
sao {1,2}, {3} e {4,5, 6}.
§$={1,2,3,4,56}
1 2 3 4 5 6

A ¢6rbita de a por ¢ tem as imagens por ¢ de todos os elementos da
orbita.
Defini¢do 19 (Ciclo de a por o)
Dados a € S ={1,...,n}, 0 € S, e {a,0(a),...,c% (a)}, a érbita de a
por o, chamamos (a, o(a),..., ol (a)), ou qualquer permutacao circular,
de um ciclo de o.
Exemplo 35
Os ciclos de 0 no Exemplo anterior sao (1,2), (3), (4,5,6).
Exemplo 36

) 1234567
Consideremos T = .

34167 25

Os seguintes ciclos sao ciclos de T: (1,3), (2,4,6), (5,7).

Veremos que conhecendo os ciclos de o, conhecemos a funcao o.
Definicdo 20 (r-ciclo)
Sejam r > 2 e {aj,...,a,; € S ={1,...,n}. Por um r-ciclo (as,...,a,)
entendemos uma permutacao o :S — S definida por: o(a;) = ay, o(az) =
as, ..., o(a,_1) = a,, o(a,) = ay e o fixa todos os outros elementos de S.

Por um T-ciclo (a) entendemos a permutacao I:S — S.
Observacido: Qualquer permutacao circular do r-ciclo (aj, ap, ..., a,) define
a mesma bijecao de S.
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Exemplo 37
Seja 1 = 9 e consideremos o 5-ciclo (1,3,4,2,6). Esse ciclo corresponde a
12345673879 )

permutacao o =
<3 6 42517829

E claro que (3,4,2,6,1) = 0, assim como qualquer permutacio circular do

5-ciclo (1,3,4,2,6), comecando em qualquer um desses elementos.

Sejan = 9 e consideremos a permutagao o =

Exemplo 38
<4 123786 579

123456789)

Os ciclos de o sao (1,4,3,2) (5,7,6,8) ¢ (9).
123456789\
412356789

>=(5,7,6,8)

Observe que 0 = @ ol =1Po@, onde ¢ = (

1234567 879

1432 et =
(1,4,3,2) e ¥ <123478659

Defini¢do 21 (Multiplica¢do de ciclos)
Sejam S ={1,...,n}, {i1,..., i, € Se{j1,...,jst C S. Definimos o produto
dos ciclos 0 = (i1,...,i,) e T = (j1,...,js) de S;, como a composicao das

permutacoes de S, que eles representam, a saber,

(ib"')i‘r)(jh"')js) =00oT.

Exemplo 39

Vamos calcular os produtos de alguns ciclos de S.

1234567)

(1)3)5)(2)3)7)6)1):
2574136

2
(1)4)3,5,6)(2,3)7)6)‘])4): 1 3 4 5 6 7
35726 41
2 4
1432571234567
4513762
2 4
257043 =" 2345867
4513762

Exemplo 40

Vamos determinar os ciclos de o, para cada o € Sg.

123456738
(a) 0=
238164705

Os ciclos de o0 sao (1,2,3,8,5,6,4) ¢ (7).
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Temos 0 = (1,2,3,8,5,6,4).
2 4
(b) o= 1 3 56 7 8
34567812
Os ciclos de o sao (1,3,5,7) e (2,4,6,8).
Temos 0 = (1,3,5,7)(2,4,6,8).

Defini¢do 22 (Ciclos disjuntos)
Sejam S ={1,...,n}, {i1,...,i,) C Se{j1,...,js CS.
Dizemos que (i1,...,1:) e (j1,...,js) s@o ciclos disjuntos se, e somente

se, {i1,..., 1. N1, ...,5s = 0.

Exemplo 41

Sejam 0 € S, ea,beS={1,...,n}

Se b nao estd na drbita de a por o, entao (6rbita de a) N (6rbita de b) =0 e
os ciclos (a, o(a),..., ot (a)) e (b, o(b),..., ol (b)) sao ciclos disjuntos.
Se (6rbita de a) N (6rbita de b) # (), entao a dérbita de a e a drbita de
b sdo as mesmas e (b,O‘(b),...,O‘qu(b)) é uma permutacao circular de
(a,0(a),...,a%(a)), com &, = {q.

No Exemplo 39 vimos que (1,4,3)(2,5,7) = (2,5,7)(1,4,3). Essa é

uma propriedade valida para todos os ciclos disjuntos.

Proposicdo 18 (Propriedade de ciclos disjuntos)

Se 0 = (i1,...,1;) et = (j1,...,]s) sao ciclos de S,, disjuntos, entdo coT =
To o.
Demonstracdo: De fato, sejam A = {i,...,1,} e B = {j1,...,js}, tais que

ANB=0eS ={1,...,n}. Sej e S\(AUB), entdo e o e T fixam j,
logo o(t(j)) =j = t(0(j)). Sej € A, entao j = i, o(ix) = i, () =
e (i) = 1¢, assim o(t(j)) = o(j) = ¢ e T(0(j)) = T(iy) = 1. Sej € B,
entdo j = jx, T(jx) = jo, 0(j) = j e o(jo) = jo, assim T(0(j)) = 7(j) = je e
o(t(3)) = o(j¢) = j¢. Portanto, cot=Too0. [ |

Proposicao 19
Toda permutacao o em S,, se escreve, de modo uinico, a menos da ordem,

como produto dos seus ciclos.

Demonstracdo: Seja o € S,,. Para cada a € S, o ciclo de a por o é da forma
(a, o(a),. ..,Ge‘l_1(a)), para algum {, > 1 e os ciclos de o sao disjuntos.
Seja P a permutacao que é o produto dos ciclos de 0. Entao, P(b) = o(b),

pois cada b € S ocorre em um tunico ciclo de o. ]
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Nesse caso, n > 2.

U

Corolério 4
Toda permutagao o € S,, 0 # I, se escreve, de modo unico, a menos da

ordem, como produto de r-ciclos disjuntos, onde r > 2.
Demonstracdo: Como o # I, existe a € S tal que o(a) # a, logo ha oérbitas
com pelo menos 2 elementos. Consideremos os ciclos de ¢ provenientes dessas

orbitas. Esses ciclos determinam o e sdo r-ciclos com r > 2. [ |

Exemplo 42
Vamos escrever as seguintes permutacoes de S;9 como produto de r-ciclos

disjuntos com 1 > 2.

o 1234567 8 910
~ \'3 4567211 8 9

- (1)3)5)7)(2)4)6)(8)10)9)

o 12345678 9 10
N 8 9721536 10 4

- (1)8)6)5)(2)9)10)4)(3)7)

o - 123456 7 89 10
~ \451896 1 32 7

(1,4,8,3)(2,5,92)(6)(7,10)
= (1,4,8,3)(2,5,9)(7,10)

Consideremos o r-ciclo (1,2,...,7) com r > 2.
Observamos que (1,2,...,r) = (1,7)(1,r—1)---(1,3)(1,2).
Em geral, (i1,...1,) = (i1, 1) (1, 1) - - - (1, 13) (1, 12).
Exemplo 43
(2,4,5,3)=(2,3)(2,5)(2,4)
(1,3,2,7,6) = (1,6)(1,7)(1,2)(1,3)
(1,3,2) = (1,2)(1,3) e (1,3,2) = (1,2,3)(1,2,3) = (1,3)(1,2)(1,3)(1,2).
Lema 2
Seja n > 2. Toda permutacao em S, é o produto de 2-ciclos.

Demonstracdo: Seja o € S,,, onde n > 2. Se 0 # I, escreva ¢ como o produto
dos seus r-ciclos disjuntos, onde r > 2. Escrevendo cada r-ciclo como produto
de 2-ciclos, obtemos o resultado.

Temos I = (1,2)(1,2). Logo, I é produto de dois 2-ciclos. Se n > 2 ha

outras maneiras de escrever I como produto de 2-ciclos. [ |

M. L. T. Villela
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Corolario 5
Sn, n > 2, é gerado pelo conjunto de todos os 2-ciclos.

Defini¢do 23 (Transposi¢des)

Os 2-ciclos em S,, sao chamados de transposicoes.

Observacdo: No Exemplo 43, escrevemos (1,3,2) como produto de trans-
posicoes de duas maneiras distintas, entretanto, em ambas as escritas, utili-

zamos um numero par de transposicoes.

Exemplo 44
Todo r-ciclo, com 1 > 2 é o produto de r — 1 transposicoes.
De fato, (11) cee )ir) - (ihiT) e (i],ig)(i],izl.

r—1 tra?lgposigées

Definicdo 24 (Permutagdo par ou permutacdo impar)
Uma permutagao o € S,, é chamada permutacao par se, e somente se, 0 ¢ um
produto de um numero par de transposicoes. Caso contrario, o é chamada

de uma permutacao impar.

Vamos mostrar que a definicao acima faz sentido, isto é, escrevendo
o € S, como produto de transposi¢oes, podemos obter fatoragoes com o
niumero de transposicoes diferente, mas serd sempre um nimero par ou sem-

pre um numero impar.

Para isto, consideremos o polinomio p(x1,...,Xn) = | | (xi — Xj).

Dada o € S, 0 age no polinomio por

o(p(xi,...,xn)) = H (XG(U_XU(J'))'

1<i<g<n
Temos que o(p(X1,...,%Xn)) = £p(X1,...,%Xn).
Por exemplo, sejam 0 = (1,3,2) e T =(1,2) em Ss.
Seja p(x1,%2,%3) = (X1 —x2) (x1 — x3) (x2 — x3), entado

o(p(x1,x2,x3)) = (Xom - XG(Z)) (Xau) - Xa(3)) (XG(Z) - Xo(3))
= (x3—x1)(x3—x2) (x1 —x2)
- p(x1)X2>X3) €

T(p(x1,%2,%3)) = (Xe(1) = Xx2) (Xe(1) = X2(3)) (Xe2) — X(3))
= (Xz - X1) (Xz - X3) (X1 - X3)
= —pl(x1,%x2,%3).
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Os fatores sao construidos
com todos os subconjuntos
{xi,%; } possiveis, tomando
i<j.

x1,...,xn}=
{XU(”,...,XU(T‘)}.
U



GRUPOS

O Grupo S,

Comecam em i =1y e j # 1.

Terminam em 1ij.

Comegam em 1iy.

Terminam em i; e i #1y.

o

Proposicao 20
Se ¢ é uma transposicao de Sy, entao o(p(x1,...,%Xn)) = —P(X1, ..+, Xn)-
Demonstragdo: Seja ¢ = (i1,12) € Sn, com i; < i,. Entao, o(i;) = iz,
o(iz) =11 e o(f) = ¢, para todo £ # i; e £ # i,.

Vamos analisar a agdo de o em cada fator x; —x; de p(x1, ..., X,), com
1<i<j<n.

A agao de 0 em X4 —X; € Xq(i) — Xo(j)- Na tabela a seguir, denotaremos

~ o , .
essa agao POr Xi — Xj — Xg(i) — Xo(j) € veremos se ha troca de sinal no fator

Xo(i) — Xo(j) de O'(D(X1, ce ,Xn)).
1#£11,) #12 Xi—Xj Xi—Xj nao ha troca de sinal
1= <j=12| X, —Xi, Xi, — Xi 1 troca de sinal (I)
i=1<j<i2| Xy — X Xi, — X; ha troca de sinal (II)

=1 <L <j| x4 — X Xi, — Xj nao ha troca de sinal

1<) =1 <iz| x—xy Xi — Xi, nao ha troca de sinal

Lh<i=1L<j| xq, — X Xi, — Xj nao ha troca de sinal

1< <iz=j| x%i—Xi, Xi— Xi, nao ha troca de sinal

Lof Lo L Lo Lo Lo 14 I

Lh<i<iz=j| xi—xi, Xi — Xi, | ha troca de sinal (III)

Precisamos contar quantas trocas de sinal temos em (II) e em (III),

que é equivalente a contar os valores possiveis para j e i, respectivamente.

Em (II) temos i, — 1y — 1 valores possiveis para j e em (III), também

i, — 171 — 1 valores possiveis para i. Logo, no total temos
(D+ (I 4+ (IID) =14 2(i,—11—1)

trocas de sinal. Entao, o(p(x1,...,%Xn)) = —P(X1, ..., Xn)- [ |

Uma definicao alternativa para permutagoes pares e impares é

oépar < o(plx1,...,xn)) =Pplx1,...,%n)
o éfmpar &= o(p(x1,...,Xn)) = —D(X1,...,%n)

Exemplo 45
Como o r-ciclo 0 = (i1,12,...,1,) = (i1,1+) - - - (i1,12) é o produto de r — 1

tansposicoes, entao o € par se, e somente se, T é impar.

O produto de duas permutacoes pares é par, I é par e a inversa de
uma permutacao par é par, entao o conjunto das permutacoes pares ¢ um

subgrupo de S;,.

M. L. T. Villela
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Definigdo 25 (Grupo Alternado)
Seja A, = {0 € S, ; 0 é permutagao par }. A, é chamado de grupo alter-
nado.

Quantos elementos A, tem?

A congruéncia médulo A, define uma particao de S,, em dois subcon-
juntos disjuntos, as classes de equivaléncia médulo A, onde uma das classes

é A, e aoutra é A0, onde 0 é qualquer permutagao impar.

De fato, dadas o e T em S,, temos:

oc=7 mod A, & ocoT €A,

T é par & T ! é par

&= o0 e T sdo ambas pares ou ambas fmpares T é fmpar &= T ! é fmpar.

&= 0 e T sao ambas pares ou ambas impares

Assim, duas permutacgoes estao na mesma classe se, e somente se, sao
ambas pares ou ambas impares. Tomando o impar, temos que A,,0 s6 tem

permutacoes impares, A,,0 # A, a classe das permutagoes pares.

Sn
AL A0
Lembre que se G é um grupo
. 4 ! finito e H & b d
Portanto, n! = [Sy| = 2 - |A,, isto ¢, |A,| = 5. futo € T e subgrupo de
G, entao as classes de H em
Finalizamos com o seguinte resultado importante. G tém o mesmo nimero de

elementos de H.

Proposicao 21
Para todo n > 2, os ciclos (1,2) e (1,2,...,m) geram S,,.
Demonstragdo: Sejam o = (1,2), T = (1,2,...,n) e G = (0, 71). Vamos
mostrar que se T < r # s < n, entdo qualquer transposicao (r,s) € G,
seguindo do Corolario 5 que S;; C G. Como G C S,,, obtemos G = §S,,.
Temos em G as seguintes transposigoes:
tot ' =(2,3), TPot?=(3,4), ..., T ot " = (r,r+ 1).
Portanto, G contém também as seguintes transposicoes:
(1,2)(2,3)(1,2) = (1,3),
(1,3)(3,4)(1,3) = (1,4),

(,r—Nr—-1,70,r—=1)=(1,7).

Dai segue que para quaisquer r,s com 1 <1 # s < N temos que

UFF
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(1,7)(1,s)(1,1) = (r,s). [ |

Exercicios

1. Decomponha as seguintes permutagoes em produto de ciclos disjuntos

e, em seguida, escreva-as como produto de transposigoes:
12345 12345 123
21354)° 32451)° 541
12 3 45 12 3 45 12 3
4325 1) 23514)° 54 3

2. Diga se sao pares ou impares as seguintes permutagoes:
123 12 3 12 3 4 123 45
312)° 321)° 3412)° 32451)
12 3 45 12 3 45 12 3 45
51432) 32154)° 5341 2)

3. Determine os elementos pares e os elementos impares de S3. Determine
As.

N N
— O w O
N— N—

4. (a) Escreva os elementos de S4 como produto de ciclos disjuntos.

(b) Determine os elementos pares e os elementos fmpares de S4. De-

termine Aj.

ot

. Mostre que:

(a) um r-ciclo é par se, e somente se, 1 é impar;

(b) um r-ciclo é impar se, e somente se, T é par.

(=)

. Mostre que:

(a) a inversa de uma permutacao impar é uma permutagao impar;

(b) a inversa de uma permutacao par é uma permutagao par.

7. Se n > 2 mostre que todo elemento de A, é o produto de um certo

numero de 3-ciclos.

Sugestao: (1,j)(j, k) = (i,j,k) e (1,j)(k,t) = (k,j,)(k, t,1).

U
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