Trigonometria

A palavra trigonometria vem do grego (tri+gonos+metron, que significa
trés+angulos+medida) e nos remete ao estudo das medidas dos lados, angulos e outros
elementos dos tridngulos.

Historicamente, a Trigonometria liga-se a Astronomia, tendo em vista a dificuldade
natural que esta apresenta com relacdo ao célculo de distdncias impossiveis de serem
medidas diretamente. Atribuem-se os primeiros métodos de cdlculo dessas distancias a
Hiparco, astronomo grego que viveu no século II a. C, e € considerado o “pai da
Trigonometria”.

Foi somente no século XVIII que o matematico suico Leonhard Euler conseguiu
desvincular a Trigonometria da Astronomia, dando aquela o cardter de ramo independente
na Matematica.

1. Arcos e angulos
A medida de cada arco equivale a do angulo central correspondente,

independentemente da medida do raio da circunferéncia. Assim, verificamos que a
circunferéncia toda mede 360°.

Medidas de arcos e angulos:

Medir um arco ou angulo é compard-lo com outro, unitério.

1. Grau (°): € um arco unitédrio igual a 1/360 da circunferéncia que contém o
arco a ser medido.

2. Radiano (rad) é um arco unitdrio cujo comprimento ¢ igual ao raio da
circunferéncia que contém o arco a ser medido, isto é, corresponde a 1/27 da
circunferéncia.




Um angulo pode ser medido em graus ou radianos. Temos as seguintes relagdes:
2= 360° m=180° m/2=90° e assim sucessivamente.
OBS: © é um ndmero irracional cujo valor é 3,14159...

Podemos através de uma simples regra de trés, exprimir qualquer angulo em radianos e
vice-versa.

Exemplos:

1) Exprimir 160° em radianos

180° ------- T rad

160° -——---- x rad Dai, x = 8m/9 rad
2) Exprimir 57/6 rad em graus

180° -------- 7 rad
X mmmmmme- 57/6 rad
Dai, x= 150°

Vejamos algumas correspondéncias importantes:

ARCO GRAU RADIANO
D 90° T rad
2
Q 180° 7 rad
@ 270° i rad
2
Q 360° 27 rad

2. O ciclo trigonométrico

O conceito expresso pela palavra ciclo foi introduzido pelo matematico francés
Laguerre. Significa uma circunferéncia com uma direcdo predefinida, isto €, orientada.
Pode-se trabalhar nos sentidos horario ou anti-horario.

Chama-se ciclo trigonométrico a circunferéncia de raio 1 (R=1), associada a um
sistema de eixos cartesianos ortogonais, para a qual valem as seguintes convengdes:

D A origem do sistema coincide com o centro da circunferéncia.

1D O ponto A de coordenadas (1,0) é a origem de todos os arcos a serem

medidos na circunferéncia.



III) O sentido positivo do percurso € o anti-hordrio e o negativo € o horério.

IV)  Os pontos A(1,0), B(0,1), C(-1,0) e D(0,-1) dividem a circunferéncia em
quatro partes denominadas quadrantes que sdo contados a partir de A no
sentido anti-hordrio.
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3. Funcoes periddicas

Definicao: Uma funcdo f: A < IR — B c IR ¢é dita periddica se existir um nimero
real p>0 tal que f(x+p)=f(x), V x € A. O menor valor de p que satisfaz a igualdade ¢
chamado periodo de f.

De maneira simples, podemos dizer que uma funcdo periddica é aquela cujo gréfico, a
partir de certo instante, se repete.

4. Funcoes trigonométricas ou circulares

4.1 Funcao seno

Seja x um angulo agudo, de tal forma que o arco correspondente a ele possua
extremidade P. Unindo O a P, obtemos o raio unitario OP.

O ponto P; é a projecdo ortogonal de P sobre o eixo vertical e P, é a projecdo

ortogonal de P sobre o eixo horizontal.

Observando a figura ao lado, podemos escrever sen x=PP,/OP

p NP e, por conse;qiiéncia, senx=0P; pois OP € unitdrio.
: Assim, para encontrarmos o seno de um angulo, basta
B — S ? | Y projetar ortogonalmente suas extremidades sobre o eixo vertical
i e medir a distidncia entre essa proje¢do e o centro O do ciclo,
U sempre levando em conta a orientagdo do eixo (para cima). O

eixo vertical sera denominado de eixo dos senos.

A partir da no¢do de seno de um angulo x, podemos estabelecer o conceito de
funcdo seno. De fato, dado um nimero real x, podemos associar a ele, como vimos, o valor
do seno de um angulo de x rad, ou de um arco de x rad.

Chama-se fung¢do seno a toda fun¢do f:IR — IR definida por



O dominio e contradominio dessa fungdo sao iguais a IR.

Como a projecdo do ponto P estd no ciclo trigonométrico, e este tem raio igual a 1,
a imagem da funcdo seno € o intervalo [-1,1], isto €, -1 < sen(a) < 1 (significa que
essa funcdo € limitada).

4.1.1 Valores notaveis

X 0 /6 /4 /3 /2 T 3n/2 2T
senx |0 7 V212 (N3 ] 0 -1 0
4.1.2 Sinais

B sSen

¢ Considerando a orienta¢do do eixo dos senos, percebemos que a arcos dos 1°
e 2° quadrantes associam-se valores positivos de senos, e a arcos do 3° e 4°
quadrantes associam-se valores negativos de senos.

¢ No 1° e 4° quadrantes, a medida que o angulo cresce, o seno também cresce;
logo a fungdo € crescente nesses quadrantes. Equivalentemente, nos 2° e 3°
quadrantes, o seno € decrescente.

¢ Como, a partir de 27 (uma volta inteira no ciclo), o seno se repete, a funcao é
periddica de periodo 2.

4.1.3 Grafico (sendide)
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Podemos notar que a fun¢@o seno € uma funcdo impar, isto €, sen(-x)=-sen(x) (seu
grafico € simétrico em relacao a origem).



4.2 Cosseno

Na figura a seguir, utilizando o tridngulo retingulo OPP,, podemos escrever
cosx=0P,/OP. Como OP ¢ raio unitario, temos cos x= OP,.

A senos

IO

/

!j cossenos

Assim, para encontrarmos o cosseno de um angulo,

basta projetar ortogonalmente a extremidade do arco
correspondente sobre o eixo horizontal e medir a distancia
entre essa projecdo e o centro O do ciclo, sempre levando
em conta a orientacdo do eixo (para direita).

A partir da nocao de cosseno de um angulo x, podemos estabelecer o conceito de
fun¢do cosseno. De fato, dado um ndmero real x, podemos associar a ele, como vimos, o
valor do cosseno de um angulo de x rad ou de um arco de x rad.

Chama-se func¢ao cosseno a toda fun¢ao f:IR — IR definida por

=f(X)=cos (X)

¢ O dominio e contradominio da funcdo cosseno sdo iguais a IR.

A

= 0 1 cossenos

4.2.1 Valores notaveis

O intervalo [-1,1] reflete o segmento que € o
conjunto de todas as projecdes ortogonais de
pontos do ciclo trigonométrico. Assim, o
conjunto imagem da funcdo cosseno € o intervalo
[-1,1], isto €, -1< cos x < 1 (significa que essa
fung¢ao € limitada).

X 0 /6 /4 /3 /2 Y 3n/2 21
cosx |1 N32 (N2 |V 0 -1 0 1
4.2.2 Sinais
B e Considerando a orientagdo do eixo dos cossenos,
percebemos que a angulos do 1° e do 4°
o —|° A quadrantes associam-se COSSEnos positivos, € a
an b b cas angulos do 2° e 3° quadrantes associam-se
COSsenos negativos.
D




e Nos 3° e 4° quadrantes, o cosseno € crescente € nos 1° e 2° quadrantes, ele é
decrescente.

e Como, a partir de 2t (uma volta inteira), o cosseno se repete, a funcio € periddica
de periodo 2.

4.2.3 Grafico (cossenoide)
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e Podemos notar que a funcdo cosseno € par, isto €, cos(-x)=cos(x) (seu grafico é
simétrico em relag@o ao eixo das ordenadas).

Observacao

O periodo e a imagem de fungdes da forma
v=a+ bsen(mx+n) ou

y=a+ b cos (mx +n)

com b # 0 e m = 0 sdo dados por:

2n
P=—rad e Im=[a—-|b|,a+ |b|]
[mi
Relacio entre senos e cossenos
1° arcos complementares
T -
sen X = cos [T — x] , vdlida para Vx € R, ou
T o
COS X = sen (7 = x] , vilida para Vx € R

Essa relacdo significa “o seno de um angulo € igual ao cosseno do seu
complemento”, ou ‘o cosseno de um angulo € igual ao seno do seu complemento”.

Essa verificagdo também € imediata no ciclo trigonométrico: basta observarmos que
os dois triangulos retangulos da figura sdo congruentes, por possuirem, além das
hipotenusas (raios unitdrios), angulos agudos congruentes.



Asenos

cos (31|

Asenos
]

Seja x um arco do 1° quadrante. Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo
OPP,, temos: (sen x)? + (cos x)?2 = (OP)?, ou seja,

senx + cos’x = 1 , vilida para Vx E R

Mesmo que x nao seja do 1° quadrante, vale a relagao fundamental I. Assim, dado o
seno de um arco qualquer, € possivel, por meio da relacdo fundamental I, obter o cosseno
desse mesmo arco, e vice-versa.

4.3 Funcao tangente

Para definirmos a tangente de um arco x, é necessario acoplar um 3° eixo ao ciclo
trigonométrico. Na figura, o eixo (vertical) das tangentes é obtido quando se tangencia, por
uma reta, o ciclo no ponto A de origem dos arcos.

senos  ftangentes Unindo-se o centro O 2 extremidade do arco x e
prolongando-se esse raio, ele interceptara o eixo das
- tangentes — no caso, no ponto T.

: Por definicdo, a medida algébrica do segmento

7 \lox AT € a tangente do arco de x rad. a orientagdo do eixo

ol A cossenos  das tangentes € para cima, sendo A sua origem, €, no

_ caso, sendo x do 1° quadrante, temos: tg x= AT >0

\ Vamos associar a cada nimero real x o valor de tg x,
introduzindo a fungio y=tg x.




Chama-se fungdo tangente a toda funcfio

fi{xelR/x# g +kn} — IR definida por

y=1fx)=tgx

Dominio

fangentes  Tnicialmente poderfamos pensar no conjunto IR como
possivel dominio da funcdo y= tg x. Ocorre porém que, no
caso de termos, por exemplo, x=m/2, deixa de existir o
ponto T, visto que a reta que une o centro O a extremidade
do arco x torna-se paralela ao eixo das tangentes, ndao o
interceptando, portanto.

O mesmo ocorre quando x= 37/2. Assim, podemos dizer
que ndo existem tg (m/2), tg(3m/2), etc. De maneira geral,
escrevemos “ndo existe tg (/2 + kn), ke Z”.

Conclusao:

D={xe IR/ x#7n/2 +kn, ke Z}.

A cossenos

Conjunto imagem
Vamos analisar o que ocorre em cada quadrante, em relacao ao valores assumidos por y= tg
X, enquanto x completa a 1* volta no ciclo.

¢ |°quadrante

Podemos verificar que tg 0 = O (pois T coincidiria com A); gsenos _ftangetes
além disso, a medida que x aumenta dentro do 1° quadrante, P T
o ponto T afasta-se gradativamente do ponto A, no sentido f AT
do eixo. Assim, o valor da tangente vai crescendo , | 0
indefinidamente e assumindo todos os valores reais " - eosshnee
positivos, até que a tangente deixa de existir quando x= 7/2. / x> x = tgx > o
Logo, no 1° quadrante, y= tg x € crescente e assume valores \
positivos.

e 2°quadrante Tsenos tangentes

Quando x passa para o 2° quadrante, o ponto T reaparece (na
parte negativa do eixo das tangentes) e, a medida que x
aumenta dentro do quadrante, o ponto T se aproxima de A,
embora ainda na parte negativa do eixo. O ponto T volta a
coincidir com A quando x assume o valor 7: tgm=0. Desse
modo, podemos escrever que, no 2° quadrante, y= tg x €
crescente e assume valores negativos. A\ | KX = x s
\T

Cossenos




e 3° quadrante Tsems pangentes

AT
O ponto T volta a ocupar a parte positiva do eixo \\T
das tangentes, afastando-se de A a medida que x aumenta \ "
dentro do 3° quadrante. Nele, a funcdo y=tg x é crescente A
e assume valores positivos, até que tg x deixa novamente

de existir para x=37/2. | &

0
g
:

£ .

cossencs

i
X

X'>x = 1gx’ > tgx

e 4° quadrante
SEnos Jtangentes
Como ocorre no segundo quadrante, o ponto T
reaparece na parte negativa do eixo das tangentes e, a
medida que x aumenta, o valor de tg x também
aumenta, até anular-se novamente ao final do quadrante
(tg 2n=0), quando T volta a coincidir com A.
No 4° quadrante, a funcdo y=tg x € crescente e
assume valores negativos.

-
==
c0ossenos

x> x = tgx > tgx

Conclusiao: conjunto imagem da fungdo y=tg x é IR.

4.3.1 Valores notaveis

X 0 /6 /4 /3 /2 T 3n/2 21
tgx |0 V33 |1 3 A 0 4 0
4.3.2 Sinais
v e Nos 1° e 3° quadrantes, como o ponto T estd acima
do ponto A, a tangente € positiva; equivalentemente,
f \ nos 2° e 4° quadrantes, a tangente € negativa.

> e A func¢do € mondtona crescente, isto €, cresce em
X L.
t j todo o seu dominio.

e Como, a partir de 7, a tangente se repete, a fungado é
periddica de periodo .

~
,
o

periodo &



e Podemos notar que a funcio tangente € uma fun¢do impar, isto € tg(-x)=-tg(x) (seu
gréafico € simétrico em relacao a origem).

Observacao

O periodo de fungdes da forma
y=a+ btg(mx+n)
com b #0em =0 ¢ dado por:

Relacao fundamental II:

Seja um arco de x rad com extremidade X. Observando a figura, temos:

OX’ = cosx
fsenos  /tangentes X’'¥ = sen x
" il AT = tgx
A" S OX = I (raio)
/' senx _\ e b r ~ =
ol dxm o Os tridngulos retAngulos OX'X e OAT sio semelhantes, pois
— 1d — ~ . .
cosxX' A cossenos possuem um angulo agudo comum. Assim, podemos escrever:
1 N % Ccos X sen x
K gieEENy _
: OA AT 1 tg x
7 sen x
= fgx =
cOs X

; T
ilida para Vx € R |x # o krn, k €. %

Essa relacdo, de grande importancia, serd utilizada para obtencdo de alguns valores de
tangentes de arcos que aparecem com freqii€ncia.

Angulos notaveis

Razio Angulo 30° 45° 60°
sen 1/2 213 J3/2
cos V3 /2 213 1/2
tg J3/3 I /5

Reducio ao 1°quadrante

Dado um arco com extremidade o no 1° quadrante, existem trés outros, cada um
com extremidade num dos outros quadrantes, que tém, com exce¢do do sinal, o mesmo

10



seno e o mesmo cosseno do arco a. Por exemplo, os arcos de 30°, 150°, 210° e 330° tém,

com excecdo do sinal, 0s mesmos senos e cossenos.

1

sen 150° = sen30° = ——

2

i

sen 210° = -sen 30°

sen 330° = -sen 30°

1

=

L
2

c0s150° = -cos30° = - _—“7
cos 210° = -cos 30° = -Ts -
V3

c0s 330° = cos 30° = —

Para reduzir um arco x qualquer pertencente ao 2°, 3° ou 4° quadrantes, a um
correspondente arco no primeiro quadrante, com o mesmo valor da razdo trigonométrica

(em modulo), procede-se:

1) Localize o quadrante em que estd o arco a ser reduzido.
2) Verifique o sinal da razdo trigonométrica no referido quadrante.
3) Facareducdo do arco conforme abaixo

2° = quanto falta para 180°

3° = quanto passa de 180°

4° = quanto falta para 360°

Exemplos:

VZBV
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Valores de sen0 e cos0:

Para definicao dessa fungdo serd acoplado ao ciclo
trigonométrico um 4°eixo orientado, tangenciando o ciclo
cotangentes 1O ponto B, que é extremidade do arco de /2 rad.
Unindo o centro O a extremidade X do arco de x
5 rad e prolongando-se esse raio, ele interceptard o eixo das
cotangentes no ponto D.
Por defini¢do, a medida algébrica do segmento

BDéa cotangente do arco de x rad.
A orientacdo do eixo das cotangentes € para
direita, sendo B sua origem e, no caso, com x no 1° quadrante, temos cotg x=BD>0.

Dominio: Quando x € elemento do conjunto {0, tr, * 27[,...}, ndo existe o ponto

D e ndo se define, entdo, cotg ki, ke Z. Portanto, o dominio da fung¢do y=cotgx é:
D(f)= {xeIR/x#kx ,keZ }.

Imagem: IR , o que significa que essa func¢do nao € limitada.

Relacio fundamental:

Seja x um arco do 1¢ quadrante, com extremidade
P, como mostra a figura ao lado. Unindo O a P e B
prolongando esse raio até que ele intercepte o eixo - I
das cotangentes, obtemos o ponto D.

Temos, entdo:

" cotangentes

OP, = sen x COSSEnos
P,P = cosx

OB = 1 (raio)

BD = cotg x

12



Podemos observar que os tridfngulos OP,P e OBD sdo semelhantes:

AOP,P ~ AOBD =

= cotg X =

OP,
OB

P,P
BD

Cos X

sén X

sen X

COos X

cotg x

Generalizando essa expressao para os demais quadrantes, temos:

cotgx= cosx vdlida Vx#kx, ke Z.
sen x
4.4.1 Tabela de valores:
X 0 /6 /4 /3 /2 i 3n/2 21
) (30°)  [(45% |(60° |(90° ) )
cotgx A NE) 1 NE) /3 0 A 0 4

Repare que de /2 a 0, a cotangente vai crescendo até ficar paralela ao eixo das
cotangentes, o0 mesmo acontecendo de 37/2 a T (no sentido horério); /2 a T, assim como
de 3m/2 a 27, a cotangente € sempre negativa e vai ficando cada vez menor, até a reta ficar
paralela ao eixo das cotangentes também.

4.4.2 Propriedades:

1.

2.
3.

Os sinais da cotangente sdo os mesmos da tangente, porém a fung¢do y=cotgx é
decrescente nos quatro quadrantes.

como, a partir de T, a cotangente se repete, a funcao é periddica de periodo .

a funcao cotangente € uma fun¢do impar, isto €, cotg(-x)=-cotgx (seu grafico é
simétrico em relac@o a origem).

4.4.3 Grafico: chamado cotangentéide
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4.5 Funcao secante

Asenos
\Vf:

f X
ol \A‘/‘\S CoSSencs

secx / (seca:e :
\‘“

Seja x um arco do 1° quadrante e de extremidade
X. A reta tangente ao ciclo, tracada pelo ponto X,
intercepta o eixo dos cossenos no ponto S. Por
defini¢cdo, a medida algébrica do segmento OS ¢ a
secante do arco X.

No caso, temos secx= OS>0, pois o eixo das
secantes (e € claro, sua orientacio) coincide com o €ixo

dos cossenos; além disso, temos secx=0S>1, pois o ponto S € externo ao ciclo.

Quando x=2km, os pontos S e A coincidem (t//eixo dos senos) e OA=sec 2k =1, k
€ Z; se, por outro lado, x=(2k+1) 7. Os pontos S e A’coincidem, e O A’ = sec(2k+1) =-1

keZ.

. T - .
No caso de x assumir um valor da forma E+k7t, k € Z, ndo existe o ponto S e,

- P /1
consequentemente, nao estd definida sec(5+k7t), ke Z.

SGHOS

A‘

\\ "

COSSenos

@k + 1) = K'/ ok (secantes

Dominio de f(x)=sec x: D(f)={ x € IR/ x¢%+kn, ke Z}.

O conjunto imagem da fung¢do f(x)=sec x: Im(f)=IR-]-1,1[, pois o ponto S, quando

existe, ndo pode ser, em hipétese alguma, interno ao ciclo.

Relacio fundamental:

Tragando por P — extremidade do arco x — a tangente ao
ciclo, obtemos no eixo das secantes o ponto S. Projetando o
ponto P sobre 0 mesmo eixo, obtemos o ponto P,.

Temos, entdo:
0S

OP,

oP

I

Inn

Cossents

sec X (secani=s

COS X
1 (raio)

14



Podemos observar que os tridngulos OSP e OPP, sdo semelhantes:

0s oP sec X 1
AOSP ~ AOPP, = ——-= op, = 1  cosx
1
— Sec X =
cos X

Generalizando essa expressiio para os demais quadrantes, temos a relacio fundamental IV

1

COS X

Sec X =

, vilida para Vx # % + kn, ke ”Z

4.5.1 Tabela de valores

X 0 /6 /4 /3 /2 T 37m/2 21
(30 (45°) (60°) (90°
sec X 2.3 /3 1 2 ﬂ -1 A 1

Repare que, de 0 a 1/2, a secante vai crescendo até a reta ficar paralela ao eixo dos
cossenos, o mesmo acontecendo de 0 a -m/2 (no sentido horério); de ® a /2 (no sentido
horério); assim como de 7 a 37/2, a secante é sempre negativa e vai se tornando cada vez
menor, até a reta ficar paralela ao eixo dos cossenos também.

4.5.2 Propriedades:
1. Periodicidade: 27
2. A funcdo secante é uma funcdo par, isto é, sec(-x)=sec(x) (seu grafico é

simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas).

4.5.3 Grafico: chamado secantdide

15



4.6 Funcao cossecante

T(Sczgosfécames) Da mesma forma que a reta tangente ao ciclo,

n tracada pelo ponto X, intercepta o eixo dos cossenos no
ponto S, ela intercepta também o eixo dos senos, feita no
ponto C.

Por defini¢do, a medida algébrica do segmento
S CDSS&EHOS .,
secaniesy OC € a cossecante do arco X. no caso, temos

cossecx=0C>0, pois o eixo das cossecantes € o proprio
eixo dos senos; além disso, cossecx=0C>1, pois C é
externo ao ciclo.

Acossecantes
Se x assume algum dos valores /2 + 2km, o ponto C

coincide com B (t//eixo dos cossenos) e OB=cossec(n/2 + 2km)
=1,keZ.

Por outro lado, se x assume algum dos valores 37/2 + 2k,
o ponto C coincide com B’ (" // eixo dos cossenos) e
OB’=cossec(31/2 + 2km)=-1,k € Z.

Somente nos casos em que x=km, k € Z, ndo existe o
ponto C e, consequentemente, nao esta definida cossec km, k € Z.

Dominio da fungdo f(x)=cossec x : D(f)={ x € IR/ x#km, ke Z }

Conjunto imagem da fun¢do f(x)=cossec x: Im(f)=IR - ]-1,1[, pois o ponto C,
quando existe, ndo pode ser interno ao ciclo.
Relacdo fundamental:

A tangente ao ciclo, tracada por P, intercepta o eixo das cossecantes
no ponto C, e a projeciio de P sobre o mesmo eixo é P,.
Temos, entdo:

OC = cossec x
OP, = sen x
OP = 1 (raio)

Podemos observar que os tridngulos OCP e OPP, sdo semelhantes:

P —
AOCP ~ AOPP, = ocC _ O _ cossecx 1 _
) OP OP, 1 semn X

1
sen X
Generalizando essa expressio para os demais quadrantes, temos a relacdo fundamental V:

= COSSeCX =

cossec X = , vilidaparaVx # km, k € Z

Sen x

16



4.6.1 Tabela de valores

X 0 /6 /4 /3 /2 3n/2 21
(30 (45°) (60°) (90°
cossecx| A 2 1 2\/5/3 1 -1 EV
4.6.2 Propriedades:

1.

Periodicidade: 27

2. A funcdo cossecante ¢ uma funcdo impar, isto é, cossec(-x)=-cossec(x) (seu
grafico € simétrico em relacao a origem).

4.6.3 Grafico: chamado cossecantdide

Resumo das relacoes fundamentais:

1Y)

2)

3)

4)

5)

6)

sen’x+cos” x =1, vdlida Vx € IR

T
te x=-X ValidaVx # 2+ km,ke Z
COS X 2

cos 1
cotg x="2X = 1 dlidaVx # kx,k e Z.
senx  tgx

vdlidaVx+Z+kr.ke Z.

SeC X=
COS X

COSSEC X= wvalidaVx 2 krx, ke Z.

sen x

se02x=1+tg2x,vcilidan¢%+k7z‘,ke z
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7) cossec’x =1+cot g x,vdlida Vx#km,keZ
8) sen (-x)=-sen (x)
9) cos(-x)=cos(x)

10) tg (-x) = -tg(x)

11) sen [z—xJ =CosXx
2
12) cos (%—xj =senx

13) tg(%— xj = cot gx
Operacoes com arcos

ADICAO DE ARCOS

sen(a+b)=sena-cosbh+senb-cosa
cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb

t tgb
tg(a+b)= =S
l-tga-tgh

SUBTRACAO DE ARCOS

sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa
cos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb

fo T = tea—tgh
l+tga-tgh

DUPLICACAO DE ARCOS

sen 2a =2sen a - cos a
cos 2a = cos’a — sen’a
2tea
tg 2(1 = _gq_
l1-tg”a



Observacao

A partir da relagdo fundamental e do co-seno do arco duplo, obtém-se:

cos2a=1-2sen’a
ou
5
cos2a=2cos a—1

FORMULAS DE FATORACAO

senp+senq=2-sen (p;q) - COS (p—qJ

2

senp-senqg=2-sen [p—q] - COS [p+q]
2 2

005p+cosq:2-cos[p+q cos(p_q
2 2

P—q P+q

cospcosq=—2-sen( 5 ]-sen[ ) ]

Férmula do produto
1

Sen X cos y = E[sen(x + y)+sen(x—y)]
1

COS X COS y = E[cos(x + y)+cos(x—y)]

sen X sen y= %[cos(x —y)—cos(x+ y)]
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