Limites
Nocio intuitiva

Consideremos a fun¢do f(x)=2x+1 e vamos analisar o seu comportamento quando a
varidavel x se aproxima cada vez mais de 1.

1°) x tende a 1, assumindo valores inferiores a 1.

X 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,99 0,999 10,9999

f(x) 2,2 2,4 2,6 2,8 2,9 2,98 2,998 12,9998

2) x tende a 1, assumindo valores superiores a 1.

X 1,4 1,3 1,2 1,1 1,05 1,01 1,001 |1,0001

f(x) 3,8 3,6 34 3,2 3,1 3,02 3,002 |3,0002

Grafico:

lim _,, f(x)=3

Verificamos que quando x estd préximo de 1, os valores correspondentes de f(x) estdo
proximos da constante 3. Temos ainda que f(x) pode assumir valores cuja diferenca para a
constante 3 € arbitrariamente pequena tomando-se, para isso, valores de x que estejam
suficientemente proximos de 1, mas ndo iguais a 1. Entdo dizemos que f(x) tende ao limite
3 quando x tende a 1.

Definicao: se a fungao f(x) tende a uma constante L. quando x tende a p, qualquer que seja a
maneira pela qual ela se aproxime sem, todavia, assumir o valor p, diz-se que L € o limite

de f(x) quando x tende a p. Isto € indicado pela notacao:

lim,_, f(x)=L ouf(x)—> L quandox— p




Yi

w ¥

Quando x tende a p, f (x) tende

aL: lim f(x)=1L
)C---)p

O conceito de limite de fun¢des tem grande utilidade na determinagdo do comportamento
de fungdes nas vizinhangas de um ponto fora do dominio, no comportamento de fungdes
quando x aumenta muito(tende para infinito) ou diminui muito (tende para menos infinito).
Conceitos do tipo limite sdo utilizados frequentemente na conversagao e no pensamento
nao-matematico. Por exemplo, a produtividade méxima tedrica de uma méquina ou fabrica
¢ um limite, o desempenho ideal (ou limitante) que nunca € atingido na prética, mas que
pode ser aproximado arbitrariamente.)

Obs:

1) O que interessa para o cdlculo do limite ndo é o valor que a fun¢io tem no ponto,
mas sim de onde ela se aproxima.

2x+1 se x=#1
Ex: fx)= 5 se x=1

f(1)=5

3 y.
/ lim_,, f(x)=3

Vemos assim que o valor do limite € diferente do valor da fung¢do no ponto.



2%) Se duas fungdes f(x) e g(x) sdo sempre iguais, exceto para x=a, entdo elas tem o
mesmo comportamento para o cdlculo do limite no ponto a.

2x2—x—1:(2x+1)(x—1)

Ex1: f(x)=
®) x—1 x—1

=2x+1 D=R-{1}

g(x)= 2x+1 D=R
A

g(x) / f(x)

v

v

71

Nao existe f(1).
lim_,, f(x)=3
Vemos assim que, embora a fungdo ndo exista no ponto 1, ela tem limite nesse ponto.

2
X

Ex2: f(x)=x D=R g(x)=— D=R-{0}
X
g

A A

v
v

lim_,, g(x)=0

3% ) Pode ocorrer que uma fungéo exista no ponto, mas nao tenha limite nesse
ponto.

x? se x<2
xX+5 se x>2

Ex.: f(X):{

104

@

f(2)=4
;limx—ﬂ f(-x)

=




Vemos assim que, embora a fun¢do exista no ponto 2, ela ndo tem limites nesse
ponto.

Limites laterais

Consideremos a fung¢do f(x) do exemplo anterior.

lim f(x) Limite a esquerda ou limite da fungdo f(x) quando x tende a 2 pela esquerda.

x—27

limx_ﬂ_ f(x)=4 (limite a esquerda)
lim . f(x) Limite a direita ou limite da fun¢@o f(x) quando x tende a 2 pela direita

limx_)2+ f(x)=7

Para que uma fun¢do tenha limite num ponto, os dois limites laterais devem existir e serem
iguais.

Exercicios:

1) Para cada uma das funcdes abaixo, esboce seu grafico e, utilizando a idéia
intuitiva de limite, calcule:

limx_m_ f(x) lim . f(x) limx_m f(x)

a) f(x)=x3,a=2
b) f(x)=3x+1, a=3

2x+1, se x#3
c) f(x)= a=3

8 se x=3

x2, se x20
d) f(x)= { a=0

—-x se x<0

2x, se x2>2
e) f(x)= a=

7T se x<?2



2) Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule:

— 2
4 b) hmHO X2+ x
xX— X

a) lim c)lim senx
Riad x>

2 0

Limite e continuidade
Continuidade de uma funcao

Intuitivamente, a idéia de funcao continua decorre da andlise de seu grafico. Quando o
grifico de uma fungao nao apresenta interrupcdes (isto €, uma curva que pode ser tracada
sem se tirar o l4pis do papel), dizemos que ela é continua. Se houver algum ponto em que
ocorre a interrup¢do, dizemos que esse € um ponto de descontinuidade. A defini¢do
matematica de continuidade envolve propriedades de limites).

Pode ocorrer que uma fun¢do tenha limite num ponto, exista neste ponto e estes valores
sejam iguais. Dizemos entdo que a fun¢ao € continua no ponto.

Ex: f(x)= 2x+1

A

f(1)=3
lim,_, f(x)=3 =1f(1)

v

/
1
funcdo continua

Logo, dizemos que uma funcao f(x) € continua no ponto x=a se € somente se

Vemos assim que para uma fun¢ao ser continua no ponto devem ser satisfeitas 3 condigoes:

1) A funcdo deve existir no ponto, isto €, 3 f(a);

2) A funcdo deve ter limite no ponto, isto é, 3 lim _,, f(x).

3) Estes valores devem ser iguais.

lim _, f(x) = f(a)

Se alguma das 3 condi¢des nao se verificar, dizemos que a funcao € descontinua no
ponto.

Exemplos de fungdes continuas em R



1) Fungao constante f(x)=k, ke R

2) fx)=a,x"+a,x""+.a, ,x +a,,
3) f(x)=IxI

4) f(x)=a".Logo,e”.

5) f(x)=sen(ax)

6) f(x)=cos(ax)

7) f(x)=log, x (x>0)

Propriedades

Se f(x) e g(x) sdo continuas para x=a, entdo também sdo continuas para x=a.

) fx+e()
2) f(x)-2(x)
3) f(x).2(x)
5 IO

g(x)’

g(a)#0

Exemplos de func¢des continuas:

1) h(x)=x *+sen 4x
2) h(x)=x"-21x]

3) h(x)=2"cos5x

5+sen3x
Hh(x)=—7—
x“+1

Exercicios:

1) Calcule os limites:

a) lim_ x*-1 B lim,_, 3x+1
b) lim_ x3-1 s
o tim 1 g) l?mx_)0 COS X
=3 4o h) lim _  senx
d) lim_ e* D lim x2-3x+4
-x 2T+ x4+ a2

e) lim_ e



2) Determine se a fun¢do € continua no ponto x dado.

X2, se x=>2 2x—1, se x<3

a) F(x)={ x=2 c) F(x)={ x=3

x+1 se x<?2 3x—4 se x>3

3x+1, se x#1 0, se x<0
b) F(x)= x=1 d) Fx)= x=0
0 se x=1 x se x>0

3) Determine L para que a fungio dada seja continua no ponto dado. Justifique.

(.3
x° —8
c F 2
af={%_2 77 emp=2
| L se x =2
(Vx =43
—_—— s *3
by fy =3 r-3 = ° em p =3
L se x =23

Limites quando a variavel tende ao infinito (Limites no infinito) e Limites infinitos

Quando a variavel x assume valores cada vez maiores dizemos que ela tende a mais infinito
e indicamos x — 4o . Analogamente, quando a varidvel x assume valores cada vez menores
dizemos que ela tende a menos infinito e indicamos por X — —oo . Podemos ter os seguintes
casos de limite envolvendo infinito.

) lim_ . f(x)=+4oo
2) lim_,  f(x)=—oc0
3)lim_,, f(x)=b
4) lim _,  f(x)=+oo
S5)lm_, _ f(x)=-—0c0
6) lim _, _ f(x)=>b
7) lim _,, f(x) =400
8) lim _, f(x)=-oc0

Ex.: 1) f(x)=x"
lim ., f(x)=+c (1°caso)
lim __ _ f(x) =40 (4°. caso)



Ex. 2) f(x)-x+2

lim ., f(x)=—c (2° caso)
lim _, _ f(x)=4c (4°. caso)

Ex.3) f(x)=x"

lim_ _ f(x)=—c (5° caso)

lim ., f(x)=4c (1° caso)

1 X
Ex.4) f(x)= [Ej
D=R
Im=R-{0}

lim ., f(x)=0 (3° caso)
lim _, _ f(x) =4 (4° caso)

Ex.5) f(x)=3"

lim_, _ f(x)=0 (6°.caso)

lim ., f(x)=4c (1° caso)

Ex.6) f(x)=i2
X

D=R-{0)}
;( £(0)

lim ., _ f(x)=0 (6°. caso)
lim ., f(x)=0 (3° caso)
lim _ _ f(x)=+e (7° caso)

lim . f(x)=+co (7°. caso)

} lim | f(x) =0



Ex.7) f(x)=- Lz
X

lim _ f(x)=—oo(8". caso) } lim _, f(x)=—oo

lim . f(x)=-c (8 caso)

Ex.8) f(x)= l
X

D=R

;( £(0)

lm_  f(x)=—o0
lim . f(x)=+eo /ﬂ lim _ f(x)

OBS:

1. quando se afirma que um limite existe, deve ser entendido por isto , que o limite existe e
¢ finito. Possivel confusdo surge quando, por exemplo, se escreve a expressao

lim ,, A =co. Entretanto, isto ndo significa que A tende a um nimero designado por oo,
mas apenas que A torna-se arbitrariamente grande, a medida que x tende para a.

2. oo ndo é numero! (e ndo deve ser considerado como tal, ainda que, por conviniéncia, seja

usado da forma que um niimero seria usado, em algumas expressoes.)

Exercicios:

Calcule os limites

1) lim _ Ixl

2) lim _ f(x) se

1 X
f(x)= (gj se x<0

senx se x>0

3) lim _ Il
x
4) lim__ . log, x

5) lim_,, log, x

6) lim __,log, x

7) lim  1gx
X—)E

x> =9
P x=-3

8) lim _

9) im_,, f(x), se

—x+1 se x<l1

fX)=110g, x se x>1

3



1\ 12) lim _  senx
10) lim (Ej !

11) lim _  log,x

OBS:
1) Funcio constante: lim ., k =k
2) Nenhuma funcao trigonométrica tem limite quando a varidvel tende ao infinito.

Propriedades dos limites

Se lim ., f(x)=belim_,, g(x)=c (bec finitos) temos:

1°) lim__ [f(x)x g(x)]=lim_,, f(x)xlim_,, g(x)=btc
Limite de uma soma € igual a soma dos limites
2°) lim_ [f(x).g(x)]=lim__, f(x).lim__ g(x)=b.c

Limite de um produto € igual ao produto dos limites

f(x)} _lim, F0O b )

3°) lim__, -
g(x)| lim_ g(x) ¢

Limite do quociente € igual ao quociente dos limites
4°) lim [ £(0)]* =[lim__,, f(x)]"™** =5 (b>0)

5°) lim _, log, f(x)=log, lim _, f(x)
Limite do logaritmo € igual ao logaritmo do limite

Exemplos:
1) lim
2) lim_,3"2lxl=lim_, 3 "-lim_, 2IxI=3-2=1

z N2 72

3) lim x.senx)=lim x. lim senx=—.—=
) x—)ﬂ ( ) x—)ﬂ x—)ﬂ 4 2 8

4 4 4

(x*+cosx) =lim _  x*+lim__, cos x =0+1=1

x*=1_lim_,x*-1_3
42 lim,x*+2 10
5) lim _,(x+4)* =[lim _,(x+4)]" " =4° =1

6) lim _,log,(x* —1)=log, lim _ (x> —1)=1log,8 =3

4) lim

x—0



Casos especiais:

lim ., f(x) lim ., g(x) lim__ [f(x)+ g(x)]
b +o0 400
b -0 -0
+o0 +o0 +o0
+00 -o0 Indeterminados
-00 +oo
lim ,, f(x) lim _, g(x) lim,_, [f(x).g(x)]
b>0 +oo +oo
b<0 +oo -0o
b>0 -co )
b<0 00 +o0
+o0 +o0 +o0
0 +o0 indeterminado
O -0
lim , f(x) lim , g(x) lim { f® }
g(x)
b +00 0
b 00 0
b0 0 +o0
-0 C idem
0 0 Indeterminado
+00 +o0 Indeterminado
+oo —c0 Indeterminado
-0 +o0 Indeterminado
-0 -o0 Indeterminado

X—>+o0

Ex: lim (x.log , x)=

2




1) Se f(x)=x e g(x)=3-x. Calcule:

a) lim X—>+oo f(X) =
b)lim . g(x)=
C) lim x—>+oo[f(x) + g(x)] =

O limite esta inicialmente indeterminado
(nenhum limite é indeterminado. O limite esta inicialmente indeterminado.)

lim ., [f(x)+gx)]=lm __  [x+3-x]=lim 3=3

X—>+o0

Calcule:

. COS X
1) lim,_,——=
X

. cosx
2) lm _,,——




Casos de indeterminacio

1) oo-c0

2) 0 x o0
0

3) —
'

4=

5)0°

6) oo’
1

Calcule os limites
x*—4 x—1

H lim ,———— 7 lim, _,——
Y X3
2) lim ﬂxtgx 8) lim w
e T +2)(t-3)
3) lim ., (3".logx) 3 _
) s 9) lim,_,>~ 8
4) lim_,~ =% x=2
=2 . x3—2x2-4x+8
x-2 10) lim,_,=—=—
. x +1 x" —8x2+16
5) lim, ,—~~————
x°—4x+3
3
6) lim_ 1
x2—1

Limite de funcio racional quando x tende ao infinito

Funcao racional € aquela formada pelo quociente de dois polindmios.

O limite nos extremos de uma funcao polinomial € igual ao limite de seu termo de
maior expoente, pois, colocando-se esse termo em evidéncia, todos os outros termos
tendem a zero. Isso pode ser constatado no seguinte exemplo:

lim __2x° +4x2-5x+9= x3(2+f—i+2j =lim_,_2x3=c0=
x x2 X3

m m-1
hm aox +31X +...+am_1X+am _f
oo

x—teo

x m m-1 -
b,x" +bx™ +..+b_,x+b



a
x“‘(a0+ L ““+“‘j

m—1 m

lim AR

e n bl 2 bn—l bn

X' b+ —F+S

X X X X
m
. a,x
=hmx—>ioo n
oX

Para calcular o limite de uma fung¢ao racional quando a varidvel tende a infinito, basta
calcular o limite do quociente dos termos de mais alto grau do numerador e
denominador.

Ex:
2x° =3x* +7x = x+12

1) lim
) Ox° +13x° +x2 +x—1

X—>+o0

3x® +2x7 =5x* +x* =7
x—>+oo4 1

2) lim
) =+ x¥=2x" +x* +13

—5x" +2x° =57 +4x* —x+12

3) lim
) T 2xt +3x = 5x? +19x—1

Limites fundamentais

senx

) lim_, 1
X

2) tim_, S
X

Exercicio: Calcule os limites:

2 lim_, sen9x d) tim,, senx—x
X X
4
b) lim St &) lim _, "8
3x X
o lim_, senl0x

sen’lx



Limite de sequéncia

Sequéncia ou sucessdo ¢ uma funcdo em que a variavel pertence ao conjunto dos nimeros
naturais, pode ser finita ou infinita. Indica-se por (a, ) onde a, é chamado termo geral da

sequéncia.

Ex:
1) f{(n)=2n-1,ne N->1,3,5,7,...
2) f(n)=1/n,ne N->1,1/2,1/3,1/4,...
3) f(n)=(n+1)n,ne N->2,3/2,4/3,5/4, ...

4) f(n)=(%],n e N->1,1/42,1/43, ...
.

Gréficos:
(formados por pontos isolados)

1) A 2) A 3) A

v
v
v

f(n)=2n-1 f(n)=1/n f(n)=(n+1)/n

(s6 tem sentido se for calcular limite da sequéncia tendendo ao infinito, quando tende a um
numero, nao faz sentido!)

Convergéncia de Sucessoes

Dizemos que uma sucessao converge para um ndmero fixo se, a medida que n aumenta, o
valor de f(n) se aproxima desse valor fixo.

1) Ex: f(n) =1/n converge para O. lim, (l) =0
n

Se a medida que n aumenta, os valores de f(n) ndo convergem para nenhum valor fixo.
Dizemos que tal sequéncia diverge.

Entre as sucessoes divergentes, existem aquelas que em que a medida que n aumenta, os
valores de f(n) conseguem superar qualquer valor fixado; dizemos que essas sucessoes
divergem para mais infinito.

Ex.: f(n)=2n-1 lim,k, (2n—1)=+oo

n—o0



Pode ocorrer que a medida que n aumenta, os valores de f(n) conseguem ficar abaixo de
qualquer valor fixo, por menor que ele seja; dizemos que essas sucessdes divergem para
menos infinito.

Ex: f(n)= - 2n-1) > (-1,-3,-5,-7,...) lim __—(2n—1)=—oo

n—oo

Existem sucessdes que nao divergem nem para mais nem para menos infinito.
Ex.: f(n)=(-1)".n ->(-1,2,-3,4,-5,...)

OBS:

1. Nao se calcula limite da sequéncia através de grafico, mas somente analisando o
termo geral.

2. Quando o limite da sequéncia € infinito, a sequéncia € divergente e quando o limite
da sequéncia € finito, a sequéncia é convergente.

j (inicialmente indeterminado)
n

3) limn_m(n-l_l

4) lim 1+1 )"

e

A sequéncia cujo termo geral é a, = (1 + —j ¢ chamada de sequéncia de Euler.
n

lim, . n
{limn_m (1 + lﬂ =1" (indeterminado)
n

1
n=1 -> a1:(1+3 =2'=2

2
n=2 -> a2=(1+%j =% =2,250



3 3
n=3 >a,=[ 141 ] =[2) =% 2370
3) \3) 27

4 4
hed >, = 1+% =Gj SNy

5 5
n=5->a,= 1+%) =(gj _TT76 _ 5 488

6 6
n=6->a = (1+lj = (Zj _17689 5 551
6 6) 46656

Outros valores:

n n

)

n

10 2,593742
20 2,653298
50 2,691588
100 2,704814
500 2,715569
1000 2,716924
5.000 2,718010
50.000 2,718255
100.000 2,718268
1.000.000 2,718280

O limite da sequéncia de Euler € um niimero irracional compreendido entre 2 e 3 designado
pela letra e (nimero de Euler). Um valor aproximado deste nimero € e=2,718281828459.

lim, (1 + lj =e
n

Um ndmero préximo ao nimero e foi usado como base de um sistema de logaritmos pelo
matematico escoc€s John Napier (ou Neper) e ficou conhecido como sistema de logaritmo
neperiano.

Simbolos: log , N, InN.




Outros limites iguais a €.

lim . (1 + lj =e
X

lim (1 + lj =e
X

lim _ ,(1+ x)i =e

Em geral: ke R-{0}

lim (1 + 5) = et
X

lim (1 + kj =e*
pt

1
lim,_,(1+kx)* =e"
Exercicio

Calcule:

a) lim__ |1+— j

b) lim I+—

X—>+oo

&
-
|

W=

1+

S S

d) lim

X—>+oo



Aplicacao: Juros capitalizados continuamente

Consideremos um capital de $1.000,00 aplicado a juros compostos a taxa de 12% ao
ano pelo prazo de dois anos.

e Se os juros forem capitalizados anualmente, o montante sera

M=1.000(1+0,12)*=1.254,40

e Se os juros forem capitalizados semestralmente a uma taxa semestral
proporcional a 12% ao ano, a taxa semestral serd de 12%/2=6% ao semestre € 0
montante sera:

M=1.000(1+0,06) *=1.262,48

® Se os juros forem capitalizados mensalmente a uma taxa mensal proporcional a
12% ao ano, a taxa mensal serd de 12%/12=1% ao més, e 0 montante sera:

M=1.000(1+0,01) **=1.269,73

e Se os juros forem capitalizados a uma taxa didria proporcional a 12% ao ano, a
taxa diaria (considerando um ano de 360 dias) serd de 12%/360 ao dia, e o
montante sera:

M=1.000(1+0,12/360) "*=1.271,20

Cada vez que diminui o prazo de capitalizacdo, o nimero de capitalizac¢des (k) em
um ano aumenta de modo que a taxa proporcional a 12% ao ano nesse periodo de
capitalizacdo € igual a 12%/k e o prazo de aplicacdo de 2 anos expresso de acordo
com o prazo de capitalizacao vale 2k. Consequentemente, o montante é dado por:

o,12j2k
k

M=1.000 (1 +

Dizemos que o capital € capitalizado continuamente, quando o montante M € dado
por:

2k
M=lim, 1.000(1 + O’MJ :

Para calcularmos tal limite, podemos chamar 0,12/k de 1/x e consequentemente sera
igual a k/0,12. Quando k tende a infinito, x também tende, de modo que o limite
acima pode ser expresso por:

1 2.(0,12).x 1 X 2.(0,12)
M=lim, ,_ 1.000(1 + —) = IOOO{lime (1 + —] :l — 1000212
X X

=1.271,25, pois a expressao entre colchetes € o limite exponencial fundamental.
De um modo geral, se um capital C é capitalizado continuamente a uma taxa
proporcional a uma taxa i anual, pelo prazo de n anos, o montante é dado por:

M=C.e'".



