Outras funcdes: Fun¢do composta. Fungdo injetora, sobrejetora e bijetora. Funcao inversa e
Funcao simétrica.

Func¢ao composta

Sejam f e g duas fungdes tais que Imf < D,. A funcdo dada por

y=g(f(x)), x € Dy,
denomina-se funcdo composta de g e f. E usual a notacdo gof para indicar a composta de g
ef.

OBS:
1. A expressao (gof)(x)=g(f(x)) se 1&: “g composta com .
2. Em geral, gof#fog, isto é, a composi¢do de fungdes ndo é comutativa.
3. O dominio de gof € o conjunto de todos os valores de x no dominio de f tais que f(x)
estd no dominio de g. Em outras palavras, (gof)(x) estd definida sempre que tanto
f(x) quanto g(f(x)) estiverem definidas.

Exemplos:
1. Sejam f(x)=2x-3 e g(x)=x2+4. Determine:

a) gof(x) b) fog(x)

2. Sejam f(x):x2 e g(x):x/; . Determine:

a) gof(x) b) fog(x)

Exercicios

1) (PUC) Considere a fungdo f(x) = g LK), Entre os pares de fungdes h ¢ :
abaixo, aquele que satisfaz f =hog & -

AhE) = X  gx)=senx
(B)h(x) = eSen X g(x) =2

(CO) h(x) =e%eNX  o(x) = senx
(D) h(x) = sen?x gx)=eX

(E) nenhuma das respostas acima.



2) Sejamf : AcCR — g)cReg ¢ e R -3 E())CR.Determine
X B X)=y1 x S e
dominio, a imagem e a expressao que representa (fog) (x) e (8of) (x):

a) f(x)=-2x+1 ¢ g(x)=4x-2.
b) f(x):§+1 e g(x)=x-4.

) fx)=x e g(x)=x"-1

Exercicios propostos:

1
1 (PUC) Para f(x) = = e g(x) = 1 — x temos que gofogof(x) é

(A) gof(x) (B) fog(x) (©) f(x)
(D) g(x) (B) fof(x)

2) Sejamf : ACR — BcReg : CcR — DcR. Determine

f(x)=y = s(x)=y2

dominio, a imagem e a expressdo que representa (fog) (x) e (8°f) (x):
a) f(x)=|x+3]-3e g(x):%‘
b) f(x)=vxeg(x)=x*~4
C) f(x)=x+4eg(x)=x-1
3) Sejam as fungbes reais f e g, definidas por f(x) = x2-x-2 e glx) =1-2x

Pede-se:

a) obter as leis que definem fOg e gOf

b) calcular (fOg)(-2) e (gOf){-2) '
c) determinar os valores do dominio da fun¢do fOg que produzem imagem 10-

+
4) Sejam as fungdes f(x) = :E — L

definida para todo x reale x#2 e glx) = 2x+3

definida para todo x real. Pedem-se:
a) o dominio e a lei que define fOg
b) o dominio e a lei que define gOf.

5) Sejam as fungdes reais fix} =1 - x, glx) = x2 - x+2 e h(x) = 2x + 3. Obter
a lei que define hO{gOf).

) Sejam as fungBes definidas por f(x) = \G e gix} = x2 - 3x - 4, Determinar
os dominios das fungdes fOg e gOf.

Respostas:
1) B
2) a)
f(x)=|x+3|-3 e g( ):3
(fﬂg)(x)=f(g(x>):f(g)= e




b)

3)

4)

5)

6)

D(fog)=R e Im(fog) :[_3;+°°), pois

(gof

=0

S8
2

x+3|-3
|

)(x)=g(f(x))=g( [x+3-3 -

D(gef)=R elm(gof)=|:—§)+°°], pois |x+ 3|20

f(x)=+vx e g(x)=x"-4.
(fog) (X)~£(g ) ~£(x* —4) 4

D(fog) é formado pelos valores de x que satisfazem a inequagcio

x* =420,
Como foi visto no capitulo anterior, x* —4 >0 quando x <2 ou x=2.

Daf, D(fog) = (—o0; —2]W[2; +2) e Im(fog)=
(gof) (x):g(f(x)):g(&)z(x/;)z —4=x-4;x20

D(gof)=R, e Im(gof) =[-4;+).

f(x

(fog) () =f(g(x))=
D(fog)=R e lm(fog)=R
(gof) (%) =g(£(x)) =

(

J=x+4deg(x)=x-1
f(x—1)=(x-1)+4=x+3

g(x+4)=(x+4)-1=x+3

D(gof) R eIm gof)

al (fOg) (x)} = 4x2 - 2x - 2
{gOf) {x) = B + 2x - 2x2
b) (fOg) (-2) = 18, (gOf) (-2) =- 7

3
) =2 i
(8 X ou X 2
a) Difog) =IR - {-%}
2x + 4
toml ) =5y

b) Digof) =R - {2}

{

bx - 4

gof) (x) = =

lholagof ](x) = 2x2 - 2x + 7

a)

b)

(foglx) = flglx}) = Vglx) =V x2 - 3x - 4,

Para gue exista (fOg)ix) € IR, devemos ter x? - 3x - 4 >0,

ou x =>4, Entdo

Difog) = XxER | x<-1 ou x= 4}

(@Of)(x) = g(f(x)} = [gix)]2 - 3 - glx) = 4 = |x| - 3Vx - 4.
Para que exista (gOf){x) € IR, devemos ter x 0. Entdo
Digof) = X ER | x =0}

isto & x <-1



Funcio injetora

Uma funcdo f: A — B é denominada de funcao inje

tora quando quaisquer elementos

distintos em A, correspondem a imagens distintas em B.

X # X = f(x)) # f(x2) ou
flx) =1x2) @ x1=x;

\ (f ¢ injetora)

><V

o By
%

f(x1)

, (fndo ¢ injetora)

Graficamente:

M
= f(x2)
- /E/

)
f B ¥
‘ f(x)) 3
‘\ Sl

B
o=

X2 X

horizontal (y = ¢) €, no maximo, um ponto.

Condigdo para que um grafico cartesiano represente
uma funcfo injetora: a intersegfo do grafico com a reta

Exemplo: Verifique se as fun¢des dadas a seguir sdo injetoras.

a) f(x)=3x
b) f(x)=1/2x
¢) f(x)=x



Funcio sobrejetora

Uma fungdo f: A — B é denominada de funcdo sobrejetora se o contradominio B € igual ao
conjunto imagem, ou seja, todo elemento de B estd relacionado através de f, com algum
elemento de A.

B =Im
VyeB,3xeA|y=1(x)

Graficamente

4y F: R—R. (f ¢ sobrejetora)

A B
F(x) = x*
y
i2
Im =R,

(IT)
F: R>R (fnio ¢ sobrejetora)

A B
F(x)=x>
N
I,#B J
Im=R

Condigdo para que um grifico cartesiano repre-
sente uma fungdo sobrejetora: a proje¢do ortogonal do
grafico sobre o eixo Oy ¢ o conjunto de todos os pontos
(0,y) onde y pertence ao contradominio da funcgo.

v

Exemplo: Verifique se as funcdes dadas a seguir sdo sobrejetoras.

a) f(x)=3x
b) f(x)=x



Funcao bijetora

Uma fungdo f: A — B é denominada de funcao bijetora se, e somente se, €
simultaneamente injetora e sobrejetora.
Diz-se que uma fungdo € bijetora se ela tem uma relacdo um a um.

Mustracao:

A _ B

f
f: R—R (f ¢ bijetora)
=%
v ik
X

Exercicios

1) UFF) Considere as fungdes f, g € h, todas definidas em [m, n] com imagens
-m [p, q] representadas através dos graficos abaixo:

y ¥ 3 y A y A
QA QT q T
o i g th
P P p4—]
— > L
m n X m n X m n X

Pode-se afirmar que

A) fé bijetiva, g ¢ sobrejetiva e h ndo ¢ injetiva.

B) f é sobrejetiva, g é injetiva e h ndo ¢ sobrejetiva.
C) fndo € injetiva, g € bijetiva e h é injetiva.

D) fé injetiva, g nfio € sobrejetiva e h é bijetiva

E) f ¢ sobrejetiva, g nfo ¢ injetiva e h ¢ sobrejetiva.



2)

Nas fungGes seguintes classifigue em
1) injetora 11} sobrejetora 111) bijetora

IV) ndo é injetora e nem sobrejetora.

a) f: IR = R b) g: IR = IR
fixl X2 se x =0 x-1 se x>=>1
. x se x<0 glx) = 0 se =1 < x <1
x+ 1 se x <1
c) h: IR = R d m: IR = R
3x -2 se x =2 4-x2 se x<1
hix) = mix) =
x -2 se x<?2 x2 -6x +8 se x>1

Funcio inversa

Uma funcdo f: A—B admite f . B—sA como sendo a sua inversa se, € somente sle for
bijetora. A funcdo f leva o elemento x de A no elemento y de B. A suainversaf leva o
elemento y de B no elemento x de A.

A B

Exemplo: f(x)=x-4 é bijetora. Determine sua inversa.

Exercicios propostos

1)  Considere a fungio f de dominio [a, +oo e contradominio R+ tal que
F)=o—2x +1.
A) Qual o menor valor de a de modo que f'seja injetora?
B) Determine a sentenga que define £~ : R, — [a, +oo].



2) Nas fungdes abaixo de IR em IR, obter a lei de correspondéncia que define a funcéo
inversa.

a) flx) =2x + 3

Bl G e SR
3

c) hix) = x3+ 2

d) plx) = (x - N3+ 2

el qfx):\/sx+2

3
f}orlx) =vVx -1
3
glslx) =1 -x3
3) A funcdo f em IR definida por f(x) = x?, admite funcdo inversa? Justificar.

4) ¥t Dadas as fungSes f e g, determinar a fungdo inversa de gof:

a) f: R— R e g: R— R
fix) =4x + 1 gix) = 3x -5

b) f: R— R e g:R— R
flx) = x3 glx) = 2x + 3

o f: Ry— Ry e g:Ry—C={xERIx<4}
flx) = x2 glx) = 4 - x

d) A={x€!ﬂix>%}, B:{xelﬂlx_>-%}

f: A— B e g: B— R,
fix) = x2 - 3x glx) =4x +9

e A={xERIx=1}, C={xe R|x>2]}
f: A— R, e g: Ry— C

fix) = x2 - 1 alx) =Vx+ 4

Respostas:
1) a)l b) 1+Vy

2) a) (y-3)2 b) By+1)/4 03/y-2 Dl+dfy—2 ey’-2

f) (y+1)° 9 Y1-y°

3) Nio, pois f ndo € injetora, por exemplo: f(-1)=f(1)=1, e portanto f ndo € bijetora.

-3 3+
4) a) (y+2)/12 b)s,/y2 ) AJ4—y d)T\/; ey =3




Funcao simétrica

o ~ . 1 - . - -
Definicao: Seja f: B —>A a funcfo inversa de uma funcio f. Se trocarmos, nessa fungdo, a
varidvel x por y e a varidvel y por X, teremos uma nova fun¢do, que chamaremos fungao
simétrica.

Exemplos:

1) Sejaf' : BcR — Ac R . A simétrica dessa fungdo é a :
y Fiy)=x=L
3

ciog + BCR —- AcR .
% gx)=y="2"

2) Sejaf™ : R, — [Li+e) . A simétrica dessa funcdo é a func
4 = fﬁl(}'):’c:\.’?*l

g : R, — [L+e)
> -
% g(x)=y =+/x+
3) Sejaf’ : B = R = Ac R_ . A simétrica dessa fungdo é a fur

o ,_x:\y
)= il
glog : BcR —- AcCR

L [ 3x

gl)=y=""

OBS: Grande parte da literatura chama essa fun¢ao g de fungdo inversa da funcao f.

Geometricamente, os graficos da fun¢do f e da funcio simétrica g sdo simétricos em relacdo
a reta f(x)=x.

Exemplos:
)f : AcR - BcR eg : BcR —» AcR .
X = f(x)=y=3x+2 X N g(x):_v:x:-z
41y
2_
X
4




) f : AcR — BCR _eg : R, o [L+)
X = f(x)=y=(x-1) x )=y =vx+1
41y
3_
2,
1‘
X
-1 A 1 s 3 4
_1w
Exercicios
D Dadaafuncaof : ACR — BCR,determine o dominio e a ima-
X = f(x)=y

gem da funcdo e sua fungio simétrica:
a) f(x)=x+3

b) f(x)=4x-1

c) f(x):3x+§

2) Assinale o grafico que representa a fungdo simétrica da funcdo f(x)=3-(3/4)x

-

(A) y (B) y (©) y
A A A
3
/ > X > x 744> X
3 " -4
—4 5
(D) y (E) y
A
4 ~3

10



Exercicios propostos:

1) Dada a funciof : AcCcR — ]fB((): R, determine o dominio e a ima-
X = X)=y

gem da funcdo e sua fung¢io simétrica:

a)  f(x)

-l

xX+2

b) f(x)=2x+5

2) Sejam f : ACR BcReg : CcR — DcR. Determi-

—
= f(x)=y x = gX)=y2
nar (fog) (x) e(gof) (x) e suas fungdes inversa e simétrica:
a) f(x)=x+2eg(x)=x-1
b) f(x):§—4 e g(x)=x-3
X

o) f(x)=x+7e g(X):f%fS

Respostas
1) a) D=1R-{2} e Im(f)=IR . Funcdo simétrica é: y=(2x+1)/(1-x)
b)D=IR e Im(f)=IR . Funcdo simétrica: y=x/2 — 5/2.

2) a) (fog) (x)=f(g(x))=f(x-1)=(x-1}+2=x+1=y.
Isolando o x, temos:
x+l=y = x=y-1= (fog)f1 (y)=x=y -1 (inversa)
s(x)=y=x-1 (simétrica)
(gof) (x) =g(f(x))=g(x+2)=(x+2)-1=x+1=y
Isolando o x, temos:
x+l=y = x=y-1 = (gof) " (y)=x=y—1 (inversa)
s(x)=y=x-1 (simétrica)

3
x—3

b) (fog) (x)=f(g(x))=f(x-3)=

Isolando o x, temos:

3
x—-3

4=y

—4:y:>i3:y+4:'3:(x73)(y+4):>
R

:x—S:i:x:i+3
+4 y+4

- 3
= (fog) " (y)=x= m“ (inversa)

3

s(x) =y =——+3. Para isolarmos o x, primeiro faremos 0 m.m.c.:
X+4

3 _ 3+ 3x+12 (2B H1D

+3
x+4 x+4 x+4

(gof) (x)=g(f(x)) =g[%~4J=[%*4)73 :%-7 =y

y= (simétrica)

11



<)

Isolando o x, temos:

3 3 N 1 4 4
X y= - V+7= 5 E (gof) (y)=x - (inversa)

s(x)=y= » i 5 (simétrica)

(8) (9 =H(300) =1 5 =8 |5 -8+7 = 1=

Isolando o x, temos:
73 —1=y. Multiplicando essa equacéo por (-1), temos:

§+1:—yﬁ§=—-y—1=>x:—2y—2

(fog)il (y)=x=-2y-2 (inversa)
s(x)=y=-2x-2 (simétrica)

(gof)(x)=g(f(x))=g(x+7):_X+7_8:—X—7—16:—x—23:

2 2 2

Isolando o x, temos:
-x—23

TR o s 23=2y= (gOff1 (y)=x=-2y-23 (inversa)

5(x)=y=-2x~23 (simétrica)

12



