2. Funcéo polinomial do 2° grau

Uma fungdo f: IR — IR que associa a cada X € IR o0 nimero

y=Ff(x)=ax*+bx+d
com a,b,c € IR e a#0 é denominada funcéo polinomial do 2° grau ou fungdo quadratica.

Forma fatorada: a(x-r)(x-rz), onde ry e r, so as raizes da funcéo.

O grafico de uma funcdo quadratica é uma parabola.
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Elementos de uma parabola

O grafico da funcdo f(x)=ax>+bx+c possui 0s seguintes elementos:
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e Concavidade: a>0: concavidade voltada para cima
a<0: concavidade voltada para baixo
e (0,c): ponto de intersecdo com 0 €ixo Y.
e zeros da funcdo, ou seja, as raizes da equacéo ax’+hx+c=0.
Para obter essas raizes, calculamos inicialmente o niimero A=b* —4ac . Temos 3 casos
a considerar:

1. Se A>0, a equacdo apresentara duas raizes distintas que séo:

—b+vJA —b-+A
X,;=—— €& X, =——.

! 2a 2 2a



« . R « -b
2. Se A=0, a equagéo apresentara duas raizes iguais que sdo: X, = X, = on
a

3. Se A<0, considerando que nesse caso JA ¢ IR, diremos que a equacdo nao
apresenta raizes reais.

e Pela propriedade da simetria: X, = LZXZ e vy, = ;—A
a

Pode-se entdo concluir que o vértice da parébola V(x,yy), tem coordenadas:
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Seguem-se 0s tipos de grafico que podemos obter:
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Dominio e imagem da funcdo quadratica

D=IR

Para definir a imagem da funcdo quadratica, precisamos definir dois casos:

a>0—>y2:1—A, Vv xe IR. Nesse caso, Im(f)={ye IR/yzzl—A}
a a



2. a<0 >y < ;—A V xe IR. Nesse caso, Imf={ ye IR/ys;—A}
a a

OBS: Dada a equacio do 2°grau ax*+bx+c=0 e sejam X; e x, suas raizes. Temos que:

X+ X, =— e XX, =—
1 2 172
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Resumindo,

| p y y
eixo de simetria T\ 2a 42}

a < 0:Tm = E ER]yE = a>0:Im= (\ ER|y > -

Méximo e minimo da funcdo do 2°grau

Definicdo: Dizemos que o namero yy € Im(f) (ym € Im(f)) € o valor maximo (minimo) da
funcdo y=f(x) se, e somente se, ym >y (Yym<y) para qualquer ye Im(f) e o valor de xyy € D(f)
(xm € D(f)) tal que ym = f(Xm) (Ym = f(Xm)) € chamado de ponto de méximo (minimo) da
funcéo.

~ - . Lo .. -A
Teorema: A fungéo quadratica y= ax*+bx+c admite um valor méximo (minimo) y= Ta em
a

x:2— se, se somente se, a<0 (a>0).
a

Aplicacdo: Funcdes receita e custo quadrética

Seja g a quantidade vendida de um produto. Chamamos de func¢éo receita R ao produto
de q pelo preco de venda. A funcéo lucro L é definida como a diferenca entre a funcéo receita
R e a funcéo custo.

Suponha que o preco de um produto é constante e igual a 15, entdo a receita sera:
R=15q. Vejamos como obter a receita quando o preco pode ser modificado (com conseguinte
alteracdo da demanda, de acordo com a func¢do de demanda).

Exemplo: A funcdo de demanda de um produto é p=10-q e a funcédo custo € C=20+q.
VVamos obter:



a) funcdo receita, seu grafico e 0 preco que a maximiza e a receita maxima.
b) Funcdo lucro, o preco que a maximiza e o lucro maximo.

2.1 Inequacéo do 2° grau

Se a#0 as inequagBes ax*+bx+c>0, ax’+bx+c<0, ax’+bx+c > 0 e ax’+bx+c < 0 sdo
denominadas inequacdes do 2° grau. Para resolver cada uma dessas inequacdes é necessario
estudar o sinal de f(x), que pode inclusive ser feito através do grafico da funcéo.

Vamos resolver, por exemplo, a inequagéo: ax*+bx+c>0 , ou seja, determinar se existe
x real tal que f(x)= ax*+bx+c seja positiva.

O resultado desse exemplo dependera do valor de a e A.
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Exemplo:

1) Determine os conjuntos solucdes das inequagdes:

a) 2x%-5x+2<0
b) x?-2x+2>0



Exercicios propostos:
1) Resolva cada uma das seguintes inequacoes:
a) -2x°+5x+3>0
b) x*+3x+4>0
3. Func0es poténcia
Uma funcéo da forma f(x)=x", onde n é uma constante, é chamada funcéo poténcia.

Os graficos de f(x)=x" para n=1,2,3,4 e 5 sdo dados a seguir.

A forma geral do gréfico de f(x)=x" depende de a ser par ou impar. Vamos considerar varios
casos.

Exemplol: Faca o esboco do gréafico de f(x)=x3.

a) Dominio: IR




OBS: Se n for impar, entéo f(x)=x " sera uma funcdo impar e seu gréfico é similar ao de
V4

y=x.
Exemplo 2: Faca o esboco do gréafico de f(x)=x2.

a) Dominio: IR
b) Imagem: conjunto dos reais ndo negativos: IR".

OBS: Se n for par, entdo f(x)=x" serd uma funcdo par e seu grafico é similar ao da parabola
2
y=x".

YA

=Y



Exemplo 3: Faca o esboco do gréfico de f(x)=x ™ = 1/x.

a) Dominio: IR-{0}
b) Interceptos (intersecdo com o eixo 0x ou Qy): ndo ha.
Tomemos alguns valores para ¢ e calculemos as respectivas imagens

X -2 -1 -1/2 |-1/3 |-14 | Y 1/3 Yo 1 2 3
y -1/2 |-1 -2 -3 -4 4 3 2 1 Y 1/3

YA

OBS: Pode-se verificar (construindo-se tabelas de valores) que as demais funcdes

desse tipo, por exemplo, f(x)=x = 1/x ® ou f(x)=x> = 1/x ) possuem um padréo grafico
semelhante ao da funcédo 1/x.

Exemplo 4: Faca o eshoco do grafico de f(x)=x? = 1/x?

a) Dominio: IR-{0}
b) Interceptos: ndo ha.
c) Facamos a escolha de alguns valores para x e calculamos as respectivas imagens:

x | -8 | =2 | 2 |-1/2|-1/4] 1/4 | 172

1 [ 2 | 3
fa [ 1el14a] 1] 4 16 16] 4
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O grafico dessa funcao é dado a seguir.

yl

d) Imagem(f)=IR’, (conjunto dos reais positivos)

OBS: Pode-se verificar (construindo-se tabelas de valores) que as demais func¢des desse tipo
(por exemplo, f(x)=x * =1/ x * ou f(x)=x ® = 1/ x °) possuem um padrdo grafico semelhante



ao da figura anterior. O conjunto imagem dessas fungdes é o conjunto dos numeros reais
positivos.

Exemplo 5: Faca o esboco do grafico da funcdo raiz quadrada, isto é f(x):x%z Jx.

a) Dominio: IR* (conjunto dos reais ndo negativos)=[0, o)
b) Interceptos: (0,0)
c) Facamos a escolha de alguns valores para x e calculemos as respectivas imagens:

_x\o[1/4y1\2,25)4[9\16\25]36
ol o izl 1 sl 23l als]e
YA
0 X

d) Imagem(f)=IR. (conjunto dos reais ndo negativos)
OBS: Para outros valores pares de n, o grafico de y= %/x é similar ao de y= Jx.
Exemplo 6: Faca o esboc¢o do gréfico da funcgéo raiz cubica f(x)= Ix.
a) Dominio: IR (lembre-se de que todo ndmero real tem uma raiz cubica).

b) Interceptos: (0,0).
c) Facamos a escolha de alguns valores para X e calculemos as respectivas imagens:

z |-o7| -8 | Alayml o (18] 1 |
sl =2]aTanl ozl 1]

8
2 | 3

d) Imagem(f)=IR

OBS: O grafico de y=4/x para n impar (n>3) é similar ao de y=¥/x .



4. Fungdo modular

4.1. Funcdo definida por varias sentencas

Uma func¢éo pode ser dividida em varias sentencas, onde o dominio dela € a unido dos
dominios das sentencas.

Exemplo:
f : AcR —» BcR

- f(x)=y
-5 se x<-1
1) == se —1=wx<l

4 se X=2

Observando o grafico, temos: D(f) =R e Im(f) = [-5; 4]
4.2 Funcdo modular

Uma funcdo f recebe o nome de funcdo modular ou fungdo médulo se:
f.IR—> IR

X x|

X se x=0
1“(><)=I><I={

-X se x<0
D(f)=IR

Im(f)=IR



Exemplo 1:

Dadas as fungdes f : ACR — BCR definidas a seguir, construi

X = f(x)=y
seus graficos, determinar seus dominios e imagens:

1) f(x)=y=|3x+4]

Solucdo:

Utilizando a defini¢do de fun¢do modular, temos:

4
3x+4 se 3x+42>0 3x+4 se Xz—g

f(x)=[3x+4|= =
) =|pEad {—(3x+4) se 3x+4<0

-3x—4 se x<—é
3

D(f)=R e Im(f) =R, .

Para x <—§, traca-se o gréfico da fungdo f(x)=-3x-4 e para x> ..

traga-se o gréfico da funcao f(x) =3x+4.

O gréfico é apresentado a seguir:

=

5. Funcéo exponencial

Definicéo: A funcéo f: IR —IR dada por f(x)=a" (a=1; a>0) é denominada funcéo exponencial
de base a e definida para todo x real.

Exemplos:

f(x)=3", f(x)=[%j =37, f(x)=5", f(x)=(J§)X, f(x)z@
Dominio: IR

Imagem: IR,

10



Gréfico: Vamos construir os graficos de algumas fung¢Bes exponenciais e observar algumas de

suas propriedades. O grafico da funcdo exponencial apresenta dois tipos de comportamento:

um, quando a>1, e outro quando O<a<1.

Exemplol: f(x)=2", a>1

v
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8| -2 1/4 g
g -1 1/2 & |
3| O 18 $(3,8)
= 1 2 >
[l 2 4 l
1| -3 8
42,2
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(-1,1/2) &
X i,’./ (0, 1) -
(-2, 1/4) 0 x
1 X
Exemplo 2: (Ej , onde 0<a<1
’ . A
| — (=3, 8)%
-
s | -3 I “‘\
= -1 2 = “Q
: 0 1 ': (-2,4) \
1 1/2 | | 1
| 2 | 14 | 1 (-1,2)‘\
BN — > (4,1
(0,1)‘\’%\.2)__ -
0 (2,1/4)  x
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Caso geral:

A fungdo exponencial pode ser crescente ou decrescente:
f(x) = a* é crescente se @ > 1

AY

L)
o BRI,
o

a’

<a™ & x, <x, (mantém a desigualdade).

f(x) = a" é decrescente se 0 < g < |
ﬁy

X
X2 I

s swuman

X X5 :
a’ >a™ < x; <x, (troca a desigualdade)

Note que se @ > 0, entdo ¢* > 0 para todo x € R, isto é o conjunto imagem d:
fungioy =a"€é R,

6. Func&o logaritmica

Definicéo (logaritmo): Sendo a e b nimeros reais positivos, com a=1, chama-se logaritmo de
b na base a 0 expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a poténcia a* seja igual a
b.

log,b=x<a*=b

Na expressdo log b = x,temos :

e aé abase do logaritmo;
e b é o logaritmando;
e X é o0 logaritmo.

12



Exemplos:
g.4 = 2, pois 2% = 4 loose =0, pois 5° = 1

=. 81 = 4, pois 3* = 8l legpiar = % pois 27 = 2

L — pois 27 =
3

= 1, pois 7" = 7

Propriedades do logaritmo:

log.(A - B) =log,A + log,B
A
log,,(E] =log,A —log,B

logaAm =1m < lOg,,A

Exemplo: log 6=log(2.3)=log2+log3
log 5/3=log5-log3

log/7 =log 7% = (1/2)log 7

Funcéo logaritmica

A fungio f: R: — R dada por f(x)=log,x (a¢# 1; a > 0) ¢ denominada fungao
logaritmica na base a e definida para todo x real positivo e ndo nulo.

OBS:

1. y=log,1=0, isto é, o grafico de y=log, X intercepta o eixo OX no ponto de abscissa
x=1.

2. Em particular, temos que:

Se a=10, a fungao dada por y=log,, x € chamada funcéo logaritmo decimal e seréa
indicada por y=logx.

Se a=e(~2,7) escrevemos y=Inx para indicar a fungao logaritmo na base e, ou seja, para
indicar a fung&o logaritmo natural.

13



Gréfico

Como a>0 e a=1, temos duas possibilidades: a>1 ou O<a<l1.
Exemplol: y=log, x (base 2)

x |ua i 1 2 8
y 2 0o 1 3

I) y=log, x (base 1/2)

2

14



Caso geral:

a) Sejaa>1l
X1<Xp — logaX; < logaxo — f(X1) < f(Xo). Dai, f é crescente.
f(x) = log.x € crescente se a > 1

AY

L2 RSO

35 —————.,

f

log, x,< log, X, & X;<X»

(mantém a desigualdade)

b) Seja O<a<l
X1<Xz — logax1 > logax, — f(x1) > f(x2). Dai, f é decrescente.

f(x) = log,x € decrescente se 0 <a <1

Ay

X

Q»

log, x, > log, x, © x;<x,

(troca a desigualdade)

O conjunto imagem da fungdo logaritmo ¢ igual ao dominio da fungéo
=xponencial que € sua inversa; portanto, [, = R.



7. Func0es trigonometricas

Sao funces periodicas, isto é, ap6s um certo ponto, os seus graficos se repetem. Essas
funcGes ampliam nossa capacidade de descrever processos fisicos uma vez que varios
fendmenos naturais sdo repetitivos ou ciclicos, por exemplo, 0 movimento dos planetas em
nosso sistema solar, as vibragdes de um terremoto e o ritmo habitual do batimento
cardiaco. Temos ainda que no estudo dos ciclos de negdcio, as variagbes sazonais, ou
outras variagdes ciclicas sdo descritas por funcdes seno e cosseno.

ARCO GRAU RADIANO
D 90° gLl rad
2
Q 180° 7 rad
@ 270° 3—n rad
2
@ 360° 27 rad

RelagBes importantes: 360°= 2 radianos
180°= & radianos
90°= n/2 radianos
OBS: = € um namero irracional cujo valor é 3,14159...

Exemplos:
1) Exprimir 160° em radianos
180° ------- 7 rad
1600 ------- x rad Dai, x = 8n/9 rad

2) Exprimir 57/6 rad em graus

180° -------- 7 rad
QIR 5n/6 rad
Dai, x= 150°

O ciclo trigonométrico

O conceito expresso pela palavra ciclo foi introduzido pelo matematico francés
Laguerre. Significa uma circunferéncia com uma dire¢do predefinida, isto é, orientada. Pode-
se trabalhar nos sentidos horério ou anti-horario.

Chama-se ciclo trigonométrico a circunferéncia de raio 1 (R=1), associada a um
sistema de eixos cartesianos ortogonais, para a qual valem as seguintes convengoes:

16



) A origem do sistema coincide com o centro da circunferéncia.

1) O ponto A de coordenadas (1,0) € a origem de todos os arcos a serem medidos
na circunferéncia.

1) O sentido positivo do percurso € o anti-horario e o negativo é o horario.

IV)  Os pontos A(1,0), B(0,1), C(-1,0) e D(0,-1) dividem a circunferéncia em quatro
partes denominadas quadrantes que sdo contados a partir de A no sentido anti-
horério.

\(ﬂ
1°Q

A (1, 0)
Origem dos arcos

(-1,0)C

=

RE=1

)

[D(0:=1)

As funcdes trigonométricas de um angulo 6 sdo o seno (senb), o cosseno (coso), a tangente
(tg0), a cossecante (cosecH), a secante(secH) e a cotangente(cotg6). Quando o angulo 6
estd no centro de um circulo de raio r e € medido no sentido oposto ao dos ponteiros do
relégio, as funcgdes trigonométricas sdo definidas pelas equacgoes:

dhy
N

seno= a/r coso=b/r tgo=a/b

7.1 Funcao seno

Chama-se fungéo seno a toda funcéo f:IR — IR definida por

e Dominio: IR.
e Imagem: [-1,1], isto &, -1 < sen(a) < 1 (significa que essa funcéo é limitada).

Valores notaveis

X 0 /6 nl4 /3 /2 o 3n/2 271
senx |0 Y V212 |32 |1 0 -1 0

17



Sinais

Gréfico: (sendide)

'¢—(periodo)

7.2 Funcao cosseno
Chama-se fungéo cosseno a toda fungéo f:IR — IR definida por y=f(x)=cos (x)

e Dominio: IR.
e Imagem: [-1,1],isto é, -1 <cos(a) < 1 (significa que essa funcdo € limitada).

Valores notaveis

X 0 /6 /4 /3 /2 T 3n/2
cosx |1 V32 | \N212 | % 0 -1 0
Sinais
B
of ~ 1T \a




Graéfico (cossendide)
YA

=Y

(periodo)

Identidades trigonométricas:

sen?@+cos? @ =1

g6 = send
cosd

7.3 Funcéo tangente

Chama-se fungéo tangente a toda fungéio

£ {x e IR/x# g +kn} — IR definidapor | y=f(x)=tgx

e Dominio={x € IR/ x # n/2 + krt, k € Z}
e [magem: IR

Valores notaveis

X 0 /6 /4 /3 /2 T 3n/2 | 2=n
tg X 0 \3/3 1 V3 A 0 4 0
Sinais
Y

—_
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Gréfico (tangentdide)

periodo &

20



