4.2 Funcio polinomial do 2° grau

Uma funcdo f: IR — IR que associa a cada x € IR o nimero

ly=Ff(x)=ax"+bx-+|
com a,b,c € IR e a#0 é denominada funcdo polinomial do 2° grau ou fun¢do quadratica.

Forma fatorada: a(x-r;)(x-r2), onde r; e r; sdo as raizes da fungao.

O gréfico de uma fun¢do quadratica € uma parédbola.
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a>0: concavidade voltada para cima a<0: concavidade voltada para baixo

Simetria: f(p)=f(q) — x, :pT"'q

Elementos de uma parabola

O gréfico da funcdo f(x)=ax’+bx+c possui os seguintes elementos:
A

=

AT S

e Concavidade: a>0: concavidade voltada para cima
a<0: concavidade voltada para baixo
e (0,c): ponto de intersecdo com o €iX0 y.
e zeros da funcdo, ou seja, as raizes da equacao ax*+bx-+c=0.
Para obter essas raizes, calculamos inicialmente o nimero A=b> —4ac . Temos 3
casos a considerar:

1. Se A>0, a equacdo apresentard duas raizes distintas que sao:

_—b+\/X . _—b—\/X
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2. Se A=0, a equagao apresentard duas raizes iguais que sdo: X ;= x, = —.
2a

3. Se A<O0, considerando que nesse caso VA ¢ IR , diremos que a equaciao nio
apresenta raizes reais.

. . . + -A
e Pela propriedade da simetria: x = T B y, = e
a
Pode-se entdo concluir que o vértice da parabola V(x,,yy), tem coordenadas:
="t ., -4
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Seguem-se os tipos de grafico que podemos obter:
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Dominio e imagem da funcido quadréatica

D=IR

Para definir a imagem da fun¢do quadrética, precisamos definir dois casos:

a>0—y 2;—A, V xe IR. Nesse caso, Im(f)={ye IR/y 2:1_A }
a a



2. a<0 - y< ;—A, V xe IR. Nesse caso, Imf={ ye IR/ySZ‘—A}
a a

OBS: Dada a equagdo do 2°grau ax’+bx+c=0 e sejam X € X, suas raizes. Temos que:

.xl + .x2 = e 'xl _x2 = —
a
Resumindo,
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M4ximo e minimo da funcdo do 2°crau

Defini¢do: Dizemos que o nimero yy € Im(f) (yn € Im(f)) € o valor maximo (minimo) da
fungdo y=f(x) se, e somente se, ym 2y (ym<y) para qualquer ye Im(f) e o valor de xy €
D(f) (xm € D(f)) tal que ym = f(Xm) (Ym = f(Xm)) € chamado de ponto de maximo (minimo)
da funcdo.

~ . . L. .. -A
Teorema: A fungdo quadratica y= ax’+bx-+c admite um valor maximo (minimo) y:4— em
a

X=2— se, se somente se, a<0 (a>0).
a

Exercicios
1) Dada a funcio y= x*-4x+3, forneca:
a) o vértice V;
b) o esbogo do gréfico;

¢) o dominio e o conjunto imagem.

2) Determine m de modo que o valor mdximo da func¢io do 2° grau
f(x)=mx*+(m-1)x+(m+2) seja 2



3) Determine m de modo que a funcdo quadréatica f(x):(m+1)x2+mx+—1 tenha o valor
maximo para x=-3.

4)  (PUC) Sejam S a soma e P o produto das raizes do polinémio do segundo gra:

2
X +ax+b=0, com b negativo. Entio L £
P

b a
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5) Resolvaem R a equagio:
E-DA+x)x=x(x-1)*

6) (PUC) Quando o polinémio x” + x — a tem raizes iguais?

7) UFRIJ) A figura abaixo ¢ o grafico do trindmio do 2° grau. Determine o
rindmio.
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8) IBMEC) A fungdo f: [0, 5] = R ¢ definida por f(x) = x2 — 6x + 8. A diferenca

-nire 0 valor maximo e o valor minimo desta funcéo ¢:
A) 2 (B)3 (O)] (D)8 (E)9

Exercicios propostos
1) Dada as fungdes: f;(x)= x>-2x-3, f(x)= x*-2x+1 e f3(x)=x>-2x+2:
a) Obtenha os valores reais de x tais que f;(x)=0, f2(x)= 0 e f3(x)=0;

b) De o vértice de cada uma das parabolas;
c) Esboce no mesmo sistema cartesiano os graficos de fi, f; e fs.

2) Qual é o conjunto imagem de cada uma das funcdes?
a) y=-2x"+4x-3 b) y= 3x*-5x+1

3) Determine m de modo que a fungdo do 2° grau f(x)= (1—3m)x2—x+m admita valor
minimo.

4) Determine m de modo que o valor mdximo da fungdo do 2° grau
f(x)=(m+2)x*+(m+5)x+3 seja 4.



5) (CESGRANRIO) Sobre a equagio 1983x° — 1984x — 1985 = ()
A alternativa correta ¢€:
(A) ndo tem raiz real
(B) tem duas raizes simétricas
(C) tem duas raizes reais e distintas
(D) tem duas raizes positivas
(E) tem duas raizes negativas

6) Dada a equacgio G R 0, determine:
[) A soma dos quadrados das raizes.
IT} A soma dos cubos das raizes.

7) UFF) Para que a curva representativa da equagio y = px° — 4x + 2 tangencie o
eixo dos x, o valor da constante p deve ser:

(A)—6 (B) =2 (€) 0 (D)2 (E) 6
8) LNIRIO)
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_onsidere o grafico acima, que representa a fungio definida por y =2x* - 5x +c.
~s coordenadas do vértice V da pardbola so:
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9) UNIFICADO) O ponto de maior ordenada, pertencente ao grafico da fungéo
~=zl definida por f(x) = (2x — 1) (3 — x), é o par ordenado (a, b).
“nidoa—béigual a:
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10) (UNIRIO) Observe a figura abaixo, onde estdo representadas uma reta e

parabolay=x2 -1, Pergunta-se:

yjl

v

N

A) Quais os pontos de interseccio da reta com a parabola?
B) Qual a equacio da reta?

11) Uma bola € langada ao ar. Squponha que sua al'mra h, em metros, t segundos
apos o langamento, seja h = —t~ + 4t + 6. Determine:
2) 0 instante em que a bola atinge a sua altura méaxima;
5) a altura maxima atingida pela bola;
2) quantos segundos depois do langamento ela toca o solo.

12) (UFRJ) Dois corpos A e B deslocam-se do ponto (7,10) para o ponto (-

mantendo-se sempre, a cada instante, em uma mesma vertical. O corpo A deslocs
r - 2 . gt .
se sobre a parabola de equagioy =x"— 8x + 17: a trajetoria de B € uma reta.
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a) Mostre que a equagdo da trajetoria de B ¢ y=2x-4,
b) Seja f(x) a fun¢dio que determina a distincia entre os corpos A e B para
cadax, 3 <x < 7. Determine x para que a distdncia seja maxima.

13)

- Com relagdo a fungdo f dada, determine as raizes (caso existam), o maior ou 0 menor valor e
esboce o grifico.

@) fx)=x>—=3x+2 b) f(x) =" — 4

&y fX)=x" —4x+ 4 dy fF(x)=x" + 2+ 2
&) f(x) =2 +3 N fe = 2x% — 3x
g fx) = —x* + 2x B fx)=—x> +4

D)= -4 4x -1 D fw=-x—4x-5




14)

. Cologue na forma (x — .:z)2 + (y— .b)2 =

a)x2+y2"-2x=0 b)x2+y2—x—y=0
c)2x2+2y2+x=1 d)x2+y2+3x—y=2
Respostas:

1) a) f; (x)=0 & x=-1 ou x=3; f, (x)=0 <> x=1; ndo existe x € IR/ f3(x)=0.
b) f1:V=(1,-4); £,:V=(1,0); £5:V=(1,1)
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4) m=-11 oum=-3 5C 6)-3e-57)D 8 A 9)B 10)a) A=(-1,0) e (2,3)
b) x-y+1 11) a) 2seg b) 10m c) =5,1seg 12) f(x)= —X2+10X—21, x=5

a) b) <)




14)

- 172 +y = 12

c)(x+-l—)2 +y =
4

B

4.2.1 Inequacao do 2° grau

Se a#0 as inequacdes ax2+bx+c>0, ax2+bx+c<0, ax’+bx+c > 0 e ax’+bx+c < 0 sdo
denominadas inequag¢des do 2° grau. Para resolver cada uma dessas inequacdes é necessario
estudar o sinal de f(x), que pode inclusive ser feito através do grafico da fungdo.

Vamos resolver, por exemplo, a inequacao: ax’+bx+c>0 , ou seja, determinar se
existe x real tal que f(x)= ax’+bx+c seja positiva.

O resultado desse exemplo dependerd do valor de a e A.
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Exemplos:
1) Determine os conjuntos solu¢des das inequagdes:

a) 2x2-5x+2<0
b) x*-2x+2>0
¢) (x-D)(x+2)2(x+1)( x*+4x+4)

2) Determinar m de modo que a fun¢@o quadrética f(x)=mx*+(2m-1)x+(m+1) seja positiva
para todo x real.

Exercicios propostos:

1) Resolva cada uma das seguintes inequacoes:
a) -2x*+5x+3>0

b) x*+3x+4>0
¢) 0<x’+2x <3
d) (1-3x)( 2x*-7x+3)>0

2) Resolva:
{Zx—l >0
a 2
x“=x-2

b) lI<x* =3<—x*+15

3) Qual é o dominio da fungdo f(x)=/(2x> — x —6)(—x* +2x—1) ?

x—1

912 é real.
—Xx

4) Determine os valores reais de X para os quais y=

5) Determine o conjunto de valores de m para os quais f(x)=mx >+2(m —2)x + m* é
negativo quando x=1.

6) Determine m de modo que a equagiio do 2° grau mx *+(m +1)x+ (m+1) =0 admita
raizes reais e distintas.

+3>I

7) (PUC) Resolva a inequagio s
X gt




8) \UFF) Determine o dominio da fungéo real f de variavel real definida ol

9)

10)

11)

)= ,[x ——

900
X

; 1 .
(CESGRANRIO) A solugio da inequagdo x > — ¢é:
X

(A)-1<x<0QOoux>1
B)x<-loux>1
C)yx>1

D)x>0

(E) x> -1

(RURAL) O conjunto solucdo da inequagdo
x+3 x-1

(A)-3<x<l
B)-3<x<Ooux>1.

C)-3<x<—+3 oul<x<+3.
-D)—«E <x<10ux>«/§.

E)-l<x<loux>3.

Olhando para o grifico, estude a variagdo do sinal de fix).

a) f) =x>—1 b) F(x)

O FO =¥ +x+1

&) f(X)=—x>—2x—1
g f)=—x*+9

B f) =2 —6x+ 1

& fix
f)f(x)=.ri+6x+9
hy f(xy=x"+2x -6
D fo=-x+2c-3

=x2-—5x+6
—x° + 3x

12) (PUC) A figura abaixo fornece os graficos de uma fungfo f definida em [a, €] e

da fungo g(x) = %

O conjunto de todos os nimeros reais que satisfazem a inequagéo f(x) <

(A) [a, b] U [0, €]
(B) [a, c] W [0, d]
(C) [a, 0] W [d, €]
(D) [¢, 0] v [d, €]
(E) nenhuma das respostas acima.

B |

10



13)

14)

Res

: " L : 1
(PUC) Um ntimero positivo y é maior que 0 Seu INVerso — :

y
(A)sdsey>1; (B) nunca; (C) sempre;
(D)sosey>1,1; (E)se U <wvl!
(UNIRIO) Dadas as fungdes f(x) = xz —2x+1l,gx)=5-xehXx)= x2 —4x -
definimos a fun¢io @(x) = &xf)(_l;(x_) Analisando os valores de x, parz
X
quais @(x) > 0, temos:
(A)x<lou3d<x<5
B)x<lou3d<x<s
(C)x<lou3d<x<s
D)x=z50ul<x<3
(E)yx>50ul<x<3
postas:

1) a) {xelR/-1/2<x<3} b) IR c¢) {xeIR/-3<x<-2 ou 0<x<1}
d) {xelIR/ x<1/3 ou V2<x<3}

2) a)[1/2,2) b) [-3,-2) U (2,3] 3)[-3/2,2] 4) (-0,-3) U [1,3) 5) (-4,1)
6)(-1,1/3) e m#0

7) {xeIR/x<-4 ou x>1} 8) D={xeIR/x>30} ou -30<x<0 9)A 10)B 12)D

13) A 14)B

11) a)fx)z0sex<—loux=Z1;f(x)<0se —1<x<1
b)fx)=0sex<2oux=3;,f(x) <O0se2 <x<3
c) f(x)> Oparavtodox
dAf(x)=0se0=x=3;f(x)<0sex<0oux>3
e)f(x) <Oparax # —1;f(x) = 0parax = —1
D fx)>0parax # —3; f(x) = 0parax = -3

g fx)=0para 3=x=<3,f(x) <Oparax << -3oux>3

h)f(x) =0parax < —|] —J7 oux=—1 +\/7;f(x)<0se
—1-~7 <x<—-1++7

f(x)=0sex= <x<

xX=
, 2

;f(x)<0se

P f(x) <0 paratodo x

3—-47 3+47 3-47 3447
2 2

11



