2)

3)

4)

Partel: Exercicios de derivadas

1) Para cada fungéo f(x), determine a derivada f'(xp) no ponto xg indicado:

a) fx) = =4
b) flx)=2x+3 xp=3
c) f(x)=-3x xp=1
d) f(x)=x2-3x xp=2
Dada a funcao:
flo= {

Mostre gue ndo existe f"(1).

e) f(x)=x"—4 =0
{) f(,\’):% 1)CO=2
g) fo) =+ =5
h) fx)=x*-3x+4 Xg=6
x,sex=1
PR

Considere a funcao f(x) = 2| x| . Mostre que ndo existe f7(0).

m) flx)=x-senx
n) fx)=x*-Inx
0) flx)=(2x* - 3x+3)(2x - 1)

Dhtenha a derivada de cada fungéo a seguir:
2 F) =10

b) f(x)=x

- flx) = 10%°

) fl) =24

= flx) = x4+ 20
Fx) = 1027 + 55°

32) flx)=2x+1

W) fH =32 -6:-10
f) = 50— 20t + 6u+7
fxX)=3Inx+5
f)=10Inx-3x+6

. Senx
p) f) =75
N . senx
q) fl)y=tgx= cos X
0 =i
2 5
s) f(x)=?3+?
N fw=x
4

u) fl)=x’+x
v) ) =3Vx+5Vx + 10
w) f(x)=Vx-senx

In
f(x)=5senx+2cosx—4 x) flx)= \f;t
Respostas:

1) a8 b2 o3 dl e0 DH-1/4 g-1/25 h)9
a) fi(x)=0 n) fFx)=2xInx+x

D= o) f(x)=(r-3)2r-1) + (2% -3x+5) -2
<) fx) =504 o) filx)= t—msw)‘
d fy=x ;

e fi(x)=2x+ 322

I f(x)=300%+ 10x
gl f(x)=2

hl F(ty=61-6

i) fu)=15u*-4u+ 6
) rm=2

X
K o= % 2

) Fx)=5cosx—2senx
m) f'(x) = senx + x - cos x

q) f1(x) = lcos? x
-1

0 f)= =y
) fx)=—6x%— 1023
2
¥ Y i 1
) fix =
o) F@ =ty Ly
: s
v ry= 2xime S e

1
w) fix) = = X2 senx+ x12. cosx

X f)=x2 % X2 Inx



5)  Obtenha o derivada das seguintes funcdes:

a) flx)=(2x- I3 m) f{x) = 3";;74
) fx) = (2x -1y n) flx)=e<*!
) fo0) = (3x% = 3x + 5)8 o) flx)=e" + e~
Y3 ey e
) foo=(dr+ 1+ +1) p) =S
1 T —
- ) = e J)=v2x+1
) f&) = 32y 9 .
7 f(x) =In(3x% — 2x) 0of) =N2x+ 1 "
7) f(x) =In(x* = 3x + 6) s) flx) = (6% + 2);;1—’ 1)?
h) fx) = sen(x® - 3x) ) fe=vVx+1+V2-3x+1
flxy=2* u) f) =vVx+Vx+1
. Inx
f=5 V) o=
: x+ 1
9 fw=ee W 0= 35
fx) = e 2] %) fo)=InV3x®+ 1
Respostas:
S
5) GJ fv{l') = 6(2}'— ])2 p) fx) = —‘—(€r7 (,—x)z
b) fx)=82x - 19 q) F)=2x+ 117
c) fi{x)=6(5x"-3x+ 57 (10x=3) 0P = % (Qx+ 1)
) F S S R I p
d) f(X):B(Xg + . +1) ( s XE‘) s) _f’(x)z%(ﬁx-’+2x+1)”37(12_\¢+2)
e) f(x)=-50"-3x-2)°%-(2x-3) J :
H e 6x -2 ) f’(x)za(Jht1)‘1’2+(.¥3M3,t+1)3’3-(2143),?
X)= J
' -2
) 0= —L‘ 5 ) F@ =3 e 12
B e 1
i) f(x)=2"-In2 _5 f s & ]
% X+ =
J) F=5-1n5 w) F(x) — (31_72) o

k) Flx)=e"+3-In3

f) F) :(2x—2)e‘:’2"”
m) filxy=2x:3""4-3
§oapmpens 2

nj fi(x)= T

o) flx)=e¥—e™

X} f)=3x-G+ 1)1

et

6) Mostrar que cada uma das fungBes abaixo nio tem derivada no ponto indicado:
9 y=vx; X =0

p ry=lx-1[; xg =1

1.
c) sz, x0=0
d) _sz se x =0 g
r= |1+x2 se x>0’ o=
_[x? se x<0 G
© YT 1x se x>0 o0



Parte2: Exercicios sobre reta tangente

1) . Obtenha a equagéio da reta tangente ao gréfico de f nos pontos de abscissas indicac-
O‘) ‘/‘(.XJ = ,’(2, Xy = 5

b) floy=#%-5% xg=1
c) flx)=2x+3, Xo=3
d) f(x)=x*=5x+6, x=2
e) f(x)=Inx, Xp=e
: x—1
f) f('x):.‘t‘+3’ .l'g=3
g) f(x)=senux, Xp= Iﬁ
h) flx)=e>, X =1

2)Determine o ponto de intercessio das tangentes tracadas a curva de equacao
2

f(x)= nos pontos de ordenada 1.

1+3x
3

3) A forma de uma colina pode ser descrita pela equagio y=-x>+17x—66 (6<x<11).
Considere um asqueroso professor de Célculo munido de um rifle de alta precisdo,
localizado no ponto (2,0). A partir de que ponto, na colina, um indefeso aluno estara
100% seguro?

Respostas:

D g y—25=10x-5)

d y=-(x-2)
g yv—l=—(x—¢e)

1 L
][; ‘,*?:E(.\—g)
)‘_L—j_\"_z(xﬁ_@_)
g 2 2 4
h) 1—‘i=_—2(t—1)

e e

2)(0,0) 3) A partir do ponto (8,6).

Parte 3: Aplicacoes — Taxas relacionadas e Fun¢oes marginais

Funcdes Marginais

Em Economia e Administracdo, dada uma func¢éo f(x), costuma-se utilizar o conceito de
funcdo marginal para avaliar o efeito causado em f(x) por uma pequena variagio de x.

Chamam-se fun¢do marginal de f(x) a funcdo derivada de f(x). Assim, a fung¢do custo
marginal € a derivada da func¢do custo, a fun¢do receita marginal € a derivada da funcdo
receita, e assim por diante.



A denominag¢do “marginal” utilizada pelos economistas indica uma variagdo “na
margem”, significando que € considerada como um limite. Veremos a seguir algumas
fungdes marginais e a sua interpretacao.

Custo Marginal

seja C(x) a fungéo custo de produgio de x unidades de um produto. Chamamos de custo
pronal a derivada de C(x). Indicamos o custo marginal por L)

5.21. Consideremos a funcio custo C(x) = 0,01x% — 0,5x% + 300x + 100.
J custo marginal € dado por C,,,(x) = C'(x) = 0,03x% — x + 300.
“2 quisermos o custo marginal para x = 10, teremos

Cing(10) = 0,03 - (10)* - 10 + 300 = 293.

Esse resultado pode ser interpretado da seguinte forma: sendo

Congl®) = ,i\lxl s A

tem-se que
Crplx) = % (para Ax pequeno).

Freqgiientemente esse Ax pequeno € suposto como igual a 1. Assim,
Crng) =AC=C(x+ 1) - C(x).

Portanto, o custo marginal é aproximadamente igual & varia¢o do custo, decorrent:
produgdo de uma unidade adicional a partir de x unidades.

No exemplo dado, Cmg( 10) = 293 representa, aproximadamente, C(11) — C(10), ou s
0 custo de producio da 112 unidade.

Receita Marginal

Seja R(x) a fungdo receita de vendas de x unidades de um produto. Chamamos
receita marginal a derivada de R(x) em relagdo a x. Indicamos a receita marginal
R,,o(x). Assim,

Riﬂg(‘x) = R’ (x)'

Fxemplo 5.22. Dada a funcdo receita R(x) = —2x* + 1.000x, a receita marginal é
R,(x) = —dx + 1.000.
Se quisermos a receita marginal no ponto x = 50, teremos
R,,(50) = —4 - (50) + 1.000 = 800.
Esse resultado pode ser interpretado da seguinte forma: sendo

. AR
o..0x) = _
mg(X) Alxlglo Ax"

tem-se que

R, (x) = % (para Ax pequeno).
. X



Supondo Ax = 1, vem:
ng(x) = AR R(x + 1) = R(x)_

Portanto, a receita marginal é aproximadamente igual & variacdo da receita decorr=
da venda de uma unidade adicional, a partir de x unidades.

No exemplo dado, R,,,(50) = 800 representa aproximadamente R(51) — R(50), ou sz
aumento da receita decorrente da venda da 512 unidade.

1) ~oda afuncéo custo C(x) = 50x + 10.000, obtenha o custo marginal e inferprete o resultado.

2) “ada a fungdo custo C(x) = 0,3x3 — 2,542 + 20x + 200, obtenha:
o custo marginal C,,,,;

Cog(5) & a interpretagdo do resultado;
Coe(10) e a inferpretacao do resultado.

3) “=pifa o exercicio anterior para @ seguinte fung@o custo: C(x) = 0,142 + 5x + 200.
4) ' Dada afungdo receita R(x) = 100x, obtenha a receita marginal e interprete o resultado.

Joda a fungo receita R(x) = —4x2 + 500x, obtenha:
a receita marginal R,,,;

R,(10) e @ interpretacdo do resultado;
R,,(20) e a inferpretacao do resultado.

6) -2 o fungdo de demanda for p = 20 — 2x, obtenha a receita marginal.
o iy _ e foncs 500
7) =pita o exercicio anterior com a seguinte funcéo de demanda: B i 10.
8) >2 p=a-bx for a fungdio de demanda, obtenha a receita e a receita marginal.
9)  =m cada caso, obtenha o custo marginal e esboce os respectivos grdficos:
> C(x)=2x+ 100 c) Clx)=2x3— 1022 + 30x + 100
C(x) = x + 200 d) Clx)=3x* - 5x2+ 20x + 100
10) =™ cada caso, obtenha a receita marginal e a receita média e esboce os respectivos
ardficos:
R(x) = 10x ¢) R(x)=-2x2+ 600x
R(x) = 6x d) R(x) =-10x% + 1.000x

Jbservacdo: a receita média R, & dada por R, (x) = Rx)
X

Respostas:

1 $ 50,00

a) 0,9x2—5x+ 20 c) $60,00
b) $17,50

3) 9 02045 b) $6.00 ¢) $7.00

4) $ 100,00

5) a) —8x+ 500 b) $ 420,00 c) $ 340,00

g 20-4

15.000

— -10
(x + 30)~

7



]
a—2bx b) Receita marginal: R, (x) =6

8) Receita meédia: R,,.(x) =6
9) «a Gn=2 ) Cglx) = 6x% = 20x + 30 T

h Ring

2 & R
<) Receita marginal:
I T R, (x) = —4x + 600
_f’ Receita média:
E R,,.(x) = —2x + 600
b) Cpelx) =1 d) Cpuglory = 97 — 10x + 20 .
600 b _ o
S =
—_— 20 \_/ ' 150 300
| H;—S “““ T d) Receita marginal:
E Rg(x) = —20x + 1.000
o 3 Receita média:
z R,,.(x) = —10x + 1.000

a) Receita marginal: R, (x) = 10

Receita média: R,,.(x) = 10

10)
10 ag
Rene

11)  Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas

1 )
20+ -(t+4).0=r=60
W(r) = 2

24.4r+ 604 ,60=r=90
onde 7 € medido em dias.
(@) Qual a razdo de aumento do peso da ave quando ¢ = 507
(b) Quanto a ave aumentard no 51¢ dia?
12) () Qual arazdo de aumento do peso quando 7 = 80?

Uma peca de carne foi colocada num freezer no instante + = 0. Apds ¢ horas, sua temperatura, em graus centigra-
dos, € dada por:

O=Er=E 3.

T(r) = 30 — 5t +

.

r+1

Qual a velocidade de reducdo de sua temperatura apds 2 horas?

1 &g .
3) O custo total C (g) da produgio de g unidades de um produto € dado por.
y 1
C(q) = 5(13 — 5¢* + 10g + 120

(a) Qual € o custo fixo?
(p)  Qual é o custo marginal quando o nivel de produgdo € g = 20 unidades.
(c)  Determinar se existem os valores de g tais que o custp marginal é nulo.
Respostas:

11) a)54gramas/dia b) 54,5g c) 24,4 gramas/dia 12)-5,444...°C/hora

13) 2)120 b)410 ) 5,443 1.2



Aplicacoes

1) Seja Cy=1000 + 3x + 2—10 x?2  a funcdo custo total associadz 3 poodme
um bem, e na qual x representa a quantidade produzida. Deter— =
= . dCr
1.1) a fun¢do custo marginal Cpy= 4 ;
x

1.2) o custo marginal ao nivel de 20 unidades;

1.3) determinar, caso existam, os valores de x para os quais o covs T
é zero.
2) Responder as perguntas do problema anterior para cada uma das sszo ==
de custo:

2.1) Cr=2x+ 100
2.2) Cr=+/4x + 25 + 30

2.3) Cr= —; x3 - 5x% + 10x + 120
1
—
2.4) C7=100e%°

3) Se x=10-0,2p ¢ a fungdo de demanda de um bem, onde x = = Tuwr
demandada e p o prego, determinar:

3.1) A funcdo receita total, Rp;

TaTT : dRT
3.2) A funcio receita marginal, Rys = P ;
x
3.3) A receita marginal no ponto x = 8 unidades.
3.4) Determinar caso existam, os valores de x para 0s quais z rece = T
€ zero.
4) Responda as perguntas do exercicio anterior para as equacdes de dema=is
4.1) x=12-0,3p
100 - p2
£3) =t TE
5
4.3) 20-/p
B) Xms——————
0,2

4.4) x=50e%5P

5) Para cada uma das funcGes de demanda anterior, determinar 2z =z oo o
demanda, Ey= SEage .
X dp

6) Se a fun¢do de demanda de um bem € dada por p=+/a - 5x. omi=
preco, x a quantidade demandada e ¢ e b constantes positivas, ZemoonE

6.1) E, decresce com o aumento de x

6.2) Ex=1 se xzz—;



RESPOSTAS

X

1.1 =3+
) Cyq 10

1.2) Cy20)=5

1.3) Nio existe x >0 tal que Cpr(x)=0

Cy=2
Cy 0 =2

£
=

rl) Cy= a5
A dx + 25

2

105

2.1)

2.2) /

Cp(20) =

E

CM=—3—x2 ~10x + 10

2.3) 4 2) Cpy(20)=410

10 -24/10
3}x=————3—u; =

.

X x
1) Cy=5¢e"°

2) Cy(20)=5e

2.4) /

10x - x2

31) Rp= ==

3.2) Ryr=

12x - x?
0,3

12 - 2x
0,3

-80

3

(1) RT =

2) Ryr=
4.1)
3) Ryr(10) =

L4) x=6

2) Rpp =400 - 16x + 0,12 x2
FJ Rpr(10) =252

Jl) RT=(20-02%)"x

4} x =100 o x= A8
i) Euab®
S B

x /P

10 - 2x

0,2

Nio existe x >0 tal que Cyy(x)=0

Nio existe x >0 talque Cpy(x)=0

_10+2+/ 10
3

lB) Nio existe x >0 talque Cyr(x)=0

3.3) Ry (10)==30 3.4) x=5

1) Rr=x+/100 - 5x

200 - 15x
2 4/ 100 - 5x

542

2

2) Ryr=
4.2) }
3) Ry (10) =

40
4) x= —
~..) 3

2) Rpyr=-2+2(n 50-8n x)

J'l) RT=2((n50-nx)x
: [3) Ryr(10) = =2 + fn 25

4) x:ﬂ
e

0,4 p?

5.2) Ex=

25pe %P
ST i



Parte 4: Regra de L"Hospital

Determinar os seguintes limites com auxilio das regras de L'Hospital.

. X —dx+4
1. hmz—\
x=20 X°— ¥ —'F

x* + 6x
. lim i —
=0 X" + 7x° + 5x
6 — 2 £35F —x°

5 lim—F/———7"—"——_
=3 x* =3 —x + 3

X —6x +7
7. lim ——°
b =ik ¥+Ix-1

7% -6
9. lim —————
s AR — 25 + 4

X

11. Him 5
x—>+w X°
Respostas:
10 2)-1 3)6/5 4)o  5)-11/26

O4oo  10)-1/2  11)4oo

Parte 5: Derivadas sucessivas

Z
=71
2. lim —————
—~-1x"+4x+3
2%+ x —
4y fim - BT
a=124x” —4x + 1
i %41
6. 1 _ : -
.tl'ml 2%t + 2x° + 342 + 2x — 1
. 5—35%°
B lm o o
5—x+x?
10. lim —————
\il{lx 2 = g 2x2
6)-1/6 70  8)5/2

Calcular as trés primeiras derivadas de cada uma das funcdes

1) y =k (constante) 2) y=x
3) y=x8 4) p=x*-3x3 +2x+1
5) y=—= 6) y=5x
N y=v2x 8) y=¢~
9) y="8nx 10) y=3*
1) y=(x+D? 12) y=xfnx
13) y=&*% 14) y=04x>"
15) y=(1-x° 16) y=—%x‘2
3
17) y=e* 18) -y=xe&™*

19) y=1-x3 20) y=log (—x)



21

22

23

24

Mostre que a fungdo y = x* + 9 é solucdo da equacdo diferencial y' = 3a2.
Mostre que a fungdo y = ¢ é solucdo da equacdo diferencial ¥ + y = 0.
Mostre que a fungdo y = ¥ é solucéio da equacdo x2y" — 2y = 0.

Mostre que a fungdo y =c - e é solucdo da equacao y' + 6y =0, qualquer que seja o
valor real ¢.

25) A funcio y=Axe" é solucdo da equagao diferencial y @ +2y7" -2y’-y=10e " . Determine a
constante A.

26) Seja f(x)= e

a) Calcule as 4 primeiras derivadas de f(x).
b) Determine £ (x).

Respostas: 25) A=5/4 26) a) £ (x).= =2"".
Parte 6: Maximos e minimos

Estudar, no que se refere a miximos e minimos, as seguintes funcgdes:

) y=10x+5 com 1<x<10

1) y=4x+5
3) y=-5x+4 com -1<x<2 4) p=3x+4 com 0<x<10
5) J=F &1 6) y=-x*+9
7 y=x%-3x+2 8) yv=-=x?+5x-6
3
9) y=x2-5x+6 com 0<<x<3 10) y=xT—i25ﬁx2+50x+5
3
11) y=x3-1 12) y=x4-xT+10
13) y=x%-10 1) g2
x*+1
15) y=——, x#0 16) y= —*
ey 1+x?
17 y= x? o ol = | 18) ol com 0<<x<4
=1’ ey e
19) y=+/x, x2=0 20) p=+/x2+4
21) y=+/x% - 10x 22) y=¢&*

23) y=¢2% 0<x<4

38. Obtenha os pontos de méximo ou de minimo (quando existiremn) dos funcaes abo

a) f)=x~4x+5 d) fl)=— % +dx+6
b) flx)=6x-x2 e) flx)=x+ L
X
[ .‘3 T 5
c) f(_x):?—ir+6x+5 f) f=x Vx+2



RESPOSTAS

1) Nio tem P.M. nem P.m. 2) el Pany 910 PM.

3) ;=2 P 4) Nido tem P.m. nem P.M.
5) x¥=10 Pm, . 6) x=0 P.M.

3 S

7 =—=— P.m. o

)szm S)sz.M.

9) x= % P.am.; x=0 PM.; x=3 PM.
10) x=5 PM.; x=10 P.m. 11) Nio tem P.M. nem P.m.
12) x= % P.m. 13) x=0 P.am.,
14) x=0 P.M. 15) Nio tem P.M. nem P.m.
16) x=-1 P.m.; x=1 P.M. 17) x=2 P.m.; x=0 PM,
18) x=4 P.m. « 19 »=0 P.m.
20) x=0 P.m. 21) x=0 P.m.; x=10 P.m.
22) Nio tem P.m. nem P.M. 23) x=0 PM.; x=4 P.m.

38)a) ponto de minimo: x=2
b) ponto de maximo: x=3
¢) ponto de mdximo: x=1 e ponto de minimo: x=6
d) ponto de maximo: x=2 e ponto de minimo: x=-2
e) ponto de maximo: x=-1 e ponto de minimo: x=1

f) ponto de minimo: x=-4/3

Parte 7: Problemas de maximos e minimos

39. Deseja-se construir uma piscina retangular com 900 m? de drea. Quais as dimensa=
parc que o perfmetro seja minimo?

40. Obtenha dois nimercs cuja soma seja 100 e cujo produto seja mdximo.

- ~=ceita mensal de vendas de um produto é R(x) = 30x — x? e seu custo & C(x) =20 + 4x.
Dbtenha a guantidade x que maximiza o lucro.
Vostre, para o resulfado obtido acima, que o cusio marginal é igual & receita

marginal.

oonha que a funcdo receita seja R(x) = 60x e a funcdo custo seja C(x) = 2x* — 12x% +
- 30x + 40.
Obtenha a quantidade x que deve ser vendida para maximizar o lucro.
/ostre que, para o resultado obtido acima, o custo marginal é igual & receita marginal.

“==0lva o exercicio anterior supondo que a funcdo receita seja R(x) = =3x> + 50x.



67

69

57. O custo de uma firma é C(x) = 0,1x% + 5x + 200, e a equagdo de demanda é p=10-—

Determine x para que o lucro seja maximo.

>

58. O prego de venda por unidade de um produto é p=50. Se o custo & C(x) = 1.000 + 3
+0,5%%, determine o ponic de maximo lucro.

59. Se a funcdo receita de um produto for R(x) = —2x2 + 400z, obtenha o valor de x o=
maximiza a receita.

63. A equagdo de demanda de um produto & p = 1.000 — x e seu custo mensal & C(x) = 20+ -
+ 4.000.

a) Qual preco deve ser cobrado para moximizar o lucro?

b) Se, para cada unidade vendida, a empresa tiver de arcar com um imposto iguc
$2,00, que prego deve ser cobrado para maximizar o lucro?

65. Deseja-se construir um prédio com m andares. O custo do terreno é $ 1.000.000.
e o custo de cada andar & $25.000 + 1.000m (m=1, 2, 3...).
Quantos andares devemn ser construidos para minimizar o custo por andar?

4 equacdo de demanda de um produto € p=30-35 In x.

) Ache a func@o receita R(x).

5) Ache o valor de x que maximiza a receita.

-1 Ache a receita marginal Rmg(x), e mostre que ela é sempre decrescente, mas nunca

se anula.

Jma empresa tem uma capacidade de producdo de, no maximo, 200 unidades por
semana. A funcdo demanda do produte é p =-0,2x + 900, e o custo semanal é dado
or C(x) = 500 — 8x + x2. Qual preco que deve ser cobrado para maximizar o lucro

s=manal?

Respostas:

39) 30m por 30m

40) 50e 50

41)a)13

42)a)4,38

57)x=50/3

58)x=48

59)x=100

63)2)$510,00  b)$511,00
65)32

67)a) R=30x-5xInx b)x=¢’

69)$860,00



