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3. Polinbmios

Definicdo: Um polindmio ou funcdo polinomial P, na varidvel x, é toda expresséo do tipo:
P(X)=a,x" +a,,x"" +..a,x* +a,x+a,, onde neIN, a,,i =0,1,...,n sdo nimeros reais
chamados coeficientes e as parcelas a,x',i =1,...,n, termos do polinémio. Cada termo é
denominado mondmio.

Exemplos:
P(X)=5x*+3x° —2x+1L P(X)=-8x+7m, P(X)=x®++/3x* +2

Contra-exemplos (expressdes que ndo representam polindmios):
1

f(X)=x-3x2+5  f(X)=x"*+2x+1
3.1. Valor numérico de um polinémio

Seja P(x) um polindmio.

Considere x=a. (c.e IR) um valor fixo atribuido a x.
Calcule P(a)=a,a" +a, ,a"" +..a,a° +,a +a,.
P(c) é o valor numérico do polindmio para x=a..

OBS:
1. O valor numérico do polinémio P para x=0 é:

P(0)=a,0" +a,,0"" +..a,0° +a,0+a, = a,.
Isto é, P(0) é igual ao termo independente de Xx.
2. O valor numérico do polindmio P para x=1 é:
P)=a,1"+a,,1"" +..a,1° +al+a,=a,+a,, +..a, +a, +a,.

Assim, P(1)= Zak , isto é, P(1) é igual a soma dos coeficientes do polinémio.
k=0

3. Quando P(a)=0, dizemos que o € raiz do polindmio P(x).
3.2. Polindbmio nulo
E aquele em que todos os seus coeficientes sdo iguais a zero (P(x)=0).

3.3. Grau de um polinémio

O grau de um polinémio P(x), ndo nulo, é o maior expoente da variavel x, com coeficiente ndo
nulo, que aparece na expressao que define P(x).
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Exemplo:

P(x)=5x *—x° - gr(P)=6
P(X)=3x*-5x+1 = gr(P)=2

P(x)=5 - gr(P)=0

OBS: Néo se define o grau de polinémio nulo.
3.4. lgualdade de polindbmios

Dois polindmios P(x) e Q(x) séo iguais, P(x)=Q(x), quando todos os seus coeficientes sdo
ordenadamente iguais.

SejamP(X)=a x"+a_ . x"'+.ax*+ax+a, eQX)=b x"+b X" +.b x?+bx+b
n n-1 2 1 0 n n-1 2 1 0

a, =h,
an—l = bn—l
P(X)=Q(x) <> ' Coeficientes de mesmo grau séo iguais
a, =h,

3.5. Operac0es

Sejam P(x) e Q(x) tais que
PX)=a,x" +a, X" +..a,X* +ax+a, e QX)=b x"+b, ,x"* +..b,x* +b,x+b,, n eIN.

3.5.1. Adicao e subtracao de polinbmios
A adicéo e subtracdo de polindmios é feita a partir da adi¢do e subtracdo dos coeficientes

correspondentes a um mesmo grau.
P(X)+Q(x)=(a,+b,)x" +(a,_, +b,_)Xx" " +...(a, +b,)x* + (a, +b,)x + (a, +b,)

P(X)'Q(X):( an—bn)x” + (an—l _bn—l)xn_l + ---(az _bz)X2 + (31 _bl)x+ (ao B bo)

Exemplo:
P(X)=3x*-2x*+2 e Q(X)=3x"-7x>+x+1

P(X)+Q(x)= (0+3)x *+(3=7)x> + (-2 +0)x* + (0 +D)x+ (2+1) =3x* —4x® —2x* + x+3
P(X)-Q(x) = (0-3)x *+(3— (=7))x® + (-2 - 0)x* + (0—1)x + (2 —1) = —3x* +10x> —2x* —x+1
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3.5.2. Multiplicagéo de polindmios

A multiplicacdo é feita pela propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo e
multiplicacao.

OBS: Se o grau do polinémio P é n e o grau do polinémio Q é n, entdo o grau do polindmio
P.Q serd n+m.

Exemplo: P(x)=2x-1 e Q(X)=5x*+2x—2

P(X).Q(X)=( 2x-1)( 5x*+2x —2)
P(X).Q(X)= 10X *+4x* —4X —5x* —2X + 2
P(x).Q(x)=10x° — x* —6x + 2

3.5.3 Divisao de polindbmios

Dividir um polinémio P(x) por um polinémio D(x), ndo nulo, é achar um par de polinémios
Q(x) e R(x), de tal maneira que:

P(x) D(x) — divisor
R(x) Q(x) — quociente
> resto

— dividendo

Ou seja, dividir o polindmio P(x) pelo polinémio D(x) é obter os polindmios Q(x) e R(x) tais
que:

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

onde 0 < Gg < Gp ou a divisdo é exata e R(x)=0

Quando o resto da divisao de P(x) por D(x) é nulo, dizemos que o polinémio P(x) € divisivel
por D(X).

Método de divisdo de polinbmios

1. Meétodo da chave

Vamos dividir 2x3+3x—1  por  x*+2x+5
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Solugiio: Completa-se o dividendo com 0x’

2 +0F° + 3x-1 P4+2x+5
2 — 45— 10x
g ot —if
-dx—7x - 1 "
47+ 8x + 20
x+ 19

Entdo: Q(x)=2x—4
Rx)=x+19

2. Dispositivo pratico de Briott-Ruffini

Este dispositivo é utilizado para dividir um polinémio P(x) por um polinbmio do 1° grau da
forma x-a. Neste método, trabalha-se apenas com os coeficientes do polindmio e com o valor de a.

Dispositivo: Seja P(x)=azx*+asx?+a;x+ao por D(X)=x-a

Dividendo
T as a aj g
b bo
Raiz do Divisor Quociente Resto
Exemplo:
P(x) = 7x* — 8x +15
Binémio: x —2 ®
% | 7 -8 15
7
-®\;’_—(-B\A
2‘ | 7 =8 15
'\l$¥7/6
®
2 | 7 -8 15
I 7 6 27
Qx)= 7x + 6 R=27

OBS: Se o resto da divisao € zero, entdo o polinémio é divisivel pelo bindmio divisor.
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Teorema do resto

O resto da divisdo de um polinémio P(x) por um bindmio do 1°grau do tipo x-a é igual ao valor
numérico do polinémio P(x) para X=a, ou seja, P(a)=R.

PX)| x—a
R Q(x)
R =P(a), onde a ¢é raiz do bindmio (x —a). ;

Como o divisor é do 1° grau, o resto é nulo ou tem grau zero. De qualquer modo, R é uma
constante, isto €, independente de x. Para calcular o valor de R basta substituir na identidade x por a.
Note que a é raiz do binémio.

Teorema de D’ Alembert

Um polindmio P(x) é divisivel pelo bindmio x-a se, e somente se, P(a)=0.

P(x)| x—a
0 Q(x)
R=Pa)=0

Note que “a” além de ser raiz do bindmio x-a é também raiz do polindmio P(x).

OBS: Conhecida uma raiz r do polinémio P(x), podemos obter as demais raizes de P(x) da
seguinte maneira:

e Dividimos P(x) por x-r, usando o algoritmo de Briott-Ruffini. As raizes do quociente Q(x)
dessa divisdo séo as demais raizes de P(x).

Divisao por (x-a)(x-b)

Se um polinémio P(x) é divisivel separadamente pelos binémios (x-a) e (x-b), com a=b, entdo
P(x) é divisivel pelo produto (x-a)(x-b). (A reciproca é verdadeira)

Generalizando, se P(x) é divisivel por n fatores distintos (x-a,), (x-a2), ..., (X-an) entdo P(x) é
divisivel pelo produto (x-a,).(X-a2)... (X-an).

Exercicio proposto:

Calcule as raizes de P(x) = x* - 4x% + 9x - 10, sabendo que P(x) € divisivel por x - 2
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3.6 Equacdes polinomiais

Definicdo: Se P(x) € um polindmio de grau n>0, chama-se equacéo algébrica ou polinomial a
igualdade P(x)=0. Assim, equacao algébrica de grau n é uma equacéo do tipo:

P(X)=a,x" +a, X" +..a,x* +a,X+a,=0, ap=0.

Raiz de uma equacéo algébrica

Dada uma equacdo algébrica P(x)=0, o nimero r € uma raiz dessa equacao se, e somente se,
P(r)=0.

Conjunto-solucéo

Conjunto-solucdo de uma equacéo algébrica é o conjunto formado por todas as raizes (e
somente por elas) da equacdo. Resolver uma equacao € obter seu conjunto solucao.

Equacio do 1° grau

Uma equacéo é classificada como equacéo do 1° grau quando puder ser escrita sob a forma
ax+b=0,
onde a e b sdo reais com a=0. Uma equacdo do 1° grau tem apenas uma raiz que pode ser
obtida isolando-se x.

Equacdo do 2° grau

Uma equagdo ¢é classificada como equacéo do 2° grau quando puder ser escrita sob a forma
ax’+bx+c=0,
onde a,b e ¢ sdo reais, com a=0. Uma equacdo do 2° grau tem no maximo duas raizes, que

podem ser obtidas pela formula:
(o—bEVb?—dac _—b+A
2a 2a

OBS:

e Se A>0entdo a equacdo admite duas raizes reais e distintas
e Se A=0 entdo a equagdo admite duas raizes reais e iguais.

e Se A<0 entdo a equacgdo admite duas raizes complexas.

Equacdo do 3° e 4° grau

Uma equacdo ¢é classificada como equacéo do 3° e 4° grau, quando puder ser escrita sob a forma
ax’ +bx* +cx+d =0 ou ax®+bx®+cx®+dx+e=0
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As raizes das equacgdes do terceiro e quarto graus podem ser obtidas através de formulas gerais
que sdo extremamente trabalhosas.

OBS: As equacdes de grau superior a 4 ndo apresentam formulas resolutivas. Desta forma,
apresentam-se teoremas validos para quaisquer equacdes algébricas que possibilitam a resolucgéo ou,
ao menos, informagdes Uteis na obtencdo das raizes de uma equacao.

Teorema Fundamental da Algebra

O teorema da Algebra sobre equagdes algébricas de coeficientes reais diz:

Toda equacao algébrica de grau n admite no conjunto dos nimeros complexos n raizes
complexas.

O teorema garante a existéncia de n raizes complexas, ndao diz como obté-las.
O teorema tem validade no conjunto dos nimeros complexos, ou seja, pode ou ndo ter raiz real.

Teorema da decomposicado

Seja P(x)=a X" +a, ;X" +..a,Xx* +a,x +a,um polindmio de grau n>0. Demonstra-se que
P(x) pode ser decomposto, ou seja, fatorado, na forma seguinte:

PX)=a, - (x-r1) - (x-12) - ... - (X—1y)

onde 1y, 1, ... , Iy. s80 as raizes da equagdo: P(x)=0

OBS: Esta forma fatorada mostra que a equagdo tem no maximo n raizes distintas, e ndo
exatamente n, pois ndo sabemos se 0s nimeros "™ - T sdo todos distintos dois a dois.

Multiplicidade de uma raiz

Dizemos que r € uma raiz de multiplicidade m (m>1), da equacdo P(x)=0 se, e somente se, a
equacdo puder ser escrita sob a forma,
(x-N™. Q(x)=0

Isto ¢, r é raiz de multiplicidade m de P(x)=0 quando o polindmio P é divisivel por (x-r)", ou
seja, a decomposicéo de P apresenta exatamente m fatores iguais a (X-r).

Exemplo: A equagéo x°.(x +7)° admite as raizes x=0 (com multiplicidade 5) e x= -7 (com
multiplicidade 3).
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Pesquisa de raizes

Quando se conhece uma raiz r de uma equacao algébrica P(x)=0, divide-se P(x) por X-r,
recaindo-se numa de grau menor.

Exemplo: Se x=-3 é uma raiz da equacdo x *+3x° + 2x + 6 = 0, determine as outras raizes.

B e O 3 2 6
l el \0( 2; 0 —* Resto
xX*+2=0
=0
X=%421

Teorema das raizes inteiras

Se r ¢ uma raiz inteira de uma equagdo algébrica de coeficientes

inteiros.
ax"+ ax" Lt ax+ay=0

com a, # 0, entdo r é um divisor de a,.

OBS: Este teorema permite descobrir se a equacdo tem ou nao raizes inteiras; basta para tanto,
verificar um por um os divisores do termo independente de X, ao.

Teorema das raizes racionais

Ser=2 (p e q inteiros primos entre si), € uma raiz da equagdo algébricz &

coeficientes inteiros.
ax"+a X" ot ax+ay=0

com a, # 0, entdo p € divisor de a, e q ¢ divisor de a,.
Observacao:

Este teorema abrange o anterior, ou seja, o conjunto das possiveis rz
racionais contém o conjunto das possiveis raizes inteiras.
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Teorema das raizes complexas

Se um nimero complexo x = a + bi (4, b € R) é raiz de uma equacio
« z¢brica com coeficientes reais, entdo o seu conjugado X =a —bi também ¢ raiz
“=ssa equacao.

mportante:

Este teorema apresenta as conseqiiéncias:

e O numero de raizes complexas, ndo reais, de uma equagdo algébrica
com coeficientes reais é sempre par.

e Toda equagdo algébrica de coeficientes reais e grau impar tem pelo
menos uma raiz real.

Exercicios
1) Determine o valor de r no polinémio P(x)=x" +4x* +rx -3, sabendo-
se que x=-2 éraiz.

Determine a equacao deste polindmio.

2) Calcule as raizes de P(x)= x3- x2- 4x+4, sabendo que P(x) é divisivel por x+2.

- ; 1
3) (PUCYOs valores das constanies a e b, para os quais —— -

KT=5x+6 x—-2 -3
para todo x 2 {231, s3o tais gue o produte ab vale:
(A)-2 (B)-1 (C)0 (1 (E}2

Exercicios propostos:

. o o 3 2 i

1) Determine o valor de r no polinémio P(x)=x"—rx"+2, saben-

do-se que x=1 € a raiz desse polindmio. Determine a equacao do
polinémio.

2) A figura a seguir mostra uma fung¢do que dé a quantidade total de pecas que um operz-
monta em fungio do nimero de horas trabalhadas em um dia: y = -x* + 5x* + 180x.

A

y

N -——--

| (BTSSR0

Ty ) R T
00 [5a = s vt i ek e
i
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a) Quantas pegas monta nas duas primeiras horas de trabalho? E dessas pegas, quant=
monta na primeira hora e quantas monta na segunda hora?

b) Essa fungéo € crescente ou decrescente no intervalo [0,8]? Por qué?

c) Em qual intervalo dos assinalados no eixo X, o operario monta o maior niimer
de pecas?

3) Seja o polindmio P(x)=x" —3x* - 5. Calcule P(-1) - %P(?»).

4) Determine m e n no polindmio P(x)=mx* —2x* + nx —1, sabendo-se
que 1 € a raiz do polinémio e que P(-2)=-21.
5) Determinar o polinémio P(x) =ax* + bx +c, sabendo-se que P(0)=5

P(1)=6eP(-2)=-9.

’

6) Determine a, b e c, de modo que (a+b-1)x* +(b-2c)x +(2c-1)=0.

7 Determine a ¢ b de modo que 2 + b :5:“—1.
x—=1 x+1 x*-=1

(x£1 e x#-1)

Respostas dos exercicios propostos

1) r=3
2) a) 372, na primeira hora monta 184 e na segunda 188;
b) Crescente, porque aumentando-se o nimero de horas de trabalho, aumenta-se o nimero de
pecas montada;
)[0,2]
3) -14 Hm=1en=2  5)P(x)=-2+3x+5  §)a=0,b=1e c=1/2
7) a=3 e b=2

3.7 Produtos notéaveis

Os produtos notaveis sdo multiplicacdes entre polinbmios, muito conhecidas em virtude de seu
uso extenso.

Igualdade Exemplo
(a+b)’= a” +2ab+b’ (x+2)2=x* +2x+4
(a+h)’= a” -2ab+b” (4x-2)2=16x2 —16x + 4
a?—b%= (a+h)(a-b) x2=5 = (x—~/5)(X++~/5)
x*—a® =(x—a)(x+a) X*—4=(x-2)(x+2)
x®-a® =(x—a)(x* +ax+a?) x3-8=(x-2)(x*+2x+4)
x*—a*=(x—a)(x’ +ax* +a’x+a’) X*=16 = (x— 2)(x* + 2x* + 4x +8)
x°-a® = (x—a)(x* +ax® +a’x* +a’x+a*) x°-32 = (x—2)(x* +2x% + 4x* +8x +16)
x"—a" =(x—a)(x"'+ax"* +a’x"* +...+a" *x+a"")

10




Universidade Federal Fluminense
ICEx — Volta Redonda
Métodos Quantitativos Aplicados |
Professora: Marina Sequeiros

3.8. Fatoracao
Fatorar um polindmio significa reescrevé-lo como produto de outros polinémios.
Exemplos:
a) X*—x =
b) x*-5x* =
c)x*-1=

d) x*+8=

e) x°-27 =

Exercicios:

1) Fatorar os seguintes polindmios:

y=6x+x> d) y=x"-1
yext =25 e) y=x"+2x'+x’
y=16x" —-a* f) y=x"-6x+9x

2) Utilizando a resolucdo do exercicio anterior, determine onde cada
polindémio se anula (P(x)=0).

3) Simplifique

2 3
xc — 1 X 8
b)
R 2 -4
1
4x? -9 ~ =1
c) i dy X
2x + 3 x—1
1 1 1 1
- -
f) X f) X 9




Universidade Federal Fluminense
ICEx — Volta Redonda
Métodos Quantitativos Aplicados |
Professora: Marina Sequeiros

4) Fatore o polindmio do 2° grau

Q) x° = 3x+ 2 x—x—2
X~ 2%+ 1 dHx*—6x+9
&) % — 3x A2 — 3y + 1

Exercicios propostos

1) Simplifique
1 1
a) 1 — l e) - = —
x 3 X p
x—35 xX—p
py + _ b
2y p xiort
XxX—p xX—p
5 5 ] 1
o) xth” —x 9 x+h x
h h
d) (X+h)3 “X3 (x_|_h)2 _(x_h)Z
h)
h h
2) Fatore o polindmio do 2° grau
a) . x? — 25 0 3?4+ x 2
by 4 -9 d) 2x” — 5x
3) Fatore os polinémios dados
DX+ 2% —x =2 Bt =3+ +3x=2
D+ 37 —ax— 12 X +65+1lx+6

c)x3 + 22 - 3x
Hr—1

12
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4) Determine, caso existam, as raizes inteiras da equacao:

D +23+x—4=0 yx — X +x+14=0 ot =33 + % +3c=2
D2 - —1=0 O+t +x—14=0 A +37 —dx—12=0

3.9. Completar quadrados
@) processo de completar quadrados tem base nas férmulas de produtos notaveis (a+b)? e
(a-b)? , fazendo-se uma comparagéo direta entre os termos . E uma operacio muito utilizada em
polmomlos de grau 2.
Exemplos: Completar quadrados:
a) X*+6x
Temos que comparar com (a+b) 2
(a+b)® = a’+ 2ab + b?

= x%+ 6x
Comparando, diretamente, temos a=x e que 2ab=6x > 2b=6 > b=3. Logo h?=9
(a+b)® = a’+ 2ab + b?
(x+3)%= x*+6x +9
Assim: x?+ 6x = x>+ 6x + (9-9) = (x*+ 6x + 9) — 9 = (x + 3)*- 9
b) X*~x+2=(x*-x)+2
Inicialmente, vamos desconsiderar a constante. Podemos comparar essa expresséo com (a-b) 2,
pois o coeficiente do termo de grau 1 é negativo. Assim:
(a-b)*= a* - 2ab + b?

X2 - X

Comparando, diretamente, temos que a=x e que 2ab=x. Dai, 2b=1 - b=1/2. Logo, b?=1/4

(a-b)? = a® —2ab + b?
(x=3) =]
X——| =X"—X+—

2 4

2
c) Assim, (XZ,X)+2=(X27X)+2_£+£: xz—x+1 +2_l: X_l +Z
4 4 4 4 2 4

13
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Exercicio: Completar quadrados
Q) x>4x

b) —x*+8x+3

c) x*-2x%+2

Exercicio proposto

Completar quadrados:

a) X°+2x+7

b) x-9x2
c) x*-3x%+1

14



