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PARTE | - SENO E COSSENO

Vamos comecar a estudar um tema que é muito importante: as fungdes trigonométricas. Para comecar,
vamos estudar as fun¢des seno e cosseno, vamos falar sobre o circulo trigonométrico e vamos definir as
funcgdes seno e cosseno nesse circulo. Depois disso vamos aprender a resolver as equagdes e inequagoes
trigonomeétricas, para isso, antes temos que estudar as identidades trigonométricas relativas ao seno e
cosseno. A visualizagdo no circulo trigonométrico serd muito Util na resolu¢do das equagdes e inequagdes.
Para finalizar essas func¢des estudaremos os seus graficos e as transformacdes sobre os mesmos. Como
orientagdo de estudo, caso vocé ndo se lembre da trigonometria no triangulo retangulo, leia o material

complementar "Relagdes trigonométricas no triangulo.

Arcos e angulos na circunferéncia em radianos

Quando cortamos uma circunferéncia de raio r num ponto ¢ a “desentortamos”, obtemos um
segmento de reta cuja medida é dada pela formula [ = 2mr e essa medida é chamada de comprimento da
circunferéncia. Quando tomamos um arco s dessa circunferéncia, correspondente a um angulo central « e

0 “desentortamos”, o comprimento desse arco pode ser obtido por uma regra de trés simples.

Medida do angulo @ ou arcoemgraus <>  comprimento do arco s

o

a A S
° 360° o 2nr
2nra’ T a’
Logo, S = = T

360°  180°

s e r medidos com a mesma unidade de comprimento.

Observe que se tomarmos a mesma abertura a (medido em graus),com raios ryer,, 0S

. . 2nria® T o’ 2nr,a’ T a’ ~ .
comprimentos de arco associados s; = 20 —1e0° T1 €52 = — -1, sdo diferentes.

360° 180

Sz _ 2na’ _ Ta
r,  360°  180°
. A . 2ma’ CoL . . . R .
medida do angulo, igual a 37;3 = 5o Ja que esse valor independe do raio. Essa medida do angulo é

chamada de radianos (abreviatura rad), ou seja, a medida do angulo a em graus, a°, corresponde a medida

Porém, note que i—l = Assim, associamos ao angulo o (medido em graus) outra
1

do angulo a em radianos, % rad. Sendo assim, obtemos as correspondéncias:

Medida de angulo | 360° 180° |90° [270° |45° |60° |30° 10 180\
Ou arco em graus <T)
=~ 57,3°
Medida de é.ngUIO 2T rad T I‘ad T rad 3_7-[ rad T rad n rad n rad L rad = 1 rad
2 2 4 3 6 180
ou arco em 0,01745 rad
radianos
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Observe que, nesse caso, 0 comprimento de um arco da circunferéncia de raio r e angulo central

de O radianos ¢ dado por

s = 0r.

Quando o raio é 1, o comprimento do arco s é igual ao valor do angulo subtendido 6 em radianos.

Exemplol:

1)

2)

3)

Quantos graus mede o arco descrito por uma particula que faz um percurso de 4mm numa

circunferéncia de diametro 1,6 cm?

Solucédo: Usando a unidade em centimetros, temos que 400 = 6.0,8 = 0 = % = 5007 rad.

)

Logo, o arco descrito em graus € igual a 5007 X % = 90.000°.

Quantos centimetros percorre uma particula que descreve um arco de 510° numa circunferéncia de

raio 6 cm?

~ . . . n . ~ 17
Solucdo: Primeiro transformamos a medida do angulo para radianos, entdo 6 = %.510 = Tﬂ

. 17 .-
Logo, a particula percorre s = 0r = Tﬂ 6 cm = 171 cm. Para termos uma ideia dessa grandeza

fazemos m = 3,14 eassim, s = 17mr cm = 17 X 3,14 cm = 53,38 cm.
Qual é a relacdo entre o comprimento do arco subentendido por um angulo de 1 rad e o raio da da

circunferéncia? Como podemos marcar esse angulo em qualquer circulo?

Solucéo: ; = 1 rad, portanto s = r. Para marcar o angulo de 1 rad, construimos um circulo de raio

r, e enrolamos sobre o circulo um fio de comprimento igual ao raio. Ligando as extremidades A e B do

fio ao centro O do circulo, obtemos <A0B que mede 1 rad.
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O Circulo Trigonomeétrico

Considere num plano um sistema de coordenadas cartesianas xOy e uma circunferéncia de raio unitario,
com centro na origem do sistema. Nesta circunferéncia, o comprimento de qualquer arco é igual a medida,
em radianos, do angulo central subtendido por esse arco, pois [ = r8 = 6. Veremos agora, Como associar
a cada numero real & um ponto no circulo trigonomeétrico.

e Se 6 = 0 fazemos corresponder o ponto A = (1,0), origem do circulo trigonométrico.

e Sefd >0, partimos de A e percorremos um arco de comprimento 6 no circulo trigonométrico, no

sentido anti-horario.

e Sef <0, partimos de A e percorremos um arco de comprimento |8| no circulo trigonométrico, no

sentido horario. y

1
&
1
N3
1
o|d
Q
(6]
N |
=]
o]
):-,_/
@®

w
]
N
o
N
]
w
IN
3
\cb‘_
x

Observe que ha percursos que podem dar mais de uma volta na circunferéncia. Os arcos 6 e 6 +
2km, k € 7, sdo ditos congruentes (ou cOngruos), pois sdo representados no mesmo ponto do circulo
trigonométrico. Nesse caso, |k| (com |k| = 1) é o numero de voltas a mais no circulo e o sinal de k
o0 sentido das voltas, isto €, k > 0 indica o sentido anti-horario para as voltas, enquanto k < 0 indica
0 horério. Quando 6 > 0, fazer um percurso de comprimento 8 é percorrer um arco de 6 radianos
(rad) sobre o circulo trigonométrico no sentido anti-horario e para 6 < 0, 0 arco tem comprimento

— 6 e € percorrido no sentido horario.

Exemplo 2:

. . Cps a 21 s .
. Marque no circulo trigonometrico os angulos correspondentes a S5 & —3 radianos.

Solucéo:

4 de 21



UFF/GMA — Notas de aula de MB-I — Maria Lucia/Marlene — 2015-1 Trigonometria - Parte 1- Seno e cosseno

I1.  Divida o circulo trigonométrico em 8 partes iguais, a partir de A = (1,0) e marque o arco 0,
correspondente a cada ponto divisor, para 0 < 6 < 2.

Solucéo:

2

I1l.  Descubra o &ngulo congruente no intervalo [0,2m] e marque no circulo trigonométrico.

831 131 51w

(@36m (b dlm () =° @ -= @

Solucao:

(a) 36m = 18 x 2m, logo 367 é congruente a 0.

(b) 41r = m + 40w = w + 20 X 2m, logo 41m é congruente a .

83w _ 80m+3m 3
—= =20m+—=
4 4 4

(c) Dividindo 83 por 4, temos

10 X 2w + %” , logo 8‘?’7” é congruente a %" (135°).

13 —12m— 13w , , N
(d) —T” = ;T T= 21— % logo - Tﬂ é congruente a —%. Porém, queremos o angulo em [0,27],

assim - 137" =27 — % +2m —2n = —4m + 117" O angulo é congruente a HT" (330°).

(e) Dividindo 51 por 7, temos =% = 2%

21 s s ~ .
=7n+ - mas 7 e Impar, entao reescrevemos assim

Mr . B+ —bn+n+Z=6n+Z=3x2n+=Z logo =X 6 congruente a
7 7 7 7 7 7 7
97”(52310).
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Extensao de seno e cosseno a toda a reta

', A cada 6 € R, associamos um angulo no circulo
Lado terminal
_____ o) trigonométrico. Considerando o lado terminal do angulo, este
tem intersecdo com o circulo trigonométrico num ponto de
=l . coordenadas (x, y), conforme a figura ao lado. Observe que
p—y - N para 0 < 6 <=, temos que:

x=cosf e y=senf de acordo com o triangulo

retangulo da figura.
Agora, vamos estender as definicdes de seno e cosseno para

a reta toda usando o ponto de intersecdo entre o lado

terminal do &ngulo e o circulo, ou seja, define-se

cosf = x o N A

sene

(a abscissa do ponto de intersecido) e

senf =y

(a ordenada do ponto de intersecio),

para todo 6 € R.
Assim, 0 cos 6 sera lido no eixo Ox e 0 sen 6 no eixo Oy.

Acabamos de definir duas importantes funcdes, a saber, as fungdes sen:R—->R e cos:R—- R

Note que os valores do seno e do cosseno sao 0s mesmos para angulos congruentes, ja que esses tém o
mesmo lado terminal, isto €, cos(6 + 2km) = cos 6 e sen(6 + 2km) = senf, VO € R.

Além disso, o conjunto imagem do seno e do cosseno € o intervalo [—1,1].

Denotando por P o ponto de intersecdo entre o lado terminal do angulo e o circulo, temos 0s seguintes

valores.
e cosO0=1 e sen0=0, cos2km=1 e sen2km =0, pois P=(1,0), k €Z.
o cos% =0 e seng =1, pois P = (0, 1). [Marcamos 90° no sentido anti-horario.]
e cosm=—-1 e senm =0, pois P = (—1,0). [Marcamos 180° no sentido anti-horario.]

3 3 . . L
o cos;ﬂ =0 e sen;ﬂ = —1, pois P = (0,—1). [Marcamos 270° no sentido anti-horario.]

® cCos (— g) =0 e sen (— g) = —1, pois P = (0,—1). [Marcamos 90° no sentido horario.]

® (oS (57”) =0 e sen (5?”) =1, pois P =(0,1). [57” :2n+§ , portanto € congruente a g]
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Além disso, temos 0s sinais do seno e do cosseno:

e cosf>0 , Sé P eStlver no 1° ou no 4° . Sinal de cos()
2N

quadrante; cos 8 < 0, se P estiver no 2° ou no 3° \

\ ] L)
quadrante. \l/ o/

e senf > 0, se P estiver no 1° ou no 2° quadrante; ~\Sl~,m} de sen(p)  Sen@ <
+ +

0, se P estiver no 3° ou no 4° quadrante. \
\

] ,/
Qe

Identidade trigonométrica fundamental:

Aplicando o teorema de Pitagoras a um dos triangulos retangulos das figuras da pagina anterior

de catetos b = |sen 8|, ¢ = | cos 0 | e hipotenusa a = 1, obtemos

cos? 0 +sen? 6 = 1.

Essa identidade é valida para todo 6 real, mesmo para os angulos com lados terminais sobre 0s eixos
coordenados (verifique!).

Valores notaveis do seno e do cosseno

fi2 V3 1
cos|=)=—, senl=) =-;

6 2 2

5T V3 1
cos|—)=——, sen |—) ==

6 2 6

7T 3 7T 1
cos(—) =—-—, sen(—) =—5

6 2 6 2

11 V3 117 1
coOS— =—, sen— = ——
2 6

s s V3,
cos|—)==, sen|—=)=—;

3 3 2

2 2 V3
cos|—)= —=, sen|—)=—

3 3 2

4T 41 3,
cos (—) = —-, sen (— =—-—=

3 3 2

51 5 3
COoS (—) = -, Ssen (—) = ——

3 3 2

T T 2
cos (—) = —, sen (—) ==

4 2 4 2

3 2 3m V2,
cos|—)= ——, sen|(—)=—;

4 2 4 2

57 2 5 V2,
cos|\—)= ——, sen(—)=——;

4 2 4 2

7 2 7 V2
cos|—)= —, sen(—)=——.

4 2 4 2
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Exemplo 3:
191

1) Determine o seno e 0 cosseno de: a) Ty b) 1350° c) -510°

Solucéo:
191

a) T=3><27r+§,logocos(197n)=cos(§) =% sen(w{)=sen(§)=§ :

b) 1350° = 3 X 360° + 270°, logo cos(1350°) = cos 270° = 0 e sen(1350°) = sen 270° = —1.

> &

€) —510° = —720° 4+ 210° = —2 x 360° + 210°, logo cos(—510°) = cos210° = —
sen(—510°) = sen210° = —;1.

2) Determine o sinal de: a) sen 232° b) cos 271° C) cos 143°
Solucéo:

a) 232° é um angulo do 3° quadrante, logo sen 232° é negativo.

b) 271° é um angulo do 4° quadrante, logo cos 271° é positivo.

c) 143° é um angulo do 2° quadrante, logo cos 143° € negativo.

~ 1
3) Resolva as equagbes em [0,27]: @) senx =1 b) senx =0 C)cosx = 5
Solucao:
a) senx = 1 se e s6 se o lado terminal do &ngulo no circulo trigonométrico estiver sobre o semieixo
.y s - Y
positivo dos y, logo x = P’ Assim, § = {E}
b) sen x = 0 se e s6 se o lado terminal do angulo x estiver sobre o eixo Ox. Logo, S = {0, «, 27}.

. , . o 1 . - A
¢) Marcando no eixo 0x do circulo trigonométrico cosx = > observamos que héa dois &ngulos em [0, 27]

A

onde cos x = 3= 5?” (300°).

N |-

Sao eles, x = - (60°) e x = 27 —

Algumas identidades trigonométricas

Frequentemente, quando trabalhamos com func¢des trigonométricas, utilizamos identidades para
simplificar o estudo. Listamos a seguir algumas das principais identidades que utilizaremos.

1. cos?a+sena=1, Va € R

2. cos(—a) =cosa, Vac€R

w

sen(—a) = —sena, Va €R.

&

cos(a + B)=cosacosfB —senasinf,

cos(a — B)=cosacosfB +senasinf, Va,f €R.

o

sen(a + ) =sena cosf +senfB cosa,

sen(a — ) =sena cosff —senfBcosa, Va,B €R.
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6. Arco duplo:
cos(2a)=cos?a —sen’a ,Va € R.

sen(2a) = 2senacosa ,Va € R.

7. Arco metade :

1+
cos? (%) = Czosa ., VaeR.

1_
sen? (g) = Czosa . YaeR.

As identidades acima sdo demonstradas a partir das definicdes das fungdes trigonomeétricas, por
exemplo, para (2) e (3), faca uma figura marcando no circulo trigonométrico « e — a, por simetria,
o resultado segue [obs. veja applet no site relativo as propriedades (2) e (3)]. Ja as identidades do
arco duplo, seguem de (4) e (5), para @ = . As do arco metade, sdo obtidas da primeira identidade

de (6), substituindo a por % e usando a identidade (1) do lado direito (para o angulo % ). As

identidades (4) e (5) sdo menos diretas e serdo deixadas como exercicio (consulte um livro).
Atencao: um erro frequente, cometido por muitos alunos é pensar que vale a igualdade

sen2x = 2senx, Vx € R, porém essa igualdade é falsa!!! Veja o exemplo 4-1) abaixo.

Exemplo 4:
1. Dé um exemplo que mostre que em geral, sen2x # 2 senx . Agora, construa uma infinidade de
exemplos.
30: _r ™ _ LA W] T
Solugéo: Tome x = o sen (2. 6) = sen (3) =~ #2sen (6) =1.

. . e s 1 ~
Construindo uma infinidade de exemplos: x = % +- onde n > 2, entdo,

V2

Como X< .
4 2

NE]

+2<Z  segueque sen(z+1) > sen(z) =
n 2 4 n 4

L1

n

Logo, 2 sen (

>

> /2 > 1 e portanto Zsen(g+%) isen(§+i)< 1.

2. Calcular sen75 ° e cos75°.

Solugéo: Vamos usar as identidades do arco metade para @ = 150°. Entao,

V3
1+cos150° 1=  2-43

cos?(75°) = = cos 75° = , e
2 2 4 2
2 1-c0s 150° 1+§ 2+V3 . 2+V3
sen-(75°) = > =—+=——=sin 75° = >

Pois 75° é do 1° quadrante.
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Simetrias no circulo trigopnométrico

Supondo que o angulo 6 estd no 1°. Quadrante, podemos verificar por simetria no circulo trigonométrico,
que sdo validas as identidades a seguir. E para qualquer outro valor de 6, podemos verificar através das
identidades (4) e (5) (seno e cosseno da soma e subtracdo de angulos) que sdo vélidas as mesmas

identidades.

sen(m — ()) = sen(f)

§
1

cos(m — 6)
= —cos(0)

Identidade 8 Identidade 9

8. cos(m—6)=cosmcosO +senm senf = (—1)cosf +0-sinf = —cos b

9. sen(m—60) =senmcosd —senfcosm =0 -cosf —senf - (—1) =senb

cos(m+0) = [
= 7(:0.1;(9)f I
: cos(6)

sen(m+0) =
B I N N N = —sen(f)
T+ 6
Identidade 10 Identidade 11
10. cos(m+ 08 ) = cosm cosd —senmsen @ = (—1)cosd — 0 -sen 8 = —cos O

11.sin(m+ 6 ) =senmcosd +senf cost =0 -cosf +senf -(—1)=—send

sen(d)

CoS (g — ())

Identidade 12 Identidade 13
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12. cos(g—e) =cos§c059+sengsen0 =0-cosf@+1-senf = send

13. sen(%—@) =sen§cos@—sen9 cosg =1-cos@ +senf -0=cosb

Observacdo: veja applet no site sobre as identidades 10, 11, 12 e 13.

Exemplo 5:

sen(2x) sen(;—r —x) ; ~
(,T ) ate encontrar uma expressao que dependa apenas de sen x
cos(=-x
2

Simplificar a expressdo

e/ou cos x.
Solucéo:

V3
sen(2x) sen(g —x) 2 sen(x)cos(x)cos(x) 2
— = = 2 Cos” x.
(;()s(E - x) senx

Agora, importantissimo, € que 0s erros mais comuns que acontecem com essas funcdes nao se
repitam.

ATENCAO! NAO VALE, por exemplo:

1- sen(3x) = 3 sen(x). Ou mais geralmente, sen(ax) = asen(x), a e IR .(ndo vale!!l)
2- sen(x +y) =sen(x) +sen(y) (ndo vale!l!)

3- Note que sen(3x + 4) = 4 + sen(3x). (ndo vale!!!) E importante utilizar parénteses!.

sen(x)

= sen. (n&do valel!l)
A funcao " sen " sem a variavel? Nao tem sentido, o erro ocorreu porque a variavel x foi erradamente

simplificada.

Equaces trigonomeétricas

Resolver uma equacgdo trigonométrica significa encontrar os valores dos angulos que pertencem ao
intervalo dado, que tornam a equacgéao verdadeira. Se nenhum intervalo for dado inicialmente, supomos
que queremos todos os angulos reais que satisfazem a equacao.
Exemplo 1: Equagdes mais simples.
3 - ~ p . .
1) Resolva cosx = g , x € [0,27]. Marque o conjunto solugdo no circulo trigonométrico.
11w

Solucdo: Os angulos no intervalo [0,27] séo x = % ou x =—
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2)

3)

4)

5)

6)

]
S

3
Resolva cosx = g , x € [0,m].

Solucdo: O angulo no intervalo [0,7] é x = % .

3 - ~ p . .
Resolva cosx = % , x € [—m, ]. Marque o conjunto solucdo no circulo trigonométrico.

Solucdo: Os angulos no intervalo [—m, ] sdo0 x = % oux = —%.

a
N

3
Resolva cosx = g, x € R.

~ A ~ 11
Solucdo: Os angulos sdo todos 0s congruentes a x = = ou x = — = (ou—2).
6 6 6

Assim,s={xeR;x=i§+2kn,kez}.

1 - ~ , - ro -
Resolva cos? x = > 2 XE€ [0,27r]. Marque o conjunto solucdo no circulo trigonométrico.

~ 1 V2 V2
Solucéo: coszx=5 & COSX =— 0uCosX = ——. Logo,S={—,—,—,—}.

Resolva sen2x =1 , x € R. Marque o conjunto solucdo no circulo trigonométrico.

Solucdo: Mudando a variavel, fazendo t = 2x, temossent =1 &t = g + 2km . Logo, 2x =

§+2kn = x=%+kn.

Trigonometria - Parte 1- Seno e cosseno
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7) Resolva sen (Zx - g) = —1 , x € R. Marque o conjunto solugdo no circulo trigonométrico.

Solucdo: Mudando a variavel, fazendo t = 2x — %, temossent = -1t = 37" + 2km . Logo,

2x—z=3—n+2kn = x=7—n+kn
4 2 8

OBSERVACAQ: No exemplo anterior vimos varias equagdes do tipo senx = a ou cos x = a.

Note que como cosx € senx S80 nUmeros reais pertencentes ao intervalo [—1, 1], uma equacgao
desse tipo admite solucéo, se e s6 se ,a € [—1,1]. Por exemplo, as equacdes senx = 2, senx =
V3, cos x = =5, cos x =  ndo possuem solucdo (S = @). Por outro lado, equaces em que —1 <
L
\/§1
mesmo que os valores ndo correspondam a angulos notaveis.

. 1 ~
a<1,dotiposenx =0,1 ,senx = COSX = —7,COSX = vm — 3, sempre possuem solucéo,

Exemplo 2: Equacdes mais elaboradas, algumas requerem o uso de identidades.

1)

2)

3)

Resolva as equacdes abaixo.
2cos?x +cosx =0, x € [0,2m].

Solucéo: 2 cos? x + cosx = 0 = cosx(2cosx+1)=0 &

3w 2m 41
2’37’3°

)

1 T
cosx =0 ou cosx = =3 Logo, x =5

senb _ 2send ,ee[o,g) U (5,3—”) U (3—”,2n].

cos@ 27 2 2
~ sen @ 1 1
Solucéo: o =2senf < senf =0 ou mzZ@ senf =0 ou cosezz =

51

0 =0, m, 2m, E, —.
37 3
cos’x +senx+1=0.

Solucdo: Usando a identidade trigonométrica fundamental, obtemos
cos’x+senx+1=0 © 1—sen’x+senx+1=0 < sen’x —senx —2=0.
Fazendo uma mudanca de variavel, colocando ¢t = sen x na equacdo sen? x —senx — 2 = 0,
obtemos a equacédo do 2° grau t?2 — t — 2 = 0, cujas raizes sdo t; = —1 e t, = 2. Voltando a x,
temos duas equagdes:

e senx = 2, que ndo tem solucdo pois —1 <senx < 1,
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~ 3
e senx =—1, quetem comosolugdio x = 7" + 2km.

Logo,S={xEIR{;x=3?n+2kn,k€Z}.

4) sen2x +cosx =0,x € [0,2m].
Solucdo:  Usando a identidade do arco duplo, a equacdo dada é equivalente a

2senxcosx+cosx =0 < cosx (2senx+1)=0

& cosx=0 ou?l2senx+1=0

1 T
cosx =0 ou senx = —3 = X=2, e

Inequacdes trigonomeétricas

Para resolver uma inequacédo trigonomeétrica, procure determinar primeiro a solugdo da equacdo associada
para ter uma idéia do problema. Depois, faga um esbogo no circulo trigonométrico para determinar a
solucdo da inequacao.

Exemplo 3: Resolva e marque o conjunto solucédo no circulo trigonométrico.

1) senx > g ,X € [0,21].

~ ~ . . 2 . ~ . ~
Solucdo: A equagéo associada € senx = \/2—_ , cujas solugdes no intervalo dado sdo

s 3
X=—-—o0u x =—.
4 4

, . s 3 .
Olhando no circulo trigonométrico, temos S = E T”] pois para

os angulos desse intervalo, quando projetamos o ponto

correspondente no circulo sobre o eixo Oy o valor da ordenada é

. . 2
maior do que, ou igual a g

2
2) cosx > \/2—_ ,x € [0,2m].
. « o V2 N . <
Solucdo: A equagéo associada € cos x = ~» Cujas solugdes no intervalo dado sdo

A

7 a ~ . . ~
X=-o0u x= Tﬂ (esses angulos néo satisfazem a inequacgao!).

Olhando no circulo trigonométrico, temos S = [O, %) V) (%” ,Zn],

pois para os angulos desse intervalo, quando projetamos o ponto
correspondente no circulo sobre ox , o valor da abscissa é maior

do que \/2—5
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3)2senx+1=0.
Solucdo: A inequacdo dada é equivalente a sen x > —% :
Marcando o conjunto solucéo da equacdo associada, senx =

1 . . Ly .
—3 no circulo trigonométrico, observamos que o conjunto

solucéo em [0,2r] é dado por [0, 7?"] V) [11?” 211]. Como o T /_1 L
z,

problema requer todas as solugdes em R, entéo respeitando a

ordem dos reais, podemos escrever S = {x ER; —g +2kn <x < 7?” + 2km k € Z}.

4) 2cos’x — 1 < 0.
Solucdo: Nesse exemplo, primeiro vamos transformar a inequacdo dada em duas mais simples.
Observe.
e  Mudamos a variavel t = cos x, entdo temos 2t? — 1 < 0.

e  Estudamos o sinal da parabola y = 2t? — 1, cujas raizes sdo —g e g

V2 V2
y=2t2-1<0 S - <t<—

e portanto,

N -/ 2 2
e Voltando a variavel x, segue que 2cos’x—1<0 & —% < cosx < g

e  Marcamos no circulo trigonométrico as solucbes das equacdes

vz vz : o, L
cosx =—— e cosx=-, e determinamos para quais os angulos teremos a projecdo no

. 2 2
eixo O, entre —g e \/2——

Portant0,5={xeR; %+2k7r<x<%ﬂ+2kn ou %n+2kn<x<%n+2kn,kEZ}.

hlg
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O gréfico da fun¢do seno no intervalo [0, 2]

Para construir o grafico da fungdo observamos que o angulo t, medido em radianos, marcado no circulo
trigonométrico, transforma-se na variavel t do dominio da funcéo. E também observamos que a ordenada
do ponto P no circulo trigonomeétrico, que representa sen t, coincide com a ordenada do ponto do grafico
da funcdo f(t) = sent.

Imagine que o ponto P se movimenta no circulo no sentido anti-horério, a partir da posicao (1,0) e da
uma volta completa, o correspondente angulo t aumenta, de 0 até 2, e:

e Quando oangulotcrescede Oa g ovalor f(t) =sent  cresce de 0 a 1.
e Quando o angulo t cresce de g arm, ovalor f(t) =sent  decresce de 1 a 0.
e Quando o angulo t cresce de Ta 37” ovalor f(t) =sent  decresce de 0 a—1.
e Quando o angulo t cresce de g arm, ovalor f(t) =sent  cresce de —1a 0.

Veja no site os applets correspondentes a esse movimento descrito acima.
Concluimos que a fungéo f é:

31

. . 3
crescente nos intervalos [0, g] e [7, ZH] € decrescente no intervalo [g,g]

Um gréfico cuja fungdo possui a propriedade acima esta desenhado abaixo.

- J(t) = sent

770.64)

' "
jo - 0 ) \:mz |
-

5
@
i
?
=~ |
|
o
|
|
|
|
|
|
2
o =
?
~ o —

Outro gréafico que possui a propriedade s
acima estd desenhado ao lado. Por

enquanto ndo ha como justificar porque o 0
grafico do seno € o que esta desenhado
acima, e ndo o que esta desenhado ao lado.
Em Calculo | é possivel justificar que de
fato o gréafico correto é 0 que esta acima.

T T
0 ™2 3n/2

E|
<
k|
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O gréfico da funcéo seno estendido a toda reta R

A importante propriedade facilmente visualizada no circulo trigonométrico, a saber,
senx = sen(x + 2m) = sen(x — 2m) = sen(x + 4m) = sen(x — 4m) = -+
que pode também ser escrita assim
senx = sen(x + 2km), k € Z,

nos diz que a funcédo seno é periddica, com periodo 2. Assim, se tragarmos uma reta horizontal contendo
um ponto (x, sen x) do grafico, o valor da ordenada sen x pode ser repetido sobre essa reta horizontal, nos

seguintes pontos do gréfico: (x,senx); (x+ 2km,senx).
(@ —8mysenx)  (w —6msenr) (@ —dmsenx)  (x — 2 senpr) (x,senx) (x + 2@ senx)  (x + 4w, senx) (z + 67, senz)
. 1 . . i i . T T 0 T i . I . . 1 ] . I ] ,
-8m -15m/2 -7m -13m/2 6w -11n/2 -Bm -9m2 -4m -7m‘2 3rr -smz -2rr -31112 -moo-m2 1+ 0 m2 T 3m2 2m Sm2 3w Tm2 4w 9n/2 Sm 11m/2 6w 13mi2 7w 15m2 8m

Se repetirmos esse procedimento para todos os valores de x no intervalo [0,27r] completamos o gréfico da
funcéo f(x) = sen x para todos os valores das abscissas x € R. Esse gréfico esta desenhado abaixo.
(r — 87 srmHm 6, me: — 4, smil’HI 27, seq )/_\.(; senzx) A + 27, senx /_\(.r—o— 4, srm}/_\l; + 67, sena:)
o <182 7Wn 2 SWW 2 EWW e j_u 2 W sz 3Mf2/w a2 SW" taniz ?Wn

A visualizacao no grafico de algumas propriedades da fungéo seno

[ &r,—sen )

l sen. )

e A funcéo seno é uma funcédo

E 52 swz smi2 3w
-
(—x,—sen x
impar. Eroen 1,

1
e Imagem da funcéo seno, Im(f) = [—1,1], /\ /\
. .- 0
que significa: WZH mi2 Wo 2 \\3}72“ sm2 3n
—1<senx<1ou |senx| <1. g

e A funcdo seno ndo é injetora no intervalo [0, r].

“m2 w2 ™

e A funcéo seno é injetora no intervalo [— Z E]. ; : ,
-1
11
0
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O gréfico da funcéo cosseno no intervalo [0, 2]

Para construir o grafico da funcdo observamos que o angulo t, medido em radianos, marcado no circulo
trigonométrico, transforma-se na variavel t do dominio da funcéo. E também observamos que a abscissa do
ponto P no circulo trigonométrico, que representa cos t, coincide com a ordenada do ponto do grafico da
fungéo f(t) = cost.

Imagine que o ponto P se movimenta no circulo no sentido anti-horério, a partir da posicao (1,0) e da
uma volta completa, o correspondente angulo t aumenta, de 0 até 2, e:
V3

e Quando oangulotcrescede Oa > ovalor f(t) = cost  decresce de 1 a 0.
e Quando o angulo t cresce de g arm, ovalor f(t) = cost  decresce de 0 a—1.
e Quando o angulo t cresce de Ta 37” ovalor f(t) = cost  cresce de -1 a 0.
e Quando o angulo t cresce de g arm, ovalor f(t) = cost  cresce de 0a 1.

Veja no site os applets correspondentes a esse movimento descrito acima.
Assim, concluimos que a fungéo f é:

crescente nos intervalos [, 2] e decrescente no intervalo [0, ]

Um grafico cuja funcdo possui a propriedade acima esta desenhado abaixo.

f(t) = cos t

(1.1, 0.45)
- — — —
R |
o + W\W A2 I

OBSERVACAO: Ha graficos de outras funcdes, diferentes do gréafico acima, cujo crescimento e decrescimento é
igual ao crescimento e decrescimento do gréafico da funcdo cosseno. Em Calculo | € possivel justificar que de fato o
gréafico correto € o que esta acima.

O grafico da funcéo cosseno estendido a toda reta R

A importante propriedade facilmente visualizada no circulo trigonométrico, a saber,
cosx = cos(x + 2m) = cos(x — 2m) = cos(x + 4m) = cos(x — 4m) = -,
que pode também ser escrita assim cosx = cos(x + 2km) , k € Z,

nos diz que a fungdo cosseno é periddica, com periodo 2m. Assim, se tracarmos uma reta horizontal
contendo um ponto (x, cos x) do gréfico, o valor da ordenada cos x pode ser repetido sobre essa reta

horizontal, nos seguintes pontos do gréafico: (x,cosx); (x + 2km, cos x).
(z —8m,cosx) (v — 6m cosx) (r —4m cosx) (v — 2w, cosz) (&, cosx) (x + 27, cosx) (x +4rm, cosx)  (x+ 67, cosx)
? t ? ? it ? t t

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ™ T T T T T T T
-8m -15mf2 7w -13n/2 -6n -1m/2 -5m -Ow2 4m -T2 3w -5nf2 -2m -3mi2 -m -mf2 4 0 m2 mw 3m2 2m S5Sw2 3w Tu/2 4w 9w2 Sm 1Mm2 6w 13m2 7w 15mi2 8m

Se repetirmos esse procedimento para todos os valores de x no intervalo [0,2r] completamos o gréfico da
funcdo f(x) = cos x para todos 0s valores das abscissas x € R. Esse grafico esta desenhado a seguir.

(.f‘ - STI'-CO-S‘J') (x — 6, cosT) /_\L:r - 47r,(:r).s,1:) ’__\(_.r' — 27, cosx) 4 (x, (:().5',1:) ,__\(_.I’ + 2:.(’!).&‘,1') (-!f + 4, cosx) /___\L;j + 6, (’()3»]')
0
14

T T T T T T T T T v T T T T T T
-8 -15W1Tf2 -6 -11Wﬂ2 -4 -TWVZ -2 -3Wﬂ2 0 WM/Z 2m 5WV2 41 BWW/Z B 13WW!2 8
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A visualizacao no grafico de algumas propriedades da funcéo cosseno

(—x,cos x (x,cos x)

&,c08 T)

e A funcéo cosseno

-Sly{;riz 20

¢ Imagem da funcéo cosseno, 1

Im(f) = [_17 1]1

é uma funcéo par.

=)
N
<1
3
N
o
=]
o

/'ﬁ/
w
Ei

0
que significa: 75"’2 2 'vm
—1<cosx<1ou |cosx| <1. 5

~ ~ S . T T 1

e A funcgéo cosseno ndo é injetora no intervalo [— 5,5]. \

1]

-m2 1] w2
.]l
e A funcdo cosseno € injetora no intervalo [0, ]. w
[1]

2 0

Transformaces nos graficos das fungdes seno e cosseno
Atencdo: essa parte € apenas para quem esta matriculado na disciplina Célculo I-A. Quando estiver
estudando Calculo I-A, sera util estudar essa parte logo depois que aprender as transformacdes em graficos

de funcoes.

Podemos aplicar o que estudamos sobre as transformacGes em graficos de fungdes aos graficos dessas duas
funcGes elementares.

Exemplo 4: Para a funcdo dada, vamos construir o seu grafico, apds aplicar uma sequéncia de
transformacoes. Depois vamos encontrar a imagem da fungdo para x no intervalo [a, b] dado.

f(x) =i+£cos(x—§) € [—3m, 3m].

€Y 7 () (3)

1 7 T
y=ceosx — y=ZCOSX — y——+ COSX —™ Yy = Z+ZCOS(X—§)

(1) Como Z > 1, hd um alongamento vertical do gréafico de y = cos x , com fator de multiplicacdo %.
(2) Translagéo vertical do gréafico de y = Zcos X, dei unidade para cima.

(3) Translagéo horizontal do gréfico de y = i + Zcos x, de g unidade para direita.

3 y = cosx 34
24 2

A / N\

T T T T r T
S 2 -392!1%;12_1_ 0 mix_m Az 2m smAGm 3yﬁ-r/2 2 3W12

»J—\-J

| Yy =-cosk
o] HW,’Z er 517\“17

1+T ( 'iT)
U_-l 4(0\1 3

/N AN\

[=3N

MA

Yy =—+ —cosxc

N

O\v w N
L . h

T T T T
—Eym‘z =2 —SWWWQ

T T T T T T
0 T[IWTH’Z 2 5n>8\317

'
[CRN
n

T
7311\5}(2 -2m 3n!2v
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Determinando a imagem.
Sabemos que  cos (x — %) =1 quando (x — g) =0. Nessecaso, x =7 € [-3m,3n]

Sabemos que cos (x — g) = —1 quando (x - g) =m. Nessecaso, x=m+7 == €[-3m3n]

Assim, cos (x —g) assume o seu menor valor, que € —1 e o seu maior valor , que € 1, no intervalo
[—3m, 3m].

Sabendo que —1 < cos (x — g) <1, paratodo x € [—3m, 3], temos:

7 7 7 7
—1Scos(x—£)£1 =3 —1><—s—><cos(x—E)S1><— B ——
3 4 4 3 4 4

<2
4
7 1 1 7 T 7 1 3 7 4
= ——+—S—+—cos(x——)£—+— B ——S—+—cos(x——)52.
4 4T 4 4 3/ "4 4 2 3

Logo o menor valor de f(x) = % + %cos (x — g) éigual a

41T 1 7 41T T 1 7 1 7 3
F(5)=1+500s(5-5) =1 +i0s@ =7+ =3

E o maior valor de f(x) = i+ %cos (x — g) éigual a

B)=t+des(a-D) 2120 =2

Concluséo: Im(f) = [—;,Z].
Exemplo 5: Esbocar o gréafico da funcdo f(x) = sen (g — x)

Sabemos que uma identidade trigonométrica é sen (g — x) = COS X.

Logo, o gréafico da fungéo f é o gréfico da fungéo cosseno.

OBSERVACAO: esse exemplo serve para mostrar que pode ser Util usar identidades trigonométricas para
construir graficos de funcdes.

Exemplo 6: Esbocgar o graficoda funcdo  f(x) =4 —8cosxsenx, para x € [0,2r].
N&o podemos usar diretamente a transformacao em graficos de funcdes elementares porque nessa funcao
aparecem duas funcGes elementares e s6 sabemos fazer a transformacdo no grafico quando aparece apenas

uma funcéao elementar.

Nesse caso vamos procurar uma identidade trigonométrica que simplifique essa funcdo de forma que
apareca uma unica funcdo elementar.

A identidade trigonométrica em que aparece o produto do seno e cosseno é: sen(2x) = 2sen x cos x
Substituindo na fungdo, f(x) =4 —8cosxsenx =4 —4-2cosxsenx = 4 — 4sen(2x).
Agora podemos usar a transformacéo em graficos para a funcdo f(x) = 4 — 4sen(2x).

Uma possivel sequéncia de transformacoes,
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(1) (2) 3) (4)
y=senx — y=sen(2x) — y =4sen(2x) — y = —4sen(2x) — y = 4 — 4sen(2x).

(1) Como 2 > 1 ha reducdo horizontal do grafico de y = sen x , com fator de multiplicacédo % .

(2) Como 4> 1 ha esticamento vertical do grafico de y = sen(2x) , com fator de multiplicacéo 4.
(3) O gréfico de y = 4sen(2x) é refletido em torno do eixo x.
(4) Ha uma translacao vertical do grafico de y = —4sen(2x) de 4 unidades para cima.

/g e . , ~ . T ~ 1
Como o grafico inicial tera uma reducdo horizontal com fator de multiplicacéo >» para que 0<x<2mno
gréfico final, é preciso que o grafico inicial tenha uma variacao de 0 a 4.

:’ Yy = sen x 1y = sen (2z)
24 2
I o—— = — - — = = = TH—~— — — =
0 0
Jlo w2 v sme ~Tw_ sme _ sms.Inm~Tdm slo_ wN_ T _3mR__Am smz am e dnm
-2 2
-3 3
41 4
::* - T T y =4 sen (2z) ::_ AU y=—4 sen (2z)
2 2
14 14
0 0
4o = 3 v sm2 am e an S e shz mm  smz  am  Tmz 4m
-2 -2
-34 -3 4
,4-— — — —— — — _4__ —— ——
91 ‘
sl y= flx) =—4 sen (2x)
?_
B.
54
44—
3
2.
14
0
Lo w2 wm o s oz s s e am
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