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Trigonometria - Parte 2- Tan-Cot_Sec-Csc

PARTE Il = TANGENTE-COTANGENTE-SECANTE—COSSECANTE

Agora estudaremos as funcfes tangente, cotangente, secante e cossecante. Vamos falar das
defini¢des dessas fungdes no circulo trigonométrico e vamos estudar as identidades trigonométricas
relativas a essas quatro funcgdes. A visualizacdo no circulo trigonométrico serd muito Gtil na construcao
dos gréficos dessas fungdes e na resolucdo de equacdes e inequacdes trigonométricas.

Extensdo da tangente, secante, cotangente e cossecante, a reta.

Definimos as fun¢des trigonométricas:

Funcéo tangente:

tan 0 =

sen 6

cosf@

para 6 # =+ km, onde k é inteiro.

Funcéo secante:

secH =

cosf@

Note que os angulos do tipo 6 = g + km s&o os angulos com lado terminal sobre o eixo Oy, congruentes a

T 31
3 ou B exatamente onde 0 cosseno se anula.

Também definimos
Funcéo cotangente: cotf =

cos 6

sen @

para 6 # km, onde k é inteiro.

Funcéo secante:

cscl =

sen @

Note que os angulos do tipo 8 = km séo os angulos com lado terminal sobre o eixo Ox, congruentesa m

ou 2m, exatamente onde 0 seno se anula.

Observacao sobre notagdo ou simbolo

Para a fun¢do tangente de um angulo 6, ha duas notagGes usuais, tan6 e tg6.

Para a fungdo secante de um angulo 6, sé ha uma notagdo usual, secé.

Para a funcdo cotangente de um angulo 6, ha duas nota¢Ges usuais, cotf e cotgf.

Para a fungdo cossecante de um angulo 8, ha duas notagdes usuais, cscf e cosecf.

As notacles sin 8, cos 8, tan @, secf,cot8, cscH sdo usadas em programas computacionais. Usaremos nos EPs

essas mesmas notacdes, exceto para a funcao seno que denotamos por sen 8. Em muitos livros, publicados mais

recentemente, essas Sao as notagc”)es usadas. Naturamente os alunos podem usar qualquer uma dessas nota(;c“)es nas

provas.

Observe na tabela abaixo alguns valores da tangente, secante, cotangente, cossecante.

T U T 51 2 3t
x (rad) 0 7 3 5 = 5 -
2 2 2 2 2
secx 1 nd
cotx nd
cscx nd 1
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Agora, usando as definicdes, calcule vocé mesmo alguns valores da secante, cotangente e cossecante e

complete a tabela.

Segmento representativo da tangente no circulo trigonométrico

Na reta t paralela ao eixo Oy e orientada para cima, com origem em A = (1,0), marcamos a interse¢do T
com o lado terminal do angulo se 6 for um angulo do 1° ou do 4° quadrante. A tan 8 é dada pelo segmento
AT orientado, isto é, com o sinal positivo, se T estiver acima de A e com o sinal negativo, se T estiver

abaixo de A. Se o ponto T coincide com o ponto A (T = A), a tangente é zero.

_ ¥ _ At
_ _cateto oposto ﬂ':— ) B cateto oposto AT
tan ¥ = cateto adjacente 1 AT tanfl = — m -1 -4
T
tand > 0
(. | | M 4
\
2 tanf < 0
T
y t t
Quando #é um éangulo do 2° ou 3°
quadrante, prolongamos o lado terminal do T
angulo, como mostra as figuras ao lado, e 0 \ f\\/ N tang >0
marcamos o ponto T. Nas figuras ao lado, A - A
quando 6 ¢é do 2° quadrante, a tangente é TN y v
. B > anfl < 0
negativa, e, quando 6 é do 3° quadrante, a o
tangente é positiva.

Veja no site o applet "o segmento representativo da tangente no circulo trigonométrico™.
Pensando no segmento representativo da tangente, note que tan(6 + m) = tan# e, mais geralmente,
tan(@ + km) =tanf, VO # g + kn  (faga um esbogo!). Isso significa que o periodo da tangente é .

Consequentemente, usando-se a propriedade e a tabela acima, sabemos que:

tan (%”) = tan (%n— n) = tan G) =1, tan (—%n) = tan (—%n+n) = tan G) =1;

tan (5?”) = tan (5?” - n) = tan (— g) =— ‘/3—5; tan (— “T”) = tan (— =4 Zn) = tan (g) =3
tan (7:1—”) = tan (@) = tan (%ﬂ + 197‘[) = tan (%n) = tan (3—n — n) = tan (— %) =—1; etc...
Exemplo 1:

1) Calcule a) tan 225°, b) tan (%) ¢) tan (- 22

Solucéo: a) tan 225° = tan(180° + 45°) = tan45° = 1.
2 L
b) tan (S?H) = tan (5?7-[ — T[) = tan (Z_T[) — Sen( 3) — Seng - _

3 cos(%n) - cos(g)
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C) tan (— Tﬂ) = tan (— UAKL

) = tan (—38n —g) = tan(
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T\ sen( Z) . —ﬁ
_E) =

-2 — _
(=T
2) Coloque em ordem crescente tan50°, tan100°, tan200°, tan 300 °.

100°

50°
Solucéo: Observe o esbogo no circulo trigonométrico ao lado.

Entao,

U
200°

tan100° < tan300° < tan 200° < tan50°

3) Determine o dominio de

a) tan 2x b) tan (x — %) .
Solucdo: a) Considere a mudanca de variavel t = 2x, entdo temos tant, t # % + km.

N y k
Logo, voltando & variavel x, temos 2x # ~ + km & x # 7+ —.

Assim, D = {x € R; x¢§+k7”, k € 7).

b) Considere a mudanca de variavel t = x — %, entdo temos tant, t # g + km.

Logo, voltando & variavel x, temos x — = # Z+ ki & x # ~ + >+ kn & x ¢%"+k7r.
Assim, D ={x € R; xikn+%n, k € 7Z}.

4) Dos nimeros tan 45°, tan 64°, tan 345°, tan89°, tan 100°, quais sdo maiores do que 1?
Solucdo: Primeiro observamos que 0s 5 angulos estdo entre 0° e 360°. Pensando no eixo

x < 270° . Logo, sdo maiores do que 1:

tan 64°

representativo da tangente, temos que nesse caso, tanx > 1se e s6se 45° < x < 90° ou 225° <
e tan89°.

5) Calcule tan x, sabendo que cosx = 0,1 eque 0 < x <.

° =J1— 2 = / 23 A= —
do 1° quadrante, temos senx = /1 — (0,1)? = |1 5 = 700 = 10 11 =. Logo, tanx =
3vV11.
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Segmento representativo da cotangente no circulo trigonométrico
Na reta t paralela ao eixo Ox e orientada para direita, com origem em B = (0, 1), marcamos a interse¢do T
com o lado terminal do &ngulo se 8 for um &ngulo do 1° ou do 2° quadrante. A cot 6 é dada pelo segmento

BT orientado, isto é, com o sinal positivo, se T estiver a direita de B e com o sinal negativo, se T estiver a

esquerda de B. Se T = B, a cotangente é zero.

B cotf >0

T cotf <0 B

cotfl =

cateto adjacente BT

t

= =BT G

catelo oposto 1
& N

t

cateto adjacente

cateto oposto

Quando 8 ¢é um angulo do 3° ou 4°
quadrante, prolongamos o lado terminal
do angulo, como mostra as figuras ao
lado, e marcamos o ponto T. Nas figuras
ao lado, quando 6 é do 3° quadrante, a o
cotangente é positiva, quando 6 é do 4°

guadrante, a cotangente é negativa.

Veja no site o applet "o segmento representativo da cotangente no circulo trigonométrico™.

B cott >0

T cot <0 |B

Pensando no segmento representativo da cotangente, note que cot(6 + m) = cot8 e, em geral,

cot(6 + km) = cotf, VO # km (faga um esbocgo!). Isso significa que o periodo da cotangente € 7.

Exemplo 2:

1) Determine o dominio de

Solucéo:
a) cot (ﬂ —;—C) = cot(—g) =

a) cot (n — g)

()

X

Mudando a variavel, fazendo t ==, temos que t # km, k € Z.

2 H

Voltando a x, a variavel original, = # kn < x # 2km, k € Z.

Logo o dominio é o conjunto {x € R; x # 2km, k € Z} ou R — {0, 2m, —2m, 47, —4m, ---}.

b) Primeira restrigdo: x # 0.
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Mudando a varidvel, fazendo t = i temos que t # km, k € Z.
Voltando a variavel original, i #*kn, kEZk+0 & i *x, k€Zk+0.
Logo o dominio € o conjunto {x e R; x # 0, x # i ke€Z k=+0} ou

[R{—{O,%,—

1 1 1 1 1 }
n’2n’ 2n’3nm’ 3m’

2) Se B € E%n] encontrar o intervalo de variacdo de f(6) = 1 — cot#.

Solucéo: T
Podemos observar que o triangulo CBT ¢é isdsceles e retangulo,

logo BT = BC = 1. Como o ponto T estd a esquerda de B,

cot (%”) = —1. Sabemos que cot (g) = 0.

3
Se 6 € ET"] , observando os valores correspondentes na reta

orientada t concluimos que —1 < cotf < 0.

-1 +1
Mas,.—1 < cotf < 0 g 1> —cot0>0=>2>1—-cotf>1 =1<1-—cotf < 2.

Portanto, o intervalo de variacéo de f(6) = 1 — cot8 € o intervalo [1, 2].

Algumas identidades trigonométricas

Listamos a seguir algumas das principais identidades que utilizaremos.
1. tan?(a) + 1 =sec?(a) , Va # §+ km, onde k é inteiro.
2. cot?’(a) +1 =-csc?(a) , Ya # km, onde k é inteiro.

3. cot (g — a) =tana, Va + §+ km e tan (g — a) = cota, Va # km, onde k € inteiro.

4. csc (g — a) =seca,Va #+ §+ km e sec (g - a) =csca, Va # km, onde k é inteiro.

5. tan(2a) = ——=% | va = 24+ onde k é inteiro.
1-tan“ «a 4 2
2 - - -
6. cot(2a) =291 vq = km, onde k & inteiro.
2cota

As identidades (1) e (2) acima sdo demonstradas a partir da identidade trigonométrica
fundamental, sen? @ + cos? @ = 1. Quando dividimos por cos? a, obtemos a identidade (1) e
quando dividimos por sen? a, obtemos a identidade (2). Faca isso!

As identidades dos arcos complementares (3) e (4) acima, sdo consequéncias imediatas das

identidades dos arcos complementares de seno e cosseno. Faga isso!

sen(2a)

Prova da identidade (5): tan(2a) = Va; 2 # ~+ km, onde k é inteiro.

cos(2a) ’
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2senacosa 2sena

sen(2a) _ 2senacosa __ cosla _ cosa __ 2tana
cos(2a)  cos2a—sen2q  cosla-sen?a = cos?a sen?a = 1_tanZq’
cosZa cos2a cosZa
Exemplo 3:
(a) Simplifique a expressio: 1=5<%
piitiq P " 1-csc2x
X—TT
tan{— X
(b) Prove que M = cos? (—) :
2cscx 2
Solucdo  (a) 1-sec’x _ 1-(1+tan®x) _ —tan?x _ tan®x tan® x
=0]ucdo 1-csc2x  1-(1+cot?x)  —cot2x 12 o '
tan4 x
X—TT X
tan(—— 1 x T 1 x 1 cos|o
(©) M = -tan (— - —) senx = -cot (—) senx = - (fc)
2cscx 2 2 2 2 2 zsen(z)

Equacdes e inequacdes trigonométricas

k , - .
a * %+ 7" onde k é inteiro.

(2sen(2)eos(2) = o2

Lembramos que resolver uma equacao (ou inequagdo) trigonométrica significa encontrar os valores

dos angulos que pertencem ao intervalo dado, que tornam a equacéo (ou inequagdo) verdadeira. Se

nenhum intervalo for dado inicialmente, supomos que queremos todos os angulos reais que satisfazem a

equacdo ou inequacdo. Especial atencdo deve ser tomada para equacdes e inequacdes que contenham uma

das funcdes tangente, cotangente, secante ou cossecante porque o domi

valores reais.

nio dessas fungdes ndo sao todos os

Lembramos também que para resolver uma inequacao trigonomeétrica, procure determinar primeiro

a solucdo da equacdo associada para ter uma ideia do problema. Depois, faca um esboco no circulo

trigonométrico para determinar a solucao da inequacao.

Exemplo 1 - Equacdes e inequagdes mais simples, que ndo usam identidades trigonométricas.

a) tan?x = 3.

Solucdo: tan? x = 3 < tanx = ++/3.  Sabemos que V3 =

vl

V3 1 . A )
Como seng — e cosg = ~, concluimos que o angulo x =§ é um

angulo do 1°. quadrante tal que tan(x) = v/3.

Pelas simetrias no circulo trigonométrico, na figura ao lado, x = —g ou

5?” é um angulo do 4°. quadrante tal que tan(x) = —/3.
Como a tangente tem periodo igual a 7, as solugdes da equacao sao:

x=—§+kn ou x=§+kn, onde k é um inteiro.

Obs. a resposta também pode ser X = 5?” +kmr ou x= g + km, onde k é um inteiro.
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b) tan’x < 3. x € [-2m,27], x # §+ km, onde k é inteiro.

Solucdo: a equagdo associada é tan? x = 3, cujas solugdes encontradas no exemplo anterior sdo x =
—Z+km ou x=Z+km, ondek énlmero inteiro,

Mudando a variavel em tan? x < 3,, fazendo t = tan x, temos que t% < 3.

Resolvendo, temos que —/3 < t < +/3 . Voltando & variavel original x, temos que:

—V/3 <tanx < V3.

Observando no circulo trigonométrico do item anterior, podemos concluir que os valores dos angulos
x que resolvem essa inequacao estéo nos intervalos (—g + km g + kn), onde k é inteiro.
OBS. sabemos que —g = 5?” no entanto E ERRADO escrever (5?" + km §+ kn) porque como se trata de um intervalo,
é obrigatério que o extremo esquerdo seja menor que o extremo direito, e sabemos que 5?" + k> g + km.

Vamos atribuir valores para k e verificar se o intervalo ou parte do intervalo esta contido no intervalo
dado [—2m, 2],

k=0= (—§+ 0,%+ 0) c [-2m, 2n] = (—gg) é solucéo.

k=1 =>(—§+n,§+n) = (2?”4?") c [-2m,2n] = (2: i )esolugao

k = —1=>(—§—n, E—n) = (—4—",—2?”) c[-2m,2n] = (—%”,——)esolugao

k=2= (—g +2m, §+ Zn) = (5” ) 7—") ¢ [—2m, 2m], mas como 5?” <2m< 7?” concluimos que

(5?”,271] c [-2m, 2x], logo ?” n] e solucéo.

5 5
(—7?” —?”) ¢ [—2m, 27], mas como —7?” <-2m< -

\_//\

k=-2=(-2-2rn,2-2n)=

concluimos que [—Zn, —5?”) c [-2m, 21 , logo [—Zn, —5?”) é solucéo.

Solucdo final: [—271,—5?”) U (—4—”,—2—”) U (—E E) U (2—” 4—”) ( |21 ]

3’3

¢) tanx =1, xe[02n] x#7,2

A equacdo associada é tan x = 1, cujas solucGes nesse intervalo sao

o | =3
1

5
x=Zoux=m+-=, i
4 4 4 7
Observando no circulo trigonométrico, podemos concluir que 0s 7 4
valores dos angulos x que resolvem essa inequacao estdo nos /

. 5 3 e
intervalos Eg) U [—” —”) '

4’2
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d) Determinar o dominio de f(x) = sec(2x) eresolver 1 < sec(2x) < 2.

- . . .
Dominiode f: 2x # -~ +kn & x# +— & xi_’”i Ty g g EREDT

, onde ké inteiro.
Dominiode f: R — {——,—,——,—,——,—

Temos que resolver duas equacles associadas, sec(2x) =1 e sec(2x) = 2, e duas inequagdes
sec(2x) = 1esec(2x) < 2.

Mudando de variavel, fazendo 6 = 2x, temos que resolver cada equacdo, sec(f) = 1 e sec(f) = 2, e

as inequagdes sec(8) = 1 e sec(9) < 2.

sec(d) =1 ﬁ =1 © cosl =1< 0 = 2km, onde ké inteiro.

1
sec(f) =2 v

ou 6= —g+ 2km onde ké inteiro.

-2 o cos9=§ PN 9=§+21m

—7/3

~ A 5 ~
Observacéo: como os angulos —g e 2m— g = % s30 congruentes,

, - . . 5 , - .
poderiamos ter escrito a resposta acima da seguinte forma: 6 = ?” + 2km onde ké inteiro.
As duas respostas sao corretas.

Resolvendo sec8 =1 e secO < 2

Primeiramente observamos que sec@ = 1 para 8 = 2km ou secf > 1 para qualquer que seja o valor
de 6 no 1°. ou no 4°. quadrante.

Ja admitindo que 8 = 2km ou 6 no 1°. ou no 4°. quadrante vamos resolver sec6 < 2.

1 sec821>0, cosf>0

1
sec0<?2 & > cosHZ;.

cos@ —

Observando no circulo trigonométrico, podemos concluir que os valores dos angulos 8 que resolvem
as duas inequac0es estdo nos intervalos:

-2+ 2km, 2 + 2kn isto 6, — 2 + 2k < 0 <+ 2k, onde ké inteiro.
Observacdo: aqui 6 ERRADO escrever [5?” + an,g + an] PORQUE 5?” + 2km > g + 2km, Vk

inteiro e 0 extremo esquerdo de qualquer intervalo tem que ser obrigatoriamente menor do que o
extremo direito.

Voltando a variavel original x, temos que:
—§+2an 2x S§+2kn

T 2km T 2km
——t—<x<—+=
2-3 2 2-3 2

—g+anxsg+kn

. 7 5 5 7 11 13
Ou seja, x € [—E+ km, = + kn] =.U [——”,——n] U —E,E] U [—”,—n U [—n,—n] U
6 6 66 6 6 6 6
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. L . . 51 3w m m 3w 5T ~
Verifique na reta numérica abaixo que os pontos -, — T s T2 a s s aueestdo fora do
dominio também néo pertencem aos intervalos acima.
JV . ™ Uﬁ 2 u 0 . u 2 :’; B ™ _ cﬁ e {c e 2m - v’w
B %1 176 6 1 T 6 Y i 6 4
Portanto, podemos concluir que S= [—% + kn,g + kn], onde ke inteiro.

Exemplo 2 - Equagdes e inequacgdes que requerem uso de identidades trigonomeétricas.

a) Determinar o dominio de f(x) = tan(mr — 2x) + 3 cot (Zx - g) e resolver a equacéo f(x) = 2.
Dominio de f: para k inteiro, (i) — 2x # g +kr e (i) 2x — g + k.

(i)n—2x¢§+kn @n—g—kn in@ing—kng2x¢§+kn @x¢%+kz—n.

(*) para k inteiro temos que {kr} = {0, , —m, 2w, —2m, - } = {0, —m, w, —2m, 2m, -+ } = {—km}
(i2x—T#kme 2+ +kn o x T+

Portanto, dom(f) = {x ER; x # E+ %’T k€ Z} .

f(x) =2 < tan(m — 2x) +3 cot( 2x —g) = 2.

Como a func¢do tangente tem periodo igual a 7, temos que tan(m — 2x) = tan(—2x).

sen(-2x) _ -sen(2x) __

= —tan(2x) ™

Mas, tan(—2x) =

cos(—2x) - cos(2x)

Sabemos que as func¢des tangente e cotangente tem a propriedade dos angulos complementares, isto é,
s T
cot (9 - E) = tan(d), logo cot( 2x — ;) = tan(2x) (**)

(%) e (x=
Logo, tan(r — 2x) + 3 cot( 2X — g) =2 <e=(2 —tan(2x) +3tan(2x) =2 &

2 tan( 2x) = 2 <& tan(2x) = 1. Mudando a variavel, fazendo 6 = 2x, temos que,

tan() =1 < 6 = §+ km , onde k é nmero inteiro.

b4 km

Voltando a variavel original x, obtemos 2x = % +kn & x = st

~ ¢ k , . . .
Logo a solucdo é: § = x =~ + -, onde k & nimero inteiro,

b) Resolva a equagdo tanx + cotx = 2.

k , . .
Observe que x # —-, onde k é um inteiro,

tanx + cotx = 2 @tanx+$=2 Stan’x+1=2tanx <

2+V4=4 _

tanx —2 tanx+1= & tanx = 1 & S={xER;x=%+kn}
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c) Resolvaainequagdo 2tan?x >secx — 1 parax € [0,2m].

. . 3
Primeiro observamos que x # g ex # ?"

Usando a identidade 1 + tan? x = sec? x & tan? x = sec? x — 1, podemos simplificar a inequagéo,
escrevendo toda a inequagdo em termos de sec x.
2tan’x >secx— 1 © 2(sec’x—1)=secx— 1 &
2sec’x—2-secx+1>0 & 2sec’x—secx—1>0
Mudando a variavel, fazendo y = sec x, obtemos 2y? —y —1 > 0.
Resolvendo a equacéo associada 2y? —y —1 =0, obtemos

2 1

1+/(-1?-42:(-1
= = ::1 e y2 = —== — -
4 2

2:2

Analisando o sinal, o trindbmio é positivo fora das raizes, ou seja,

| &

143 . «
- logo a raizes séo y; = "

2y2—y—-12>0 se ys—% ou y=1.

Voltando a variavel original x, temos que:
P 1
2sec’x—secx —1>0 se e so se secxs—z ou secx = 1.

1
Cosx

1 1
e secx < -3 =3 < — Nesse caso, cos x < 0.

1 1 cosx<O0

Assim, S_E —— 2>-—-cosx © —2 < cosx.

CosXx
cosx = —1 > —2 paratodo x real, logo basta determinar x tal que secx < 0, que s80 0S mesmos
1 3
onde cosx < 0. Logo, secxs—z = §<x<7n.

1
cosx

e secx=21e > 1. Nesse caso, cosx > 0.

. 1 cos x>0 T 37T
ASSImM, COsle«—\12cosx>0<=>0<cosxs1<=> 0Sx<5 ou ?<xS2n
T 3T
Logo, secx =1 = 0Sx<; ou 7<x§2n

Portanto, asolucdo é S = [0, %) U (53—") U (3—" Zn]

Graficos das funcdes tangente, secante, cotangente e cossecante.

Gréfico da tangente.
Observando os segmentos representativos da tangente no circulo trigonometrico, podemos concluir
~ 7 - mT T
que a funcdo tangente é crescente no intervalo (— 2 E)'
Ainda observando no circulo trigonométrico, podemos ver que a medida que x aumenta, se
aproximando do angulo g (x < g) , 0 correspondente valor da tan x aumenta ilimitadamente e o ponto

(x,tan x) do grafico da tangente, fica cada vez mais proximo da reta x = g Quando tal situacdo acontece
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no grafico, dizemos que a reta vertical x = g € uma assintota vertical do grafico da funcdo. Observamos

que voceé estudara as "assintotas"” na disciplina Calculo I.

Continuando a observar o circulo, podemos ver que a medida que x diminui, se aproximando do
angulo —g, (x > —g) 0 correspondente valor da tan x diminui ilimitadamente e o ponto (x,tan x) do

grafico da tangente, fica cada vez mais proximo da reta x = — g A reta vertical x = —g é outra assintota

vertical do gréfico da tangente.

A tangente tem periodo igual a m, o grafico da tangente se repete nos intervalos (—m + km, w +
k), onde k é um nimero inteiro.

Veja no site os applets sobre o gréafico da tangente.

Podemos ver que qualquer valor real do eixo t do circulo trigonométrico corresponde ao valor da

tangente de algum angulo x, isso significa que a imagem da tangente é o intervalo (—oo, ).
| : : 51y

f(x) = tanx

tan () : : I.au(‘r])1 - — (0‘9,31‘25)
h : : ‘

(I

|
b i 3 ,
2 D) - 2 el

x€2:|1,11 x1=0.9: &£

3m
2

Gréfico da cotangente.

tan(xs) (-1.11,-2.03) ¢— —-2@ tan(r,) :

a4

44

54

Observando 0s segmentos representativos da cotangente no circulo trigonométrico, podemos
concluir que a fungdo cotangente é decrescente no intervalo (0. ).

Ainda observando no circulo trigonométrico, podemos ver que a medida que x diminui se
aproximando do angulo 0 (x > 0), o correspondente valor de cotx aumenta ilimitadamente e o ponto
(x, cot x) do gréfico da tangente fica cada vez mais proximo da reta x = 0. A reta vertical x = 0 € uma
assintota vertical do gréafico da funcéo.

Continuando a observar o circulo, podemos ver que a medida que x aumenta se aproximando do
angulo  (x < m), o correspondente valor de cot x diminui ilimitadamente e o ponto (x, cotx) do gréafico
da cotangente fica cada vez mais préximo da reta x = 7. A reta vertical x = m é outra assintota vertical do
grafico da cotangente.

A cotangente tem periodo , o gréfico da cotangente se repete nos intervalos (—m + km, w + k),
onde k é um nimero inteiro. Veja no site os applets sobre o grafico da cotangente.
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Podemos ver que qualquer valor real do eixo t do circulo trigonométrico corresponde ao valor da
cotangente de algum angulo x, isso significa que a imagem da cotangente é o intervalo (—oo, ).

Veja no site os applets sobre o gréafico da cotangente.

flz) =cotz

- 9(0.5, 1.83)

cot(ay)
-

|
|
| T
|

e
H

Gréfico da secante.
A construcdo do gréfico da secante é mais simples comparando-o com o gréafico do cosseno. Vamos

. . e . , . 3 3
esbocar primeiro o gréafico no subconjunto do dominio [0, g) U (%7”) U (7” Zn].
e Sabemos que em [0, g) a funcdo cosseno € decrescente e
f(x) = sec(x)
cosx > 0 , isto significa que, para x;,x, € [O, g)
1 1
X1 <X, = COSX; >COSXy >0 =
COS Xy CcoS X1
= secx; < secx, . LR
COS X1 COS Xy . o
Logo, a funcdo secante é crescente em [0, g)
s ~ ,
e Sabemos que em (E'”]a funcdo cosseno é decrescente e
- - . T
cos x < 0 isto significa que, para x;, x, € (E,n]:
€0sx2<0 cosx, cosx1<0 1
X1 < Xp = CO0SX; >C0SX, — ——<1 e = secx; < secCx,.
COS X3 COS X5 COS X1

Logo, a funcdo secante € crescente em (% n]

3 ~ , . . .
e Sabemos que em [n, ?”) a funco cosseno é crescente e cos x < 0, isto significa que,

3m
para X1, X2 € [TL’, ?)

cosx2<0 cosxq cosx1<0 1

X1 <Xy = C0SXy < COSXy, — ——>1
CcOS Xp COS Xy CcOS X1

= secXx; > SecXx,

< . 3
Logo, a funcéo secante é decrescente em [n, 7”)

3 ~ . . R
e Sabemos que em (7” Zn] a funcdo cosseno é crescente e cosx > 0 , isto significa que,
3m
para x;,x, € (7, Zn]:
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1

Ccos Xy cosxq

X1 <x, = 0<cosx; <cosx, = = secx; > SecXxy.

~ . 3
Logo, a funcéo secante é decrescente em (7" Zn].

A funcéo cosseno tem duas propriedades importantes, que induzem as propriedades da fungéo secante.
1. A funcdo cosseno é par, pois:
seu dominio € simétrico em relacdo a origem 0 e cos(—x) = cos x.

Consequentemente, a funcéo secante é par. pois

1

seu dominio é simétrico em relacdo a origem 0 e sec(—x) = = = secX.
cos(—x) cosx
2. |cosx| <1, paratodox € R, istoé, —1<cosx <1 paratodox € R.
X |cos x|>0 1
Consequentemente, |[cosx| < 1=———= 1 < o = |secx| > 1.
Assim, |secx| =1, Vx # g + km, istoé, secx < —1 ousecx =1, Vx # % + km, k inteiro.

Para terminar de construir o grafico vamos usar as propriedades:

e a secante € uma funcdo par, isso
significa que podemos refletir o grafico
no eixo y.

f(x) = sec(x) :

e asecante tem periodo 2m, isso significa |
que podemos repetir o grafico nos TN g TN,
intervalos do dominio: T AR EBoem o am (o w R &m o wm,

(—§+2kn,g+2kn) e | ‘ 2

(g + an,%n + an) ] ] N

onde k é namero inteiro. | ‘ o

Grafico da cossecante.
A construcdo do grafico da cossecante é mais simples comparando-o com o grafico do seno. Vamos esbocar

primeiro o gréafico no subconjunto do dominio (0, ) U (1, 2m).
e Sabemos que em (0, g] a funcdo seno é crescente e
senx > 0, isto significa que, para x;, x, € (0, g]

x; <x, = 0<senx; <senx, =

1
= CSCX; > CSCX;. -
senx,  senx; ole

0 2 ™ 32 Lo 5mi2
: P

Logo, afuncdo cossecante é decrescente em (0, g]

s ~ 7
e Sabemos que em (5, n) a funcédo seno é decrescente e

&
!

senx > 0, isto significa que, para x,, x, € (gn)
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1
senx, senxq

X1 < X, = senx; >senx, > 0= = cscx; < CSCXy.

Logo, a funcéo cossecante é crescente em E n):

3 ~ , . T
Sabemos que em (n, ?”] a funcdo seno e decrescente e sen x < 0, isto significa que,

3n
para xq,x, € (T[, 7]
senx;<0 senyx, 1 cosx1<0 1

X1 < X, = senx; > senx, = cscxy < CSCX,.

senx,; senx, senxq

~ . 3
Logo, a fUI’]C&O cossecante e crescente em (TL’, 7]

3 ~ p . . .-
Sabemos que em (7” Zn) a funcéo seno é crescente e sen x < 0, isto significa que,

3m
para x{,x, € (?, 2n):
senx;<0 gen x, 1 cosx1<0 1

X1 < Xy = sen xq < sen x, ES

= CSCX; > CSCXy.
sen x, senx,  senx,

~ . 3
Logo, a funcao cossecante é decrescente em [7" Zn).

A funcdo seno tem duas propriedades importantes, que induzem as propriedades da funcdo cossecante.

1. A funcdo seno é impar, pois:
seu dominio é simétrico em relacdo a origem 0 e sen(—x) = —senx.

Consequentemente, a funcéo cossecante é impar, pois

1 1

seu dominio é simétrico em relacdo a origem 0 e csc(—x) = = = — CSCX.
sen(—x) —senx

2. |senx| <1, paratodox € R, istoé, —1<senx <1 paratodox € R.

X |senx|>0 1

Consequentemente, |senx| < 1=——= 1< lsenx|

= |cscx| > 1.

Assim, |cscx| =1, Vx # km, istoé, cscx < —1 oucscx =1, Vx # km, k inteiro.

Para terminar de construir o grafico vamos usar as propriedades:

a cossecante é uma funcéo impar, isso significa que podemos refletir o grafico em relagdo a origem
(é 0 mesmo que refletir no eixo y, em seguida refletir no eixo x).

a cossecante tem periodo 2, isso significa que podemos repetir o grafico nos intervalos do dominio:

(2km, m + 2km) e (m + 2km, 2w + 2km) onde k € um inteiro.
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: y = esc(x)
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