UFF/GMA — Notas de aula de MB-I — Maria Lucia/Marlene — 2015-1 Trigonometria - Parte 3- Inversas

PARTE Il - FUNGCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Fungdes inversas. O que isso significa? A cada valor da imagem corresponde um e sé6 um valor do
dominio da fungao.

Afinal, as fung¢es trigonométricas sao invertiveis? Quando nos lembramos dos dominios das fungdes
trigonométricas, das suas propriedades e das exigéncias para que uma funcdo tenha inversa,
respondemos: n3o, as fun¢des trigonométricas ndo sdo invertiveis em seus dominios. E possivel encontrar
em todas elas, pontos distintos nos seus dominios com mesma imagem. Mas, sabemos que podemos
restringir o dominio de cada uma delas de forma que em seu novo dominio, menor, a “nova” fungao

admita inversa. E exatamente isso que serd feito com cada uma delas.

A inversa da fung¢ao seno

Lembrando do grafico e de algumas propriedades da fung¢do seno.
F(x) =senx
Dominio de F: (—oo, o0)

Imagemde F: [—1,1]

A fung¢do seno é impar, pois o dominio é simétrico em relagdo a origem e sen(—x) = — sen(x).

Serd que podemos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcao
F seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha vdrios intervalos contidos no dominio onde isso é possivel.
Percebemos que sdo intervalos onde a funcdo F é monétona, ou seja, onde a funcdo F é crescente ou

onde a fun¢do F é decrescente. E usual chamar esses intervalos de "ramos de invers3o", alguns deles s3o:

5T 371'].[ 3T n]_ nn].[rr 3T
2’ 20! 2’ 2! 2’21127 21

Para cada um desses intervalos ou "ramos de inversao", podemos definir uma inversa da funcao F.

Apenas uma delas é considerada universalmente como a funcdo inversa da funcdo seno, é a funcao

. . . ~ T T ~ .
inversa correspondente ao intervalo ou "ramo de inversao" [_E’E]’ e recebe uma notacdo especial,

. . , . ) ~ . ~ T T
“arcsen" (leia-se arco cujo seno é). Veja no grafico da funcdo F o "ramo de inversdo" [_E’E] eo

correspondente grafico, destacados em vermelho.
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Assim, definimos: f'(x) = arcsen (x)

a inversa da fungdo f(x) = sen(x) para x € [—g,g]

s

a fungdo f~(x) = arcsen(x). Y 5 ST
Dom (f™Y) = Im(f) = [-1,1] /4;_(’.,‘} _ e
Im(f~*) = Dom(f) = [-2.%| 0

2 i 0 ! 2

Logo, y = arcsen x, é tal que:

—-1<x<1 e —ESarcsenxsg. //x/
O grafico de f~1(x) = arcsenx é simétrico ao grafico de U // . N
f(x) = senx com relagdo a reta y =x e estd esbogado N /2
ao lado.
Como f e f~1 sdoinversas, sabemos que:

1. y =arcsenx <& x =seny para Vx €[-1,1] e Vy € [—%,%]

2. sen(arcsenx) = x para Vx € [—-1,1]

3. arcsen(seny) =y para VyE€ [—g,g]
Exemplo 1
1. Podemos observar no circulo trigonométrico para responder 0s itens abaixo.
Lembre que dado y = arcsen x, x€[-1,1] e Yy E —g,g].
(@) arcsen (ﬂ) =? arcsen (Q) ==,

2 2 4
pois sen(z)zﬁ e Ze [—E,E].
4 2 4 2’2
(b) arcsen(—1) =? arcsen(—1) = —%,
- T [ T T

pmssen(—;)——l e _EE[_E'E]'

(c) 3arcsen (— \/2—5) + 2 arcsen (%) =?

3arcsen(—\/2—§) +2arcsen(1) = 3(—§)+2(§) =—ng+i=-2

2

Exemplo 2

Calcule, se possivel.
(a) sen(arcsen(—1/2)) (b) arcsen(sen(m/4)) (c) arcsen(sen(3m/4))
(d) sen(arcsen(2)) (e) arcsen(sen(51/3)) (f) arcsen(sen(kn)), k é inteiro.

Solucao:
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, . s . V3

(a) Observando no circulo trigonométrico, vemos que arcsen(—1/2) = v
1 b4 1 . 1 1
Donde, sen (arcsen (— E) ) = sen (— g) = —7, ou seja, sen (arcsen (— E) ) = -3

(b) sen G) = ?, logo arcsen (sen G)) = arcsen (g) Observando no circulo trigonométrico,

V2 T n V2 n . T I
arcsen 7 :Z' Donde arcsen { sen Z = arcsen 7 :Z' Oou seja, arcsenj|sen Z :Z'

(c) sen (i—n) = ﬁ, logo arcsen (sen (i—n)) = arcsen (ﬁ)

2 2

, . Ly . \/5 T 3n \/E i
Observando no circulo trigonométrico, arcsen <) =7 Donde arcsen | sen - )) =arcsen(— )=~

3n m
Portanto, arcsen (sen (T)) = Z
3n
4

. ~ . ~ , T T
inversao escolhido para a funcdo seno, que é [— E’E]'

3 3 . . .
OBSERVE que nesse caso arcsen (sen( )) * :n. Isto acontece, porque Tn ndo esta no intervalo de

(d) Sabemos que para calcular arcsen x, precisamos x € [—1,1].
Portanto, ndo é possivel calcular arcsen 2, pois 2 ¢ [—1, 1].

Consequentemente, ndo é possivel calcular sen(arcsen(2)).

(e) sen (?) = sen (% — zn) =sen (_ n

5n V3 , . _ V3 T

Donde arcsen ( sen 5 )) = arcsen(——). Observando no circulo trigonométrico, arcsen -5 )=—3
51 b8

Portanto arcsen (sen (;)) ==z

5m 51 . 5m ~ . .
OBSERVE que nesse caso arcsen (sen (;)) * 5 Isto acontece, pois - hao esta no intervalo de

. ~ . ~ , T T
inversao escolhido para a fungao seno, que é [— E’E]'

(f) sen(km) = 0, paratodo k inteiro.
Donde, arcsen(sen(kmn)) = arcsen(0), para todo k inteiro.

Observando no circulo trigonométrico, arcsen(0) = 0, logo,
arcsen(sen(kmn)) = arcsen(0) = 0, para todo k inteiro.
OBSERVE que nesse caso, também, arcsen(sen(kn)) # kn,  paratodo k inteiro, k # 0.

Isto também acontece, porque para todo k inteiro, k # 0, kmt ndo estd no intervalo de inversdo escolhido

T T

para a fungdo seno, que é [_E’E]'
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Exemplo3  Vamos verificar que a fungdo f(x) = arcsen x é uma fungdo impar.

Solucao:

A primeira condigdo esta satisfeita, pois sabemos que Dom(f) = [—1, 1] é simétrico em relagdo a origem.

Agora precisamos verificar se f(—x) = —f(x), ou seja se arcsen(—x) = —arcsen(x), para V x €
[—1,1].
e e . ~ , s s

Vamos lembrar inicialmente, quese—1 <x <1 ,entdo—1 < —x <1 etambém que se -3 <y< 5

~ s s
entao —- < -y < -

2 2
Verificando: y = arcsen(—x) = seny = sen(arcsen(—x)) = seny = —x = —seny = x
a fungdo seno é impar: —sen y=sen(-y)
> sen(—y) =x = arcsen (sen(—y)) = arcsenx
—gs—ysg, arcsen (sen(-y))=-y
—y=arcsenx = y = —arcsenx

Assim verificamos que y = arcsen(—x) = y = —arcsen x. Portanto: arcsen(—x) = —arcsen x.

Exemplo4 Resolvaaequagdo arcsen(2x —7) = % .

Squgﬁo:arcsen(Zx—7)=% S —1<2x-7<1 e 2x—7=seng=%
Temos que:
-1<2x-7<1 & 6< 2x <8 & 3< x<4 e

x—7=r o w=li7 o w=L o =L
2 2 2 4

15 N 15 ~ ~
Como 3 < " <4 ,entdox = - ¢€a solucdo da equacdo dada.

Exemplo5  Esbogar o grafico de f(x) = 2 arcsen G — g), determinar o dominio e aimagem da fungao

f.

Atencao: se vocé ainda ndo esta estudando Calculo I-A, ndo é preciso estudar esse exemplo, sera util
voltar aqui quando estiver estudando Calculo I-A.

Solucao:

Uma possivel sequéncia de transformagdes sobre o grafico da funcao elementar y = arcsen x até obter
o grafico de f é:

Yy = arcsen x L y = arcsen (g) L y = arcsen (XTH) = arcsen (g + g) L
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i) y = arcsen (_?x + ;) = arcsen G — g) &) y = 2arcsen (é _ g)

(2) Comoé <1, ograficode y = arcsen (g) € uma amplia¢do horizontal do grafico de y =
arcsen(x), por fator multiplicativo 3.

(2) O grafico de y = arcsen (g + g) = arcsen (xTH) € uma translacdo horizontal do

grafico de y = arcsen (;—C), de 1 unidade para esquerda.

(3) O grafico de Yy = arcsen G — g) = arcsen (_?x + g) é uma reflexdao no eixo y do

- 1
grafico de y = arcsen (g + 5) .
- 1 , I . e
(4) Como 2 > 1, o graficode y = 2arcsen (5— g) € uma ampliacdo vertical do grafico de y =
1 e
arcsen (E — E) por fator multiplicativo 2.
y = arcsen(r T r 1
Y (2) y = arcsen (5) y = arcsen (—5 + —5)

w2 1 1T U 2)
— —

““““ P2 sresasnsresesnenesaaney e naTEf2

1 =x
Yy = arcsen | — — —
v 373

1 =z
= 2arcsen | - — —
Y Arcsen (3 3)

3) (4)

- -

Determinagao do dominio:

No dominio de y = arcsenx, x € [—1,1], isso significaque —1 <x < 1.

No dominio de y = 2 arcsen G — g), G — g) € [—1,1], issosignificaque —1< g - g <1

Resolvendo a inequacdo na varidvel x,

1<i-fctie 1-ic-fci-le -l i<l o 4 a2 42022
3 3 3 3 3 3 373
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Portanto, o dominio da funcdo f é:

Dom (f) = {x e R; —2 < x < 4}.Emformadeintervalo: Dom (f) == [—2, 4].

. m T . . e T [

Na imagem de y = arcsenx, arcsenx € [_E’E] , isso significa que —jSarcsenx <.
. 1 X T 1 X s s 1 x b4
Na imagem de y = 2 arcsen (— — —), —— < arcsen (— - —) <-= —2-:-< 2Zarcsen (— - —) <2--
3 3 2 3 3 2 2 3 3 2

1 X
= —m < 2arcsen (5 — E) <.

Portanto —1t < f(x) < m. Em forma de intervalo, Im (f) = [—m, ].

OBSERVAGAO: também poderiamos ter visto diretamente no gréfico que Dom (f) = [-2,4] e Im (f) =
[—m, 7).

A inversa da fungao cosseno

Lembrando do grafico e algumas propriedades da fun¢do cosseno:

F(x) = cosx F(z) = cos(z)
ini : — o0, 00 BN JAERN o TN ~
Dominio de F: ( ,©2) ' JW.’Z 2n —BWQ j{o nWriz o SHW!Z

Imagem de F: [—1,1]

A fungdo cosseno é par, pois o dominio é simétrico em relagdo a origem e cos(—x) = cos(x).

Serd que podemos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcado
F seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha vdrios intervalos contidos no dominio onde isso é possivel.
Percebemos que sdo intervalos onde a fungdo F é monétona, ou seja, onde a funcao F é crescente ou
onde a fun¢do F é decrescente. E usual chamar esses intervalos de "ramos de inversio", alguns deles s3o:
[—3m, —27]; [-2m, —x]; [-m, 0]; [0, ]; [m, 27].

Para cada um desses intervalos ou "ramos de inversdo", podemos definir uma inversa da funcao F.

Apenas uma delas é considerada universalmente como a funcdo inversa da funcdo cosseno, é a funcao
inversa correspondente ao intervalo ou "ramo de
inversdo" [0,m], e recebe uma notacdo especial,
"arccos" (leia-se arco cujo cosseno é). Veja no grafico da
funcdo F o "ramo de inversdo" [0,m] e o
correspondente grafico, destacados em vermelho.

T

Assim, definimos: F: '(.r,)f = arccos(m

1

a inversa da fung¢do f(x) = arccos(x) para x € [0, 7]
éafuncio  f~1(x) = arccos(x).

Dom (/) = Im(f) = [~1,1] I R

Im(f_l) = Dom(f) = [0; 7T] - Vfrw:i(i”il{.‘
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Logo, y = arccosx, é tal que:
—1<x<1 e O0<Zarccosx <.

O grafico de f~1(x) = arccos x é simétrico ao grafico de f(x) = cosx, com relagio aretay = x e est
esbogado ao lado.

Como f e f~! sdoinversas uma da outra, sabemos que:

1. y =arccosx & x =cosy para Vx€|[-1,1] e Vy€|o0,r]
2. cos(arccosx) = x para Vx€[-1,1]
3. arccos(cosy) =y para Vy€|[0,r]

Exemplo 1

Podemos observar no circulo trigonométrico para responder os itens abaixo.

Lembre que dado y = arccosx, x€[-1,1] e y € [0, m].
(a) arccos (g) =7 arccos (?) = g,
pois cos (g) = \/2_§ e g € [0, ].

(b) arccos(—1) =? arccos(—1) =m,

poiscos(m) = -1 e m € [0, ).

(c) 5arccos (g) — arccos (— %) =?

sancos () - ancos (-2) = 5 () ~(2) - -2 2

Exemplo 2

Calcule, se possivel.

0 s (2) s (s (@) 3 oos (5)
(d) cos(arccos(—3)) (e) arccos (cos (-5 + 2krt)), k & inteiro.
puen(orecs(-2) g s (s (2)

Solucso:

, . 74 e 1 T
(a) Observando no circulo trigonométrico, vemos que arccos (E) =3

1 T 1 . 1 1
Donde, cos (arccos (E) ) = CoS (5) =, ou seja, cos (arccos (E)) =
3n V2 3n V2 . . rae
(b) cos <) =5 Logo arccos | cos - )) = arccos{——). Observando no circulo trigonométrico,
2 3m 3n V2 3n . 3n 3n
arccos (——) = —. Donde arccos { cos —)) = arccos{——) = -, ouseja, arccos(cos|—-|)=—.
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(c) arccos (cos (32—n)) = arccos(0) = g

OBSERVE que nesse caso arccos (cos (?)) * i3

3t . . . . ~ . ~ ;
Isto acontece porque — hao estd no intervalo de invers3do escolhido para a fungdo cosseno, que é [0, 7T].

(d) Sabemos que para calcular arccos x, precisamos x € [—1,1].
Portanto, ndo é possivel calcular arccos —3, pois —3 ¢ [—1, 1].

Consequentemente ndo é possivel calcular cos(arccos(—3)).

(e) arccos (cos (— 23—" + Zth)) = arccos (cos (— ?)) = arccos (— %) ==

Portanto arccos (cos (— 23—“ + Zth)) = 2?”
OBSERVE que nesse caso  arccos (cos (— % + ZkT[)) #*= — 23—“ + 2km.

. . 2n ~ , . . ~ .
Isto acontece porque para todo k inteiro, -3 + 2km ndo estd no intervalo de inversdo escolhido para a

funcdo seno, que é [0, 7r].

(g) arcsen (cos (207‘[)) = arcsen (cos (18";2n)) = arcsen (cos (67‘[ + 2?”)) = arcsen (cos (2?”)) =

3

V3 T . T
arcsen -5 )="3 pois arcsenx € —25)

Exemplo3  Vamos verificar que a fungdo f(x) = arccos x ndo é uma fungdo par, nem fungio impar.
Solucao:
A primeira condigdo esta satisfeita, pois sabemos que Dom(f) = [—1, 1] é simétrico em relagdo a origem.

A segunda condicdo ndo estd satisfeita porque o grafico dessa funcdo ndo é simétrico em relacdo ao eixo
y, nem em relagdo a origem.

Exemplo4 Se 8 = arccos (— i) calcule:

(a) sen(0) (b) tan(6) (b) sec(8)

Solucao:

(a) @ = arccos (— %) = cosf = —% e g < 6 <m, istoé, 8 éum angulo do 29. quadrante.

Da relacio sen? 6 + cos20 = le cosf = —~ = sen?f+—==1 = sen?h =1—— =22,
5 25 25 25
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= sen?f = % = senf = ig = i%g . Como 6 é um angulo do 22. quadrante, sen8 >0 e

, 2V6
concluimos que senf = —.

o °
— Senv _ s _ _
(b)De(a)  tan(p) = — = = 2v/e.
1 1

(c) De (a) sec(8) = v -_§ = —5.

A inversa da funcao tangente

Lembrando do grafico e algumas propriedades

da funcéo tangente.

F(x) =tanx

-4 -THI2 A£3m -5T2 A2m -3W2 Sem -mi2

Dominiode F: (—o0,) — E + km, k € Z}

Imagem de F: (—0, )

A funcéo tangente é impar, pois o dominio é simétrico em relacéo a origem e tan(—x) = — tan(x).
Seré que podemos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcéo F
seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha vérios intervalos onde a funcéo F é inversivel. Percebemos que todos
os intervalos para os quais a fungdo F esta definida s&o do tipo (—g + kn,g + kn) , k €Z,eafungdo é
crescente em todos eles. Assim, temos varios intervalos, ou "ramos de inversdo", alguns deles sao:
(5 (2D ERED

2’ 2/ 2’ 2)! 2’2)'\2’ 2 )¢
Para cada um desses intervalos ou "ramos de inversao", podemos definir uma inversa da funcéo F.

Apenas uma delas é considerada universalmente como a funcédo inversa da funcdo tangente, é a funcéo

inversa correspondente ao intervalo ou "ramo de inversdo" (—gg) e recebe uma notacdo especial,

"arctan" (leia-se arco cuja tangente €). Veja no grafico da funcdo F o "ramo de inversdo" (—gg) eo

correspondente grafico, destacados em vermelho.

Assim, definimos:
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a inversa da funcdo f(x) =tan(x) para x€
(—g.g) é a funcdo f ~1(x) = arctan(x).

Dom (f~') = Im(f) = (—o0, )
Im(f~1) = Dom(f) = (-5.5)

I N
= "‘/.f,i‘] = l;m[.r}/

““““ g2 b

,'/, :f l(iﬂ) = ?II'Ctan(;:z)

2’2 : 0 i

Logo, y = arctanx, é tal que: /
—0o<x<o e —g <arctanx < g ""_"_/’ ]
O grafico de f~1(x) = arctanx §é simétrico ao R _
grafico de f(x) =tanx comrelagdo aretay =x e 5
esta eshocado ao lado.
Como f e f~1 sdo inversas, sabemos que:

4, y=arctanx <& x =tany Vx € (—00,0) e Vye(—g,g)

5. tan(arctanx) = x Vx € (—o0, ).

6. arctan(tany) =y se e sO se y € (—g,g)
Exemplo 1 f
2. Podemos observar no circulo trigonométrico para responder. /3
Lembre que dado y = arctanx, x € (—o,00) e yE€ (—%,g) 2 A )

A 1 %1V3/3
(@) arctan (ﬁ) =? arctan (—3) =Z, ) -
3 3 6 >x/6
NP -V3)3
i ™ _ V3 Te(_T X Rt
pois tan (g) = e < € ( 2,2). N
(b) arctan(—1) =? arctan(—1) = — =,
4 -3
poistan(—£)= —1le -Ze (—E,E).
4 4 2°2
(©) arctan(—\/g) — 2arctan(1) + garctan 0=?
1 T 21 T T 51

arctan(—v3) — 2arctan(1) + carctan) = —--——+0=—--—-=——
Exemplo 2
Calcule, se possivel.
(@) tan (arctan (— g)) (b) arctan(tan(—m/4)) (c) arctan(tan(3m/4))
(d) tan(arctan(100)) (e) tan(arcsen(1)) (F) arctan (tan (% + kn)), k é inteiro.

Solucéo:
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(a) tan (arctan (— ?)) = _\/3_§ , pois tan(arctanx) = x paratodo x € R.
(b) arctan (tan (— E)) = —E , pois arctan(tan x) = x seesdse x € (—g,g) e —E € (—gg)

3 3 . 3 . 3
(c) arctan (tan (T“)) + T" . pois f ¢ (—gg) Nesse caso precisamos calcular tan (Tﬂ)

31

Como o periodo da tangente é 7, tan ( . ) = tan (3“ - 1'[) = tan (— g) = —1.

T

Portanto, arctan (tan (3%1)) = arctan(—1) = — 7

(d) tan(arctan(100)) = 100, pois tan(arctanx) =x paratodo x € R.

(e) tan(arcsen(1)) = tan (g)

Mas, tan x ndo esta definidaem x = % logo néo é possivel calcular tan(arcsen(1)).

(f) arctan (tan (% + kn)) + 1“—8 + kmt se k # 0, pois nesse caso % + kmt ¢ (—gg)

Nesse caso precisamos simplificar tan (1“—8 + kn).
Como o periodo da tangente é 7, tan (% + kn) = tan (%) Logo,

arctan (tan (l + k‘l‘[)) = arctan (tan (1)) == pois arctan(tanx) = x paratodo x € (—E,E)
18 18 18 2°2

Exemplo 3 Vamos verificar que a fungdo f(x) = arctanx é uma funcéo impar.

Solucéo:

A primeira condicdo esta satisfeita, pois sabemos que 0 Dom(f) = (—oo, ) é simétrico em relacdo a
origem.

Serd que f(—x) = —f(x)?
Para responder é preciso verificar se arctan(—x) = —arctan(x), V x € R.

Vamos lembrar inicialmente, que se —co < x < oo , entdo —oo < —x < co e tambem que

T T ~ T T
se _E<y<5 ,enta0—5<—y<5
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Verificando: y = arctan(—x) = tany = tan(arctan(—x)) = tany = —x = —tany =x

a funcgido tangente é impar: —tany=tan (-y)

tan(—y) =x = arctan (tan(—y)) = arctanx

T T
2 2
_ — y = arctan x — y = —arctan x.

Assim verificamos que y = arctan(—x) =y = —arctanx

Portanto: arctan(—x) = —arctan x. Isso significa que de fato a funcao é impar.

Exemplo4 Resolvaaequagdo arctan(2x? —x3) = g .

13

Solugéo: arctan(2x? — x3®) =
x3—-2x24+1=0.
As possiveis raizes racionais dessa equacao polinomial séo 1 e — 1. Substituindo 1 na equacéo,

T
= 2x2—x3=tanZ=1 e 2x2P—-x3=1¢&

13-2-12+1=1-24+1=0, logo x=1 é uma raiz. Dividindo x3—2x%?+1 por x—1,
encontramos x? — x — 1, logo
x3-2x*+1=0 &
x-1Dx*-x-1)=0 <
x—-1D)=00u (x2-x-1)=0 &

_ 1+VI+4 _ 145

- 2 T 2
1-/5 1+/5

) 2 .

Resolvendo a equagéo (x? —x — 1) = 0,

Portanto a solucdo da equagdo é S = {1,

Exemplo5  Esbogar o grafico de f(x) = 2 arctan(x + 1), determinar o dominio e a imagem da funcéo
f.

Atencao: se vocé ainda ndo esta estudando Calculo I-A, ndo é preciso estudar esse exemplo, sera util

voltar aqui quando estiver estudando Calculo I-A.

Solucéo:
Uma possivel sequéncia de transformacdes sobre o grafico da funcdo elementar y = arctan x até obter o
grafico de f é€:

® ®))
y = arctanx ——y = 2 arctanx —— y = 2 arctan(x + 1)

(5) Como 2 > 1, ograficode y = 2arctanx é uma ampliacdo vertical do grafico de y =
arctan x, por fator multiplicativo 2.

(6) O grafico de y = 2arctan(x + 1) ¢ uma translacdo horizontal do gréfico de
y = 2 arctan x, de 1 unidade para esquerda.
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................. T 2
y = 2arctanx

e iz

Pelo grafico observamos que Dom (f) = (—o, ) e Im (f) = (—m,m).
Determinacgdo do dominio:

No dominio de y = arctan x, x€ER,

No dominio de y = 2 arctan(x + 1) , ndo ha restricdo para x + 1.

Portanto, Dom (f) = {x € R} = R, em forma de intervalo, Dom (f) = (—oo, o).

Na imagem de y = arctan x, arctanx € (—g,g), isso significa que —g < arctan x < g =

2 2
—7n<2arctanx<7n = —n<Zarctanx<m = -m<2arctan(x+1)<m.

Portanto —r < f(x) < m. Em forma de intervalo, Im (f) = (—m,m).

A inversa da funcéo cotangente

Lembrando do grafico e algumas
propriedades da funcédo cotangente:

F(x) = cotx
Dominiode F: (—o0,00) — {km, k € Z}
Imagem de F: (—, )

A funcéo cotangente é impar, pois o dominio
é simétrico em relacdo a origem e cot(—x) =
cot(x).

Seré que podemos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcao F
seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha varios intervalos onde a funcéo F é inversivel. Percebemos que todos
os intervalos para os quais a funcdo F estd definida sdo do tipo (km,m + k), k € Z, e a funcdo é
decrescente em todos eles. Assim, temos varios intervalos, ou "ramos de inversdao"”, alguns deles sao:
(—2m, —n); (=7, 0); (0, m); (m, 27).

Para cada um desses intervalos ou "ramos de inverséo", podemos definir uma inversa da funcéo F.
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Apenas uma delas é considerada universalmente como a funcédo inversa da funcdo cotangente, é a funcéo
inversa correspondente ao intervalo ou “ramo de inversao™ (0, i), e recebe uma notacédo especial, "arccot”
(leia-se arco cuja cotangente €). Veja no gréfico da fungéo F o "ramo de inversdo" (0, i) e o correspondente
gréfico, destacados em vermelho.

Assim, definimos:
a inversa da funcdo f(x) = cot(x) parax € (0, )

éafuncdo  f~1(x) = arccot(x).
Dom (f~1) = Im(f) = (—o, )
Im(f~*) = Dom(f) = (0, m)

Logo, y = arccotux, é tal que:

—o<x<o e (0<Zarccotx <m.

O gréafico de f~1(x) = arccotx é simétrico ao grafico de
f(x) = cotx, com relacdo a reta y = x e esta esbocado ao lado.
Como f e f~! sdo inversas uma da outra, sabemos que:

4. y =arccotx & x =coty V x € (—o0, ) e Vye(0,mn)
5. cot(arccotx) = x V x € (—o0, )
6. arccot(coty) =y se e sO se y € (0, m)

Pagina 14 de 23



UFF/GMA — Notas de aula de MB-I — Maria Lucia/Marlene — 2015-1 Trigonometria - Parte 3- Inversas

Exemplo 1
Podemos observar no circulo trigonométrico para responder.

Lembre que dado y = arccot x,
X € (—o0,0) e y € (0,m). V3 -1 V33

(a) arccot (g) =? arccot( )
T
3

V3

pois cot (g) == e € (0, 7).

(b) arccot(—1) =? arccot(—1) = T :
pois cot (%”) =-1 e %” € (0,m).
(c) 2 arccot(v/3) — 3 arccot(0) =?
51 T 51 3n b4
2 arccot(—v/3) — 3arccot(0) = 2 (?) -3 (—) =Z_==2

2

Exemplo 2
Calcule, se possivel.

(@) cot (arccot (— ?)) (b) arccot (cot (— E)) (c) arccot (tan (%n))

(d) cot(arccot(100)) (e) tan(arccot(100)) (f) arccot (cot (Z—: + kn)), k é inteiro.
Solucéo:

(a) cot (arccot (— ?)) =— ? , pois  cot(arccotx) = x V x € (—o0, )

(b) arccot (cot (— —)) # —— , pois arccot(coty) =y seesdse ye€ (0,m) e —— E (0, m)

Nesse caso, precisamos calcular cot (— g) = cot (—g + n) = cot (T“) ou seja,

arccot (cot (— E)) = arccot (cot (%ﬂ)) = %ﬂ, pois arccot(coty) =y seesdsey € (0,m) e %ﬂ € (0,m).

(c) arccot (tan (%ﬂ)) = arccot(—1) = %“

(d) cot(arccot(100)) =100 pois cot(arccotx) =x V x € (—o0,00)

1

1 km
(e) Sabemos que tanf = — , VO + > logo tan(arccot(100)) = cotGarccot(100} = 100

otd
cot(arccotx) =x Vx € (—00,0)

, pois

(f) Como o periodo da cotangente é 1 entdo se k é inteiro temos que:
7T 7Tt
arccot (COt( + kﬁ)) = arccot (COt (E)) = E
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pois, arccot(coty) =y seesose y € (0,m) e i_: € (0, m).

Exemplo 3  Vamos verificar que a fungdo f(x) = arccotx nao é uma fung¢do par, nem impar.
Solucéo:
A primeira condicdo estd satisfeita, pois sabemos que Dom(f) = (—oo, o) € simétrico em relacdo a origem.

Mas observamos que o gréfico de f(x) = arccotx ndo é simétrico em relagdo ao eixo y, isso significa que
f(—x) # f(x), portanto ndo é par.

Também né&o é simétrico em relagdo a origem, logo f(—x) # —f(x), portanto ndo é impar.

Exemplo4  Vamos verificar que arccotx = g — arctan x, para todo x € (—oo, ).

Essa é uma importante propriedade, também pode ser escrita como arctan x + arccotx = g

Solucéo:

Sabemos que y =arccotx & coty=x Vx€(—x,00) e Vye(0,m).
coty=tan E—y

coty =x ) > tan (g - y) = x = arctan (tan (% - y)) = arctan x *)

Agora, note que y € (0,m), ou seja,

0<y<7T=>—7'[<—y<0=>§—n<§—y<§+0:>—g<g—y<g

Logo, arctan (tan (g—y)) =§—y,pois—§ <§_3’ < g Voltando em (*).
i s 71'

arctan (tan (E—y)) = arctanx = > —y = arctanx = y = ——arctanx.

Mas y = arccotx, portanto arccotx = %—arctan x c.q.d.

OBSERVACAO

Muitos programas computacionais, como, por exemplo, 0 GEOGEBRA, ndo possuem a fungdo f(x) =
arccot x na lista de fungdes. Se queremos usar a fung¢do f(x) = arccotx nesses programas, teremos que
escrever f(x) = g — arctanx. Naturalmente, como ja provamos a propriedade do exemplo 3, tudo vai

funcionar bem.

A inversa da funcéo secante

Lembrando do gréafico e algumas propriedades da funcao

secante. LA = secN

T T T © * T T T T
-3m -5mf2 2w -3 0 m2 T 3n/2 2w Smf2 3m

F(x)=secx  u= 2 2 Sm2 w2 Jo

Dominio de F: (—o0,0) — {g + km, k € Z}

Imagem de F: (=00, —1] U [1, )

A funcdo secante € par, pois 0 dominio é simétrico em relacdo a origem e sec(—x) = sec(x).
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Seré que podemaos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcéo F
seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha varios intervalos onde a funcdo F é inversivel. Percebemos que 0s
intervalos para os quais a funcéo F esta definida sdo do tipo (—g + kn,g + kn) , k € Z, mas em cada um
desses intervalos a fungdo ndo € um a um. Se queremos 0s maiores subconjuntos possiveis onde a funcéo
secante € um a um, ha varias possibilidades, podemos considerar a unido de dois intervalos, um com o

gréfico da funcdo acima dareta y = 1 e o outro com o grafico da funcdo abaixo da reta y = —1. Observe

que os intervalos ndo sdo necessariamente consecutivos. Algumas possibilidades séo:

5o (50 [r-D o2 (5] Gk L) v Er oD ofe)
Para cada uma dessas unides de dois intervalos ou "ramos de inversdo”, podemos definir uma inversa da
funcéo F.

N&o ha unanimidade na escolha da unido dos intervalos para a funcdo inversa da funcéo secante, em alguns

. , , 3 ~ . N . ,
livros a escolha é [0, g) U (gn] em outros é [Og) U [n, 7”) As razbes para tal divergéncia é que

dependendo da escolha, algumas propriedades decorrentes da defini¢do ficam mais simples com a primeira
opcao de escolha e outras propriedades ficam mais simples com a segunda escolha. Essas propriedades
serdo estudadas em Calculo 1, por enquanto ndo precisa se preocupar com isso. Em qualquer livro de
Calculo, se aparecer a funcdo inversa da secante, € preciso procurar na definicdo qual foi a escolha do livro.
A nossa escolha é a 12. opcéo [O, g) U (g n].

Assim, a funcéo inversa sera definida nos intervalos ou "ramos de inversédo" [O, g) U (g n], e recebe uma
notacdo especial, "arcsec" (leia-se arco cuja secante €). Veja no grafico da funcdo F os "ramos de inversdo"

[0, g) U (g n] e o correspondente gréafico, destacados em vermelho.

Assim, definimos: " _
Jlir) = seclx)

IS ! 7
a inversa da funcdo f(x) = sec(x) para _#J / Pt
: i H s

x € (—%g) éafuncdo f~1(x) = arcsec(x).

Dom (f~') = Im(f) = (=0, —1] U [1, o)
Im(f~Y) = Dom(f) = [0, g) U (g,rr]

Logo, y = arcsecx, € tal que:

—o<x<-—-1oul<x<ow

0 < arcsecx <§ ou §< arcsecx <m
O gréfico de f~1(x) = arcsecx é simétrico ao grafico de f(x) = secx com relacdo a reta y = x e esta

esbocado acima.
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Como f e f~! sdo inversas, sabemos que:

(1) y = arcsecx < x =secy Vx € (—oo,—1]U[1,0) e Vy € [O,g) U (g,n].
(2) sec(arcsecx) = x se e sO se x € (—oo,—1] U [1, ).
(3) arcsec(secy) =y se e sbse y € [0, g) U (%,n].

Exemplo 1: Vamos verificar que arcsec x = arccos% Vx € (—oo,—1] U [1, 0)

Essa é uma propriedade fundamental, sera usada para calculos em angulos notaveis e na resolucéo equacdes
e inequacoes.

Solucéo:
Como sabemos, y = arcsecx onde (x<-1 ou x>1) e (0 <y <§ ou g <y< n).
Durante a resolucdo do nosso exercicio vamos precisar do seguinte resultado:

x<-1 ou x21 = -1<-<1

De fato, usando as propriedades de ordem dos nimeros reais:

e Dex < —1 seguem as implicagdes:

x<—-1<0 = —x=>1¢e x<0 = 0<1< —=x e x<0 =

1 1 1 1
> —— e x<0 = —1<—- e <0 =-1<-<0
X X X X

==

e Dex >1 seguem as implicacdes:

x>1>0 = §s1 e x>0 = 0<§s1

. , 1
Assim, concluimosquex < -1 ou x=>1 = -1< o= 1

Voltando, ao exercicio:

_ 1
secy=_ 1
y = arcsecx = secy = sec(arcsecx) = secy=x —— ek
1 s Y
—15;51 1 (0sy<§ ou E<ysn) 1
cosy=— ==  arccos(cosy) = arccos (—) >y = arccos (—)
X X

. 1 1
ASSIm, y = arcsecx = y = arccos (;) = y = arcsecx = arccos (;) qu

Exemplo 2
Podemos observar no circulo trigonométrico do cosseno dos angulos notaveis, para responder.
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Lembre que Yy = arcsec x = arccos G)
(x<-1, -1<:<0 e Z<y<m) ou
X 2

1 T
(xz21 0<i<1 e 0sy<l),

(@) arcsec V2 =?  arcsecv/2 = arccos (717) = arccos (g) =-

(b) arcsec(—1) =? arcsec(—1) = arccos (_il) =arccos(—1)=m

Exemplo 3
Calcule, se possivel.

(a) sec(arcsec(v10)) (b) arcsec (sec (— g))
(c) arcsec (sec (%ﬂ)) (d) sec(arcsec(0,3))
Solucéo:

(@) sec(arcsec(\/ﬁ)) =10  poisv10 € [1,0) e sec(arcsecx) =x Vx € (—o0,—1] U [1, ).

(b) arcsec (sec (— —)) * _5’ pois —g ¢ [0, E) U (E,T[] e
arcsec(secy) =y se e sO se y € [ ) ( n]

Calculando sec (— g) a funcdo secante é par, sec (— :) = sec (3) = F() = % =2
2

TC 1 T ’
Logo, arcsec (sec (— E)) = arcsec(2) = arccos S=3 (observando no circulo do cosseno)

Queec(see(2)) =T pos Tefou(Ba] e

arcsec(secy) =y se e sO se y € [O, g) U (gn]

(d) Como (0,3) ¢ (—o,—1] U [1,00), ndo é possivel calcular arcsec(0,3), consequentemente ndo €
possivel calcular sec(arcsec(0,3)).

Exemplo4 Resolvaaequagdo arcsec(2x —+/3) = 5?” .
Solucéo:

arcsec(2x—\/§)=5?n(:>2x—\/§—sec(6)(:)2x V3 = (_)@Zx \/§=iﬁ
- _

__2 _ D243 _ 1 _ V3
2x = \/§+\/§@2x_ T ex=ssex="

Exemplo5 Esbocar o grafico de f(x) = 2arcsec(x + 3), parax = —2.Dé aimagem de f.
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Atengdo: se vocé ainda nao esta estudando Calculo I-A, ndo é preciso estudar esse exemplo, sera util
voltar aqui quando estiver estudando Calculo I-A.

Solucéo:

Uma possivel sequéncia de transformacdes sobre o grafico da funcdo elementar y = arcsec x até obter o
grafico de f e:

€3] 2)
y = arcsecx —— y = 2 arcsecx —— y = 2 arcsec(x + 3)
(1) Como 2 > 1, ogréficode y = 2arcsecx é uma ampliacdo vertical do grafico de y =
arcsec x, por fator multiplicativo 2.
(2) O grafico de y = 2arcsec(x + 3) ¢ uma translacdo horizontal do gréfico de
y = 2 arcsecx, de 3 unidades para esquerda.

Foi pedido o gréfico de f(x) = 2 arcsec(x + 3), parax = —2.

Para atender essa exigéncia no dominio de f, que valores do dominio da funcéo inicial y = arcsec x
devemos considerar?

Fazendo uma mudanca de variavel, t = x + 3, em qual intervalo deve estar a variavel t?
x=2—-2=>x+3=2-24+3=x+3=21=>t=>1.
Logo, no grafico da funcdo y = 2f(x + 3) = 2f(t) = 2 arcsect temos que t > 1.

Agora, na transformacéo (1) ndo houve alteragdo no dominio da variavel, ou seja 0 dominio de y = arcsect
é 0 mesmo dominio de y = 2arcsec t, portanto o dominio a ser considerado para a variavel t de

y = arcsect para atender a exigéncia de x > —2 deverd ser t > 1.

—

. . P . . -
1y = 2arcsec(x) /"

y = 2arcsec(xr 4+ 3)
24

y = arcsec(xr)

Pelo grafico de f observamos que Dom (f) = [—2,0) e Im (f) = [0, ).

A inversa da funcdo cossecante
Cy=csc(x

Lembrando do gréafico e algumas propriedades da funcao

cossecante.

F(x) = CsCXx S S S -;
Dominio de F: (—o0,0) — {km, k € Z}
Imagem de F: (=00, —1] U [1, )

a2 2w sm2 A

A funcéo cossecante € impar, pois 0 dominio é simétrico
em relacdo a origem e csc(—x) = — csc(x).
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Seré que podemaos restringir o dominio de F a algum subintervalo de forma que nesse intervalo a funcéo F
seja inversivel? A resposta é: SIM!

Observando o grafico, vemos que ha varios intervalos onde a funcdo F é inversivel. Percebemos que 0s
intervalos para os quais a funcéo F esté definida sdo do tipo (krm, @ + km) , k € Z, mas em cada um desses
intervalos a fungdo ndo € um a um. Se queremos 0s maiores subconjuntos possiveis onde a funcéo
cossecante € um a um, ha varias possibilidades, podemos considerar a unidao de dois intervalos, um com o
gréafico da funcdo acima da reta y = 1 e o outro com o gréfico da funcdo abaixo da reta y = —1. Observe

que os intervalos ndo sdo necessariamente consecutivos. Algumas possibilidades séo:

3 3 3
o) o (onth (rgo 03] [F50)0 (03] @0 (e ) ()

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Para cada uma dessas unides de dois intervalos ou "ramos de inversdo", podemos definir uma inversa da

funcédo F.

Apenas uma delas é considerada universalmente como a funcédo inversa da fungdo cossecante, é a funcao

inversa definida na unido dos intervalos ou "ramos de inversao" |— g 0) U (Og]

Assim, a funcdo inversa sera definida nos intervalos ou "ramos de inverséo"[—g, O) U (0, g] e recebe uma
notacdo especial, "arccsc” (leia-se arco cuja cossecante €). Veja no grafico da fungdo F os "ramos de

inversdo" [— g 0) U (0, %] e o correspondente gréafico, destacados em vermelho.

Assim, definimos: e

a inversa da funcdo f(x) = csc(x) para

TRA N

x € [—%,O) U (Og] é a fungéo

f~1(x) = arcesc(x). . . 0 ;
Dom (f_l) = Im(f) = (—OO, —1] U [1, OO) : /// 7 Y(x) = arcese(x)
Im(f~') = Dom(f) = [—2,0) U (0, g] N™

Logo, y = arccscx, é tal que: //

—o<x<-1loulfx<w
gs arccscx <0 ou 0 <arccscx Sg
O gréfico de f~1(x) = arccscx € simétrico ao grafico de f(x) = cscx com relacdo a reta y = x e esta

esbocado acima.

Como f e f~! sdo inversas, sabemos que:

(1) y = arccscx <& x =cscy Vx € (—o,—1] U [1,0) e Vy € [—g,O) U (0,%]
(2) csc(arcescx) = x se e sO se x € (—o0,—1] U [1, )
(3) arccsc(cscy) =y se e sose y € [—g, 0) V) (O, g]
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Exemplo 1 Vamos verificar que arccscx = arccsci Vx € (—o0,—1] U [1, )

Essa é uma propriedade fundamental, serd usada para calculos em angulos notaveis e na resolucdo equacées
e inequacoes.

Solucéo:

Consideremos, y = arccscx onde (x<-1 ou x=>1) e (

T

<y<0 ou 0<y£§).

N

Jafoi provado anteriormente que, x < -1, ou x>1 = -1< <1,

x

Temos as seguintes implicacdes;
1

scy=
seny 1
y = arccscx = C(CsCy = csc(arccscx) = (Sscy=Xx _ =X =seny =-—
seny X
—15%51 1 (g< y<0 ou Osy<7r) 1
— arcsen(sen y) = arcsen (;) Yy = arcsen (;)
1 1

Portanto, y = arccscx = Yy = arccsc (;) = Yy = arccscx = arccsc (;) c.q.d.
Exemplo 2

Podemos observar no circulo trigopnométrico do seno dos angulos notaveis, para responder.
1
Lembre que Yy = arccsc x = arcsen (;),

@s—m —1<§<0e -

NS

Sy<0)) ou

(x21, 0<i<1 e 0<ys<

SIE

a) arccsc(—\/f) =?

arccsc(—V2) = arcsen (— %) = arcsen (— \/Z—E) = —%

(b) arccsc(1) =? arccsc(1) = arcsen G) = arcsen(1) = g

Exemplo 3
Calcule, se possivel.

(a) csc(arcese(1 — Vb)) (b) arcesc (csc (— g))
(c) arccsc (csc (2?“)) (d) sec(arccsc(0.3))
Solucéo:

(a) Vamos verificarse 1 —+/5 < —1.

1-V/5< -1 2<+5 < 4 <5, Alltima desigualdade é verdadeira e todas sdo equivalentes, entfo a
primeira desigualdade também é verdadeira.

csc(arccsc(l - \/E)) =1—+/5 pois1—+/5 € (—oo,—1] e csc(arccx) = x Vx € (—oo,—1] U [1, o0).
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(b) arccsc (csc (— E)) =—-T pois—<-€ [— z O) e
3 3 3 2

arccsc(cscy) =y seesoOse y € [—g, O) U (0, g]

arccsc(cscy) =y seesOse y € [—g, O) U (0, g]

2m\y _ _1r _ 2 _
Calculando csc (?) == Sen(z?ﬂ) = Sen(g) =====

Logo, arccsc (CSC (2?“)) = arccsc (%) = arcsen (T = arcsen (?) = -
(d) Como (0,3) € (—o,—1] U [1,), nao é poss

possivel calcular sec(arccsc(0,3)).

—_—

vel calcular arccsc(0,3), consequentemente nao é
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