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Calculo I11-A =Médulo 4

Aula 7 — Integrais Triplas

Objetivo

e Compreender a noc¢do de integral tripla.

Na aula 1, vocé aprendeu a nocao de integral dupla. Agora, vocé verd o conceito de integral tripla.

Seja f: W C R® — R, onde W é uma regido sélida do R? (regido limitada e fechada de R3). Como
W estd limitada, entdo existe um paralelepipedo (ou caixa) R = [a, b] X [¢, d] X [p, q], contendo W'
Dividimos R em n® subcaixas Ry, por planos paralelos aos planos coordenados, todas de mesmo
volume AV = AzAyAz, escolhemos (xf,yj, z,’;) € R;ji, e formamos a soma

Su= > > f(a ;=) AV

i=1 j=1 k=1
onde f (x7,y;,2;) = 0se (},y}, 2;) € W, dita soma de Riemann de f.

Se existir lim S,, = L, dizemos que f é integravel e o nimero L é dito integral tripla de f sobre o

/W// f(x,y, z) dedydz ou

sélido W e é indicado por
///f(x,y,z)dV ou
W

/W//fdv.

OBS.:

\ - 1) Se f é continua em W entdo f é integrdvel.
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2) Se f(z,y,2z) =1 em W, entdo /// dxdydz =V (W).

3) /J/(erg)dV:/V[/deJr/V[/ng.
)/VZ kfdvzk/vﬂfdv, keR.

5) Se 0(x,y,z) é continua e positiva em W, e representa a den-
sidade volumétrica de massa (massa por unidade de volume),
entdo a massa M de W é dada por

M= /// S(z,y, z) dedydz .

6) O centro de massa (7,7, z) é dado por:

///;E-(S(:E,y,z)dv
‘:’%1& = i)
\ ///y-a(x,y,z)dv
e

=
I

)
TI

7) O momento de inércia em relacdo a um eixo E é dado por:

]E_/// (2,9,2) - (2,9, 2) dV

onde r(z,y, z) = distancia de (z,y, z) ao eixo E.

Se eixo E = eixo z, entdo I, —/// +y3)6 (z,y, 2) dV.
Se eixo E = eixo y, entdo [, = /// 2 + 236 (1, y, 2) dV.

W
Se eixo E = eixo x, entdo [, = ///(y2 + 228 (z,y, 2) dV.
W

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 4 3

Aula 8 — Reducao do Calculo de uma Integral Tripla a uma Integral
Dupla

Objetivo

e Reduzir o cdlculo de uma integral tripla a uma integral dupla.

Observamos que um dominio de integracao pode ser descrito como uma reunido de regides dadas
por:
Wl = {([L’,y,Z)7 (55,3/) € ny € Zl(x>y) S z S 22(x>y)}

onde D,, = projivoly (projegdo de W, sobre o plano zy) e z(x,y), z2(z,y) continuas;
Wy = {(x,y,z); (x,2) € Dy e yr(z,2) <y < yg(x,z)}

onde D,, = proj:V(jz e y1(z, 2), y2(x, z) continuas;
W3 = {(:E,y,z); (y,2) € Dy, e x1(y,2) < < xg(y,z)}

onde D, = pronZ’Z e r1(y, ), x2(y, z) continuas.

Os esbocos de W, W5 e W3 sdo:

< z
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ZA

Prova-se que

[ fza(ay) ]
] rw2ydsayaz = [[| [ say.2)dz| dody
W Do, L z1(,y) ]

[ fy2(,2) 1
///f(x,y,?r) dxdydz:// / f(x,y,2)dy | dxdz
Wa Do L y1(z,2) |

i xQ(yvz) |
///f(x,y,z)dxdydz:// /( ) f(x,y, z)de| dydz.

1Y,z

Ws Dy, - -

Exemplo 1

Calcule /// e’“’gdxdydz onde Wéoconunto0<xr<1,0<y<re0<z<1.

Solugdo:

Definimos W por:
W= {($7y72)7 (x72) & sz e S Y S x}

UFF
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onde D,, = [0,1] x [0, 1]. Logo,

/VZ / e dedydz = / / { /O xe‘”Qdy} dzdz

D:L‘Z

= / / re*’ drdz

Da:z

1 1

= //xexzdxdz
0 Jo

- 4] [«

e—1
5 -

Exemplo 2
Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboloides z = 22 + 9% e z = 8 — 22 — y°.
Solugdo:

Inicialmente, calculemos a intersecdo das superficies:

2= a2 4y
z=8—1°—y

) . ety =8-"—ye20@’+y’)=8c"+y =1.

Logo, a intersecdo dos paraboloides é a circunferéncia 22 + y? = 4, situada no plano z = 4.

z

2=8—1%—1?

(z,9,2)

z=x%+y?

Descrevemos W por:

W ={(z,y,2); (z,y) € Dyy e 2° +y* < 2 <8—2" —y°}

UFF
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onde D,, é o disco x% + y* < 4.

Como V(W) :// dxdydz, entdo
w

V(W) :// [/:_ydz] dxdyz//[zs_z(x2+y2)} dxdy .

Day Doy

Passando para coordenadas polares, temos:

V(W) = /0 2 /O %(8 — 22)r dfdr

2
= 27?/ (87" — 2r3) dr
0

2 r 2
= 27T |:47' —7i|0
= 27(16 — 8)
= 167 u.v.

Exemplo 3

Calcule a massa do sélido W, no primeiro octante, limitado pelos planos y =0, z =0, x +y = 2,
r + 2y = 4 e o cilindro 3* + 22 = 4, sendo a densidade igual 3 distancia de (z,y, z) ao plano zz.

Solucdo:

O esbogo de W é:

Podemos definir W por:

W ={(z,y,2) €R’ (y,2) €Dy, e 2—y <ax<4-2y}
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Yz

onde D, é tal que y> + 22 <4, y>0e z>0.

Como M :///5(x,y,z) dxdydz, onde §(z,y, z) = |y| =y, pois y > 0, entdo:
w

M = /J/ydwdydz
_ / / { /2 i;yy dx} dyd-
_ //w4—2y—2+yywm

Dy-
= //(2@; —y?) dydz.

Dy-

Passando para coordenadas polares, temos:

y= rcosf
z= rsenf

dydz = rdrdf

e D,y é dado por:

D 0<r<2
Ul 0<h< )2
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Entao,

2
/ (2r cos @ — r? cos? 0) r drdf
0
w/2 p2
= / / (212 cos O — r? cos* 0) drdf
o Jo

7'('/2 3 4 2
= / [Q’T cos @ — = cos? 9] do
0

4 0
3

w/2
= / (160059—400329) do
0

w/2
fsend—§ (6.4 =52) |

I
| —

= $(1-0)—-2-

ME]

— 16 _
= 5 — T um

3 pl pV1-22
Exercicio 1: Calcule a integral iterada / / / ze¥ dxdzdy.
o Jo Jo

Exercicio 2: Calcule /// v dxdydz, onde W éoconjunto0 <2 <1,0<y<zel<z<1.
W

Exercicio 3: Escreva as seis integrais triplas iteradas para o volume do sélido W limitado pelos

planosy+ 2z =1,y =z, x =0 e z = 0. Calcule uma das integrais.

Exercicio 4: Esboce o sélido W cujo volume é dado pela integral iterada

1 pl 1—y?
I = / / / dzdydx
o JyvzJo

e reescreva na ordem dxdydz.

Exercicio 5: Use a integral tripla para encontrar o volume do sélido

a) W limitado pelo cilindro z = y? e os planos z =0 e x + 2z = 1;

b) W limitado pelos planos z +y =8, z —y =8, =0,z =4e 2 =0.

Exercicio 6: Calcule a massa do sélido W no primeiro octante limitado por y = 2%, y = 9, 2z = 0,

x=0ey+ z=09 se adensidade é dada por §(z,y,2) = x.
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Exercicio 7: Seja W um sélido limitado pelo cilindro 22 + 42 = 1, com 2 > 0 e pelos planos y = z
e z = 0 com func¢do densidade 6(x,y, z) = y. Calcule:

a) A massa de IV.

b) O momento de inércia em relagdo ao eixo z.

Exercicio 8: Um sdlido tem a forma de um cilindro circular reto de raio de base a e altura h.
Determine o momento de inércia do sélido em relacdo ao eixo de simetria se a densidade no ponto
P é proporcional a distancia de P até a base do sélido.
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