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Calculo IHI-A — Médulo 5

Aula 9 — Mudancga de Variaveis na Integral Tripla

Objetivo
e Aprender a fazer mudanca de varidveis em integrais triplas.

e Estudar a mudanca de variaveis cilindricas.

Aqui temos um resultado similar a mudancga de varidveis em integral dupla:

/// f(z,y,2) dedydz = ///f(x(ua%w),y(uw,w),z(u,v,w))m dudvduw
W W

onde
or Or Ox
ou v Ow
_ Ox,y,2) | 0y Oy Oy
J_O(u,v,w)_ ou v Ow 70
0z 0z 0z
ou v Ow

é o jacobiano da mudanca de varidveis

olu,v,w) = (x,y,z) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))

e Wiww = @(W).

Um caso particular de mudanca de variaveis

Coordenadas cilindricas
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ZA
As coordenadas cilindricas (7, 0, z) sdo definidas por
x =rcosf TP
y=rsenf . x4y =12 z
2=z Y R
e
comr >0, 0y <0 <0+ 2w, para algum 6y e z € R. AL Bt

As coordenadas r e f sdao as mesmas que as coordenadas polares e, portanto, as suas variacoes sao
encontradas na projecao de W no plano xy. A variagao de z é encontrada diretamente no sélido.
Supondo que z1(z,y) < z < z9(x,y), entdo a variagdo de z serd

z1(rcosf,rsenf) < z < zy(rcosf, rsenb).

Calculando o jacobiano da transformacao cilindrica, encontramos

_ O(z,y,2) P
J = 3r.0.2) =r (Verifique!)

Logo,

/W// f(z,y,2) dvdydz = ///f(TCOSQ,TSGIlQ,Z)T drdfdz

Wiz

é a férmula da integral tripla em coordenadas cilindricas.

Exemplo 1

Calcule ///(za:2 + 29%) dxdydz, sendo W o sélido limitado pelo cilindro 22 + 3> < 1, pelo plano
z2=0e pme/Io paraboloide z = 4 — 2% — 2.

Solugéo:

De z =4 —a2>—y?> ex?+y* =1, temos z = 3. Isso significa que as superficies apresentam
intersecdao no plano z = 3. O esboco de W é:

Passando para coordenadas cilindricas, temos

r = rcost
y= rsenf

z2= z
dxdydz = r drdfdz
2yt = 2

UFF IME - GMA



Calculo llI-A Méodulo 5 3

2 =4 — % — 9>

P =(zy,2)

Seja P = (x,y,z) € W. Uma reta por P, paralela ao eixo z, intercepta a fronteira de W em z =0
ez=4—2>—y*=4—1r2 Logo, 0 < 2 <4 —r? Como a projecio de W no plano zy é o disco
2+ <1l,entio0<r<1e0<6<2r. Logo o conjunto W,y é dado por:

0<r<i
W,«gzi OSQSQW
0<z<4—1¢2

/// (2a? + 29?) dudydz = ///z(x2 + y?) dadydz
= ///zr2 -rdrdfdz

Wrez

= ///zr3 drdfdz

Wrez
1 2 pd—
-l
0 0 0
1 9 471”2
_ /7,3 H / ddr
0 0 0

1
= 7r/ r3(4 —r?)%dr
0

Temos,

z dzdOdr
27
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1

= 7r/ (16 — 85 +r7) dr
0

1

= 71'[47“4—%4‘%}0

67r
24

Aula 10 — Integral Tripla em Coordenadas Esféricas.

Objetivo

e Estudar a mudanca de varidveis esféricas.

2 A
As coordenadas esféricas (p, ¢, ) sdo definidas por
x = psen ¢ cosf 5 TP
y=psengsentd . x?+yt+22=p? \v’//P -
Z = pcoso R Lz Y
comp>0,0<¢o<m, by <0 <6y+2rm, para algum 6. T ___9___\_\::i/ Y

A coordenada p mede a distdncia do ponto P a origem (portanto p > 0). A coordenada ) é a mesma
que a coordenada cilindrica e sua variacao é encontrada na projecao de W no plano zy. A coordenada
¢ é o angulo entre o eixo z positivo (onde ¢ = 0) e a semirreta OP. A variagdo méxima de ¢
e€0< o< .

Calculando o jacobiano da transformacao esférica, temos:

a(l', ya Z) 2 e
J=—""""=p"sen Verifique!
2(p,6,0) " ¢ (Verifique)

Logo,

/M// fla,y, 2)dV = ///f(Psend)cosé’,psen¢sen6,pcos¢)p2 sen ¢ dpdpdd

Wogo

UFF IME - GMA
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é a férmula da integral tripla em coordenadas esféricas.

Exemplo 1
Calcule o volume da esfera W : 2?2 + y* + 22 < a?, (a > 0).
Solugdo:

O esbogo de W é:

Xz

Passando para coordenadas esféricas, temos

r = psen¢cost
y = psen¢psenf
Z= pcoso
dV = dxdydz = p*sen ¢ dpdpdd
4y +22= p?

A equagdo da esfera 2 + y? + 2* = a? fica p = a. Logo, o conjunto W, é dado por:

0<p<a
Woeo : 0<o¢o<m
0<0<27r

UFF

IME - GMA
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Como V(W) :// dxdydz entdo:
w

V(W) = / / / p? sen ¢ dpdedd

Wopo

a s 2
= / p2/ sen ¢/ dfdodp
o Jo 0
= 27r/ ,02/ sen ¢ dodp
o Jo

— 27r[—cos¢)]g/ap2dp
0

Exemplo 2
Calcule o volume do elipsoide WV : 2—; + Z—Q + ‘z—z <1, (a,b,c>0).
Solugéo:
Facamos a mudancga de varidveis
T = au
y = bv
z=cw
Temos
Ju Ov Ow 00
a
Jzig(f”’y’z) | % % % _1g b 0|=abeo0.
(u,v,w) ou OJv Ow 00 ¢
Ju Ov Ow
Logo,

dzxdydz = |J| dudvdw = abc dudvdw .

. 2 2 2 ,
O elipsoide W “2—2 + Zé—Q + i—z < 1 é transformado na esfera Wy, @ u? + 0?2 + w? < 1. Como

V(W) = / / dzdydz, entdo:
w

4 4
VW) = // |J| dudvdw = abc/// dudvdw = abcV (W) = abe - 3T 13 = gTI’CLbC.
Wuvw Wuvw
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Exercicio 1: Calcule /// (z° +y?) dV, onde W é a regido interior ao cilindro 2 + y* = 1 e
W

a esfera z? +y* + 22 = 4.

Exercicio 2: Calcule /// Va2 +y2 dV, onde W é a regido limitada por 2 = 22 + 9> — 4 e
W

2 =4 — 2% — 92

Exercicio 3: Use a integral tripla para calcular o volume do sélido W acima do paraboloide z = 221>

e abaixo do cone z = /x? + y2.

Exercicio 4: Calcule /// (x2 + %+ 22) dV', sendo W a regido limitada superiormente pela esfera
W

22 + 9% 4 22 = 16 e inferiormente pelo cone z = /22 + y2.

Exercicio 5: Calcule o volume do sélido W que estd dentro da esfera 2% + 42 + 2% = 4, acima do

2 2
plano z = 0 e abaixo do cone z = \/%.

Exercicio 6: Faca o esboco do sélido W cujo volume é dado pela integral

w/3 p2m psece
/ / / p*sen ¢ dpdfdeg
0 0 JO

Exercicio 7: Verificar que o centro de massa de uma esfera de raio 1 coincide com o seu centro,
sabendo-se que a sua distribuicao de massa é homogénea.

e calcule essa integral.

Exercicio 8: Calcule o momento de inércia em relacdo ao eixo z do sélido limitado por z = 4 — 2% —1/*
e z = 0, sabendo que a densidade em um ponto é proporcional a distancia de P ao plano xy.

UFF IME - GMA



