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RESPOSTAS DA LISTA 5 (alguns estao com a resolugao ou o resumo da resolugao):

1.

2.

VBV _ 3 _ 3 _VE-VI_

7
Resposta: —— < —

45 10 20 0 10 45
VI VB V3 - Jii

Justificativa: observe que . Também observe que:

V28 — V14 V28 —v14 . 7 7 3 3 .
e — sao simétricos; -— e —-— sao simétricos; — e —— sao simétricos.
10 10 45 45 20 20
Logo fica mais simples comparar primeiro os positivos e a seguir comparar os negativos.

3 7
(i) Comparando %0 ¢ I
7

Como 20 > 0 e 45 > 0, temosque%<E<:>%><20><45<4—75><20><45<:>3><45<7><2O<:>135<140

Como a ultima desigualdade é verdadeira e vale a equivaléncia com a primeira desigualdade, concluimos que a primeira

—10 o 10

3 7 .
desigualdade é verdadeira, isto é, concluimos que — < — é verdadeira.

20 45
3 \/2 —V14
do — e —.
(if) Comparando 50 © 10
Como 20 > 0, temosque%< 1_0 <:>%><20<20 281_0 14 <:>3<2(\/2><1 -1 )

(por propriedade de raiz), <= 3 < 2 (\/ix/ﬁ — \/_) —=3<2V14 (\/5 — 1).

Sabendo-se quea =3 > 0e b =214 (\/5 — 1) > 0, podemos usar a propriedade a < b <= a? < b*. Logo,

3<2VTA(V2—1) = (3> < (WVTE(vV2—1))" =9 <4ax14(vV2-1)" <=9 <56 (2—2v/2+ 1) <

9 <56 (3—2V2) <=9 <56 x3—56x2V2 <= 56x2v2 <56 x3—9 < 112V/2 < 159.

Como os nimeros dos dois lados da desigualdade sdo positivos, podemos aplicar a mesma propriedade citada ante-
riormente, isto é, elevar ao quadrado os dois lados da desigualdade, como a seguir.

112v/2 < 159 <= (112)% x 2 < (159)? <= 25.088 < 25.281.

Como a ultima desigualdade é verdadeira e vale a equivaléncia com a primeira desigualdade, concluimos que a primeira

V28— V14

desigualdade é verdadeira, isto é, concluimos que 2—0 < ———— é verdadeira.

10
V28 — V14

10
Com010>07temosque4—75><10<7v281_0 V14><10<:>g><2<\/2 — VT " 14 <9 (VEX 14 - VTE)

— 14 <9V14 (\/5 — 1). Podemos elevar ao quadrado os dois lados da desigualdade, pois ambos sao positivos. Logo,

14 < 9V (VZ — 1) <= (14)2 < (9)* (VT)® (V2 - 1)° = (14)> < 81 x 14 (2 — 2yZ + 1) &3Y
14 < 81 (3 —2v2) <= 14 <81 x 3 —81 x 22 <= 81 x 2v/2 < 81 x 3 — 14 <= (81)” x 8 < 229 <=> 52.488 < 52.441.

Como a ultima desigualdade é falsa e vale a equivaléncia com a primeira desigualdade, concluimos que a primeira

desigualdade é falsa, isto é, concluimos que 4—5 < — 1 0

Em todo desenvolvimento acima podemos trocar < por =. Como 52.488 = 52.441 é falso, também concluimos que

7T V2B-VI4 V28 — V14

Vi = — 10 é falso. Pela tricotomia da ordem, s resta 4—5 > — 0

Vo8 — /14
10 45
Para ordenar os negativos multiplicamos as duas desigualdades acima pelo nimero negativo —1, as desigualdades serao

3 V28 — /14 7 . 7 V28 — /14 3

invertidas, isto §, —— > ————— > ——. Kscrevendo do menor para o maior, - — < ——M— < ——.
v 20 10 15 v P 10 20

Finalmente, como todo negativo é menor que positivo, obtemos a lista completa ordenada que estd na resposta.

7
(iii) Comparando = °

é falsa.

verdadeiro.

Por (i), (ii) e (iii), obtemos a lista dos positivos em ordem crescente: 2—0 < —

1
(a) Resposta: 0,31 < p < 0,32.
Justificativa: 3,141 <7 < 3,142 =3, 141 <7 e 7 < 3,142.

Como todos os nimeros sdo positivos, podemos dividir por esses nimeros, as duas desigualdades se preservam.

1 1 1 1 1 1 1
Logo3141<71'e7r<3142:>—<m e m<;:>37142<;<m

Fazendo as contas, observamos que o resultado da divisao de 1 por 3,142 é tal que 0,31 < ——— 3142 < 0,32.

Fazendo as contas, observamos que o resultado da divisao de 1 por 3,141 é tal que 0,31 < ——— 3141 < 0,32.
1

. 1
Logo, garantimos que 0,31 < m < - < 5141

(b) Resposta: —0,142 < 3 — 7 < —0,141

<0,32.
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2 2 2 e . 2 o
(c) 0,142 < p— < 0,141 Fazendo contas de divisao, concluimos que 14,08 < p— < 14,19. Logo, multipli-

cando as duas desigualdades por —1 obtemos a estimativa pedida, —14,19 < 3L < —14,08.
-7
A amplitude do intervalo é (—14,08) — (—14,19) = 14,19 — 14,08 = 0, 11.
3. Resposta: 3,8241 < a® —a + 4 < 3,8384.
Justificativa: 0 < 0,21 < a < 0,22 = (0,21)? < a® < (0,22)? = 4+ (0,21)? < a® + 4 < 4+ (0,22)?
Por outro lado, 0,21 < a < 0,22 — —0,22 < —a < —0,21.

4+4(0,21)° < a® +4 < 4+(0,22)°
0,22 < —a < —0,21

44 (0,21)® + (=0,22) < a®> + 4+ (—a) < 4+ (0,22)? + (—0,21). Fazendo contas chega-se na resposta.

Assim, temos que { Somando termo a termo as desigualdades, obtemos

1 1 9 3 40 124
4. — 4 — 1< — 4 — — 4< —
9+3+ <z -+ <25—|—5+ :>9<x T+ <25
5. Racionalizando a expressao temos 3\/\5/5_ 8 = 15 _58\/_ =3 i Estimando ¥7 encontramos,
3568<8—\5/5<3584:> 3584<—85£< —3,568 —= 0584<3—£< —0, 568.
a+b
6. (a) —0,3<a+b< —0,1 (b) 4,0<a—b<4,2 (¢) —0,075 —
7. (a) zeR (e) z€eR (i) zeR (m) zeR
(b) z€(-00,1)U(1,00)  (f) z€[l,00) (J) = €[L,00) (n) z€R
(¢) z €]1,00) (g) xR (k) z €[1,00)
(d) =z €(1,00) (h) z € [1,00) (1) z€l,00)
8. (a) z€[l,0)NQ (c) ze[-2,1)NQ
(b) z € (—00,1)NQ (d) =€ [(—o0,—2]U(1,00)]NQ

a/?4+1 4?2 -1 4
0 <a1/2—1+a1/2+1 a—l) a—1 Va+1 a-—1
:<(\/a+1)(\/a+1)+(\/a_1) (Va—-1) 4 )3_(a+2\/5—|—1+a—2\/5—|—1_ 4 )3
Wa—1)(vVa+1) (Va+1)(va—1) a-1 a—1 a—1 a—1

_(2at2 4 T (20-2\"_ (2@-D\T_, 5 _ 1
S \ae-1 a-1 a—-1 a—1 N 8
10 (15°*) x (30)'7*  (15%)® x (2x 15)'"*  (15%)® x (2)'"* x (15)""*  (15%)® x 2x (2)"* x 15 x (15)"*
’ 2-a - 2-a - 2-a - 2-a -
(15%)% x 2 x 15
15@
11. Vamos aplicar a propriedade: se z,y €R entdo z<y<=2°><y>?, fazendoz=¥a e y= Jb.
Se Ya,VbeR entdo Ya< Vb= (Ya)® < (Vb)? <= a<b.
12. Vamos aplicar a propriedade: se z,y €R, z,y>0 entio z<y<= 2><y? fazendoz = Va e y= Vb.

Se Va,VbER, a,b>0 e a,Vb>0 entio a< Vb= (a)? < (Vb)? <= a<b.

<f+1 Va—1 4 )3_

= (15%)% x 30 = 4% x 30 = 16 x 30 = 480.

13. (a) f(z) = z® tem poténcia impar;  g(x) = z® tem poténcia par;  h(z) = z° tem poténcia par;
r(z) = z* tem poténcia fmpar; s(x) = z° tem poténcia fmpar;  t(z) = =/ tem poténcia par.
(b) f(z) =z tem poténcia positiva;  g(z) = z” tem poténcia nula;  h(z) = z° tem poténcia positita;
r(z) = 2% tem poténcia negativa; s(z) = z° tem poténcia positita;  t(z) = 2 tem poténcia negativa.

) Os graficos sado os das funcées:  f(z) =z r(z)= :cd; s(z) = z°.

—
(¢

(d) As fungdes que admitem inversa sdo f, r, s.

Para f(z) = z% x € R, a >0, a impar, temos que y = z* <:>y% (:c“)% <:>y% =z,
logo a expressdo da inversa é f7'(y) = yT = ¢/y ou ) = T e = Y.
1
Exemplo: f(z) = 2%, z €R, 5>0, 5 é fmpar, temos que y = z° <= y% (:c5) 5 &= y% =z,

[

logo a expressdo da inversa é f~'(y) = yT =3y ou fl(zx)=zx75

1
Para r(z) = 2%, z€R—-{0}, d<0, dimpar, temos que y = 2% < y% = (xd) = y% =z.

1 _L 1 1
Masd<0<4<= —d >0, d=—(—d), assim z=yd =y-d =y —d = = ,
(=d) yi =y y PSR
~ . -1 1 1 1 1 1
logo a expressdo da inversa é r~ (y) =y d = ou r (x)=zd =
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1
Exemplo: r(z) = x5 zeR- {0}, =5 < 0, —5 {mpar, temos que y = 75 = y*15 = (:c75) 5 = y%5 =x
1 1 1 1
Mas —5 < 0 <= —(-5) >0, —5=—(5), assim x:yfls =y=-® :y*% == =—,
ys VY
~ . ., 1 a 1 1 1 1
logo a expressdo da inversa é r~ " (y)=y—5 =— ou r (x)=z-5 = —.

Para s(z) =z, 2 € R, ¢ >0, e {mpar , j& vimos que a expressao da inversa é s '(y) =y

Observe que essa é a fungdo s(x) =z, isto é, e = 1. A inversaé s (y) =y ou s '(z)==x
Justificativa de e = 1: o gréifico é uma reta e passa pelos pontos (0,0) e (1,1).

(e) Observe que g(x) =1, istoé, b=0. Justificativa: o gréfico é uma reta e passa pelos pontos (—1,1) e (1,1).

Em qualquer subconjunto a func¢ao g(z) = 1 néo serd injetora, logo ndo é possivel encontrar dois conjuntos dis-
juntos onde a funcao admite inversa.

Para h(z) =2°, ¢>0, cpar, z € A=]0,00),

1 ¢ par
c

temos que y = a° <= y© = (z) LY = lz| <=y

Para h(z) = z° ¢ >0, cpar,z € B=(—00,0),

temos que y = 2° <= y% = (x‘)% £y y% = |z = y% = —1 < —y% =z,
logo a expressdo da inversa é h~!(y) = —y% =—¢y ou h7'(z)= i — /.

Exemplo: h(z) =z, 4>0, 4 par, € B = (—00,0),
a expressao da inversa é h7'(y) = —yi =—¢y ou h'(z)= —gi = — Y.

Para t(z) = zf, f <0, fpar, 2 € A=(0,00),

1 (& ar = x =
temosquey::cf<:>y% = (:cf)f éy} :|x|<%)>yfl‘ =z,
1 1 1 1
Mas f <0 4= —f >0, f=—(—f), asim z=yT =y=CD =y =7 = I YTk
y=7 Y
logo a expressdo da inversa é ¢t !(y) = yo 1 ou t7(z) = !
8 Yy =y 1y Rz
Exemplo: t(z)=z"% —4<0 —4épar, € A=(0,00),
1 1 1
a expressao da inversa é t7'(y) = =1 = % ou t7(z) = 7
Para t(z) =zf, f<0, fpar, € B=(-,0),
1 . 1 1
temosquey::cf<:>y% = (:cf)f i%y% :|:c|<égyfl‘ :—x<:>—y} =z.
1 _1 1 1
Mas f <0<«= —f>0, f=—(—f), assim z= —y} =y N =—y =7 = — e
B
- . . 1 1 1 1 1
logo a expressdo da inversa é ¢t (y)=—y7f =———— ou t " (z)=

Ry S

4 —4<0, —4épar, x€B=(-0,0),

Exemplo: ¢(z) =z

a expressio da inversa é ¢t !(y) = — (y%‘l) =— (yfi) =—— ou t Hz)=-— (:07%) =—

ST S 2l
f_l ‘f' =1 \»
1 1 et
20 1 2 X Y 10X 50 1 2 X
=t -1 —1—&
2] 21 2]
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TR TS0
E
-2 -2
—34
-4 -4
1 4 1
— — f -1 — —
= tx)y=2a' , t7 (x)=zF = e
i (2) = 2 = ——
@) =—27 =-x
OBS. O gréfico da inversa da funcio s~ !(z) = z é exatamente igual ao grifico de s(z) = z° = x.
14.
AY Vs
X X2 x® NNV 08
154" o O\ NI/ =X
X2’ i
XL y= 1
05/ [ 1 / A5 iX
» 13t/ s x?
X o X
x8
,,,,,,,,,,,,,,,,, -1}
Nei
iy -1.51
e M Ve
7 3 2 1 2 1 3 2 5 3
15 SR S R - S A Y PP AP . AP PP
(@) —p <5 < <y <5 <0< << <I< <
re
(b) 1 =
Ay ) y=1
5 y=x32 y=x»2_
y=x%5
4 y = x5/4 y=x3
0.51 4 -
, ‘ y=x
3 =X y: X 5/4
y=x
5 y = x3/5 y: X 32
y=xi? 0 05 T x
- V=1
0 1 2 30X

ii.
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iii. iv.

A y uy
=1
3 > '
y=x23
y=X 2/3 2 los
y=1 ) ‘
1 05 07X
) 0 2 X
=X
y 0.5
_ 35 - = x35
y=X
2 -1
y=Xx
-3
(¢) 1 iii
y Ty
1
y=x25
= x23
0.5
X 2 15 -1 05 X
ii. iv.
Y
L2
y=x 23
1.5
= x 25
1
0.5
0 05 1 15 2 X -1 05 0 X

16. (a) Verdadeira. Base b =2 > 1 e poténcias p = 0,3 e ¢ = 0,4 onde p < q.
Para b e R, p,q € Q, vale apropriedade: b>1ep<qg= b° <b?
Essa propriedade também pode ser escrita como: para base maior do que 1, se as poténcias crescem entao a base
elevada as poténcias também crescente.
(b) Falsa. Base b = % > 1 e poténcias p=0,5e ¢ = 0,6 onde p < gq.
Parabe R, p,qe Q, valeapropriedade: 0<b<lep<q=— b > bl

Essa propriedade também pode ser escrita como: para base maior do que 1, se as poténcias crescem entao a base
elevada as poténcias também crescem.

0,5 0,6 0,5 0,6
0 ustificativa: 1 1 1™ 1> 1 1
utra justificativa: 3 < B <— 208 < 5056 — 205 < 305"

Como 2%5 >0 e 2% > 0, podemos aplicar a propriedade da ”multiplicacio em cruz” nessa tltima desigualdade.

1 5
Isto é, 205 < 506 <= 206 < 29%  Pela propriedade citada no item (a), essa ultima desigualdade é falsa.

Como hé equivaléncia entre a primeira e a tultima desigualdade, conclui-se que a primeira desigualdade também é
falsa.

—
o
~

Verdadeira. Justificativa: a base é maior que 1 e as poténcias estdo em ordem crescente.
(d) Falsa. Justificativa: sabemos que 7/4 =1,75>1,4.

1,75 1,4 1,4 1,75 5 . . .
Mas (3)"" > (3) " <= (3) " <(3)"" <= 35tx < 305 = 3175 < 34 Essa desigualdade ¢ falsa pois a
base é maior do que 1 e as poténcias sdo decrescentes, a base elevada as poténcias deveria decrescer.
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17.

Como ha equivaléncia entre a primeira e a dltima desigualdade, conclui-se que a primeira desigualdade também é
falsa.

Verdadeira.  Justificativa: base b = m > 1, as poténcias crescem, —2 < 2, logo base elevada as poténcias
também cresce.
. : . 1\7° 1\’ 1 1 5 1 5 55 10
Verdadeira. Justificativa: - Sl &= ——=> <=5 >-55>15" >1
5 5 55 7 55 55
E claro que essa ultima desigualdade é verdadeira. Como hé equivaléncia entre a primeira e a iltima desigualdade,
conclui-se que a primeira desigualdade também é verdadeira.

Falsa. Justificativa: sabemos que 3° = 1. Logo, 371/° > 1 «= 371/° > 3°. Essa iltima desigualdade é falsa,
pois a base é maior do que 1 e a poténcia cresce, —1/5 < 0, logo a base elevada & poténcia deveria crescer.
Como héa equivaléncia entre as desigualdades, conclui-se que a primeira desigualdade também é falsa.

5
,5

Falsa. Justificativa: sabemos que (

3) 7T (1)) pois (2)7 = iy = oky = 1Tt ()
7 3 ’ 7 (%)LS 312’ 315 1 31,5 3 :
Também sabemos que (%)O =1. Logo, (%)71’5 <1<+ (%)1’5 < (%)O. Essa ultima desigualdade é falsa, pois

a base é maior do que 1 e a poténcia decresce, pois 1,5 > 0, logo a base elevada a poténcia deveria decrescer.
Como héa equivaléncia entre as desigualdades, conclui-se que a primeira desigualdade também é falsa.

1
Falsa. Justificativa: (%)2 > 1 <= =) >1<=1>7% Essa tltima desigualdade é claramente falsa.
Como héa equivaléncia entre as desigualdades, conclui-se que a primeira desigualdade também é falsa.

. . _ 1 . 1
Falsa. Justificativa: 370001 = 36,0001 - Como 3%%%°% > 0, o seu elemento inverso, 30,0001 > 0.
Verdadeira. Para justificar vamos usar duas propriedades, a saber,
Pl: a,b € R; a,b > 0, vale a equivaléncia a < b < a®> < b% P2: a,b € R, vale a equivaléncia

a<be=a® <’

Sabemos que /11 = 115 e V5= 5%. Logo,

3 1 1 p2 1\3 1\3 3 p1 3\2

YT < V6 = 115 <58 &2 (113) < (52) = 11<5 & 112 < (52) = 112 < 5% = 121 < 125.
Essa dltima desigualdade é claramente verdadeira.

Como héa equivaléncia entre as desigualdades, conclui-se que a primeira desigualdade também é verdadeira.
Verdadeira. Para justificar vamos usar as duas propriedades acima.

VI< 32t <35 &L (2%)2< (3%)2<:>Q<3% L2 95 < (3%)3(:»23<32<:>8<9.

Essa tultima desigualdade é claramente verdadeira.

Como héa equivaléncia entre as desigualdades, conclui-se que a primeira desigualdade também é verdadeira.

3
(:c—4)2/3:100<:>((x—4)2/3) = 100° <= (2 — 4)? = 100°* <= (z — 4) = £/100° <= z = 4 £ /(102)
= r=44+10° <= r=441000 < z = 1004 ou z = 996.

4/3

2
z?/3 — 2%/3 = 2. Usando a substituicao u = 5102/37 temos que u? = (1:2/3) — u? = g3,

Fazendo a substituicdo, obtemos u? —u = 2. Resolvendo a equacéo do 20. grau em u, obtemos u =2 e
u=—1.

Quando u =2, temos 223 = 2. Resolvendo essa equacao, 2P =2—= =P —= 1 =4VB =z =
+2v/2.

Quando u = —1, temos =x
real.

2/3 2/3 2

= —1. Resolvendo, z?/® = —1 <= 2® = (—1)® <= 2% = —1, ndo h4 solugéo
Logo as solucdes da equacdo sio = =2v2 e = —2v2.

(4z? —1)%/* = 27.

Nesta equagdo o denominador da poténcia é par, logo a base devera ser positiva, vamos ter que testar a solugao
que encontraremos.

4/3
(422 —1)¥4 = 27 = (4a? —1)%/* = 3° = ((4:[;2 - 1)3/4)

= (3 = 4?1 =3 = da? = 1481

V82 <\/§

2
42 =82 = 2> =82/4 =1 = :tTg. Testando essas solugoes, temos 4 :I:T> —1=82-1=81>0.

VB2 V82

L lugbes sdo —— e
080 as solugdes a0 — e 5
62'/2 —z/* =1. Usando a substituicdo u = z'/% temos que u? = <x1/4)2 — u? =g/
Substituindo, obtemos 6u? —u = 1. Resolvendo a equacio do 20. grau em u, obtemos u = 1/2 e u=-1/3.
Quando wu=1/2, temos z'/*=1/2. Resolvendo, z'/*=1/2 = z=(1/2)! <= = =1/16.
Quando u=—1, temos z'/*= —1/3, nao hé solugao real.

Logo a tnica solugao da equagao é z = 1/16.
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18.

19.

3 8 6 3 3 3
T2 —8x 20 =T 4= 320 — —5 =T <= 12« —8 =722 < gao —Tr2 —8=0.
€T 2a
3 3 o ~
Fazendo v = z3%¢, temos u? = xz=. Substituindo na equacio, obtemos u?> — 7u — 8 = 0, resolvendo, u = 8 ou

u=—1.

3 3 3 1
Para u = 8, temos que x2¢ = 8, resolvendo z2¢ = 8 «= g2 = 2% = 2% =2 = 1 = 2% = 2 = (2?)" =
x =4°.

Para u = —1, temos que z3e = —1.

Mas, por hipétese, a € N, assim sabemos que 2a é par e z3e > 0, isto é, nao ha solucao quando u = —1.
Podemos fazer u = 2%, u? = z* e substituir na equacdo. Obtemos u? — u = y e podemos resolver v em termos de
Y.

Assim, v’ —u=y<= 1’ —u—y=0<=u = w

2
Para que essa equag@o tenha solucdo é preciso que 1 +4y > 0. Mas 144y >0<=4dy > -1<—=y> —1/4.

1+I+4y ) s 14T+ dy
2 2 '

Quando u = , como u =x°, temos que z* =

Por outro lado, sabemos que /1 +4y >0,logo 1+ 1+4y>1>0—= 14-7214-42; > 0.

- . - [1++/1+4
Assim, Yy > —1/4, podemos resolver a equacdo acima, obtendo as solugbes : z = % e x =

1+v1+4y
—
1-y1+4y 2 s 1—y/1+4+4y

Quando u = 5 , como u =x°, temos que z° = 5

Neste caso, nao é para Vy > —1/4 que 1 — /T + 4y > 0.

Precisamos resolver 1 — /T +4y > 0. Resolvendo, 1 —/T+4dy > 0 <= —\/I+4dy > -1+ 1+ 4y < 1 —
1+4y <1

<= 4y <0 <= y < 0. Assim, para —1/4 <y < 0 podemos resolver a equagao acima, obtendo as solugdes :

o ieViFE o 1Ty
VT VT2

Podemos fazer u = x1/47 u? = /2

de y.

e substituir na equacéo. Obtemos 42 —2u = y e podemos resolver u em termos

LAY s u=14 T

Para que essa equacdo tenha solugdo é precisoque 1 +y>0. Masl4+y>0<=y> —1.
Quandou =1++1+y, como u= z/4, precisamos resolver V=14 /1F Y.
Neste caso, sabemos que v/1+y >0, logo1++14+y>1>0.

Portanto podemos resolver a equagao acima, obtendo a solugao = = (1 + 1+ y)

Podemos fazer u = 2%, u? = z° e substituir na equacéo. Obtemos u? + u = y e podemos resolver u em termos de

Y.

Assim, v —u=y<= 12 —2u—y=0<=u=

4

—1+1—-4y
5 .
Para que essa equagao tenha solugéo é preciso que 1 —4y > 0. Mas1l—4y > 0<= -4y > -1 <=y < 1/4.

Resolvendo, v> +u=y<=u’4+u—y=0<=u=

—14+41-4 —1+4/1—-4
Quando u = #y? temos que z° = #y
[—14++/1—-4 [—1—4/1—-4

Para y < 1/4, as solugdes sao : = = Y % e =4 fy

27y -2 1 y 1 2

y= X2/3
. = x23 ] y=-x23
y=-x23

-2 —1 0 1 3 X 24
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y=(z+4)"/" -4

y
-2 2 1
0 X
2
[ —
y=(—(z—8)""?




